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PREFACE.

L’analyse,, soit algébrique, soit infinitésimale » a fait depuis
une soixantaine d’années de notables progreés. Grice au génie des
Cauchy, des Gauss et des Jacobi, ces savants qu’on peut regarder,
pendant ce laps de temps, comme les triamvirs de la science ;
grice aux travaux mémorables d’autres illustres géomeétres, dont
les noms sont bien connus, nous possédons actuellement beau-
coup plus de moyens de vaincre les diverses difficultés analyti-
ques, que les mathématiques n’en présentaient au temps d’Euler
et de Bernoulli. Cependant I'enseignement est loin d’étre 3 la
hauteur de la science; c’est 1d un défaut qui a été maintes fois
signalé par des juges compétents et haut placés. Ainsi, il est a
croire que I'on attendra bien longtemps encore avant que les
belles théories des déterminants, des invariants, des fonctions el-
liptiques, etc., viennent reculer les limites entre lesquelles oscil-
lent depuis un demi-siécle les programmes des cours classiques.
Si, d’'une part, il faut attribuer ce retard i 'aceueil trés-réservé
qu’on fait généralement aux sciences, on doit aussi, de I'autre, en
imputer la cause au manque d’ouyrages qui, en traitant métho-
diquement les matiéres, ouvrent une voie sire et facile & leur
étude, et préparent, pour ainsi dire, la rédaction des program-
mes. On se plaint avec raison que les découvertes analytiques,
qui forment ordinairement T'apanage de quelques hommes privi-
légiés, ne soient pas mises i la portée du plus grand nombre des
intelligences: car il est évident qu’en économisant de la sorte
les forces de Pesprit, on en garderait en réserve une plus grande
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quantité, lesquelles, appliquées & leur tour 3 Ia conquéte d’au-
tres vérités, augmenterajent dés a présent la somme des con-
naissances humaines, D’a{]iéu;rsv;‘;eh répandant la science, on en
ouvre le champ & un plus grand nombre de recherches, et, par
suite, on T'oblige plus facilement a révéler ses secrets. Mais les
grands géométres, sollicités par Thonneur qui est attachs au
progreés de la science en lui-méme, sont plus soucieux de décou-
vrir que de populariser des théorémes. 11 arrive, en outre, qu’ils
les enfouissent dans les journaux scientifiques ou dans les re-
cueils des Académies; que Tes jevnes étadiarits n’ont souvent ni
Ie temps, ni les moyens de consulter. Cé sévait done une ceavre
utile que deé coorddiiner 60 tin seul point dé vue tout ce qui se
rapporte & une théorie, afin d'éviter aux géomeétres la peine de
chercher et de lire beducoup dé mémoires. g de courir Ié risque
d’entreprendre des travaux qui ont ét6 déjA dchevés par d’autres
avee sucees.

M par ees considérations, j'ai congu le projet de pnblier sue-
cessivement, sous fornie de traités, les diverses théories mathé-
matiques qui sont actuelloment dssez avancées pour donnér liey
a des corps de doctrine séparés. Tel est Youvrage surla Théorie
de Uélimination, qiie je présente et que je recommande aujour-
d’hui & I'indulgence du publi¢ savant.

La théorie de I'élimination est trés-impo‘rtante, car elle con-
stitue, pour ainsi dire, Panalyse méme. En effet, tonte question
danalyse peut étre mise s6us I forme d’un probléme 'y résoudre.
On obtient alors des équations eniré certaines quantités, dont
les uniés sont les donnges; 6t Tos autres les meonnues dy pro-
bléme. Le but de Panalyse est efisuite d'extraire de ces équations
les valeurs des inconnues, o, en d’autres mots, d’éliminer leg
quantités que 'on adopte comme dtconmues, Selgh la nature et
le nombre ' des équations; ces valeurs pourrofit Sobteniy par des
expressions fiies ou non, par des formulés d’approximation
plis ou moins' rapides, en nombre égal ou supérieur i celui des
inconnues.



PREFACE, 154

Dans le présent traité, nous supposerons que les équations
données sont algébriques ; cas auquel tous les autres peuvent
se ramener dans les limites d’une approximation fiée da-
vance.

L’ouvrage est divisé en trois parties : dans la premiére, je
traite de I'élimination entre deux équations & une variable ; dans
la seconde, de I'élimination entre trois ¢quations & deux varia-
bles; dans la troisiéme, de I'élimination entre un nombre quel-
conque d’équations & plusieurs variables. J'ai-taché de donrer
assez d’extension aux matiéres, pour qu'on puisse plus facile-
ment les comprendre, sans trop augmenter le volume de I'ou-
vrage. Ainsi, dans I'espoir de mieux fixer les idées du lecteur,
en le faisant marcher graduellement da particulier au général,
et persuadé qu’il vaut mieux se répéter qu'étre moins clair,
Jy'ai préféré traiter préalablement, dans la deuxiéme partie,
ce qui, a la vérité, aurait pu se concentrer dans la troisieme,
sans que l'ouvrage fiit moins complet. Comme jé ne vise qu’
'avantage des autres, je ne me soucie pas de faive remarquer le
peu qu’il peut y avoir du mien dans cet ouvrage; ma thése de
1856 et les Annales de Tortolini pourront, au besoin, le faire
connailre. Je me crois en devoir plutdt d’assurer le lecteur quil
trouvera réuni consciencieusement ici tout ce qui Poum;}g, I'inté-
resser, et tout ce quon a écrit de mieux sur ce sujet jusqu’a
I'année présente. Plus d'un mémoire, que je pourrais citer, au-
rait pu étre épargné ou mieux rédigé,si I'on avait plus tdt connu
les ressources dont I'analyse pouvait déja disposer !

Puisse ce travail, maleré ses nombreuses imperfections', ren-
contrer la faveur du public, et témoigner du moins, 3 défaut de
mieux, ma bonne volonté de lui étre utile. Faura; dcquis alors
la plus précieuse récompense de mes efforts, et fe plus noble
encouragement a poursuivre le but que je me suis proposé.

————— e
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PREMIERE PARTIE.

THEORIE DE L’ELIMINATION ENTRE DEUX EQUATIONS.

—

CHAPITRE .

SUR LES FONCTIONS SYMETRIQUES DES RACINES ET SUR LEURS PROPRIETES,

Soit Iéquation
(1) A"+ Ay 2" - g | +ar=0,
dont nous désignerons par a , ay..., a, les racines.

Une fonction donnée des racines est appelée symétrique, lorsqu’elle
reste la méme, quelque échange que I'on opére entre les racines. On
congoit facilement que si cette fonction est entidre, elle pourra tou-
jours étre décomposée en une somme d’autres fonctions symétriques
plus simples, qui seront toutes de la forme

(2) o= ZayPayla, a,l...,
le signe X s'étendant a toutes les combinaisons / a I 'des indices 1,
2, 3..., m, et | désignant le nombre des racines qui figurent dans
chaque terme.

Lorsque la fonction ¢ ne contient qu’une seule racine dans chaque
terme, ¢'est-a—dire lorsqu’on a ¢=Za?, elle prend le nom de somme

. des puissances semblables des racines, et on la désigne par le sym-
bole s,. -
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Comme nous allons voir, ces fonctions, qui jouent un grand role
dans I'analyse algébrique, sont douces de propriétés remarquables. -
Premrine propRiin. Les sommes des puissances semblables des

racines s'expriment en fonction entiére des coefficients.
On a en effet, pour une somme quelconque s,, les deux formules
suivantes, dont la seconde est due & Waring :

ay ay 0 D10

: 2a, a, a, a0

1\p 3a3 ay ay ay. - - 0

3 e _)

(p—l)ap—l Ap—r ap—g ap._.p .y
Pap ap_, Qy— Ap—3- + Qg

Gt i1 s s RUMGSORE VTS m

) ( ) 2 24)(22) (). (2p) aphoa,Ma...ay™,

ou (%) et (p—loe—l) expriment, pour abréger, les produits 1.2.3...2
et 1.2.3...(p—A—1); A1 , Xs...A, étant d'ailleurs des nombres en-
tiers assujettis & vérifier les deux équations de condition ,
(5) ho A+ s Ay o0l Ay=p,s
(6) M +24 430+ .. omd,, =p.

La premiére formule se déduit en tirant les valeurs de s, des re-
lations connues entre les sommes s et les coefficients, & savoir :

aos,+1.a1=0,
a0s2+a,s1+2a2=0 3
(7) as +a,sg+agsi+3a3=0 (s
aySp +alsp—-1+agsp—2+ +pap—-0
qu’on trouve en comparant les coefficients d'une méme puissance de

(") De ces mémes équations on tire la valeur d'un coefficient exprimé en fonction des
sommes s. On aura, en effet,

Sy 1 0 0 RS )
Sy s, 2 0 DL 0
¥.2:.8 0= Sy 22 % 2 Qe+ Q

St Si—1 Si—2 Si—s Si%. .8,



L]

Ite. PARTIE. — CHAPITRE 1. 3

 dans les dérivées de |équation X = 0, considérée comme fonetion
des coefficients, ou comme fonction des racines. Dans le premier
cas, on a

(8) X'= maox™ ' +(m—1)a, 2" +...4-a,_,—0;

dans le second,

X X X X
&5

T—dy  B—ty  T—ag | Do

(9) X'=

Pour démontrer la formule de Waring, nous remarquerons que
la (9) donne :

X . m ¢ s, s S,
= tat shob-ad +-..+v—_t—,+--~ ;

d’ott il résulte que s, est le coeflficient de m:T dans le développement

de la fonection

a | -0 A
10 X m— i a,+25+05"+.-.+m~ﬁ:{
( ) S T e ’

47 q m
ao+m+w2 +.-.+wm

suivant les puissances ascendantes de % En posant 1=y, la série de
&

Taylor nous fournira pour ce coefficient Iexpression
—1
(1) ms'(})_“DP.log (ao+“a?/+agy'+...).

Or, d’aprés un théoréme que nous avons inséré dans les Annales de
Tortolind, 1855, cette dérivée se calcule aisément. Etant donnée, en
effet, une fonction quelconque ¢ de la variable z liée avec une autre
par une équation de la forme

r=4(y),

la dérivée nitme @'ordre quelconque de la fonction @ exprimée en
fonction de la nouvelle variable y sera fournie par I'équation

O M= o) () () )

ou le signe % s'étend a toutes les valeurs entiéres et positives de
P ki, kg, Ky, Ky, qui vérifient les équations
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( P=hki+ by k4., .4k,

i_ n=ky 42k, 43k . .. 4rk,,

wl désignant, en général, le produit 1.2.3...1,
Dans le cas actuel,, on a ¢ =log :

() =ap+ay+ agy*+...,

et en général [Dxﬂq;]z—-(—%)yl‘(g), (T.T;.Tg})kzayk'

(13)

Il n’y aura donc qu’a faire convenablement ces substitutions dans
la formule (12) et & la multiplier par (—1T(p))™, pour retrouver la
formule (4).

Druxikme proPRIETE. La fonction quelconque o peut s'exprimer en
fonction des sommes s,

Pour cela, observons qu’on a évidemment

i G By P ’
5¢20P =T, Paty! - S+ ;
d’ou (14) ?gzza,l’ag-‘?:spsq—-spﬂ;
srza,Pangza,Pm_,0a3'+2a,¥'+’a2‘l+2a,"a,"+’ 2

d'ot  BeyPaylay == 5,50 Vo, I Tg,p+, Gol— B P, 91
et, au moyen de la premiere,
(15) P5=Zot;Pory T, " — SpSg8r—8p4g8"—8p 1 1 8g—841 8 — 284 tr
?4=E“1p“2q“sr“nt:szz“1p“zq“sr—zaip_l-[“:q“sr—zo‘xp“iq-H“sr"" Zap “eqasr+t1
qui, par la précédente, deviendra
(16) o,= Sp8gSrS—(SpsgSyS i+ Sp+1Sg8i+ $p415451) »

+2(8p1 0405, SpirtiSgtenn) (3p+qsr+z+sp+r5q+r + Sy 18040

—1.2.3s5,,..,.0. ‘

De méme, i
(1 7) 9= 2o, "o 90 o forV = $pSqS)S S— £P+qsr515v ,

+ 2zsp+q+rstsln
+Esp+qsr+lsm

"—1 . 2. 3 ESI,_,_q+;«+zsm

MR Esp—f—qsr—i—t+l-1
+1.2.38%8, 0,
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en admettant que le signe = s'étende & tous les produits que I'on peut
obtenir en combinant ensemble, 242, 333, etc., les lettres p, ¢,
7, 1, v qui figurent dans les indices.

En général, on obtiendra :
™ 1: ™ b3 LU \' T ™ ™
(18) q:,:Ea,’ oyt ot —sl‘}da, B s FT
N T+ Tlay
—>_‘a, %t Loy,
W Ta-4-T] Tl—t
—}_‘a, R L
LY T Uz Tl |
—‘,\_‘a,‘ Qg ol et N
d’ou il suit qu'en supposant connue la fonction
AT T Ta Tl—q
T Ea, SRR St

le second membre de I"équation précédente sera déterminé ; car il
n’y aura qu'a changer les indices =, Tas Ty, Tespectivement, en
T, Ty, Wy, pour calculer tous les termes qu’il con-
tient. Par la méme raison, la détermination de % dépendra de ¢,_,;
celle de ¢,_, de 9—3, ete. Il suftira donc de connaitre les premiéres
fonctions g, o,, P51 942 P55 que nous avons données ci-dessus, pour
en conclure toutes les autres.

De ces simples considérations et de I'inspection de cas particuliers
donnés, on peut déduire une formule propre a fournir I'expression
de ¢ en fonction des sommes des puissances semblables des racines.

Appelons 2, 4y, X... %, les sommes de g5 h, k...7 exposants
quelconques pris parmi les r,, Ty..., 7, sous la condition

(19) g+htk+ .. +i=1,
et désignons par

T8, 84 e o 2 8

la somme de tous les produits que I'on aura en combinant dans les
indices 2y, &y, Xp...}; tous les 9. h, k,... 7 exposants choisis g a ¢,
hah,k ak, et., parmi les exposants ().



6 THEORIE GENERALE DE L’ELIMINATION.

1l est clair que ¢ sera le résultat de I'addition de pareilles sommes
multipliées chacune par certains coefficients numériques,
D’ailleurs, on aura pour chaque terme

(20) Lt N+ A =m et
car si I'on change les racines « en p«, il faudra que chaque terme
du second membre gagne le facteur pmi+m---7, dont se trouvera mul-
tiplié le premier, ce qui ne pourra pas arriver a moins de la condition
posée ci-dessus.

1l nous reste seulement a trouver les coefficients. A cet effet j’ob-
serve que, d'aprés (18), si g/, est le coefficient de

$my-ms+. .. dans la fonction ¢, ,

celui de terme semblable

Sm+myt...m, dans la fonction g,
sera — (—1) s
Ce terme est le seul qui ait gagné un exposant a I'indice ; les autres
auront au plus le méme nombre d’exposants & I'indice que les termes
de la fonction ¢,_,, et en auront conservé les mémes coefficients
numériques. Par la méme raison, tous les termes g,_, auront des
coefticients identiques & ceux de o,_,, excepté le terme en

STyt Tot . L Tty

dont I'indice contiendra un exposant de plus que les autres, et dont
le coefficient sera — (I—2) fois celui de sz, myqmi ... 5, dans la
fonction g,_,. En suivant bien ainsi de prés la formation des coeffi-
cients, on arrivera aux conclusions que voici :

1° Les coefficients varient seulement lors de la variation du nombre
des exposants dans un indice, et, au contraire, ils restent les mémes
tant que ce nombre demeure inaltérable ;

2° Le gain d’un exposant dans un indice qui affecte la lettre s et se
compose de p—1 exposants, ne commence & se faire que lors du
passage de la fonction ¢,_, & la fonction g,. Mais comme, dans ce
passage, le coelficient acquiert le facteur —1 (p—1), on peut dire
que chaque fois que Vindice gagne un pi"¢ exposant de plus, le
coefficient gagne aussi un facteur (—1)(p—1) de plus.
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Il suit de la immédiatement que la lettre s, affectée d’un indice
composée de p exposants, aura pour coefficient

(=)~ (p—1)(p—2) (p—3).. :3.2.1=(=1)7—'T(p) fois celui de
P1=3$z, qui est 1,
Donc le terme en
: $ag S $a4e o o Sy
aura pour coefficient
(_1)0—1+h—1+...l—| r(g)r(h) 234 r(") ;

et il viendra enfin

(1) ¢=F(—1)~T() T(1)..T[) S5, 614 5. . .50,

o étant le nomibre de groupes g, h; k,... i dans lequel  a été partagé.
On n’oubliera pas que plusieurs des nombres s h,...7 peuvent étre
égaux. Dans ce cas, si ¢ exposants deviennent égaux entre eux, chaque
terme exprimé en fonction des racines dans les deux nombres de I
formule sera répété 1.2.3...7 fois de trop. Ainsi, pour avoir la juste
valeur de o, il faudra diviser le second membre par1.2.3...7 exposants.

Une fois qu’a I'aide de cette formule on dura exprimé ¢ en fonction
des sommes s, on calculerd ces diverses sommes au moyen de la for-
mule (4) en fonction des coefficients, et alors 1 fonction ¢ se trouvera
en dernier lieu exprimée par les coefficients de I’équation proposée.
Comme les seconds membres des formules (3) et (&) sont entiers &

| . Y !
une puissance prés de —, il s'ensuit que, en supposant @,—=1 :
o g

TrowsiiME PrOPRIETE. Une fonction quelconque entiére et symé-—
trique des racines s’exprime par une fonction entiére des coefficients.

Remarque. La formule (21) nous conduit & une relation intéres-
sante : elle donne

%‘—‘(—1)”“?(9)2(—-1)"““’“’1"(’1)---T(")Esh e
> . d
(22)  Cest-a-dire oy = (=1 X(g)gs-y.

iy étant ce que devient ¢ lorsqu’on y néglige les facteurs contenant
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les exposants qui figurent dans I'indice A;. Alnsi, on aura (voir U'ezem-
ple (17))

dos c
R 1.2.(8p8,—sp1 ;) =1 2.0,= 230, P, 1.

Lorsque, par suite de la nature des exposants, il arrivera que deux
ou plusieurs des indices gy Ay, etc., seront numériquement égaux, il
faudra ajouter au second membre de la relation (22) autant de termes
semblables en O, etc.

Remarque 11. Si Ton proposait de trouver le nombre de termes
dans la fonction TSy Shp Sipe .S, CE nombre, en supposant g, h, k...:
différents entre eux, sera évidemment

i) (I—9) _ (l—g—n) (l—g—h—k...)
N O X =0 X iy X i inre
0

~ om0’

car la série des indices dans un terme sera une combinaison des ex—
posants pris g & g, suivie d’une combinaison des (I—g) exposants
différents des premiers et des seconds pris k a k, et ainsi de suite.
Mais lorsque g’ nombres g, , k, etc., deviendront égaux a g, la série
des indices A, , X, X,.., se trouvera répélée 1.2.3...g" fois de trop,
et dans ce cas il faudra encore diviser le nombre N par 1.2.3...q',
pour avoir le nombre correspondant des termes dans Ia fonction sus-—
dite. Supposons ainsi ¢ groupes d’exposants en nombre g, k' groupes
d’exposants en nombre A, etc., dans la série des indices dont la lettre
s est affectée, le nombre N sera

‘ i )
(23) N

sous la condition 9'9+hh+.. v =1.
Cherchons maintenant ce que devient la formule (21), lorsqu’on
suppose tous les exposants égaux a 7. Alors, comme dans

0
stg Saby .0,

tous ces termes se réduiront A

gl h[ i!
Sgr Shreee Siz ’

L ]
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cette fonction se réduira elle=méme i
) ey
g [T G -7 O $ "‘siﬂ'
(@B ... () () (B). .. ()9
D’ailleurs, comme nous I’ayons déja observé, il faudra, dans la
méme hypothése, diviser le second membre (21) par 1.2.3...1. On
aura done

e x4 g ==, A ¢ W
2l e o=y B () G TR ) S S S

ou
(28) Mefef...af=Y(—)e Wﬁ (f;f)" ()"... (ST)
sous les conditions
=g +HA4...4+1" et g'g+ Kht...4i'i=1.
Application. Le coefficient a, d’une équation est égal &
(—) Bayayenctye

Posons pourtant n=1 dans cette derniére formule et supposons,
ce qui est toujours permis,

g=1, B==9 el

et =2, K=)..4'= A
il viendra
o A (—1)\|+‘Ag+-'-"-[ Sl) 'A, (SQ))., (Sl))\l
&) R0 i £ L o 4
sous la condition A =+20, 4., 0,=1.
On aura, par exemple,
1 1 1 1 1
T 2._23’232'*'33’53'*"2?2322_25"

Les formules (&) et (21) cependant quoiqu’elles conduisent au
but désiré, ne cessent pas de donner encore licu & des calculs assez
longs. 1l en est ainsi de toute expression qui s’appuie sur les sommes
des puissances semblables des racines. Cela dépend de ce que I'on a
a tenir compte, dans ces sortes d’expressions, d’une multitude de
termes qui, finissant nécessairement par se détruire dans le résultat
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final, ne servent qu’d prolonger inutilement les calculs. Supposons,
pour fixer les idées, qu’on ait a calculer la fonction 2o, et posons
pour un moment a,=1. On aura, d’aprés ce qui précede,

2D "By =1518," — 5,85, — 25,85 + s, ,
7 2 4 2 5
S1=—ay, se=a,’—2a,a, Sa:——d:-'— 3“1(12—-303,
Bl a,'—lpa,’a2+ka,a3+2a2’-—1m4,
8§ =—01"+ 5a,"ay— 5a,a,’—5a,%a; + Sa4a;-+ Sa.a5—Say ,

et I'on trouvera
2“2527 =—a,85+ 3a,a— Say.

Ainsi, les quatre premiers termes de Sy, les deux premiers de s, et le
premier de 55 étaient étrangers au résultat, et n’ont eu d’autre effet
que de rendre le calcul plus pénible. Mais on peut maintenant éviter
Pintroduction de ces termes et écrire méme d’avance la forme littérale
de la fonction des coefficients , qui représente une fonction donnée des
racines, a l'aide d'un théoreme important, dd a M. Cayley et a
M. Brioschi, et dont Jai déja donné, dans les Annales de Tortolini
(septembre 1855), une démonstration extrémement simple. Voici le
théoreme.

QUATRIEME PROPRIETE. La fonction des coefficents qui exprime la
fonction des racines

(25 bus) o :2 asPada,. :Z CaMalteags... (7).

est de degré égal au plus grand des exposants p, q, ..., et les indices
avec les emposants qui figurent dans chaque terme salisfont a Uéguation

(26) X +2)+ 3ds+...==p 4 g+ r ... somme des exposants.

Pour le démontrer, nous partirons de cette remarque aussi simple
que féconde, & savoir, que les coefficients de I'équation donnge (1)
sotit des fonctions linéaires par rapport 4 une quelconque des racines.

(*) Nous supposons iei, pour plus de simplicité, a,=1.
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En effet, quel que soit 4, le coefficient a; sera, en général, de la forme
(27) a; =M0q; + N0,
M9, N, désignant les fonctions des autres racines, hormis la racine

2, choisie arbitrairement parmi les racines «,, @yy &g... Par consé-
quent, si dans la fonction

9 =ZCa,’\xa,7~: (/7R N

on remplace les coelficients z;, a,, a,, par leurs valeurs (27),0n aura

‘P:Z“xpaa”a{- . -=2C (M0 N, )b (M%) e N0 ()N 08,

et le plus grand exposant dont sera affectée la racine quelconque a;
sera la plus grande valeur de la somme des exposants,

R T o S S W

qui devra &tre égale & la valeur maximum des exposants p, g, r...,
que nous appellerons, pour plus de clarté, =. D’un autre coté, la
somme A, +A;=2;+...—+1y, représente précisément le degré de la
fonction ¢, considérée par rapport aux coefficients ; donc le plus haut
degré de ces termes ou, en un mot, le degré de la fonction, sera bien
égal au plus haut exposant de la fonction donnée des racines,

L’autre partie du théoreme se démontre avec la méme facilité.
Supposons que les racines «, f3, y,... deviennent respectivement
ka, kB, ky,..., la fonction ¢ deviendra kpatr--- o2 mais en méme
temps les coelficients de I'équation proposée se seront changés en

kay, Ka,, FKa,,

et ils auront gagné autant de facteurs k qu’il y a d'unités dans leurs
indices. Par conséquent, chaque-terme de la fonction o des coeffi-
cients aura gagné le facteur

M08+ . My,
Il faudra donc bien, pour que I'égalité (25 bis) continue & subsister,

que I'exposant de k dans le second membre soit constant et égal pré-
cisément & la somme des exposants des racines dans le premier.
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Remarque. La fonction 1,423, 3y+...4mh,, c’est-a—dire
la somme des produits des exposants par les indices des coefficients
appartenant a un méme terme d’une fonction donnée, Joue un grand
réle dans I'analyse que nous allons exposer, et en général dans tous
les développements réels ou symboliques des fonctions. 1l sera donc
convenable, pour mieux préciser et faciliter par suite le raisonnement,
de lui assigner un nom spécial. Nous I'appellerons le poids de la fonc-
tion, et quand ce poids sera constant, nous dirons que la fonction est
wsobarique. Ainsi, dans le cas actuel, on dira simplement que la
fonction o des coefficients est isobarique et de potds p+g+r+... ().
En se rappelant ce que nous avons dit page 6, on en conclurait
aussi que la fonction o des sommes s est esobarique et de poids
pPtg+r+...

Application. Prenons, par exemple, la fonction Zazﬁ%ﬂ', le plus
grand exposant est 7=3, et la somme des exposants p—+q—+r—-...—=4.
Donc la fonction des coefficients, qui la représente, sera de degré 3,
isobarique et de poids 4. Donc elle sera de la forme

Aa,’a,+Baya, - Ca,* Day.

Les coefficients numériques A, B, C, D pourront se déterminer de

plusieurs maniéres. On peut se servir des sommes des puissances sem-

blables, si elles sont connues, en y négliceant tous les termes qui

y.Beg

seraient d’un degré supérieur a 3, comme on aurait pu le faire dans

le cas de la fonction 48" traité ci-dessus. si l'on avait connu le
7 )

théoréme en question. On peut encore employer des équations dont

les racines soient connues. Ainsi, les équations

P'—1=0, 2*—2z+41=0, 32’ 4-32+1=0, z'—2z*+1=0
nous auraient fourni les équations de condition
C=—2, 4A+C=2, 27A+3B+9C=0, D+AC=—=A4:
d’on

A=1, B=—1, C=—2, D=4,

(*) Nous appellerons aussi équipolience I'éiat d'une fonction satisfaisant 2 ces conditions.
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Si I'on introduisait de nouveau le coefficient a,, alors o deviendrait

(28) (P: (1) nECaolo al).j ag).gas).g VA .am),m §

o
et I'on pourrait énoncer le théoréme précédent sous cette forme :

La fonction ¢, par rapport aux coefficients, est, & une puissance
prés de a,, homogéne et de degré =, isobarique et de poids p~4-q+-r...

M. Cauchy a donné, dans ses Ezercices de Mathématiques, une _
méthode trés-ingénieuse pour calculer les fonctions symétriques des
racines en fonction des coefficients. Elle consiste a éliminer de la
fonction proposée ¢ successivement toutes les racines au moyen des
équations qui lient les coefficients d’une équation aux racines, &
savoir :

@+ o+t o5+ .. .o+ ay =0,
ay— (o3t o+ oy oty . .- n—1 tn)=0
(29) as—+ (dg Oy Oty aa dlg Oyt .+ Op—y %p—g ‘xn)=O )

’

Uy oy ooy ...o==0.

A cet eflet, en supposant que I'on veuille éliminer successivement
les racines dans I'ordre %ny Oty O—gyees gy a1, ON prépare les équa-
tions susdites , de sorte que les racines

%ny  OnGy_ys  GpOly_Opy_g..., % Olppepe s e Cy

s’y trouvent éliminées. Ces ¢quations se transformeront ainsi dans
les suivantes :

&+ e+ oyt oy =0,
a,+a,(a1+a2. . .+d,,_1)+9£12+0532+%2+- . -+a:—-1+al“n—1+‘ v “n-—aan—r‘_—'o’
/\30) a3+ a?(“f‘ A P -an~2)+a1 (0512+0522+ ‘e ~“:—2- . -)+“13+ ags'l" .. -a,i‘_e —— O,

.
. . . . . . . . . . . . . . . . .

Ol a, 0, oy

dont la derniére ne sera que flay) =0.

b - I3 . . 1
On s’apercevra aisément que ces cquations, prises & rebours, sont
identiques aux équations
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S
— X i
X“_(w—ai)ggo’

(31) 0,

S et B

W X 4alls
\‘ Xy { (& — o) (T—0s) (@ —0ig) . oo (T — ctn—y) }u,,-—

0,

les seconds membres étant ce que deviennent les fonctions sans pa-
renthése, lorsqu’on y fait successivement

(it Y i bt T et

car, les racines pouvant étre toujours supposées indépendantes, les
équations de méme degré entre un méme nombre de racines ne
peuvent différer entre elles. :

Comme les équations (30) mises sous cette forme sont plus faciles
a écrire, ce seront elles qui, a partir de la derniere et en remontant,
nous serviront & éliminer successivement de la fonction ¢ toutes les
racines.

Une fois, par exemple, qu’on aura éliminé «, dans la fonction ¢ au
moyen de la derniére équation, qui est linéaire par rapport & o, on
éliminera o,_, au moyen de I’avant-dernidre, qui ne contient plus
a,. La fonction ¢ sera ainsi transformée dans une autre, indépendante
de o, et de o,_,. On pourra ensuite éliminer «,_,, en ayant recours
a I’équation qui précédera les deux derniéres, et, en continuant de la
sorte, on arrivera a un résultat indépendant des racines, et qui sera
la fonction formée. La série des éliminations qu’il faudrait faire
présenterait de grandes difficultés, si M. Cauchy n’avait pas trouvé
en méme temps, dans le théoréme qui suit, un moyen de fes éviter.

CINQUIEME PROPRIETE. Soil P la valeur de ¢ considérée comme fonc-
tion d'ordre p d'une certaine racine o et ordonnée survant les puissances
descendantes de «.. Soit Q=0 une équation quelconque d’ordre p ou
moindre que p, considérée aussi comme fonction de .. Si U'on divise P
par Q, le reste sera indépendant de o. |
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En effet, si I'on appelle ¢ le quotient et R le reste, on aura
P=Qq+ R.,

‘Mais comme , par hypothése, =0, il faudra que P=R. Or, si nous

supposons que Q soit de degré p, le reste sera de degré au moins
p—1 et de la forme

by~ b P~ - a3, +b_=0.

On aura donc
byoP—t - by~ - byaP—3 - .. (bp~—P)=0.

Mais P est une fonction symétrique par rapport A toutes les racines;
ainsi cette équation subsisterait pour toutes les n racines, pendant
qu’elle est seulement de p—1 ordre, ce qui est impossible. Donc
les coefficients des diverses puissances de « doivent étre nuls. II
viendra done

P= bp—l 3
le reste sera donc indépendant de «; ce qu'il fallait démontrer.
En profitant de ce théoréme, on opérera de la maniére suivante :

On divisera 9, considéré, par exemple, comme fonction de dy. par
le premier membre de la derniere équation, c'est-a-dire par X,,; on
aura un premier reste indépendant de «,. En divisant ensuite celui-ci,
considéré comme une fonction de %n—q par X,_,, on obtiendra un
deuxiéme reste indépendant de «, et de a,_,. En procédant de la
sorte, on arrivera d un reste indépendant de a,, a,_,,... ., et en
le divisant par Xy, on arrivera enfin i un reste indépendant de «,,
In—1y+-+ da, oy €t, par conséquent, de toutes les racines, et qui sera
la fonction cherchée.

Application. Cherchons & calculer par cette méthode la fonction
Za’ﬁzza’ﬁe—l-az}"—}—azéﬂ—!-ﬁgy’-i-ﬁga’—l—yza’.
II suffira d'abord de considérer I’équation

o' 42"+ a8’ +ax 4+ a,=0;
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on aura par suite
Xo=0o'+ag'+ a9 a0 4-a,=0,
X
(R SN S

7= <w—ﬁ)§ T @t By (@t B+ B+ o 61,

X
{(w—a) (2 —B) @—) }8_8+a, +¢1+B+T.

Le premier reste, dans ce cas, est

B @ty B (0 o B y) (e +B+)
=1+ 27" (@124 B)4-v*{ (014 at-B) - 242 +20% 4o’
(@ B0 +a+ B+ 29 (4 4-BY) (ag - a1 B) ,

qui, divisé par 5 o fournit un deuxieme,

(@—o) (@—p

B*(a, + o)+ 2(3’(a[+u)2+2(a,+a)ﬁ(a,+ a0+ a,*)B
+<a2+ aﬂ)z-l-a’(a. +2a,a.)

On trouvera pareillement, pour troisiéme reste,
—(20'—2a,0’+-20,2’4 20,0+ 2a,8,—0a,2);
et 'on arrivera enfin au quatriéme reste, ou a la fonction cherchée :
a,'—2a,a,+a,.

SIxIEME PROPRIETE. La fonction ¢ satisfait a U'équation aux déri-
vées partielles.

de
; (32) dar—a e +‘l+ 2(.’[ + + m...]da +rd—87=0.

“ Démonstration. D’ aprés la deuxiéme propriété et la note page 2,
9 est une fonction des sommes s, qui 2 leur tour sont des fonctions
des coefficients, et réciproquement. On a donc

R e dcp do da1 do da, do das do dan :
' (_33) &0 ds day dsy da, &5, T da; @5, T day, ds,’
Rl dai  da; dai da; de; da; d
3k AL e, 2
( 4‘) + dsy doy d\’,— (Ih sy + + doy, dq,.
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D’ ailleurs,
o da ,
(35) d_: = (@i + Gyt~ .. agof 2 &
day . - R~ ¥ : X 3
car = se réduit au coefficient de 2" dans I'équation —— multi-
doy T—a

plié par — 1, produit marqué par le second membre.
Au moyen de cette dernitre équation » il viendra

da; day day, T
—E_ai—l E—{—ai_gzahd—&_-—{—...—{—a;_,xah E...,

le signe = §’étendant & toutes les valeurs entitres de h depuis 1 jus-
qu’a n, ou bien
da.' de 1 dsi 1 dsr
s, Vg, F g G g e+ e Tt

{

1 ds,~
i ds,’

De la on tire évidemment

da;__ 1 da, bl 1 day; i
(36) | s 7% dsy — 7 dsp
pour i >r, b pour ¢ < r.

En ayant égard a ces valeurs, la (33) deviendra précisément la
(32), qu'il s’agissait de démontrer.

SEPTIEME PROPRIETE. En désignant par = la somme des exposants
des racines dans la fonction ¢, 0n a

0 a; 2a, 3a,...1a;
1'd?1 1 a{ ag LR a';'._l
2.d'_s; 0 1 a{. . a‘:_g

S0 e B e e

8660
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Démonstration. Par suite de I'équipollence de la fonction ¢, on a
d(e
(38) Gz ..a, + +Ta-r———ﬂp_
et I'équation (32), en y faisant successivement r—1,2, 3, ...,
nous donne

de A
Ea—1+a‘ Hi +ar-—1 +ds =0,

e 9T —
(39) %;+...+ar_gda1+2dsg_0,

. . . . . . . ° . .

do do
7 g, Rl

En éliminant —— q’ L Lk %2 de ces équations et de la (38), on
dlla ar

obtiendra la formule (37).

Cette formule n’est que I'équation (21) sous une autre forme.
Ainsi, elle n’est pas plus propre & faciliter les calculs des fonctions
symétriques. Au contraire, la relation (32) et ses semblables, qu'on
en déduira en faisant varier I'indice, peuvent utilement servir a dé-
terminer les coefficients numériques de la fonction ¢, une fois que sa
forme littérale aura été écrite d’aprés la quatriéme propriété. Nous
empruntons & ce sujet un exemple au mémoire de M. Brioschi, & qui
I'on doit les deux théorgmes ci-dessus.

Application. Soit & calculer la fonction

q;::Eal"a,_"‘as .
en fonction des coefficients. La forme littérale sera
¢p=Aa,’ay+Ba, a;+Ca,’a,a,-+Da,"ay’+Ea,a,
+Fa,a,a,+4Ga,a,0,-1a,a,’a,+Ha,a;+Ka,’a,
~+La,ay+Ma,a,’+Na, "+ Pag.

Supposons que les fonctions
dy 5 do 3 il e s
d—s; _Zam ; ——_zai a.,——zog y E_—Ea, ,
ds" Ea“ dss =2
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soient connues d’avance. Alors les équations que I'on déduira de
la (32), 4 savoir :

+ lda +a, + -+a 5 +3 =0,
da, b
7= +a Oige e tag 8+4‘7§-—
. dg __
aa_r.+a17;+...+as'd—'+5———0”

dy
Ea—,+ +7 =0,

3 da8

das +8 0,

fourniront les équations de condition entre les coefficients indéter—

minés A, B, C,... propres & les déterminer. En profitant ainsi de ces
relations et du tableau page 20, on aura les équations

A+C—3=0, 204-G+B+3=0, I+K+F4+9=0,
2M+A4+H—15=0, G+4+2N+F—3=0, 4+P+15=0,

-------------------------------

. E4P47=0, P4+16—0.

dodt A=}, B=—9, C=—1, D= E=9
=—10, =10, |y (8 H=16, K=0
| ey M=—1 M=-—8, P—=——16.

C'est a Iaide des diverses méthodes que nous avons exposées jus-
qu’ici que nous avons calculé les valeurs des quelques fonctions symé-

triques, que nous réunissons ici dans un seul tablean pour I'avantage
des lecteurs.

Ona ' ®

H=—0,, s,=a,'—2a,, s,——a,’+}3q¢,a,—3a,,
si=a,"—haa,+ha,a,—ha,+ 2a,?,
s,=—a,"—]—5a,3a,+5a1a,,—-5a,’as—5aa,’+5a,a,—5a5;

=0,'—64,'a,--64a,'a,—64,%q,—1 2a,a,a;+ 6a,a,+-6a,0,—6a,+9a,’a,’—2a,’-2a,*.
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/ Eazﬁ =—a,a,+ 3a,,

Eaz By=a,a,— 4a, ,

20:2 B =a—2a,a,+ 2,

2“2 B =a2a,— a,a,— 2a,*+ 4a, ,

2«3 B =— 0,3+ 20,2a,+ aya,— Sa,a,+ Say,

2“4 B =—a3a,+ a2a, 4 3a,0,° — ba,a,— a,a,4 5a,

Zazﬁ"y:— @yt~ 3a,0,— Ha

Zaa By=—a2a,+ 2a,a,+ aa,,

Za“ ﬁy;——aigaa— 300,04 30,2+ 2a,0,— a2 |

Zaiﬁ’f= 0 — 20,0, 2a,a,— 2a,,

Ea‘ B =a2a.'— 203+ ha,a,0,— 20, a,— 2.2+ 20,0,— 20,2a,— 6 a,a,+ 6 a,
Zasﬁz;z:a,a,as— 3a;+ ha,a,— 3a,a,

2«3 B} =a*—3a,a,0,+ 3a,2a,— 3a,a,+ 3a,>— 3a,a,+ 3a,,

Ea" B .—_-2a1a2a,,——3a,3a,,—a,a2‘°‘—|-3a,*a2a3-'-5a,a3’+afa3+3a,’as+3a‘a.,+ 5aa,,
2«353;':2051(13”'— as*ay— baya, 4 a,aa,

F el IR
2“ By'=2a,0,0,— 052+ aga,

2“‘527’: 005"+ 20,2 4,— a,2a,0,+ 3a,°a,+-2a,0,— 8a,a,a,.

——

Supposons maintenant qu’on ait 4 exprimer en fonction des coef-
ficients une fonction entiére des racines de la forme

(81) W= N ()4 ). 4 ),

ou

(42) ¢ (o) =b,a" "4 b,an"1} b D,

2 étant toujours une racine de I'équation (1); il est évident que la

fonction W sera, en vertu du théortme page 10, de degré » au
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plus et de tous les poids, depuis zéro jusqu’au nombre in, par
rapport aux coefficients de I'équation (1). De plus, on voit qu’a
chaque produit de la forme %P ay?a,". .. correspond le produit
b1 pBy—g by_y... des coefficients de la fonetion ¢, qui sera toujours

de degré ¢ et de poids in— (p+q-+r+...). Ainsi, chaque somme
partielle de la forme

N
OnpBu—gyy s Yt P2, .,

qui figure dans la fonction W, sera de poids #n-— (p4-g-r)+
(p4+g+r)=in. Soit = le plus grand des exposants p, ¢, r..., et
POSONS ¢=p—-¢+r+-..., on aura, d’aprés ce qui précede,

1\=n
E Py Jo.”. . — [ ; oot Mo Ao, .0t 2me
oty oy ...._.(ao) 0o ol ™10, m ™

et la partie by—pbrn—gby—y-.., qui I'accompagne dans la fonction 4,
prendra en général la forme

b,fob *ib ., b, Fm
sous les conditions

%3 :ko+k,+k;+...+k,,=i,
& k4 2k, ...~ nk,—in—s.

De Ia résulte que la forme littérale de chaque terme dans la fonction ¢
F
sera

B8 () Db bk, b ek g e

?

sous les conditions (26) et (43).

Cela seul nous suffit pour établir le théorsme suivant, auquel nous
voulions arriver :

Etant donnée une fonction symétrique des racines de I'équation

a4, x"+ 4, 2"+ a, 2" +-q,, =0,
telle que
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$(@) =box" b, a" b, 2" 2. . - b,,

la fonction des coefficients (Bo@y@is o e @i Dby gl 20y, qui la re-
présente, est homogéne et de degré n, par rappori auz coefficients (a),
homogene et de degré i par rapport aux coefficients (b), isobarique et
de poids in par rapport  I'ensemble des coefficients (a) et (b).



CHAPITRE II.

ELIMINATION DE LA VARIABLE ENTRE DEUX EQUATIONS A UNE VARIABLE.

S I

Définition et expression de la résultante.

)
1. Soient les équations

(1) 9 =a,2" +a 2" '+ a, 2"+, .+-a,=0,
(@) $=b,a" +b,a"~ 4 b,a" ... b, =0

Si ces équations doivent coexister par hypothése simultanément, il
faudra qu’elles aient au moins une racine commune. Mais, a cet effet,
les coefficients des deux équations devront évidemment satisfaire a
une certaine condition, sans quoi, les coefficients pouvant étre quelcon-
ques, la solution commune pourrait toujours étre rendue impossible.
Or, si par un moyen quelconque on déduit de ces équations une
troisitme, d’ou la variable est disparue, ce sera 1a la condition &
laquelle satisferont les coefficients. Déduire une telle équation de con-
dition s’appelle éliminer la variable, et le résultat de cette élimination
se nomme résultante. La résultante exprime donc et pourrait se dé-
finir : la condition qui doit exister entre les coefficients de deuz équa-
tions données a une variable, pour qu'une valeur de celle-ci los vérifie
simultanément. Mais remarquons ici qu'il ne s'agit que d’une solution
unique ; car, s'il y en avait davantage, de nouvelles conditions définies
par le théoréme de Lagrange surgiraient entre les coefficients. Par
conséquent, dans tout ce qui suit, afin d’obtenir toute la précision et
la simplicité désirables, nous supposerons que les équations susdites
n’admettent qu’une solution unique.

2. On peut facilement concevoir divers procédés, plus ou moins
compliqués, pour trouver cette résultante, et, de quelque maniére
quon y arrive, elle devra s'annuler, dés qu'on suppose aux deux
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équations une solution commune. Mais la réciproque ne serait pas
généralement vraie, car cette résultante pourrait contenir un facteur
étranger, introduit par la nature méme du procédé qu’on aurait suivi.
Elle pourrait donc s’évanouir, sans que les équations proposées pus-
sent étre satisfaites par une méme valeur de la variable. Il importe
donc, avant tout, de connaitre quelle est la fonction des coefficients
qui sera la vraie condition, c’est-a~dire qui devra nécessairement
s'annuler s'il existe une solution commune et qui, réciproquement,
devra révéler I'existence ou la non-existence d’une solution commune,
selon qu'elle s’annulera ou qu’elle ne s’annulera pas.

A cet effet, désignons par a,a,...a,, et par B,B,...3, respectivement
les racines des équations g =0 et y=0. On aura
3) 9=a,(r—a,)(x—a,)...(x— %,) =0,

(%) y=b,(z—B,)(@®—B.)...(x—B,)=0.

Il est clair maintenant que si ¢ et ¢ admettent une racine com-
mune, une quelconque des racines («) et une seule, telle que a;,
pourra et devra étre égale a une quelconque et & une seule des racines
(8), telle que B;. Ainsi donc il faut qu’une et une seule des différences
quelconques des racines «;=f3; s’annule. Par conséquent, si l'on
forme le produit de toutes ces différences, le produit devra s’annuler,
puisqu’un de ses facteurs devra nécessairement s’évanouir. Récipro-
quement, si ce produit s’annule, un des facteurs au moins devra se
réduire a zéro et, par conséquent, il y aura au moins une solution
commune aux deux équations ; et si aucun de ses facteurs ne s’annule,
le produit ne s’annulera pas non plus, ce qui nous suffit. Le produit

donc
R:aonbom(“i—ﬁi) (az_?ﬁ)-'-(“m_ﬁi)v
‘ (“1"@3)(‘1:—{33) . (em—B:)s
(5) (21—B3) (2s—Ls) .- - (22— Bs).

(d'i_ ‘?’ﬂ) (d'z'— @n) eus (am_ Bn) ’

qui d’ailleurs est une fonction des coefficients (a), (b), puisqu’il est
une fonction symétrique des racines de chaque équation, sera bien la
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fonction cherchée et définie ci-dessus. Mais 4 présent, toute fonction
des coefficients, telle que R, qu'on aura trouvée pour le résultat d’é-
limination par un procédé quelconque, coincidera-t-elle avec R, on
n’en différera-t-elle que par un facteur, fonction, lui aussi, des coeffi-
cients? Cest ce que nous allons examiner.

Il est d’abord évident qu’une résultante R’ quelconque sera bien de
la forme QR, Q étant une fonction des coefficients, qui pourra se
réduire a l'unité. En effet, comme nous I'avons déja remarqué, des
que nous supposons une solution commune aux deux équations, R’ et
R doivent s’évanouir en méme temps. Or, si R' était distinct de R, de
maniére & ne pas le contenir en [acteur, on pourrait concevoir qu’on
extraie de I'équation R"=0 la valear d’un coefficient en fonction des
autres, et qu'on la porte dans R; et comme, par hypothése, R et R ne
fourniraient pas pour ce coefficient la méme expression, la fonction R,
apres la substitution, ne serait plus identiquement nulle, et, par
conséquent, les deux équations proposées n’admettraient pas une so-
lution commune, ce qui serait contraire & notre hypothése.

Ce raisonnement ne souffrirait d’exception que lorsqu’on suppo-
serait R décomposable en deux ou plusieurs facteurs, car alors R’ et
R pourraient s’annuler simultanément, sans que R’ contienne R en
facteur. Mais, comme M. Cauchy I'a démonteé (Ezercices d’analyse,
t. I°", 1840), en supposant aux coefficients toute leur généralité, R ne
peut étre décomposable en facteurs, fonctions de ces mémes coefficients.

Car, supposons pour le moment R=L.P, L et P étant deux fonc-
tions des coefficients. Comme on doit avoir en méme temps LP=
a,"b," I (%;— ), il faudra que, en posant o;— B, l'une des deux
fonctions, par exemple P, s'annule ; elle contiendra donc le facteur
%— P Mais P, étant par hypotheése une fonction entitre des coeffi-
cients, sera une fonction Symétrique des racines (=) et (8), et, par
conséquent, elle ne pourra étre divisible par o;— 3, 4 moins de I'étre
par toutes les différences possibles des racines o et B, c'est-a-dire
par toutes les mn différences %;— ;. C'est ce qui arriverait lors-
qu’on admettrait des relations entre les racines ou, ce qui revient au
méme, entre les coefficients. Ainsi la résultante R— (@y—b,)* des
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équations 2*4a,2+ a,=0, 2*+b,2+b,= 0, pour a,—b,—0,
peut bien se partager en deux facteurs L et P, égaux chacun a
a,—b,, et P sera fonction symétrique des racines des équations, sans
contenir forcément leurs 4 différences en facteurs. Cela s’explique en

observant qu’a cause des relations

% +0,=0, B,+f,=0,

il vient ot— By =—(2,—B,), ui—ﬁzz——(mz—pi),

et il suffit, par cnséquent, que P soit le produit des deux différences
pour qu'il soit diyisible par toutes. Mais, en laissant les coefficients
quelconques, on voit bien que P devra coincider avec R. En restant
donc dans cette hypothese, R’ sera nécessairement de la forme QR.
La yraie condition donc qui annonce la coexistence ou la non-coesis-
tence des équations proposées est I'équation R = 0. Nous sommes
conduits par Ia & en considérer de plus prés ses propriétés, comme
nous ferons ci-aprés.

Nous avons dit que R, étant une fonction symétrique des racines,
est une fonction entiére des coefficients (@), (b). Voici la maniere de
le démontrer et d’en trouver méme la forme. On voit d’abord, selon
que I'on considere la fonction R partagée en lignes horizontales ou
verticales, qu'elle est indifféremment susceptible des deux expressions
suivantes :

(6) R=a,"d(ey) P lrn)ens U(2)
(7) Re=(—)""bo"g (B1) @ (B2) -0 (B0)-
Ces deux expressions rentrent dans le cas général contemplé par le
théoréme page 20, en y posant ¢==m ou ¢=n, et en choisissant
convenablement les fonctions. Par suite donc de ce méme théoreme,
on obtiendra celui-ci :

La fonction R définie par I'équation (5) est une fonction homogéne
et de degré n par rapport auw coefficients (a), homogéne et de degré m
par rapport aux coefficients (b), ésobarique et de poids mn par rapport
en méme temps aux coefficients (a) et (b).

Par le théoréme précédent nous possédons maintenant un ereterium
pour juger si R’ se réduit & R, ou 'il le contient en facteur. Car,
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puisque R doit étre de degré m—-n par rapport & 'ensemble des coef-
ficients des deux équations, toutes les fois que R’ ne sera pas de ce
degré, il sera nécessairement de la forme QR, et le facteur Q se trouvera
aisément en comparant les degrés et les poids de R’ et de R; la question
posée au n° 2 se trouve résolue, et nous pouvons énoncer ce théoréme :

Toute fonction des coefficients de degré m--n, résultante de I'élimi-
nation opérée sur les équations ¢ el Y par un procédé quelconque, ne
pourra différer de R que par un factewr numérique, et, par conséquent,
elle pourra dtre prise pour cette méme fonction R.

La considération seule de I'équation (5) nous offre encore nn théo-
réme relatif & la forme de la résultante, qui mérite d’8tre exposé ici :

En supposant n=m, les termes de la fonction R, qui se déduisent”
les uns_des autres par Véchange des coefficients d'une équation avec
ceuz: correspondants de I'autre (), ou par Uéchange des coefficients
équidistants des extrémes appartenant a une méme équation, auront
les mémes coefficients numériques, précédeés du méme signe ou de signe
contraire, suivant que m sera pair ou impair.

Il s’ensuit que quand m sera pair, un méme coefficient pourra
multiplier quatre termes, tous de méme signe, et deux positifs et
deux négatifs, lorsque m ‘sera impair. Cela ressortira mieux dans les
exemples que nous donnerons plus tard.

Démonstration, Changeons « en B, et réciproquement, ce qui équi-
vaut & permuter dans les équations proposées, les coefficients corres-
pondant ensemble; la différence %—0, qui entre dans I'expres-
sion (5) de R, deviendra fi—oy=—(o;—B,). Par cet échange,
chaque différence qui entre dans R sera multipliée par —1, et R

! 1
acquerra le facteur (—1)™. Pareillement, changeons «, 8 en =, L

a’ B
respectivement, ce qui équivaut & changer entre eux les coefficients
équidistants des extrémes dans Jes proposées, la différence a;—B; se

%—f

changera en <. et comme a,"b,™ se changera en a,b,”, la résul-

(") Nous entendens par coefficients correspondants ceux qui, dans les deux €quations,
affectent la méme pnissance de z.
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tante R acquerra de méme le factepr (—1)™". Ainsi, dans les deux
cas, R deviendra &R, suivant que m sera pair ou impair.

On peut déja se servir de ces deux théorémes pour écrire facilement
la forme littérale de la résultante.

Supposons, en effet, qu’on ait écrit sur une premiere ligne A tous
les facteurs en (a) de poids p; on trouvera tous les autres du poids
complémentaire ¢ = m*—p, en changeant dans les premiers le coef-
ficient quelconque a; dans son symétrique a,,_;, et puis en changeant
les coefficients ainsi obtenus dans ceux correspondants en (b); on for-
mera ainsi une seconde ligne B contenant tous les facteurs en (b) de
poids g. Il est évident que les produits de ces deux lignes fourniront
autant de termes de la résultante. Maintenant, si dans ces deux lignes
on change respectivement les coefficients (a) dans leurs correspon-
dants (b), et réciproquement, on obtiendra deux nouvelles lignes B’
et A', la premiére en (b) de poids p, et I'autre en (a) de poids g, qui,
multipliées ensemble, fourniront tous les termes de la résultante de
poids p en (). Les deux premitres lignes A et B pourraient occuper
les deux cbtés contigus d’un tableau, et les deux autres A, B, les deux
autres cotés; et en supposant le tableau divisé en autant de lignes et
de colonnes que de termes de poids p, les petits carreaux correspon—
dant au produit de deux facteurs (a) et (b) pourraient étre remplis
par les coefficients numériques respectifs, déterminés ou a détermi—
ner. Alors la résultante se trouverait écrite d’une maniére bien abrégée
et sous la forme d’une série des tableaux, dont il ne resterait plus qu'a
calculer les coefficients. Supposons, par exemple, m =3, m=14. On

trouvera, dans le premier cas, pour les termes du jioids 4 en (a) et (b) :
A DD BbbE bib2 babih, bt
i 2] —

S
1|b,*
I bobeb; by%;  b,b,2 B fo 0 0 0 0 :

—1 | =32 1 F= el
Ay Ay (1) 3 tl b4%b, ao*a05 I:) (1) g 1 _2 Dby by

Y FEN PRerss silvaa i 4
agag® | 5 t} +g bobg? a'a?| 3 3 e 9 bets
a%a, | 41 +g -%(1) byby by ', _3 i Al (1) 2 bo*byb5

~1 b 2 —

4\09* afa; Gyagas ad} g _2 2 (z _2 by'b,
C D

ast G050, ata? a0ns aa’
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ou les coefficients supérieurs se rapportent aux produits des lignes
contigués au sommet A, et les coefficients inférieurs A ceux des lignes
contigués au sommet D). On remarquera alors que, d’aprés le théo-
réme (page 27), dans le cas de m= 3, les coelficients sont de méme
signe ou de signe contraire, suivant qu’ils sont symétriquement placés
par rapport aux diagonales AD ou BC ; tandis que pour m=4% ils sont
tous de méme signe.

Mieux éclairés & présent sur la nature de la résultante, nous pour-
rons en toute sireté passer en revae les différentes méthodes qui ont
¢té proposées pour la trouver.

§ 1.

Exposition de différentes méthodes d’¢limination fondées sur Pemploi

des fonctions symétriques des racines,

1. La premiere méthode qui naturellement se présente pour cal-
culer R, dont Pexpression peut se mettre sous les deux formes :

R=a,"(byot, "By, "~ - b, =2, b,),

(1) (b0a2n+ byo, "t by, "2, -+bn) ’
(bo n+ blamn—‘_}— bza’m"—n' . '+ bn) ’
ou
R= bom(aoplm_,_ a,B," '+ a,b,"24... + ay),
(2) (aOBZM+aipzm—l+a2§2m_2+"'+am)’

(a0ﬁnm+°‘1przm—‘+ azpnm_2+--'+am)’
consiste a faire précisément I'un de ces deux produits, et & calculer
ensuite, en fonction des coefficients de poude ¢, les diverses fonctions
Symétriques des racines dont les formes générales seront

zdlpazq‘lsr' <y Ou zpippquar- “os

et que nous avons appris a caleuler dans le chapitre I°*.
Mais cette méthode est extrémement laborieuse, et il faut voir, dans
I'Analyse des lignes courbes par Cramer, quels pénibles efforts elle a
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colté & ce géomatre pour arriver a déterminer de cette manidre la
fonction R, pour les cas méme les plus simples. S'il avait connu les
formules et les théoremes du chapitre I*", ses calculs auraient été déja
de beaucoup simplifiés. Malgré, cependant, les avantages qu’on pour-
rait tirer maintenant de tout ce que nous avons dit dans ce chapitre,
des simplifications plus importantes et propres a la nature de la
fonction R ont été proposées par les géomatres, de maniére 4 consti-
tuer pour ainsi dire de nouvelles méthodes.

2. Méthode logarithmique de Lagrange. Soient s_,, $_,, S_3,...
les sommes des puissances 1, 2, 3..., des racines réciproques de I'é-
quation 9=0;et c,, o,, o,,... celles des puissances 1, 2, 3,... des
racines de I'équation ¢ =0, et posons

1 1 1
(3) r=cis_l+§czs_2+gcas_3—l—za'4s—4 S
On aura
1 A0, r! T"'a
(4) T L e L e e

pourvu que daus les opérations indiquées on néglige les termes dont
les dimensions dépasseraient les nombres m ou m, par rapport aux
coefficients des équations ¢ ou o.

Il est évident qu'en changeant ¢ en {, et vice versd, on aura une
autre expression de r, qui conduira aussi au méme résultat.

La formule (4) se démontre aisément en observant qu'on a, d’aprés
I'équation (5) du paragraphe précédent :

logR=log a/"b"+nloga,a,...a™,

+log (1—%)—[—!05( —%)+...+Iog(1-—%) )
~+ log (1—-—-%)-l—log(l-—%)—l—...—i—log(l—-g-:) )

s log( —%) +log(1—f~:) +...+log(1—i—:‘) )

ou

logR =log am"bo'"+2{3.2%+%2f3’ alg—i— i
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Cherchons, par exemple, la résultante des deux équations

ax*+bx +c=o0,
A4+ =0.
On aura
b s
s_,_—;, S
‘ Lot riied i b’)l 9¢'
I g 3
et, par la formule ci-dessus,
1 1
c'la:;R—_- 1— 0'18_‘—}- §(—-q=s_‘+°.zls-!‘__ 0'18._10'28_,>
1 1 1
— 3633—3—-2068—4+§°’2’S_22’

dont les quatre derniers termes fourniront i chacun un terme utile
seulement. On arrivera ainsi, toute rédaction faite, & I'expression
connue

(5) R=(ac'—d'¢)*— (ab'— a'b) (bc — be).

5. Méthode de M. Cauchy. Soient s,,s,, s,,... et e SNt R
les sommes des puissances semblables des racines des équations ¢ =0
et ¢ = 0. Posons

i i(i—1)
(6) §= S St S8 e, —. oy,

ou, sous forme symbolique,
$;=(s—o)’, en supposant s,—=¢=1.

On aura, sous la forme de déterminant,

Briti ol e Aot e v e
R A BT Y,
Sp 8 g e gl
TR TRERE PR T T

(1) 1.23.., (mn—fl)mnRz :

Sun—1 Smn—z Smn—s Spn—gesSy mn—1

Smn Smn—l Smn—2 Smn—3"-S: Si

En effet, R peat étre considéré comme le dernier terme de I'équa-
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tion aux différences des racines « et . Mais on sait exprimer un
coefficient quelconque au moyen des sommes des puissances sem—
blables (voir la note, page 2), au moyen de cette formule.

Ainsi, la résultante R peut s’exprimer en fonction des sommes des
puissances semblables des différences « — 8, dont le type est

S; :2((1——_- @)i:Ea‘-— 11 Zai—lzg 4o ”:%”Zcz“ 2@2 e

La formule (25), page 9, pourrait encore nous servir, et I'on aurait

D | (| LY W, W 51)11 sg)
R= Z (M) )+ (o) (T (‘)

-

Smn))\mn
1 e
En mettant pour les fonctions S leurs valeurs fournies par la (6), R
prendra la forme

(8) v R:ECSJH sihgsahz‘ ’ 's"mhmn cikgcaks' > 'cmlzkm"’

C étant un coefficient uumérique variable d’un terme a I'autre, et les
exposants (h), (k) étant soumis aux conditions

9) zh‘+h2+"‘h'""+Ifi+k=+k'""=m“’

b +k,+-2(h, 4 k,). coo=mn (b= Kypyt) = mn ;
d’ou il suit que la résultante est homogeéne et de degré mn, isobarique et
de poids mn par rapport aux sommes s et «.

Les calculs cependant qu’exigent ces méthodes, quoique le quatrieme
théoréme (page 10) nous fournisse maintenant le moyen de dégager
de ces formules tous les termes inutiles, seront encore bien laborieux.

Il importe donc de voir comment on peut se passer des fonctions
symétriques. Ce sera I'objet des paragraphes suivants.

§ L
Méthodes d'¢limination, par lesquelles la recherche de la résultante ost réduite

a trouver celle d'un systéme d’équations linéaires.

1. Laméthode que nous allons d’abord exposer est celle qu’Euler
et Bezout ont donnée les premiers. Soient, comme avant,

(1) go:aoxm+a1wm—‘+agw”"2—!—a3w’"‘3+...+am=0,
(2)  g=boa" 40,2 4 b b S .. b, =0,
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les deux équations entre lesquelles on doit éliminer la variable . Mul-
tiplions la premiére par un polynome de la forme

(3) DA, " A 2" A,
et la seconde par un autre en & de la forme
4) ¥ =B, 2™ !4 B,a"™ 2?4 B2+ +Bpy s

et composons la fonction ®o-Wy, dont le degré sera m—+n—1.
Cette fonction, pour une racine z commune a ¢ et a ¢, s’évanouira en
méme temps que les deux fonctions proposées. Or, puisque parmi les
coefficients (A,, A,, A,, ..., An—y; B, By, By, ..., B, )il yena
m—~-n—1 arbitraires, on pourra s’en servir pour annuler tous les
coefficients des m—~n—1 puissances de z dans cette nouvelle fonction.
Mais la fonction des coefficients, qui restera avec le dernier terme en
°, conservera encore la propriété de s’évanouir avec ¢ et ¢; si donc
elle est de degré m—-n, ce sera bien notre résultante dépourvue de
tout facteur étranger.
Or, en général, le coefficient de ™= dans la fonction

<I>q>—l—‘l"4»=(A0x""+A1m"‘2+...+Ai:v“—“‘+...+A,,_,)
X (@, 2™a, 2", 4 ax" " .. ay,)
~+ (By&"~'+4-B, a4, - Bagm—i-14 + Byy)
X (bo& b2 ...+ b @i, v b,),
sera
(5) { Aoai+A1Ai—x+Aza1'_—;+--'+Aiao
+ Bobi+B, b B, b5 +... B,
En faisant donc varier i depuis 0 jusqu’a m—+n—1, on aara les
Mm—~+n—1 équations
A, » +Bob,
A, +A,a, ~+B.b,4B,b,

Aoa’+A’a‘ +A,a, +Bobs+Bab| +Bibo
Acas+Aa, +A0, +Aa, ~+B.b,+B,b, +B,b,+4B.b,

Aoti4-A G +A i ot .

Anestm+An—1Gm—y

+Bobi+Babl~1+B:bi—S+ a A8 =0

+Bm-2bn+Bm—1bn—l: 0
+Bnibn =0
3
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Ces m—n équations peuvent &tre supposées contenir les m—=n in—
connues (AjA,, ..., A, ; ByBy, it:, B,): Parsuite, & 'aide d’un théo-
réme connu, la fonction restante cherchée sera le déterminant

aQ 0 0 0.

7R T SR 1] 0.

G, a, a, {EJARL
(7) a; Qi—y Qj— Ai—3..

o L e el B R Y

CRRE RO A

0 0 0 0.

Bk aByii &, OHBIDI 047 4B D
CROS D R E R e 0
LA, RO el . g
W B RGN s

(g R e R ST C e TG e U

10 (Rt 011100 (008 Loy bl b

OF ale! 0L 0 0r B 0 b

et comme il est évidemment de degid i —-n, il représentera bien Ja
résultante en quiestion.

En faisatit faire & ce détertnindtit un demi-tour et én le retournant
sens dessus dessous, on Voit que cette résultante ést identiqtie & celle
fournie par le déterminant suivart :

N a7 P T o 1 Gm—q GOm0 0 O A « 0
0 e (A R T e L .0
O/ 700 e akddi b 2 Om—3 Upnle Oy T 02 3 (0% $.0
050 D lag o s e Om—b! Un-B Bm—2 Ot Gp > + o o &« o 0
DDt L W R e SO T i N
D707 0k L U e gt TS e
(8) (AR A A b 0 0 0 0 0%t 0 0 0
Dl by e Bl chyc i 0 LR D 0 0. 0
0.0 b, '8 Bes S te 1 TR (0 6 e
070 0054 bass biis bpi by 0 . .0 0 0
0 0 0 o. 9 T N R s TR g W
000 000, e e p e ba—a bny ba

dont la loi de formation est plus facile et pourrait se formuler ainsi :

1° Ecrivez n siiites des coefficients de I'équation de degré m, l'une
au-dessous de U'autre, en avancant chaque suite d'un rang a droite;
2° apres ces n suztes, et vis-a-vis de la premiére suite, ¢rives m suites
des coefficients de I équation de degré n, U'une au~dessous de Uautre,
en les avancant pareillement a droite d'unrang ; 3° remplissez toutes
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les places vides par des zéros; I'ensemble des lignes constituera le dg-
terminant cherche.
Pour fixer les iddes, supposons m=4, n==3, on aura -

@ @, a, a, a, 0 0
U i a, a, a, 0
0 @tg. a;, a, a, a,
R=|p, b, b, by 0 GG
DTl Y g
e A R 4 b, 0
et cg ol b, b,

qui sera une fonction de troisiome degré par rapport aux coefficients
(a) et de quatrieme degré par rapport aux coefiicients (b), comme
cela devait étre,

2. Obseryvons maintenant que si I'on avait éliminé des équations
suivantes : '

=1 =10
2 =10
w””q): 0

ZE(P:
(9) =0

------

les m—4-n puissances de ,

-1 PN+~ - t] z 1
e R L e 80U v Ly &, &,

en les considérant comme des inconnues, on aurait obteny précisé~
ment la résultante sous Ia forme (8). Ces équations, en effet, subsis-
tent en méme temps que les proposées, et dés que I'on suppose a
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celles—ci une racine commune, il faut, pour qu’elles coexistent sans
que z s'annule, que le résultat de I'élimination des puissances ',
x', &, ..., ™71, considérées comme des inconnues, s’annule. En
les multipliant d’ailleurs par des constantes arbitraires A,, A,, etc.,
et en les ajoutant sous la condition que ces constantes annulent les
coefficients des puissances diverses de «, on reproduira les équa-
tions (6).

Le procédé d’élimination fondé sur les équations (9) et donné par
M. Sylvester n’est ainsi qu'une transformation, et comme un retourne-
ment de la méthode d’Euler. Mais I'avantage de ce procédé, c’est de
pouvoir s'appliquer avec plus de facilité & un nombre plus grand d’é-
quations & plusieurs inconnues, comme on verra dans la suite.

3. Voici encore une méthode propre a fournir les conditions pour
que les deux équations proposées ¢ et ¢ aient une ou plusieurs racines
communes. Supposons qu'il ne s’agisse, pour le moment, que d’une
seule racine «, et posons n=m. 1l faudra évidemment que 'on ait

(10) ¢ =(x —a)(p,a™ " +p,z" 2} o t-Pm ),

(11) 4‘=(w—°‘>(90xm_1+ g 2" -°°+9m-—-1);

et alors, en éliminant le facteur £— «, il viendra l’équatfon

(@ 2™ +a,x" " +-a,am ... +ny) (g 2™ g2 )

=(b,@"+ b~ +-...4-b,,) (o™ +p,am =24 T o

~ qui, devant &tre identique, fournira les équations de condition

[ 0=¢,a,—p,b,=0,
O=€Ioa1+Pob1—Pobl""Pibo,
(12) 0=q0a2+q1ai+q0a2———pob2——pibi——p0b,,

...... iy L IR T TR SRR T Sa U il T S

0= Im—1%m, '_pm—lbm-

Par suite, I'élimination des quantité (p) et (¢) conduira & un détermi-
nant de la forme
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a a, a, Ageolp—y @y, 0 0 ...0 0
oo b0 by Dandhli, by 04 @VL0-%0 0
0 a, a, Ayeeily 5y a,, 0 ...0 0
0, sbd b Dl B, B D0 @R 0150
(13) {o o TSR POPOU) Y AN MY SN ) R
035074 905 hind bnes by by bye'.0 710
| £ T Y ) GO By By By GOl B
0190, 0 0 sty b, b [ XOW By

plus mnémonique en quelque sorte que les précédents, et qui sera la
résultante cherchée.

k. Cest & T'aide de ces méthodes que J'ai calculé les résultantes
des équations

(18) { ax" 4+ b’ 4 cx 4 d— 0,
PE B+ rr+s=0,
et
(13) { ax’+ ba® -+ ' dx - e=0,
PT g ra SZ—+1=0,

que je rapporterai ici telles que je les ai données dans les Annales de
Tortolini. En les appelant respectivement R, R,, on a

K= as‘-—pad“+aciq’s—-b‘dpr’—l—ad*q’——b“s’p—}—2(b‘d’p’r—a’cps’)
~+p's—r*a’d @'er’s—cdp'r+cdp’g— a’brs*

(16) +-ab'qs'—bd’pg*+3(ad*p*s— @*dps’)+bedpgr—abegrs

+acdpgs—abdprs+1 (abdgr’—be'pgs—+bieprs— acdg’r)

~+2(acdpr— ac*prs+- bdpgs— abdg's)

+ 3(abeps— ad’pgr+ a’dqrs— bedp’s).

(17) R =6a’p'e +10abde pqst+ hacteprs

+1]a't+piet +1| abed grst+ bedepgrs

+1 | a*e'r' c'e'p’rt +1 | acd’prs'+ bcegirt

+1 | ac’eq’s’+ bd*pry +1 | a’e'r 4 c'pp

+1 | abdeqris+be*d pyst —1 | a@%bst’+de’p’q

+1 | a’ed gre* +-beeprs —1 | ade’p*qt + a’be ps*
*
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ab’d gs’t+bd*epg’s
abd eg®s’+- b*d’p qst

a’berst® +ede’piqr

a’bd gst*++ bde*p*qs
ac*dqrit+4-bciepr’s
abdeprs®+ bcep gst
bleps’+ ad’q’t
ab’eps’t+ad’epq’t
abd eq’ri-+-acd’pgst
ace’p'rt+ a’ceprt’
aie%q'isi._}_ b2d2]92t2
abd’q’st+- pgs’b’de
ac’eprs’+ bicepr't

—2
—2
+3
—3

a‘ert’+ ce’p’r
aceqri4-acd’prt
adgr4-bep’s
a’dg’+-be’p’s
aeqri-+acd’p’c
a’eprs’<-bieep’t’:
a’ept’+-ae’p’t
a’eqr’s+ btdp*t
ac’ep’’+-a’'eprit
a’depqt*+abe’pst
abceprst+ acdepqre
a*¢’p gst+-abd ep’t’

a’b'rt’ + a’cs’C+ d’e*p'ri-ce'p’et
asesa_i_ d4p3t3+ bkpts_‘_ aes’qk
@*bdrs’t 4 cd’ep’qs + ab*cqst®4-bde*pg*r
ab’dpst®+ a*beqs*t4-bd®ep*qt -+ ade*pg’s
b’c’pre’+ a*cer’s’3- cd*p*ri + ace'g’r*

ac’q’C+b'epr’ +a*d'r’t-+p

282r3t

abd’prst+- acd pgs*~+-abc eq’st+ b*dep gre
ac’dpgt*~-abe’pris+-a*de qrit+beiep’st
Bdpst+ ad*eq’s 4 ableqs’ + bd
a*ds’t+ d°ep’s-abqr* + be'pg®
a*bers'+ cd’p*qt—+b'epst*+ ade’q'r
abe*qre* + bee*pgr®4- aedr*st4- c*dep®rs
abd*qrit+-be'epgs*+ ac'dg’st+ b'deprs
abee qrs*~+bed*pgri+bedprst4-acd eq*rs
a’der’s+c’dp’st+ be’ pgi*+-abe*qr”
aer*t’'4-c'ep’t+ a’c*pt* + aep’rt

a*cd gs’t-+-bd'ep’rs + ab’d gre*+ bee*pg’s
a*ceps’t+ ad’ep’ri -+ ab’eprt-- ace’pg’t
a*deprst+ acdep’st--abee pqt*~+-abe’pgrt

3,22

pqt

abe eqrt+-bc'ep gri+ac’dprst 4 acd epr®s
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—2 | a%dr’ "+ a’c'e’piqs 4 a’cCqst’ + bde'p*r*
—2|d%er’t+-Cep'ri+ acprit+ ace’pr
—2 | a’ceqs’+ bd’p*rt + bdpre* 4 ace’q’s
+3 | adrst’ +-ede’p’s + atbeq '+ be’pqr
+3 | a'ber’st - cdep*qt —+abc'pst'+- ade'pgr
13 | @’ &psta adiep’ss+ ab'eq*f 4 be'py’t
+3 | abeeps*+ad’pgrt +beprst+-acdeq’t
+3 | a'deqrs*4- bed*p*st +bed Pgt--abc'q'rs
—3 | &ceq* P+ e piri- Gdpri*+ ace'p’s*
—3 | *’dqrsi+-bedep'st 4 abedg*v+-be'p grs
—3 | a*beq rst+ bed epqt+abedps't+ adiep grs
—38 | a'depst-ad'p’st + be pqr—-abeq’
+4 | a’bdpt*+ae*pigs - a’eqst’+bde'p'qs
~+4 | a’ceqrsi-bed ep'rt + abed Pri—+ace'pgrs
—35 | a’beqr*+- bee’piqt +-a'ed pst*+-adetp'rs
—35 | a’deq’st+ b*dep*st4 abd’pqt* -+ abe'pqs.

5. Au moyen de ces mémes formules et d’un théoreme, dont nous
parlerons plus tard, nous avons caleulé les produits des carrés des
différences des racines pour le quatriéme et le cinquiéme degré. Sup-
posons que les équations données soient

(18) AT+ 0%+ 60a + hdzg e =0,
(19) 2’4+ 562"+ 10 ¢2’+ 102+ 5 e+ =20,

et appelons A,, A, les produits respectifs ; on aura

3b 3¢ d 0
a 3 3¢ d
0 a 3b 3¢

3¢ 3d e
b 58e. 3d e

) 0. ZA@ 03 ] e

=@ — 6404 36bd 1 2a’bde*+ 81ac'e — 180abc'de

—180°c’e’— 6ab*d’e+ 108 (abed’+bede)—27(a’d* ~+b'e’)
+ 54 (ableer @ed’e)—5k (eb’c*+ acd?),

C 5 o & a
o oa o
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a’ " hba Bey i e 0 0 0
0 a  Aby'aoBerTrodidn e 0:4"0
0 0 @'y 4b “1 0|66 Thd e Y0
0 0 0 a " A4b. o 6c hd e
BUBBTLG . ey B0 R i
0 b ke 6d e f 0 0
01 40 s nobisin Ko o B84 Wl b ains0
0 0 0 b bde 6d . ke f
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=a'f'— 3375k'd"— 20abef*—120a’cdf*+ 2640a°C T

—10a°0*¢’*+1640abcdef*+5120a%cd’f— 180ab’e’
+-28480abc*def— 14920ab’cde’ f4-9000b°cde® - 20000 d ¢
+256(a%’+-b°f") 4-3456(ac’f* 4 a*d’f) + 6400 (ac*e’4-b*d"f)
~+7200(ab’ce’ - b*de’f)+360(a’def* + a’be’f?)
+160(a’ce’’+a’b'df*)+-5760(a’cde’+ be'df?)
—+320(a’boe’f-+- ab’def*) +-960(ab’d’ef +abe’e*f)
—+7200(aboe’d’+-b’def) +4480(a*c'de’f+- ab’ed’f?)
+4080(a’bd’e*f+ab’cef*)+-2560(a’c'e" +b'd’f?)

"—h000(b’d’e* ") — 64.0(a’de’ [+ ab’f?)

—2160(a’d"c"—b’c*f*)— 11520 (abed'f+ac'def)
—1920(a’bde’ + b*cef*)—1440(a*bd’f+ a’c’ef?)
—3200(ac’d’e’4-b°c’d’f)~- 600 (ab’d’c’+ b’c’e’f)
—16000(abc’de’+bcd’ef) — 10080 (a%cd’ef-t- abe'df?).

§ 1v.
Développement abrégé de la résultante,

1. En disposant les résultantes R, et R, en une série de tableaux

9

comme nous avons indiqué page 28, on aurait

pst grs g

gst 1% _ad® bed b
bd* ¢ 2
5" 2 a il
d; g;ﬂ a’c l p’S :F3 i3 +1
2 pr 2 1 5 AT e =
UG a abel 4 o | __
5= s == +p"q == +ab‘ —il i+ por =5 = |
e’ b
7 == |
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ors q's gt
acd g’d be?
abd
R b == B B B
+;,‘j: F2 |
b%
o b=~ |
qi*  rstt 3¢
r5 . gp be*  cde* e
1 S5 ce’  d%? asd
& - ) pis | 3| +3]—1
1 r
Rimpa| B0 g [ P |77
p Pq a®
: o —l
P gstt iy g 1 qri* ¢s% 9t 3
ae’  bde*  c%® cd?e g _ﬁsde’ ce? gd’e c’ge :5'
3
‘;,: =k 2| —a g =5 | 1 | 43| —1
i - i ——
;,gg +&| —1 | —a| 1 —5 | 41| +2|—1
a’c? k0 B e e N PN
+p’r' +2 | —3 [ 41 +2 1 —1
wel T I———
patr| =4 | +1 —t
¢ Il ST T B S Siskic:
gty o |
pri* @ ps*t grst 9% gss  rig® g prst gt qr't pss  grst g
ace’ b%? ad% bede % bid o oige chzba‘ goda %‘de %o’e gdS gcd‘ c*d
a* i
oot | 2 =8| 2| 4a| —2] —2 ]y ;ugf +5 e s ] Zalgg| -y
942-_**_‘__“ Vﬁﬁhﬁ——.*‘
oo | =348 |43 =a] 1] 0 I;‘gﬁ‘j +9| —g [l e s |,
ab’e“_—_—- W N RO
ot | T2 +8] —1]| 3| o |4y ok | =8| +1fwat—1] o
abed PR T AP 0 VR i N S A S i
pors | FE =3 | —8 41 +z,°.zf 2 —1 | —1
acd YT T | e b T e—— ] ——
o o R TR TP 1§
bd ST R o o PR Y R i
s gors | F3 | —1
b2 i T R bes T R e e e
gt grs | =1
bt N ¢ (i
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Pt pgst prit @rt prs® ¢%s? qres ot

@ | +6| —8 | —s }+4 il 4| —g | 1

———— e

abde | —8 | +101 0 | =1 =1 | 4|4

ac’s | —& | 0 96| +2| —2 | 41

Sva—
acd® | -4 | —g =21 0 |1
+ ) e e —
bPce | +4| —1 | —a |41

Vaar | o] —1 g

r— —

be®d | —4 | w1 :

ct ~+1

en ayant soin de multiplier seulement ensemble les facteurs littéraux
supériears d’un ¢dté avec les supérieurs de I'autre, et ainsi de méme 4
I'égard des facteurs inférienrs dans chaque rangée de carreaux hori~
zontale ou verticale. On déduira, par exemple, du septiéme tableau de
R, que les produits ab%qrst, bed epg*t ont 3 pour coefficient numéri-
que. Pour R,, il faudra prendre, an contraire, le signe inférienr lors-
qu’on multipliera ensemble les facteurs inférieurs. Ainsi, le quatrieme
tableau de R, donnera — 3a’dps’+4- 3ad’ps.

2. Cela posé, on remarque sans peine les propriétés suivantes, qui
ont lieu en général :

1° Chaque tableau isobarique est symétrique par rapport & la dia-
gonale NO=SE, au signe pros;

2° Pour m impair, le signe change a I'égard des produits des
facteurs inférieurs ;

3° Les coefficients placés symétriquement par rapport a la diago-
nale fournissent qﬁatre termes de la résultante affectés du méme
coefficient, au signe prés ; cenx sur la d iagonale fourniront seulement
deux termes.

L'idée de partager la résultante en groupes isobariques par rapport
aux coefficients d'une méme équation est due & M. Cayley, quien a
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tiré aussi une méthode trés-expéditive pour en calealer les coeffi-
cients, et dont il a bien voulu me donner une communication som—

maire. Le principe dont, probablement, ce célohre géométre est parti
me parait étre le suivant :

3. 81 Uon prend dans une des parties (a) ou (b) du déterminant (8)
(page 34) un déterminant de mé™e gpdre (on suppose ici m=n) formé
avec les colonnes de TG T4y Ty, o.oy T, en allant de gauche d drotte,
les termes qu'tl contiendra seront tous de poids

4
r1+r,+...+o~m—’""1";“ )

Démonstration. 11 est d’abord évident que les différences des in -
dices des éléments (@) des colonnes Tss Tay sy Ty, avee ceux des
¢léments (a) de la colonne "1+ en supposant pour le moment qu’on ait
remplacé progressivement les 0 par des éléments de la forme Wity
@y, sauf & les annuler ensuite, seront

R TR et R P RN P—1y.

Soit maintenant ¢ I'indice du premier élément de la colonne r,, les
indices des éléments sitads sur la diagonale dua déterminant ainsi
formé, que nous appellerons A ot que nous désignerons ainsi :

A:'r“ LRI T S Y rml’

seront

by tr—r,—1, - rg—r,—2, i+r,—r,—3, etc.,
By i-—l—r,,,—r,-—(m—l).

Par conséquent, le poids du produit de ces éléments sera

M7 ey . Frpe—mry (142434, $m=—1);
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mais on a évidemment r,= i 41 donc ce poids sera bien

m(m-+1)
16215

ryrytryt..  r,—

Or, si le poids de la diagonale a cette expression, celui des autres
lignes quelconques qui passeront par les éléments du déterminant
susdit aura encore la méme valeur. On s’en convaincra aisément, en
observant que, si d’un c6té, les indices croissent avec les rangs des
colonnes, ils diminuent de la méme maniére lorsque le rang de lignes
augmente. ‘

4. 11 suit de 14 :

1° Que tous les termes en (a) du méme poids s’obtiendront en
calculant tous les déterminants par lesquels la somme

i1+,

est constante ;

2° Qu’étant connus les coelficients numériques des déterminants
formés avec les éléments (a) de poids p, on connattra, par cela méme,
les coefficients des déterminants conjugués B formés avec les élé~
ments (b) de poids g=m'—p.

En effet, ces éléments (b) doivent 8tre pris dans les colonnes #,
P2y gy eeny ¥, différentes des premiéres.

D’un autre coté, nous savons (voir page 28) que, pour trouver la
partie (b) conjuguée a celle (a), par exemple,

P TR el T R ko+k 42k, ...+ mh,=p,
0 0g e Oy, i ko+k1+ kz it km;-p’

il faut changer a; en b,,_;. Par conséquent, an changement prés de a
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en b, le déterminant B= | v’y .y, | doit étre le méme que celui
qui résulte du changement de a; en @y—; dans le déterminant A. Or,
par I'échange de a; en a,,_;, le déterminant

A=|r, Fl..rul,
deviendra

A=|2m+1—r',, 2m+1—o",, ..., 2m+1—1", |,

dont le poids sera

m(2m+ 1) — (' 1y ) — (T;_“
Mais on a Sr3p= 2m@2m+1)

1.2 ]
donc ce poids sera
m (m-4-1
2r— —(1—;——) 3

¢'est-d-dire égal & celui des déterminants A déja_calculés.

Ainsi, les déterminants B conjugués de poids ¢ sont identiques a
ceux A de poids p, sauf le changement de a; en b,,_;.

Il faudra seulement remarquer que le produit AB des deux déter—
minants entre dans la résultante avec le signe + ou —, suivant que
la série des nombres

r

4 r
L TUNE PYTRCRI I T PO ST

requiert un nombre pair ou impair d’échanges pour &tre restitude a
I'ordre naturel 1.2.3...2m.

On voit par Ia que le développement entier de la résultante se ré-
duira au simple calcul des déterminants A.

Un exemple seul nous servira & bien comprendre et apprécier la
méthode. Supposons que nous ayons & calculer le quatriéme tableau
de R, qui, d’aprés la notation actuelle des coefficients, deviendrait

bobs? bybybs by3

a’ag) —3| +3 | —1

Aly@y | +3 | —1

a,%| —1
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Dans ce eas; la résultante R serait le déterminant
1 2 3 4 5 6

a, a, a, Gy 0 0
0 a, a, T a, 0
0 0 a, a, 53 ay
b, b, b, b, 0 0
0 b, b, b, b, 0
0 L0 b, b, b, b,

sur lequel nous avons, pour plus de clarté, numéroté les colonnes.
Or, les déterminants A du poids 3 sont évidemment les suivants :
(126), (135), (234); et, en réunissant dans un seul tableau les
termes qu'ils fournissent, on a
(126) (135) (234)

ao’as| +1{ —1 | 41

A3y 11—

as® +1

i

Les déterminants conjugués, pris avec leurs signes convenables,
sont —(345), —(246), —(156). Mais, d’aprés ce que nous avons
remarqué ci-dessus, leurs coeffieients sont identiques & ceux des
déterminanis A, —(234), —(135), —(126), sauf le changement de
a; en b;_;. Par conséquent, ces délerminants B donneront

(234 (135) (126) '

byt =1 | 41 | =1

———

bbb, | 2 | =1

b3 | —1

ou les coefficients sont céux du tableau précédent, changés de place
et de signe. Maintenant il n’y aura plus qu'd multiplier les lignes
horizontales ensemble, terme & terme, pour retrouver les coefficients
du quatrieme tableau de R. Ainsi, celui de a,%a,b,b,* sera

—3=(+1)(—1) + (—1) (4-1) + (1) (—1).
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§ V.

Méthode du plus grand commun divineur.

Sans entrer ici dans les détails de Ia théorie du plus grand commun
diviseur, qu’on trouve dans tous les Traités ordinaires d’algébre, il
nous suffira de rappeler : 1° qu’étant données les deux fonctions ¢ et
¢, leur plus grand commun diviseur est égal A celui qui existe entre
deux restes conséeutils ; 2° que 8i un des restes s'dnnale, le quotient
correspondant & Ia division qui le fournit est J¢ plus grand commaun
diviseur cherché.

Il est évident qu’en poussant jusqu’au bout les calculs, on arrivera
finalement a un reste, qui ne contiendra plus la variable et sera
fonction sealement des coefficients. Saivant que cette fonction §’an-
nule ou ne s’annule pas, les deux projiosées admettront ou non une
racine commune. Par conséquent, d'aprés ce que hous avons dit 4u
paragraphe I**, ce serd la résultinte elle=méme. Nous avons done
un autre procédé pour trouver la résultante, qui, dans les cas par-
ticuliers, peut &tré plus expéditif que fes autres, et qui a P'avantage
en outre de fournir imimédiatement les Tacines communes, s'il yen
a, @ la seule inspection des quotients:

1 ne sera done pas inutile qu’a cette oceasion nious nous étendions
sur Pexpression analytique des restes, afin d’avoir un terme dé com-
paraison pour tout caleul numérique.

Les deux fonctions proposées, quelles qu’elles soient, peuvent tou-
jours, avant de les assujettir a la méthode du pius grand commun

diviseur,  &tre réduites & deux, une de degré m, lautré de degré
m—1, Soient

(1) P=g, 2™ @, &" '+ a4, 2" ta,,
{ Q=b2""+b,a"+-b,a"~5 1. 4}

m—1i

ces fonctions; et appelons —R,, —R,, etc., les restes, afin d’ap—
pliquer au besoin nos formules au théoréme de Sturm. On aura
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(3P =QOQ'—'R£7

Q =¢q,R,—R,,

: R—¢.R,—R,,
(2) R,= qua‘_Rh

R,_=¢Ri—Ry,
\ R;=¢qi+Rit —Rija,

90> 91+ g2, etc., étant les quotients successifs. On tire de Ia

R,=¢,0—P, R,=(g,9.—1)0—¢,P,

Ry ={(00:—1)¢:—0, }0—(g.9,—1)P,
et, en général,
(3) R,=P;P+Q,0Q,
ou R;, Qi, P; sont des fonctions de degré respectivement m—z—1,
¢, +—1, qui renferment par conséquent m—1, 741, ¢ coefficients.
Or, on peut, & I'aide de la méthode des coefficients indéterminés,
trouver @ priors les valeurs de ces coefficients. En effet, comme le
second membre doit se réduire & une fonction de (m—i—1)m¢ degré,
en égalant & zéro les coefficients de m--i—1—(m—i—1)=21 pre-
micres puissances de x, on obtiendra 27 équations linéaires entre
2i+-1 coelficients arbitraires, par lesquelles on déterminera leur rap-
port & I'un des deux pris & volonté. Appelons celui-ci A;; on pourra
évidlemment mettre P;, (;, R; sous la forme

(4) Pi=7‘i(Pi)7 Q¢=7‘i(Qi), R.’—_—)‘i(Ri)’
(P:), (Qs), (R;) étant des fonctions entieres des coefficients a et b.
Alors I'équation (3) deviendra
() (R)= (P,)P+(Q)Q.
Le tout donc se réduit a trouver les valeurs de (P:), (Q:), (Ry), %
Posons
Pi=y, 'y, 22+ V2B o i,
(6) G=27,a0' +9d, 2~ 43,22+ ...+,
Ri = p @™ 4 p, 8™ T 0, P i3
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on aura

Ri= (7,2 oy 2~y =3y i) (@2 a1 2" a2 g 12" ey,
+(d‘0w,-+61w“"+c?,m"‘”+... ) (bom"““+bia:"‘"+b,x”“3+---+b’"'");

et, d'aprés ce que nous avons dit ci-dessus,

’0=70ao+6obo'
0—_—‘70(1‘ + a4 aobj‘*"olbo ,
7) 0=70a:+)’1a1 g Ysao‘Ha\ob: =+ aibl =& 6\21701

0= Yolaimgt7,Q_g+... + ity i, +3,00ig+31by_s-... +0bi_s,
0= 7o%2i—1710gi_o—+... +7,-_2ai+,—|—y,~a.-+3 obgicy+0 1o+ 0ibi_s-
L=+ PEL T, S Vi=1Qipyq +ao bm"‘l— aibﬂi—l_l_ cee = aibl"

S) P1=2 8o+ 7189+, +}'i—lai+2+ 30b2,-+,+ 6\1 e a1bi+1a

Pr—i=1=Ys B i+ O iimgt. ... +Yim18p 9 obm+i—l+71am+«'—2+---+aibm—1-

Les premiéres 27 équations (7) servirout & trouver les valeurs des
coefficients y et d, qui, portées dans les suivantes, feront connaitre
celles des coefficients p- Nous les écrirons comme il suif :

200075 s)a g s Yi—2 Yi—y 6‘0 31 0, e ai—: &

8o % YO TR0 S 05 B 0% 1 (0 G e e

G el 0o 00000 b, b, 0...0..0 =0
(DT LR

----------------------------

Goig g3 Oyi_y... 4; @y by, 2ig Dige.. b b =0
Aoy Ggig Ggj_3... Ay @ baiy byiy bai_s... bia b; =0

Appelons (3,) le déterminant de (20—1)"eme ordre, que I'on obtient -
lorsqu’on supprime dans cette matrice les éléments de la colonne v, ;
il est clair que la valeur du coefficient y; est proportionnelle & ().
Si donc, dans les équations (8) on substitue (5,), (7,), (yi=1)s (34),
vy (9%), aulieu des coefficients 705 715 Jie1» gy +u.y Oy, 0N aura les
valeurs auxquelles Por Pas ++es Pujq SOBE proportionnelles et, par

4
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conséquent, la valeur de (R,). Ainsi, par exemple, la valeur de (p;) sera
(Pz):(}'o)azi+z+()’i)azi+[—i+-~'-+(?§-1)ai+l+1+(3 0)Osisit ot (8)bisss
ou bien

a O PRI TR 0
ay a, 0 . 0 bl bo 0
a, Gy a 0 DSl by 0
I )= B e 0 ........
Qoi—y Ooiy azi—3; . di bm’—x bfzi—-z- <. 517—1
Qs Coigl—y QoiggneseGygyy boiyy bzi+l—1-'-bi+l

II viendra, par conséquent,

a; 0 0 B A 0
a; a, 0 . 0 by b, 0
s a, aj a, . 0 b, by 0

(1) (R)= Y an-i-

Aoyi1 Qoig  Goj_3. . . G bai—-lbm'—a- iy

‘ i E R
Goiy Ooigl—y AoiginenoBipyyy b2i+l bi+l—1 enbiyy

Ainsi, pour m =4, {=1, on trouvera

i, B D a, ', 0 a, by 0
(R‘)za;z a; b, bo +z| ay b, b, |+ a; by 05 |5
af) by b, a; ', by a; b, b,

et si 'on Suppose
:P =o' — 22" T2 + 10g + 10,
0=22"—32°—Tx+10,
1l viemira; d’apreés la formule précédente,
(Ri) =—172"— 237 + 45.

1l ne nous reste Plus qu’a déterminer la valeur de ;. A cet effet, ob=
servons qu'on a les équations

Ri=PpP 4 00=q. R, —Ri,,
(12) R =P P+ Q;;,0= givoRio—Rips,
Rio=Pi P+ Qi 0=gssRig— Riges
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et si 'on substitue duns la premiére les valetirs de Riiis Ri, fournies
par les autres, on aura I’équation '

PP+Q,0= Qi (P P+ 0i14Q)—Py P— Qi420Q,
ou bien
50 L T 4 e - { . Al LA
(1 3) (P i QirsP i+ Pz‘+2),P+ (Qi—9i+1Qi+2+ Qi+2) D= 0,
qui; ayant lieu quelles que soient les fonctions P, 0; fournira les
relations
(14) 5 Pi+2= q‘i"‘lp"-f-l—pi b
t Qipa= Qitt Qi — Q:,
d’ou, en éliminant Qi1 s
“5) I')’H‘-2.Q:i+l; ﬁi-f-xdi+2 = bi+ldi;Pidi+; .

Gette équation prouve que la fonction PiiQ;—P:0ul est une
constante, car elle ne change pas en permatant I'indice <. Pour la dé-
terminer, posons i=1, et calculohis Iy forictibn P.Q,—P,Q,; ol a

Ro=0Q, Py=0, Py=—1, 0,1 Q= 14,
et, par conséquent,
(16) Pt Qi—P Qi —=—1.
O, (17). P 0Py i { (P01 — ({010}
et des équatiofis
(Ri) = (PP +(0,)Q,
(Rit)=(Pepa) P (02110,
on tire
(Rii)(Q) —(R)) Q)= P{(P.)(@)—(p ) )3
par suite, en ayant égard aux (16) et (17).

(18) (Rivs) (Q)— (R){Qis1)=P 1;1

i Ay

Pour trouver donc #, il suffira de comparer les termes des plus
A1

hautes dimensions dans [es deux membres; et comme la partie



52 THEORIE GENERALE DE L’ELIMINATION.

(R:)(Qir) seulement est de m™me degré, il s'ensuit qu’en appelant C;
les coefficients de 2™ dans (R)(Q:ss), il viendra

ao
Aidigg

— Uy

Comparons maintenant, au moyen des formules générales (8) et
(9) les coefficients &, de Q;.., et p, de R;; on verra qu'en changeant ¢
en 7—1 dans la (9) et en y prenant (d,), on obtient un déterminant
qui est égal au déterminant (10) pour /=0, multiplié par a,. Donc
C;=(p,)’a, ; donc :

(19) ¥ Vo, s

ol nous avons ajouté I'indice (¢) pour distinguer ce premier coefficient
de R; de celui des autres restes. De cette équation on déduit aisément
la valeur cherchée de 3;, & savoir :

(1—9) o (i—h)p (:—6) . )2
(20) }l-.__.{ gLM,—} .

PolHp =Bp i=8)
Ezemple. On a évidemment 2,=1, et puisque R,=(Q, il vient

1 Do )
7«011=7&,=5—;; ainsi, le vrai reste R, par exemple, sera
[

A M ) |a, b, 0 )
Rizblg(ﬁi)':%* @, b, b, |z"*4|a, b, b, m”"s'i'"';’
R e as - by,

ce qui se vérifie immédiatement.

La formule (20), & laquelle nous sommes arrivés, nous montre
que dans I'application du théordme de Sturm 4 la recherche du nombre
des racines réelles, il est inutile de considérer les vrais restes R,,
puisque les autres (R), dont les expressions sont si facilement four-
nies par notre formule (11), n’en different que par des facteurs tou-
jours positifs,

‘
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$ VL

Méthode abrégée de Bezout.

Supposons n=m, les équations proposées seront

(1) P=a,x"+4 42" a2 ay,
¢=Mﬂ+hﬂﬂ+hwﬂ+m+%.

Formons la série d’équations

ly=agy— b,9=0,
h=(am+ a,) ‘P'—(bo‘”+bi).?=0, |
b= (@424 a@+a,) g — (B2 4-b, 5+ b))o=0,

-------

.....................................

_..

qui serort de la forme

lo=Ao,oxm—l""xo,iwm—z+Ao,3xm—3+ S i +Aoym_‘w°=0,
l,=)1‘,,:1;”'-‘+}1,1xm‘2+11,,x’"‘3+ el e 2'=0,
(3) l,=)«,,ox”‘“+A,,iwm"—}—k,,,xm“+ s acer, o ke o A2,

---------------------

En éliminant de ces m équations les m puissances de z, ™1,

"2, ..., &', " considérées comme des i mconnues, on obtiendra un
déterminant

Ao,o Ao,x g s )O,m—l

1,0 )1,1 )1,2 ol ek e xl,m—l

%) R= Jay Aip Ry 4 i 7 FJAY

----------------

¢ Am—l,o )m—l,! Am—x,sz v Am—l.m—-l

qui sera la résultante cherchée.,
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Ce déterminant est symétrique. En effet, la valeur générale de

A5 Serait
(5) { Ars= b,y 0. Qroibsis Sab,,
—(b,ar.ids i +ba, . - bl +bras+1) .
Celle de I’élément conjucué A5 s'obtiendrait en s’échangeant entre
Jug gean: enj
eux les indices » et s dans le second membre de cefte équation, et
P'on aurait

A= obe s arb .. Cy—ibpirtab,.,
—Colsii bt byt ba),
Supposons, ce qui est toujours permis, s>r, ce second merqbre

contiendra en plus que celui de I'équation (5) les termes

ar+lbs + ar+'2bs—1 :’" piis s -!-%-:bﬁ-%‘f' %s—é{%@
—(b, +ils—+b, 00, + oot 180, ),

qui se détruisent deux & deux. Ainsi on a eNAE Y

On déduit aussi de la forme générale de X, que le poids des termes
est coristant et bal 3 r-s4-1. it 15

On peut obtenir, d’aprés M. Cauchy, les mémes équations (3) en
préparant les équations proposées de cette maniere :

1% e s T s S +a,rz:'"—’=_—(a,+,xm,,-’-‘ Tt 0T+ a;,,),
by b, a1 ... e (b g L bns + by).

En les divisant membre 3 membre, on trouyera

QX" -, M1 | gpm— R L R = T 8 3
bo@™—+ byxm—14 L p gmer — brpyam—r=lg L by izt b

et en faisant disparatre les dénominateurs,
i ¥R VIS A RINE

(@ x"+a,am—1 4, 1 A | (PO WE EEES +bpn_24b,,)
—(box™ byt . +b,w"”") (aH_,_mm-’—‘+...+qm_,x+am) =0.

En donnant ensuite a I'indice r Jes mvaleurs 0,1, 2, 3, ..., m—1, on
obtiendra autant d’équations de degré m—1, qui coincideront avee
les (3). 1l est aisé de voir, en effet, que dans I'équation I, tous les
termes de ¢ et de ¢, contenant des indices inférienrs & r—+1, s’entre-
détruisent,
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Les exemples suivants feront mieux comprendre la formation des
éléments 2 de déterminant. Soient Ry, Ry, Rg les résultantes des
équations proposées pour m=3, &, 6. 1l viendra

ayb,—a,b, ayb;—a,b, a, b —a,b,

B a1by—a,b, a,b,—a,b, a,b —a, b
Fetam - +ab,—ayb,
aoba'—-asbo aibs_a3b1 azbs_"aabz

a(,b,—-_q,lbo @by—asb, a, by—a,b, a‘%(z‘—a,b0
aby—ab, a,b —a, b a, b —a, b a,b,—a,b,
e —l—a,b —a, b, +a; b —aabl ’
T aby—ayb,  a,b —ab, a b —a,b, asb,—a,b,
~ +ab ab, +ab—ab
aobe—ab, ab, —a,b, ab,—a,b, ab,—a,b,

agh,—a,b, a.b,—a.b, anb,—q,bo agh i 0.b, | Goby— sbo aobs—ab,
b s —a b aob —asb, ab,—ab, a b s—ab, aob—ah, qd;,—q.b,
Fab,—ab, +a,b—ab, +a.b —ab, +a,b,—ab, fipi
@obs—ab,  agh,—ab, ayb s—0h,  ab —a b aby—ad, ab—ab,
+a,b,—a.b, +a,b,:::g -,l-:ll‘b 0 b ~+a.b —a,b
ahy—ab, ab—ab, ab, —a,b, ab,—ab, ab—ab, ab—ab,
“+a,b,—a,b, _—lf‘-a,’b‘:g,g, i“:’b'__a"b’ +ab,— a,b,
aby—ad, ab—ab, ab—a b0 aby—ab, apb b ab,—a,b,
+ab—ab +a,b —ab, ~+aby—ab, +a.b,—apb,
abe—ab, a, b, —a b a,b —ab,  ab,—ab, aby—agb, a,b,— a.b,

On pourra ainsi mieux saisir la régle qui suit pour former la ré-
sultante en général.

Soient
=024 0, 2"+ 0,87 g + @y X+ 0, =0,
Y=Dba™+ bya"~'+ b,am—4 b,y bp_iz+b,=0

les equatlons données.

1° Formez tous les déterminants binaires que I'on peut faire avec
les coefficients correspondants des deuy équations et tels, que dagls
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chaque couple entrent, ou les premiers coefficients (Z°) , ou les der-~

. a ’ .
niers ( b::) ; ces déterminants seront de la forme
A=a,bi—ab,, ou Ui = QOp—a,,b; ;

ordonnez-les suivant leur poids, depuis 1 jusqu'au nombre 2m—1,
en forme de déterminant symétrique de m" ordre. Ce déterminant
sera

A, A, A, By o e A A,

A, A, A, Agie A A is
A, A, Ay VAR - VR, LR
A, Ag Ag AT Aan Ao
An Aty Ania Apise .. Azm—z Ay

2° Faites par la pensée, dans 9 et ¢, a,=b,=a,=b,=0, et
divisez par z. Répétez la méme opération comme avant sur les nou-
velles équations, que nous désignerons par les symboles (m—2). Vous
aurez un nouveau déterminant symétrique de (m—2)me ordre, que
vous emboilerez symétriquement dans le premier, de maniére A laisser
libres les lignes extérieures du premier déterminant.

3° Faites de méme dans les équations (m—2),

a,=b,=a, ,— Y1}
formez le déterminant de (m— A)eme ordre avec Jos coefficients qui
restent, et emboilez-le syméiriquement dans celui de (m— 2)iéme or-

dre, et ainsi de suite. Le déterminant ainsi formé sera la résultante
cherchée.

§ VIL

Autre méthode pour trouver Ja résultante, en la considérant comme le disori-
minant (") d’une fonction de deuxiéme degré.

Deés que I'on s'apercoit que la résnltante R est un déterminant
symétrique, il se présente de suite i Iesprit I'idée de le considérer

(*) On appelle discriminant Ia résultante des » dérivées partielles d’une fonetion ho-
mogene a 2 variables.
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comme le produit de I'élimination des m variables \afrt
linéaires, qui seraient les m dériyées par rapport a\ e £ s
variables d’une méme équation de deuxieme degré. Sappuyant
sur les travaux de Jacobi et d’Hermite, on peut mettre cette propriété
bien en évidence.

On tire des équations (2) et (3) du paragraphe précédent celles qui
suifent :

™t | C iy o Yo S S [ 2}, St gm—i—y
= {ma, x4 (m;—1)a,:c""2+(m-—2)a2x""3+...+a,,,_, 1
— {mbgam=1 (m — Dbs&™=(m—2)b,am—24-. . +bn—i}9;
d’ou

DG b () o/ (0) g (2) ()

Or, si dans le premier membre de cette équation on placait les ex—
posants m—1—s, m—1—g en indices, on obtiendrait une équation
de second degré entre les variables z,, 2y, x,, ..., o D'ailleurs,
le second membre est la valeur de la fonction

9(®)e(y) =9 (2)¢(y)

Y—x

pour y =gz. Ainsi, pour avoir I'équation du second degré qu'on
cherche, il suffira de calculer Ja fonction

2@ (E)—o(®) )

E—¢ i
et de changer ensuite les diverses puissances de &, &, telles que &,
8 en z;, ;. Cela fait, on formera les dérivées Dyyy B,y oody Dl
de cette équation, et en éliminant de ces dérivées égales a zéro les
m variables z,, w, ..., Zm—y, on obtiendra la résultante cherchée
sous la forme (4). 11 est bien éyident qu'en changeant de nouveau,

dans ces dérivées, les indices €n exposants, on aura précisément les
équations (3),

Mais on peut déduire des mémoires de M. Hermite, insérés dans Je
Journal de Crelle, une démonstration plus directe de cette proposi-
tion qui se rattache  Ia considération des racines,
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... Soit I'équation du second degré & m variables,

1

)cp’(y, ) (2 a;y+a,’g+:,__+¢im—1v):’
+¢(a)q,(m)(-'17+aey+a22z+...+asm—1v)z, ;
e LGl R ) L i

—-l—q’(d )Qa)(:c+ac y+amz+. o)

formons-en les dérivées

LT ST 1y

2dp’  2dy’ 245’ Ul %4y’ ‘
qui seront des fonctions homogenes et linéaires en T, Y 5 ...y 0. Je
dis en premier lieu que la résultante de ces fonctions ecalees i zéro
est I'inverse de la résultante cherchée R. Car leur résultante serait

Lol atdaaidiia svg o ol
oy oy Gy Dl
(2) '1 alg- a.Sg aa" 3 gms
?I“A‘?'“r--‘P,am‘I’“(‘;’“l--"‘i“f‘m oe["“‘ a;n—l dam—l.“ a”;n—l :
s O el ™
ou, par des théorémes connus,
1 1
0 =t
Yooy dom R

Cherchons maintenant une transformée de F telle, que la résultante
des nouvelles dérivées soit I'inyerse de celle-ci, cest-a-dire R. Pour
Y arriver, posons

a:+'a4y+ oq?z b L, a,’"“v:A,,
x4 agy—l—ag’z—}—...—}-%m"‘v:Ag,
(B $+a3y+agzz—I—...—{—-a,,m""v:As,

:L‘—{-amy—l-zxm Zt. o ’”—‘v—-Am,
on aura

() F=piop g e

~P¢ e, +¢¢.w wwu q:a...wm EW ) @e)
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et

1dF
Sdz
1dF
§dy
1 dF
3%

2dy

o1l 1703
wl(2)¢'(a)’

— i aA
dy “Ew) () ?

oA
Zv(%

-------

am—=1A
~2¢(1) ¢'(a)’

le signe T s’étendant a toutes les racines %y, day eeey dipe

Exprlmons maintenant F en fonctlon de nouvelles variables X%

Z, ..., V, qui seraient lides aux anciennes par les équatlons
ol A,
Y= vm e et e
LR ORI SRR ey
T 2dy T Y (m) T Vi) ¥'(2) o)’ (2m) *
QR T A ot
T T o R o s
1 dF oam—1A o m-!A apM—1Am
V=-2 S ol
R O L T r e o e
Pour cela, nous tirerons de ces équations les valeurs des quantités
A.u Ag, Asv ey Ay
en fonction de «,, a,, ..., an, et des nouvelles variables X, | SRR T

Rappelons-nous a cet effet que, quand on a un systéme d’ équatlons
tel que

Pi+pa+p—-

P1di+pody +pids+ .
(8) p,lf—l—pglﬂ’—}—p:,l,’—}-.

+pn=l,,
e +pm)‘m=lu
¢ +meg =l,,

plltm_l"l"Pe)mm_l“l_Ps)‘mm_“*‘
la valeur de p; est déterminée par Iéquation

9) FO)P=Rolo -+l -kl b,

+ pml M=

lm—l ’
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koy by, Ky, ..., K,_, étant les coefficients des puissances °, RS L
A™=1 dans la fonction
)

A—2; !

ou, en d’autres termes, le second membre de (9) étant ce que devient

Ui

7—x apres y avoir changé les exposants de / en indices. Par consé-
i

quent, en désignant par Z une indéterminée quelconque, on aura

A, _ 90
$(o) T {—a,?
A, 9
(10) b)) i,
__Am__ (%)

Y(etm) T = i’
pourvu que, la division faite, on change
S0 S0 AR CT
respectivement en
Xt W Zb Bl oy

A T'aide de ces valeurs, I'expression (5) de F deviendra

9@ o(8) o (¥

K—a?.”-—oc

¢’ étant une autre mdétermmée analogue & ¢, dont les puissances
successives

(0, Cll, Crz’ C,m—l’

devront aussi se changer en

Xy W W
Mais on a
iy AN 1
F=0(2)e(¢) o) {—a) [(—
b AN () [ 1 o |l
=9 (£)e(¢) m(z;:—zt:)c'—c’
ou enfin
(12) §—20 ¢ ©)=4 )¢

—¢ ’
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et 'on.voit que, sous cette forme symbolique, & est immédiatement
exprimable en fonction des coefficients des deux équations proposées.

Il reste maintenant & démontrer que la résultante des nouvelles
dérivées :
(13) $49, Addadd L A

24X’ 2dY’ 2dZ G T
est I'inverse de celle des dérivées anciennes

4P 4dE aF 108

2de’ 2dy’ 24z’ **? "
Or, en appelant ¢ I'invariant de la forme quadratique en z, y, z, ..., v,
qu’on peut considérer comme la transformée de celle en XY2,..V
dont nous désignerons I'invariant par I, on a, &’ aprés un théoréme
connu,

o Pist)

S étant le déterminant de la substitution (7). Mais on a
L
R
done 1, ou la résultante des fonctions (13), sera égale a

R=¢(a1)¢(ea) § (ay). . . ¢ (am).
Ainsi, la recherche de cette résultante R est ramende & celle de la ré-
sultante de I'élimination des variables X, Y, Z, , V entre les déri-
vées de &; et comme de I'équation (12) on déduit alsément la suivante:

=m j=m

7-—-22 abj"‘a] )(Xm—z—txm—]+xm-i~2xm—g-!-l+ +xm—-1+1x )

=0 j=0

t—=S—

o, pour rendre la loi de formation plus évndente, on a changé les
variables

respectivement en
XO’ Xia ng erey Xm—n
on conclura que la résultante R pourra se mettre sous la forme d’un

déterminant symétrique, dont chaque élément sera la somme d’un
certain nombre de déterminants binaires isobariques (a;b;—a;b,).
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Supposons, pour fixer les idées, m= é, 4, on aura successivement
F= _(aqb,—-aibo));22+2(aobe—agbo)X,XQ—i-Q(a0b3—a3bo)XoX,
(Z:’Z::Z:g:’)Xﬁ—l—-Q(a,%—- a301)XoX - (a5, —a,b,) X,
F= aobi—bobo)Xa’—}—Q(aobg%aebo)X:,Xa+2(a0b3—agbo)X1X§
agb—ab, agb—a,b,

(

sy LB 2(a,b,—aabi)x‘xﬂ+2(“ﬂ"‘"“4b‘)xoxs
4b4— lbi 3 3 -

+(" abg)X,z—{-z(a,b4-a4bi)XOX,—|—2(azb,,—a,‘bz)xok,

+

+

b, — ay _
(a3b4—a,‘ba)X02. 3
On petit encore, d’aprés M. Cayley, obtem’f trés-simplement la
forme (%) (§ V1) de la résultante. 1| suffit de remarquer que I'équa-

tion €880 =4 ()e()
Ty

zéro les coeflicients des différerites puissances de y, on a un nombre
m d’équations, chacune de (m—1)me degré en g, qui subsistent en
méme temps que les proposées;; et dont, en éliminant Jes puissances
2" &R L @, 2, traitées comme des inconnues, on obtiendra
la forme cherchée,

=0 a lieu quel que soit y. Alors, en égalant &

§ VIIL

Formation des polynomes multiplicateurs.

Nous avons vu, au paragraphe III, comment, par I'introduction des
polynomes multiplicateurs, on afrive & trouver la résultanté de deiix
équations données,

Proposons-tious maintenant dé {rotiver &g gétérdl les forctidhs
entiéres ®, ¥ de degré m—1, propres a satisfaire & I'équation
(1) o® YW =Ly,

U étant une fonction entidre de degré 2m—1. Cela pourra toujours
avoir lieu, puisque nous pouvons disposer d’uti fiombre de coefficients
arbitraires égal & celdi des copfficients dorihés dans U. Eii égalant
entre eux les coefficients de la momie puissatice de x dans 1es deux
membres; oh durd une série de 2 équations propres & fournir 1es
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valeurs des coelficients de @ et de W. Leur déndiiinatedr commun
sera la résultante R; car, évidemment, il ne pourra pas diflérer de
celui que I'on obtiendrait dans le cas de U=0 (voir page 33). On
pourrait donc supposer U= RT, et alors les coefficients de @ et de W
dans I'équation (1) réduite a la forme

@) | 9@+ W = RT

seront des fonctions entiéres des coefficients de o, YetT.

La détermination des fonctions multiplicatrices ®, W, dans le cas
général de

(3) T=c,a™ {4 g z™m~24 - Com—its
revient a celle de ces mémes fonctions dans le cas de T—=a', 1 étant
un quelconque des exposants 2m-—1, 2m—2, ..., 2, 1; 0: Car si
I'équation
‘ | P+ W = ot
est satisfaite, la suivante
Com—r P9 4~ Com—1 Py =3, 12"
le sera encore ; et par conséquent, dans le cas général, les fonctions
P et W seront des sommes des tetmes tels que
Com—i®, Com—1T ).

Cela posé, en résolvant les équations (3) (§ VI), comme si les
Puissances 2"—1, gm=2, | 20 étaient des inconnues, on a

/ R:'c""'_‘:Ao.O_lo + A ali+ A ol +... 4 Ao n—ilm—s,
me—Q: Aigolo—}-; Aiail‘_‘—AI 212 +"; :'- Ai‘m_]lm—l ?
SRR et BRI N R e

Rwo :AM—hOlo +Am-—hlli +Am-—14212+° . °+Airi—l.’m—1lm—1 ’
équations qui, & cause de la relation Ars=Ap g, toutes les fois que
r+s=r'+ ¢ (voir chap. i, § 1), peuvent encore s’écrire

me—’:-Aolo‘*‘Alll‘f'A2i2+---+Am-llm—l’
o) R = il + Al + AL AL

Rxo;—i Am-xlo g Amli = Am—H ll +ont A?m"llm—‘ !
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ou I'on a en général

Rxm-—r—x == A,.lo e Ar+1l1 S Ar+2l2 Tl Ar+mlm—1 »

Substiiuons. dans cette équation, les valeurs de by 1y, ..., tirées des
équations (2) (§ VI), il viendra :
RE™T = { Aty + Ary (0,840, )+ Ay (0,884 0,24 as)+...}J,
—{Aby+A,, (by+b,)+ Aro(b @'+ byz+b,)+... {95
et en posant
(6) ®=Aa4 Aria@+a)+A, (a2 +a, 0+ @g)+...
TAvim (@2 +a, 2m 24, 4 dary)
—<D=A,bo+A,+1(box+b,)+A,_,_Q(bow’—[—blx—}— be)+...
+ A, (b1 4 b, 2" o 4-b_,),
nous aurons
(7) ,0+ W, =Rgm—r—1,
JAinsi, dans le cas de T=2"-"1 on obtient bien aisément les va~
leurs des fonctions multiplicatrices ®, ¥, ag moyen des quantités A,
Mais comme, dans le cas général, les exposants qui figurent dans
la fonction T peuvent dépasser le nombre m—1., il nous reste 4 faire
voir comment on peut de ces mémes €quations tirer les valeurs de
® et de W correspondantes 4 une puissance de z supérieure 4 Ia
(m—1)ieme,
A cet effet, J"observe que I'on pourra profiter des relations trouvées
jusqu'a présent, en permutant z en ':E‘ et en méme temps a,, b, en

@p—rs by, ; car, par ces deux échanges, les équations proposées o=0,
¢ =0 deviennent les mémes, Alors les fonctions 0, ¢ se changent en
", ™Y, et I, devient

! 1
l,:l(am_’wr_’_ A S W """am)‘? o

1
e (/00 R WRER S )b ——

gm+r?
ou bien, en ayant égard aux équations o et ¢,
9

Lm—1

skl (bowm—r-l+ b1$1n41=-2+. - bm-r-l) T

am—1?

L lr—__— (aowm-r—l+aixm—l’~2+. it am‘r—&
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et, d’apres les (2) (§ vI),

by
l — Mot
r pm—1

Mais les équations (3) (§ V1) nous donnent
b= "1+ S ) T

lm—r—l 1 1
Tt = Mty v g An—r—tm—z prrmar-iy TR oY PRI
lm—-r—i

Ainsi, comme /, se change en — s

la fonction 2, se chan-
gera en —A, ., s_,.

Or, par I'échange de ), en hn—r—tm—s—s 5 le déterminant (4)
(§ VI) reste le méme, et A,; se transforme en Agci gmeimrsn PG
suite , dans le cas actuel , R se changera en (—1)™ et A, en
(—1)’”“Am_,_,,,,,_,_,. En tenant compte de ces échanges, 1'équa-

tion (7), lorsqu’on change z en :;, ., b, en a,,_,, b,_,, deviendra
@) i g+ W, h =Ram,
ou

(9) —(Df: A2m-—2-—r ammm—i + A2m-_ 3—r (a'm_ 1$m_‘ + amw'"“’)
*H A2m—4-—r (am—nxm_‘ + Gy " ama:'"—“) o

+ Apsa (0, 8™ 4 @ 22, —+an).

(1 O) ‘F" i A?m—ﬂ—rbmxm~l+ A2m-—3-—r (bm—lxm_l_i‘bmxm ~2)
T Aamir (b o @™ by b )

En faisant varier r depuis 0 jusqu’a m—1, les deux équations (9)
et (10), avec les (6), fourniront toutes les valeurs des fonctions ® et W
Propres & résoudre I'équation (2).

Remarque. On peut mettre les valeurs de @,, W, sous la forme

Ar A +1 Ar+m‘
¢,'=(ﬁ+m%_;+...+~x—) o

(11)

ot - &

Ar Ar r4m
V(S gt e 2y,
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( 1 2) {—q)r =(A2m—2—r'xm_l+Azm—s—ra}m—z-l‘- o Am—-r*ﬂ) ]
lI)‘r=(Azm—Q—rwm_l"}"A'z.'m—.%—1"”'"_2_l‘- S Am—r-—?) ¢.

pourvu que I'on rejette les puissances négatives de « dans le premier
et celles supérieures & la (m—1)"¢ dans le second,

§ IX.

Sur les relations entre les éléments 55

Nous avons vu (page 54) qu’entre les quantités 2 il existe la rela-
tion 2,,==12,. Mais il doit évidemment y en avoir d’autres, car le
nombre de ces éléments, en comptant seulement ceux qui sont diffé-
m-m

2
Le nombre donc de ces relations parait étre, au premier abord,

m2+ m ol - m(m— 3)
5 —2m—2 = 3

car la quantité a,b,— a,b, ne change pas si I'on Y substitue pa, - gb,,
Pa,+¢b,, au lieu de a,, b, (en admettant toutefois que les constantes
P ¢, P, ¢ soient assujetties & la condition PY—p'g=1). D’od I'on
voit que I'on peut disposer a volonté de trois des coefficients a, b,, a,,
by, sans que la valeur de 2 soit altérée. Doric les 2n 42 coefficients
donnés se réduisent & 2n -1, puisque trois d’entre eux peuvent tou-
jours étre pris arbitrairement. Par conséquent, le nombre des relations

rents, est » et 1ls ne dépendent que de 2m 42 coefficients,

— 1. Mais il faut le diminuer de trois;

. S —1 —1)(m—2 ) g
se réduira aussi & M+2:L)2("_-J, Parmi ces relations,

5
on peut compter celles fournies par les équations (14) et (15) de la
page 73, mais il y en a de plus simples. :

Si I'on compare entre elles les valeurs qu'on tire de la formule (5)
(§ VI) pour A,_, , et A, 54, OD Obtient

(1 ) Ar st =Dy w=ab;—ab,;
ou bien, en posant a.b,—ab,=(ab,), .

)‘r._s-—n i A’—I,S = (a,b,) .
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Or, par la théorie des déterminants, on sait que (%)
(@) (@b,) + (ab,)(ab,) +(a,)(aby) =0.

Par suite, en ayant ézard & [a relation J,,=),, et a Ia ”'(1), on
obtient

AT +x'r u I+l r v

) u—1 v—1 v—1 s—1 s—1 u—1 0

gt L TS M TR ] o et
el 1+}r ul_’_}k/r 17,1,

u v v s s u )

ou, suivant une notation connue, les déterminants, on entend par le

s ]

symbole 2 r' .| le déterminant hrrbss — Dyghow. On anra done I un

r

type d’autant de relations entre les &léments Aqu'il y a de combinai-
sons distinctes des quatre indices T8, uy, v, '

Posons successivement r— 0, r=m, et observons que les termes
avec les indices —1 et m ne peuvent pas exister; il yiendra

—1 s—1
Z]m 15 ’+Z
|
(3 ~’
) 0 s

) 0 w 0 v
RI A ’ A
oK fu—1 v——l,+ [v—l s—1 5 ts—l u—1

M. Jacobi, & qui I'on doit ces relations, a auss; démontré (Journal
de Crelle, tome XV) la suivante, 4 laquelle nous nous arréterons et
que nous nous contenterons d'indiquer

)r'+1 1.0+
TS g sy n—1

m—1 u—i, m—1 r—1
~+2
v

| § U

=0

o =t e g

® (_1)”2){3' §"...sm=1

)

(ry #"...rn=0) ot (5", s"m=1) étant les nombres choisis respectivement
pour les nombres 1, 2, 3,...,m—2et1, 2,3, «osm—1.En sehrap—
pelant le sens de ces notations, on s'apercevra aisément que les fonc-
tions indiquées dans les deus membres sont des déterminants formés
avec les éléments 3 aflectés de certains indices particaliers.

{*) On peut consulter i ce sujel une note que jai insérée dans le Journal de Liouville,
1853,



CHAPITRE IIL

PROPRIETES ET EMPLOI DE LA RESULTANTE DANS LA RECHERCHE
DES RACINES COMMUNES.

§ I

Propriétés de la résultante.

PREMIERE PROPRIETE, S Uéquation o(x) est de la forme o(z)=
91(2)8,()6,(2)..., on aura Y st
R=6,6.6,...,
04, 0,, O, désignant les résultantes des ¢équations
0,(x)=0, 6,(x)=0, balE)=D;
{ ¥(@)=0, { Y(@)=3, { ¢ (@) =0,

11 suffit, en effet, de se rappeler qu’on a

R=0(z,)9(.)0(x,)...0(x,),
&1y Tyy oy X, étant les racines de Iéquation y=0. Or, en rempla-
gant o(z) par le produit des fonctions 6, dans lesquelles nous la sup-
posons décomposable, on aura

R=0,(2,)0(,). .. 8,(2,),

0s(2) b5(s) . . -65(z,),
65(,) 05(,). . O 4z,

Mais 6,(x,)0,(x,)...0,(x,) n'est antre chose que Ja résultante ©; des
équations 9; et ¢ ; done

R—0,06.0,...
On concevra aisément ce qu’il arriverait si ¢ et ¢ étaient décompo~
sables en méme temps en facteurs.

DEvxtine propriért. Lo pésuliante R de deux équations quelcon-
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ques de degré m et n, telles que les ¢ et § (page 53), satisfait a I'équa-
tion auw dérivées partielles :

dR dR oy AR dR
d ma, g~ ~+(m—1)a, . +(m—2)a, . Tt ney dam (]
dR dR dR dr (—

+nb, Y ~+(n—1)b, N +(n—2)b, @b, Tt by 3

Pour la démontrer, rappelons-nous qu'on a
v R=aobom(“1—ﬁi)(“z"—ﬁa)(“a—'ﬁi)“-("‘m‘ﬁx)
(#:—,) (“2_‘52)(“3—62)"'(“172“"62)
(2) (“1_33) (“s—ﬁs) (“s_ﬁa)“'(“m—ﬁs)
(o= By) (2~ Bn) (25— B+ (ctm— Bn)-

Or, si dans les équations proposées on posait x=a'+h, la résul-
tante R ne changerait pas, car la constante disparaitrait dans les
différences deux a deux des racines. Appelons donc

on An An ceey Am§ BQ: B11 Bzv ceey Bn
les coefficients des nouvelles €quations en 2, dont les valeurs seront

A, =a,

Ai=a;+mah,

Ay=a,~+(m— 1)a,h+ m(zz;“ ak’,

Ay=a,+(m—2)a,h+ "= 11)_(;" o Iy m(m:;)'(:_ )i a,h’,

A=+ ap_h+a,_,h*+ Apsh’+...+-a i,
(3) »

B,=1b,,

B, =b,+nb,h,

By = by-+(n—1)p, b 201 o,

—1)(n—2 —1)(n—2)
By = b, (n—2)b it %—)blhw%boh“,
Bn = bn+ bn—lh"" bn—2h2+ bn-—3h3+- £ +bo hm
et supposons qu’on ait
(%) R=F(a,, a4, a,, ..., ap, by, b,, 0,, by)-
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La nouvelle résultante R’ sera
(5) R'=F(A,, A,, A,, ...y Ay, B, BUOBY, 5. 1)
ou encore

(6)  R'—F ay+0day, a;+da,, ay+0ddyy ..., a,,,—f—c)a,,,}’

by +0by, b0, b,4-0b,, ..., b+ ab,
en désignant par da,, da,, cvey by, Ob,, ..., les accroissements
Ao—0oy Ai—ayy) ..y Au—0ha B,—by, B,—b,, ..., B,—b,,

qui résultent des égalités (3). En développant alors R’ suivant le théo-
reme de Taylor étendu A plusieurs variables, on aura

dR dR' dR dR
( maoa—l—(m—-l) ai‘z—{—(m—Q')agEE—{—... +a’"“ZIE.

7) R'=R h4-...
) 2 nb‘,:leE}—i—(n——l)bigbiﬂ—}—(n—2)bgt-jlb—f:---;—...—,—17,1_,?:%l
Mais R’ doit coincider avec R; h d’ailleurs est quelconque ; donc tous
les coefficients des diverses puissances de h, et en particulier celui de
la premiére, devront s'annuler; ce qu'il fallait démontrer.
Supposons donc que la forme littérale de la résultante R soit connue,
ce qui sera facile & I'aide du théordme donné dans le n° 4 du § 2 joint
a la remarque qui suit, et qu’on représente les coefficients numériques
par des coefficients indéterminés A, B, G, D, ... En substituant cette
expression de R dans I'équation (1), le résultat devra 8tre identique-
ment nul; par conséquent, tous les coefficients des nouveaux termes
qui se formeront devront se réduire 3 zéro, et fourniront ainsi autant
d’équations de condition, par lesquelles on assignera la valeur de coef-
ficients indéterminés A sBCr D
Soient, par exemple, les équations
AT 42+, = 0,
b2+ b,z b, = 0;

la forme littérale de leur résultante sera

A0 40,5, 4 Baya,b b, 4-a,,b,b,)
+ C(a,a,b,+-0,b,b,)4Da,a,b, b, ,
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et I'équation aux dérivées partielles (1) deviendra

(“ud +b°'076-)+a’d +bl
dont on tirera les équations de condition
A4+B=0, B+4(=0, 2B+ nC4D=—0,

et comme un des coelficients peut foujours tre pris arbitrairement, il
s'ensuit, en prenant A=1, que

Bty i Gsl, D=2,
et alors la résultante sera
(asby—a,b,)— (aobi—-aibo)(a,b,—a,b,).

TroisiEME PROPRIETE. En appelant x la valeur commune auz deuz
équations proposées, on aura

S e dR , dR _ dR 1 . dR
) B A R Pt AR R
(8) “dam * Aty * A da,
dR | dR , dR | | dR
) ot . SR

dba * dbny * dbus ' """ b,
Supposons, en effet, que les coefficients a,, a, recoivent les acerois-
sements da;, da,, les proposées admettront encore une relation com-
mune, si 'on a »
002"~ + Sa, P =0 ;

et comme dans ce cas Ja résultante doit encore s ‘annuler, il faudra
que 'on ait aussi
dR
6alda ~+da pdap—o’
ces deux équations nous fournissent immédiatement Ja proportion
dR , dR |
©)

day * dap
laquelle continuera & subsister lorsqu’on changera @ en b. De la, le
passage aux proportions (8) est de soi-méme évident.

xm—l- xm—p

Corollaire 1. De la proportion (9) et de son analogue en 0 on dé-
duit la suivante : :

> dR , dR, dR , dR
(10)

da; * da,, “db; * dbp
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Corollaire 2. Puisque I'on a Z'wP =g+, il Sensuit que
dR dR dR dRr
(11) Hm y dam_p_; —dam_p i dam—t_ O 5
et le premier membre, d’aprés ce que nous avons dit au § I, cha-
pitre I, devra étre divisible par R. Ainsi, pour m=2 il viendra
2
i —(ﬁ) =—bb.R.

Corollaire 3. Remplacons dans I'équation ¢ les puissances de par
les dérivées de R prises par rapport aux coefficients de ¢ qui leur sont
proportionnelles, il viendra

dR dR dR dR
b, T -+b, dait +b, i "'b"aT,,,—O

Cette équation a lien deas que I'on suppose une racine commune
aux deux équations proposées; elle devrait donc s’évanouir avec R.
Mais elle n’est pas divisible par R, car elle est de degré n—1 seule-
ment par rapport aux coefficients a; done elle doit s’annuler identi-
quement. Supposons, par exemple, M=n, on aura les deux équations
identiques

dR dR dR

dR I ’
GO%: ~+ay B, il E+"'+amm_0’

dR dR dR dR
bo,j;o' ~+b, E‘Fbe E‘f"'--"f-bmm:o'

QUATRIEME PROPRIETE. B appelant x lo. valeur commune qug deus
équations proposées (1) page 53, on aura
2 Al tewn ol s TR G BB i
R 7 i Dy * s * Dy iy’

X étant les éléments du déterminant (4) page 53.

Si, en effet, dans les équations qui suivent dans la méme page, on
supprime la ligne r, on pourra, avec les m—1 équations restantes,
tirer les valeurs des m—1 quantités g, gm-2 | 2t considérées
comme des inconnues. Il viendra alors, par des théorémes connus,

! ) dR
(13) —_— i !

g W

et de 1a la proportion énoncée.
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dR

POSO“S m :Am 9

la relation (13) deviendra
Arn@™ = A,
On aura pareillement
Apm@™Y=A, ;.
Mais si, au lieu de la ligne r, on avait supprimé la ligne r’, on aurait
obtenu
Ar’ X" = Ar’ s
Ay ™ =A, ..
De ces relations on tire
z¥ o= Al Ay,
D W Apgs

CRA ] s’ A,.r’_,
d’ou Pt

par conséquent, toutes les fois que 7'}~ s=r- s', 1l faudra que
(1&') Arl,s= Ar’sl.

Ainsl, toutes les quantités A, dont les indices forment une somme
égale, sont égales entre elles, Cest pour cela que nous avons éerit
dans le § VIII les équations (4) composées avec les éléments A sous
la forme (5).

Corollaire. On déduit des relations (9) et (13) la suivante :

(15) dR ., dR . dR _dR

d7~r,m—-l R dl,- el day, ° El_a-l'

CiNquiime proPRIETE. La résultante satisfait a I'équation auz dé-
rivées partielles

m—1
(16) ;}m T = =(m—r)b,R,
r étant un des nombres quelconques 1, 2, 3, ..., m—1.

En eflet, si dans une des équations (3) (§ Vi), dont le type
général est

(17) L e T Y U, e
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dR
on substitue, d apres la propriété (9), Faﬁ'-, au lien de 2z on aura
dam
dR
2 Ars ‘m—— Oo

Le premier membre de cette équation constitue une fonction des
coefficients de deux équations proposées ¢ et ¢, qui doit s’évanouir en
méme temps que la résultante R, et la contenir, par conséquent, en
facteur. (Voir page 25.)

On aura donc

N dR #
(18) a1 =0k,
q étant un facteur & déterminer. Mais ¢ est évidemment de la forme
9=¢'b,,

ou ¢’ désigne un coefficient numérique. Car le premier membre est
de degré 2m+-1 par rapport aux coefficients b, et de degré 2m seu-
lement par rapport aux coefficients a ; Qailleurs, le poids est

: F+st14-m'—(s+1)=m*J-r.
D’autre part, le second membre contient la fonction R qui est de
degré 2m et de poids m*; ainsi, ¢ ne pourra pas différer de la forme
indiquée.

Que I'on se reporte ensuite & I'équation (5) du § VI, et I'on verra
que le coefficient b, figurera dans le premier membre (18) autant de
fois que I'on fait varier I'indice s, & cause de la présence de b, dans
la seconde ligne, moins tous les b, qu'on trouvera dans la premiere
en faisant varier s de 0 & r—1I . Done g'=m—r. On est redevable
a M. Brioschi de ce beau théoréme ; mais on trouvera peut-&tre sa
démonstration moins simple que celle-ci, (Voir le Journal de Crelle,
tome LIIL.)

Corollaire 1. Changeons a en b et réciproquement, on aura

m—j

TdR ‘
(19) ;}wm = (m—r)a,R.

Corollaire 2. En supposant que Von ait éerit les m équations qui
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résultent de la (16) par la variation de I'indice 7, on pourra en dé-
duire la valeur d’une dérivée quelconque B:TP:I par la méthode de la

résolution des dquations lindaires a plusieurs inconnues.
ainsi, grice a Iéquation

On aura

dR
=Z")\,, o :Z, ] p O

qui aura lieu, d’aprés la théorie des déterminants, pour toutes les ya-

dR

i,

leurs de r, ', différentes entre elles, les deux équations qui suivent :
dR dR dR dR
(20) ——da““._m 0 m (‘m—l)blm +...+bm—1 Dt
dR 4R dR dR
d_bp}_l _maom-l—(m—l) a,dTm-—l-...+am_‘ P

Corollaire 3. Au moyen de I'équation (13)
se transforment en celles-ci -

» les deux précédentes

dR dR
(21) Tag Tie) g
dR ’ dR
(22) IE‘: =? (x) d)‘a,m—i y

x désignant toujours la racine connue. De la, en changeant s en s—1,

on tire la suivante :
¢y OR AR
(23) P (@) G+ Ve <o,

a laquelle on serait aussi arrivé, si dans I'équation (1), en posant

: £ { dR  dR 4 %
n=m, on avait substitué, au lieu de =~ 2= ' |¢g expressions iden—
da;’ db,
g dR g™t dR gm—t : 4 J :
tiques F R L e dans cette équation (23) on fait successi—

vement s—=1/, s=p, et que 'on élimine le ra
retombera sur I'équation (10).

Supposons que les équations 9 et soient mises sous la forme des
fonctions homogénes & deux variables,

pport o/(z): ¢/(a), on

‘ ?=aoxm+ alwm—ly+a9xrl¢—2y2+‘.. 1 amymz 0 5

24
(24) zp=boa:,,—l—blx"“y+b,x"‘2g’+...+b,,y"= ,
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équations qui comprennent les (1), page 53. en Y posant y=1. On
aura le théoréme suivant. g

SixiEME prOPRIETE. La solution commune aux équations =0,
=0 est ausst une solution de l'équation
(25) D,9.D,y—D,¢.D b =0.

En effet, on a, par un principe connu de 1a théorie des fonctions
homogenes,
(26) { D0 +yDyp=mg =0,

D4 —+yD, b =ny = 0.

Or, puisque les proposées s’annulent par hypothése pour les valeurs
de z, y, différentes de zéro, il faudra que le dénominateur commun
de ces valeurs, ou le déterminant
Dyp, Dy
Da‘,qh qu)
s’annule. Ce qu'il fallait démontrer.

Appelons P ce déterminant, on obtiendra encore la propriété qui suit:

=0

SEPTIEME PROPRIETE. S7 les proposées s annulent par un systéme des
variables x, y, les dérivées partielles de P, prises par rapport a cha-
cune des variables, s’annuleront auss:,

On tire en effet des (26) les équations

P=m{eD,y—d¢D,o},
yP=m{oD.y—0D,0};
et en les différentiant successivement par rapport & et & y, on obtient

d 9
- xc%:): (m_—l)P_Fm{‘?Dzmy‘p—q‘D‘xy?} ’

ap ! .
‘”@= "‘{?’Dyzq‘_q’Dyz? B
dp
yz&;:m{?nzaﬂb_‘“)wa?}v
ap
y@: (m_l)P+m{‘PD2wy‘P—‘PD’xy? e
Or, si par hypothese =4 =0, I'on a encore, par le théoréme
précédent, P=0; il faudra donc que

AP __dp
o dy

=0
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Application. Comme les dérivées Lo . (E, dans le cas de m=3,
dx’ dy

sont aussi de troisitme degré, il s’ensuit que la résultante des équa~
tions (14) (page 37) pourra encore se mettre sous la forme

a, b, c, d

p ; q 2 r 3 S
2(aq—bp), 3(ar—cg), as—dp+br—cq,  bs—dg
ar—cp,  as—dp—+br—cq, 3(bs—dyg), 2(cs—dr)

Hurriive propruité. Si dans les équations proposées ¢ et , on

substitue aux variables (x, y) de nouvelles variables (u, v) lices auz
premiéres par des équations lindaires telles que
T=pu+ qv,

(27) e

y=putqv,
la nouvelle résultante déduite des équations transformées sera égale a
Vancienne multipliée par une puissance du déterminant Pq’'—pq de
la substitution.

Mettons, en effet, les fonctions ¢ et { sous la forme
(28) 9=0o(Z—a,y)(X—yy)...(T—aty)...(T—a,y) =0,
(29) ‘P=bo(x_ﬁiy)(x—ﬁzy)-"(x_ﬁiy)---(x—ﬁny):=0‘
Par suite de la substitution (27), les facteurs quelconques
T=—a,y, ®—fyy

deviendront respeétivement

(r—at)(n o), () (u— L),

et les transformées @ et ¥ de ¢ et ¢ seront

(30) @=aqo(p, p') (u— Lty [i— Lty =t

p—ap’ p—2p’ p—mp’
31 \p‘=b 7 ( ___934-‘q _qu—q e ___qIﬁLZ )'
( ) o‘l‘(l’fp ) L p_ﬁ.p’v) (u p—B.p’ v) (u P—Buplv

_Or, comme nous I'ayons vu, la résultante R est le produit de toutes
les différences z,—@; que I'on peut former avec les racines de o et
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de . D’ailleurs, cette différence quelconque des racines serait main-
tenant, pour les équations @ et W,
(32) it Llbma, (Pq'*P'Q)(ﬁi—le) !
P=eap p=Bp' — (p—aip) (p—Byp))
En revenant, par conséquent, A I'expression de R donnée au n° 9
du § 1, en y remplacant a, et b, respectivement par a,o(p, p') et
bod(p, p'), la valeur de Ia nouvelle résultante R’ sera

(33) R'=(pg'—p'g)™R;

ce qu’il fallait démontrer.

p+gz
p+qs

% étant une nouvelle variable, la résultante des nouvelles équations

sera égale 4 celle des anciennes multipliée par une puissance du

binome pg" —p'q.

Corollaire. Si dans 92 et $x on remplace la variable 2 par

NEUVIEME PROPRIETE. Sotent
C=potqd T=plo4 ¢y

deux nouvelles fonctions lides linéairement aug: fonctions donndes g el
. leur résultante R’ serq égale d celle des fonctions ¢ el § multiplies
par une puissance de pq’— P'q.

En eflet, si dans I'expression (12) de 5 donnée au § VII, on rem-
place ¢ et ¢ respectivement par ® et W, on aura une nouvelle trans—
formée qui sera

er r 7 ¢ 'tv".”z 4 o r !
¥'=(pg'—p q)[‘”)‘“z)\ﬂu]: (Pg—p'g)¥.

Par conséquent, chaque &lément de déterminant & déterminants
binaires, qui exprime la résultante R selon la méthode abrégée de
Bezout, acquerra le facteur P9'—p'q, et la résultante elle-méme Jo
facteur (pg"—p'g)m.

Corollaire. Lovsque ¢ et § sont respectivement les dériyees par
rapport & x et y d’une méme fonction

/'-:aox'+ la,a:l“y-;. {_(:.;2123,!—2?/’_}.. . +aly"
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leur résultante est naturellement une fonction des coefficients de f-
Or, si dans f on fait la substitution

r=pX—+qY,

y=p'X+q'y,
et que I'on appelle F la transformée de f, la résultante fournie par

les équations

dF dF
X 0, = 0
sera égale & I'ancienne R multipliée par (pg'—p’q)!t-".

Cela est facile & démontrer, en ayant recours au théoréme précé—
dent, et en remarquant qu'on a

=P (i) +7'(ar)
dF df df

=1l + (7).

Ainsi, pour toute fonction entiére et homogéne en x, Y, il existe une
fonction de ses coefficients qui a la propriéié de se reproduire a un fac-
tewr prés et indépendant de ces coefficients, lorsqu’on y remplace les
variables par d aulres, lides lindairement auz piemz'éres.

H est aisé de voir que dans le calenl actuel cette fonction n’est antre
chose que le produit des carrés de toutes les différences entre les
racines de I'équation donnée. Mais elle n’est pas la seule; car, comme
M. Cayley I'a démontré, toute fonction entidre et homogene en z, y
admet une infinité de fonctions jouissant de la méme propriété, dont
cependant 1—2 seulement sont indépendantes entre elles.

Nous remarquerons en passant que les fonetions pour =4, 1=75,
telles que nous les envisageons actuellement, ont été déja données au
§1v.

DixiiMe proeriimit, Si dans les équations

¢ y)=0, {(z,9)=0
on substitue pour x, y des fonctions quelconques entiéres et homogenes
deuetdey,
z=0G(u, v), y=H(u, v),

.
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la résultante des équations transformées W et ® serq égale d celle de ¢
et de § multipliée par une puissance de la résultante des équations
. G(u, v)=0, H(y, v) =0.
Démonstration. Faisons dans
P=0y(t—ay) (@ —a,y). .. (T— any),
$=b, (x—ﬁiy)(w—ﬁey) - ([@—By),
la substitution indiquée. Les équations transformées, ® et W, seront,
en désignant par 1I Ja caractéristique d’un produit,
P=a,II[G(u, v) —aH (u, v)],
W=b,I1[G(u, v) —LH(u, )]
Or, ces équations admettront une solution commune dés qu'il y en
aura une pour deux facteurs quelconques
G (u, v) —aH(u, v)=0,
G(u, v) —BH(u, v) =0,
c’est-4-dire, d’apres le théordme précédent, des que leur résultante
(a—B)7Q
s’évanouira. Nous sous-entendons ici que Q désigne la résultante des
équations G=0, H=0, et g leur commun degré.

Autant donc il y aura de combinaisons de facteurs, autant il y aura
d’expressions, telles que (z—p)70, qui en s’annulant exprimeront la
possibilité pour les équations ® et W d’avoir une solution commune.
L’ensemble donc de ces conditions, & savoir
i it
sera la résultante cherchée, puisqu’il n’y aura pas cas de solations
qu’elle ne comprenne.

Ezemple. Soient les équations

9=0az"+ bay 4 cy’l, Y=a'w*+ bay+cy’,
et transformons-les en d’autres @ ot W par les équations

T=PU+ Quo+1?,  y=p'ut 4 q'uv + r'0®,
la résultante de ® et W sera

[_(Mf'—a'C)’-(ab'—a'b)(bC'—b'C)]’[(Pr'—rp')'—(M'-IJ'q)(qr'—W']’-
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Corollaire. Supposons que ¢ et g soient les dérivées par rapport
d z etd y d'une méme fonction homogene f(z, y):

La résultante de D,.f, Dy.f sera une fonction des coefficients de f,
dont une certaine puissance aura la propriéié de se reproduire d un
[acteur prés, lorsque dans f on remplace les variables x, Y par des
fonctions quelconques enticres ot homogeénes & autres variables u et v,

Telle sera, par exemple, Ia fonction ‘

(ad—be) “—h{ac—0b*) (bd— Y
correspondante a la fonction de # et de Y,
a2’ +3ba*y+ 3 cay’+dy'.

§ IL

Recherche de la solution commune.

1. Aprés avoir vu jusqu’a présent & quelle condition deusx équations
données admettent une solution commune, il est naturel de se de-
" mander : Quelle est cette solution? M. Abel, dans ses a@uvres, et
M. Liouville, dans son Journal de Mathématiques, ont donné divers
procédés pour la trouver et pour déterminer méme une fonction quel-
conque rationnelle de cette solution au moyen des coefficients des
équations proposées. Mais ces procédés, quoique extrémement n-
génieux, sont bien loin d’étre Jes plus simples, et il est & croire que
la réponse la plus facile & cette question aurait été connue depuis
longtemps, si I'on avait tenu un plus grand compte des procédés
d’élimination d’Euler et de Bezout.

Il résulte, en effet, des propriétés deuxieme et troisieme que la
valeur de g, propre a satisfaire en méme temps aux deux proposées,
sera donnée par 'une quelconque des trois équations

dR 4R dR _ dR dR = dR
A dam—P i dam—p—i X by~ dbm—i—y’ o dlr,m—p s d)‘r,m-—l’—i ]

dont la derniére sera toujours préférable en pratique. Car, sans passer
par le développement de [a résultante, il suffira de calculer les deux
6
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déterminants conjugués & deux éléments consécutifs d’une ligne quel-
conque de déterminant (4) (page 53).

On peut obtenir trés-simplement les deux premiéres équations, en
observant que les proposées seront encore satisfaites en changeant
(@m 3 @p=mii)s (Oin_py Binpoa) TESPECLivETIENt €D (@0 5D, @y HR),
(bey—pa, by_y_y+p). Alors la résultante devient

dR dR rdR dR
R"H( ) s

)+etc.=0;

dam_p+1 dam_p
et puisque 1, p sont quelconques, il fandra que
dR dR dR dR

ISR Y ,, e

A s

Soient, par exemple, les équations
X+ 0,2+ a,x4a,=0,
b2’ +b,2* - b,x+ b,=0;
leur solation commune satisfera 4 une quelconque des trois équations

(@ob;—a1by) 2* + (a,b,— a,b,) x4 (agb,—a,b,) =0,
2 obs— 4 sbo )
(@pby—asb,)x*+ (+ Z,,bg—g,b. )m+(alb3—a3b,)=0,
(aob?—aabo)xzﬁ— (a1by—azb,) o+ (asb,—a,;b)=0,
et, sielle existe, une de ses expressions sera

D4t (aob;_'aibo) (asb;—a;b,) — (aobs—'asbo) (ab;— ashg)
(agbi—a,b,) (a,b,—T a5hs) — (Aoby—a,b,) (aobs—asbs)

2. On peut, de reste, en ne connaissant que la résultante, trouver
la solution commune. Soit, en effet, « cette solution ; remplacons, ce
qui est permis, les équations ¢ et ¢ par les suivantes :

Qo 0, " T 0 BT L = G (r—a)=0,

box 4 by byt -, b, w+4b,+p(z— a)=0;
la résultante nouvelle devra encore s annuler, puisque la premiére
solution o en sera encore une pour les nouvelles équations. Par con-
séquent, « sera une racine de la nouvelle résaltante égaiée & zéro, et
pourra étre toujours déterminée. Observons, en outre, qu’on pourra
se servir des indélermindes X et 1 pour simplifier les caleuls.

Supposons, par exemple, qu’on ait & trouver la solution commune
(2) aux deux équations suivantes :
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ax’ + by 4-c =0,
a3 bet ¢ =
Ces équations, mises sous la forme
ax’ + bx + ¢ +A(T—a)=0,
U+ Va4 d+ K (x—a) =0,
fourniront la résultante
[ac—d' c—a(aX —a')) '~ (ab'~a'b+aX —a'd)[bcé— Ve—a(b7—b1)],
qui, en négligeant la partie
(ac'—a'c)*— (ab'— a'b)(be'— be),
nécessairement nulle d’aprés notre hypothese, et en posant
A=b, N=p,
se réduira simplement a
(@b’ ~—a'b) '~ 2(ac’ - a'c) a4 be —be.
En égalant cette expression & zéro, on obtiendra pour la valear com-

mune des racines
__ac'—dle
T ab'—ah’
comme cela doit étre. Si I'on avait, au contraire, posé
A=e,  X=¢,
on aurait eu immédiatement
B be'— e
W goli=xale)

qui sera encore la méme solution, en vertu de I"évanouissement de a

résultante.
On aurait pu obienir ces valeurs bien plus simplement ; mais nous

wavons voulu, par cet exemple, qu’éclaircir la méthode.

Soit maintenant § une fonction rationnelle quelconque de la solu-
tion £ commune aux deux équations o et 4. Par un théoréme connu,
elle pourra toujours &tre ramenée 4 la forme

ko™ '+ k2 ke g i
les coefficients k étant des fonctions rationnelles des coefficients de 4
et de ceux des équations proposées o et ¢.
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Par suite, a I'aide de I'équation (13) du paragraphe précédent, on
aura I'équation

dR dR

dR dR
9(-'1/) d——_lr,m—i =k0‘7)‘; + ky dT.f:, +.etky,

—1 ‘.1"1',7—1 ’
qui fera connaitre la valeur cherchée de 6(x).

A. Jusqu’a présent nous avons supposé que les équations ¢ et ¢
n'admettaient qu'une solution unique. Mais, §'il y en avait davantage,
il faudrait, pour les trouver, recourir aux restes fournis par la mé-
thode du plus grand commun diviseur, dont nous avons donné I'ex-
pression par la formule (11), page 50. Supposons, par exemple, qu’il
y ait I=m—i—1 solutions ; I'"équation R;=0, résolue par rapport
d @, fera connaitre les ¢ solutions cherchées. Mais, pour que cela ait
lieu, il faut évidemment que les coefficients satisfassent 4 / équations
de condition, car le reste R, ne pourra s'annuler, indépendamment
de toute valeur attribuée & x, & moins que chacun de ces [ coefficients
ne se réduise & zéro. On comprend d’ailleurs qu'en divisant succes-
sivement les équations proposées par & moins les racines communes,
on formera une suite d’équations de degré respectivement m, m—1,
ceoy m—I-1, et, par conséquent, une suite de ! résultantes ou
conditions.

D’aprés un théoréme de Lagrange, que nous démontrerons plus
tard en le généralisant, ces conditions sont exprimées trés-simplement
par I'une des deux suites

dR d*R AR

R:O’ m‘:o, m:O...mﬁ—Oq
dR d*R d—R
R=0, -==0, o-=0.l77=0,

Arrivé & ce point, nous croyons avoir vidé toutes les questions gé-
nérales que I'élimination entre deux équations 4 une variable pourrait
soulever. Il se présenterait ici plusieurs applications analytiques et
géométriques dignes d’intérét. Mais, comme elles nous meéneraient
trop au dela des bornes de notre ouyrage, nous en resterons la, et

nous passerons a traiter de I’élimination entre trois équations a deux
variables.



DEUXIEME PARTIE.

THEORIE DE L’ELIMINATION DANS LE CAS DE TROIS EQUATIONS
A DEUX VARIABLES.

CHAPITRE L.

RECHERCHE ET PROPRIETES DES SOLUTIONS COMMUNES A DEUX EQUATIONS
A DEUX VARIABLES,

§ I

Formation et degré de Péquation finale.

Alin d’abréger le discours et de mieux éclairer la pensée, nous
appellerons dorénavant argument la partie qui, dans un terme d'une
équation, contient les variables, de sorte qu’'un terme sera le prodait
du coefficient par I'argument.

Cela posé, nous appelons équation canonique de degré m a deux
variables celle qui, dans ces arquments, présente une somme d’expo-
sants variable depuis 0 jusqu’a m.

Soient 2Py? 'argument d’un terme, et r un nombre tel que
(1) p+q4-r=m;
le coefficient de cet argument sera désigné par le symbole a,, (‘). A
la vérité, les deux indices p, ¢ sulfiraient pour distinguer les coeffi-
cients; mais nous en ajouterons un troisieme pour la symétrie et par
analogie a I'équation homogene & trois variables :

(2) Zapq,wpyqz’z 0,
dont celle que nous considérons n’est qu’un cas particulier dés qu’on

suppose r=1.

() Souvent, pour abréger Pécriture, nous écrirons Pgr.o, ayz. .., au liendep, g, 1, ...,
L By
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I est bien évident que I'équation dont il g'agit, ordonnée par rap-
port a x ou a y, prendra les formes

I=m l=m
(3) Za,a;’"", 2a’,y"'“= ;
t=0 =0
a;, @; étant des polynomes complets respectivement en z ou y de

degré 1.

Le nombre de ces termes ou des coefficients @y, SéTa le méme que
celui des solutions en nombres entiers de I'équation (1), O compris,
c’est-a-dire
(4) N =h—m+: ;n+2

Considérons maintenant deux dqnations canoniques ¢ et ¢ a deux
variables, de degré m et m, que nous désignerons comme il suit :

(5) ?(w’ v) :zapqrmpyq’ ¢ (a, y):warwpyq =0.

La premiére question qui se présente, ¢’est de trouver un systéme
des voleurs de ., y propre A les vérifier simultanément. Or, cela
w'oflre pas de difficulté dés que I'on connalt la résultante des deux
équations de degré m & une variable.

Ordonnons, en effet, ces équations par rapport a z et a y. On aura
les systemes

m m
Zalwn:-1___ 0’ za'lym—l: 0'
0 (7) 0

ib,x"" =0 Z”b'ly”" =10}
0 0

qui fournirout des résaltantes de dearé m—n et de poids mn par rap-

(6)

port aux coefficients a;, b, d’une part, et aux coefficients a;, b, de
I'autre. La premieére deviendra, par conséquent, une fonction Y de y,
la seconde X de , dont le degré commun, par rapport aux variables
x, Y, sera mn. Car, a'cause de I'équipollence, on 2 pour chaque terme
des deux résultantes les conditions

/

(8) El)::mn, Ell':mn.
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A, X étant les exposants dont les coefficients (a, b)), (a’,, b)) y sont
respectivement affectés. Mais les degrés de ces coefficients, considérés
comme des fonctions de y ou de @, sont égaux i leurs indices; done
les premiers membres des équations (8) expriment les degrés des
termes de chaque résultante par rapport a y ou 4 . Done, puisque le
degré de chaque terme est égal a son poids, ces résultantes elles-
mémes seront de degré mn ; et on pourra les mettre sous la forme

mn mn
(9) X=X AamT, Y= X By,
0 0

Avant d’aller plus loin, il sera bon de nous arréter un instant, pour
voir comment Bezout arrive au méme résultat par toute autre voie.

Posons d’abord ce lemme :

Le nombre des termes qui, dans une équation o(x, y) canonique de

(m—p+1)(m—p+2)
1.2 ;

Il est évident, en effet, que si Uon met 'équation ¢ sous la forme
d"une équation homogene & trois variables 6(z, 3, %), les termes divi-
sibles par &* constitueront, aprés avoir été dépouillés de ce facteur 2,

degré m, sont divisibles par xP est

une équation homogéne a trois variables de degré m—p, laquelle

e +“2(m_ P2 termes.

contient, comme on sait,

Supposons done que I'on veuille avoir la résultante Y. Multiplions
I'équation ¢(@, y)==0 par une autre 6(z, y) de degré ¢ & coelficients
indéterminés ; on obtiendra une équation produit ©(z, y) de degré
m~+t. A 'aide de I'équation §(x, y)==0, éliminons toutes les puis—
sances de z supérieures & la (n—1)“"¢, Le nombre des termes qui
figureront encore dans @, aprés I'élimination des termes divisibles
par 2", sera, en vertu du lemme préeédent :

N (m4-t+-1) (m+1t42) -t —n41) (m4- t = 14 2)
& 2 g 2

Soit maintenant p le degré de la vésultante Y qu'il s’agit de tron-
ver ; le nombre des termes compris daus Y sera p=+1. Le nombre
donc des termes qu'il faudra détruire dans Véquation @, pour la ré-
duire a la Y au moyen des coefficients indéterminés, séra N—p—1.
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Or, si au lien d’éliminer les termes divisibles par 2 dans |6 équa~
tion-produit 0, on les avail éliminés dans I’ équation 4, le nombre des

termes et, par conséquent, le nombre des coefficients arbitraires ag—
rait été réduit a

(t4-1)(¢4-2) (t—~n+l)(t—-n+."2)
el T 2

Mais comme un de ces coefficients peut toujours étre pris 2 volonté,

car rien n’empéche de multiplier la 6 par une constante, le nombre
des coefficients indéterminds disponibles sera

(t41)(¢4-2) (b—=n4-1)(t— n+4-2) 1
'T-—"—'—‘— PR Ty T .

2
Or, le nombre des termes 3 déterminer dans @ ne peut pas étre ni

plus grand ni plus petit que le nombre des coefficients arbitraires dont
on peut disposer. Donc

(M~ t4-1) (m- t+2) __ (mt— ) (et — n+4-2)
2 2

— D (+2)  —np (t—n+9)
AT 7 2

—-le—«l

De I on conclut p=mn,
ce qu'il fallait démontrer,

Passons & présent 4 un exemple. Soient les équations
(10) =ax’+ by’ + dz* +dy‘.+exz~{—fxy_~
_ Y =da’+ by +dz+sz+exz+f’wy——0
- En posant =1, et en ordonnant par rapport a x, on aura

(1) f o= 02"+ (fy+e)e-t-by* gy 4o,
b=d'z +(f’y+e)x+by ~+dy-+c=0.

: R gl o m, n
Désignons en générat par (mn) le determmantl . |, on aura
)

b4

= L(OB)— (af)(F8)Jy* -+ [2(ab) (ad)— (ae) fb)— ’af)((f )-(eb)) Iy’
+[2(ab)(ac)+(ad)2 (ae) ((fd)4- } —af](ed )]y’
~+[2(ad)(ac)— (af ) (ec)— (ae) (e ) (fe)) Jy

+ (ac)—(ae) ec).
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1 est aisé de voir que, pour un degré quelconque m, on peut écrire
sans difficulté les deux premiers et les deux derniers termes des ré-
sultantes X 6u Y. Considérons spécialement la Y,

Le dernier terme est ¢videmment [a résultante des deux équa-
tions (5), lorsqu’on Y Pose y=0. Le premier terme ensuite s’obtien-
dra en limitant, dans la résultante des équations o et ¢ mises sous la
forme (6), les coefficients a; by aux termes contenant les plus hautes
puissances de y ; ou, autrement, le coefficient da premier terme sera

la résultante des équations proposées réduites aux termes homogenes
de degré m. Ainsi, on aura

13 \ RIZ L Ay 49 U3¢ .. Qom,o
kA b boms |’
m 0,0 m—1 19 M—220 <se om, 0
_ 8moo  Gpygy Un—g0s  oss @y om
(lll‘) mn—

mo,o b"l—l 01 bm—2 02 rirk bO om
ou les seconds membres désignent les résultantes des deux équations
4 une variable de degré m, dont les coefficients seraient les éléments
compris dans les barres. On verra, dailleurs; trés-aisément qu’on a
toujours A, =B, .
Pour obtenir le seconid terme, obseryons qu’en posant

Y:ZCaO%ai’-- ces a,,,*m bo)"ﬂ b‘l', bmxl"' )

I"argument Y™ =" résultera, en limitant tous les facteurs ¢ an terme

contenant la puissance la plus haute de Y, a 'exception d’un seul, og

Fon prendra au contraire Ia puissance immédiatement inférieure -
cela revient & opérer sur B, avec le symbole

Z“p,q—l,r 08y, ..
On trouvera de méme que
an—l:zap,q-i—],r aap,q,r an'

Or, d’apres la formule (4) de la page 53, By, By, sont des fonections
des déterminants lindaires de la forme

i a U, Iyt
15) ar vy ]
(15 I3

pgr bplqlrr
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Par conséquent, pour avoir B, ou B,,,_, , il suffira de différentier
respectivement B, ou B,,, par rapport & chaque déterminant binaire
(15), et de changer ensuite celui-ci en

pg—1r  Cpig—1,w i Apgr Qprqtw
]
bp,a.r bp’q’r' bp,q—-l,r bp',_q'-hr
ou en
U gr1,r Oplgiay L Ap,q.r Qpgir
bpgr byig Apgitr  Opgty

L’équation (12) confirme ce que nous venons de dire.

La formation des autres coefficients est plus compliquée. Je me con-
tenterai de remarquer que les coefficients B,, B,,,_, s'obtiendraient
en opérant avec les symholes

i
’ 2 { (@p,g2,0+50%,911,)98p 0. U g4 Qg 1, 0py Ol }

1,
2{ (@p,g—2r + 3% pig—1,7) O, g~ B g 4Gy 508y By, }

sur B,, B, respectivement. Mais on comprendra sans peine que les
coefficients de X, Y sont les fonctions des déterminants binaires formés
avec les coefficients des deux équations proposées, et que dailleurs,
dans A;, le poids des premiers indices est égal & mn—1, et celui des
seconds & mn, pendant que, dans B;, le poids des premiers indices est
mn, et celui des seconds mn—. Car en changeaut, par exemple, y
en ky, le coefficient B; devient Bk™~"; mais le changement de y en
ky dans les équations proposées revient a celui de a,,,, bpgr €0 Kiay,,
k%, ; donc, en faisant la méme permutation dans les coefficients qui
entrent dans B;, on devra retrouver le facteur k™~ ; ce qui ne pourra
pas arriver, & moins que le poids des seconds indices soit égal & mn—a.
D’ailleurs, il est évident que le poids des premiers indices est mn, car
la fonction Y est la résultante des équations proposées considérée
comme fonction de z.

La remarque que nous venons de faire permetira de controler les
caleuls qu’on fera. d’aprés la méthode abrégée de Bezout, pour dé-
terminer les coefficients A et B.
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§ .

Nombre des solutions communes. — Degré de I'équation finale
dans le cas de deux équations non canoniques.

Supposons maintenant qu’on ait résolu les équations X==0, Y=0
et appelons-en

’

(1) § 0L EBREN L o Fkas .z?l,,?,
yl' Yas y:n cees Ymns
les racines respectives.

Pour savoir laquelle des racines y correspond a une racine donnée
;, il suffira de substituer dans I'une des proposées la quantité z; au
lieu de z et de résoudre ensuite I'équation de degré m ou n en y qui
en résultera. ’

Cela fait, si les deux équations (5), page 86, admettent une so—
lution unique y pour toutes racines a;, le nombre de ces solutions
sera le méme que celui des racines (10), c'est-a-dire mn. Mais s1, au
contraire, pour une valear de , telles que «,, elles étaient censées
avoir les deux solutions y,, y,, on serait tenté, au premier abord, de
croire que le nombre des solutions (w, y) peut dépasser le nombre
mn. Ainsi, on pourrait supposer les mn—1 solutions suivantes :

xly‘l’ wiyzf wzyw maya, veey wmnymn;

car rien ne s'oppose a ce que y, soit encore une racine commune pour
T=x,. C'est une légere difficulté, qui peut-ttre n’a pas été remar-
quée par Euler, auteur du théoréme que nous donnerons ci-dessous,
et qui du reste ne pouvait étre écartée sans celni de Lagrange men-
tionné page 83.

En eflet, d’apres ce théoreme et I'hypothése que nous venons de
faire, on aura en méme temps

X =0 Y=0,
dX dy
d—a—;— 0, m:O,

par conséquent, X, Y seront respectivement divisibles par (a,—a)*,
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(@' — a')’}; o, o désignant deux fonctions de , 3. Les racines donc
de a,—a, ou d',,—o' seront doubles dans X et Y. Ainsi la racine z
ne peut pas étre associée a y,, y,, ou la Yo & X, T, , sans qu’elles
soient doubles respectivement dans X et Y, et I'on pourra poser, par
exemple, z, =z,, y,'=y,.

On voit alors que le nombre des solutions sera toujours mn. En
poursuivant le méme raisonnement, on verrait en général que si,
d’un cdté, on admet que les proposées aient, par une valeur donnée
1y ou z, plusieurs solutions communes en z ou en y, il faut, de I'autre,
admettre autant de racines égales dans I'équation X=0, Y=0. Par
conséquent, si p racines x; peuvent se combiner avec une méme ra-
cine y;, les autres mn—p racines ne pourront plus se combiner
qu’avec les autres mn—p racines distinctes de Y;; car p de ces ra-
cines sont égales & y; et se trouvent déja par le fait assocides aux
racines x;. Concluons donc que, dans tous les cas,

Le nombre des solutions communes & deus équations canoniques @
deuz variables est égal au produit de leurs degrés.

Appelons & présent groupes des solutions I'ensemble des solutions,
ou & une méme valeur de z ou de y correspondent des valeurs dif-
férentes de y ou de #; et soient g, g, les nombres respectifs de ces
groupes, il y aura g, racines diférentes dans I'équation X—=0, et 9y
dans Y=0. Posons, de plus,

Y=y —aPe(y —Ble (Y —7)vnss

il y aura nécessairement Xz, 23, )y, ..., racines & associées respecti-
vement aux racines Y=o, =[5, =y,..., et le nombre des groupes
scra égal & celui des exposants X, g, Ayees

Dailleurs, pour que cela ait lieu, il faudra qu'entre les coefficients
des deux équations il existe des équations de conditions en nombre

7\1—1+lﬁ—-l—{—XY—-—l—l—,..:(mn——'gm).

Exemple. Soient les équations
&' — 32y + 3ay’ + 18 1y — 92°+ 235 — ' — 1’— 23y —15=0,

* —+ 20%y 4+ 3wy’ — 6wy — 32— w-9°— 3y — 2 + 3 =0.
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On aura, & un facteur numérique prés,

=y -1y + 2y — 1) (y+3).
I faut done qu'a la racine Y= 0 répondent deux solutions en z, trois

en y——1, deux en y=——2, une pour y=1, et enfin une solu-
tion pour y=——3.
On a, en effet, les groupes suivants -

y=0, 2=3 | y=—1, =0 y=—2, =5 | y=1, x=2 y=—3, x=2
¥=0, a=1 [y=—1, =14 Yy=—2, x=1
y=—1, =2

qui exigeront quatre conditions entre les coefficients, et que X, en
outre, ait 'expression suivante :

(=2(2—3)}(x—2)’(z—1)*(x—4),
comme cela arrive effectivement.

Remarquons maintenant que toute équation o(x, y), en représen-
tant par m la somme des exposants de x, y qu'offre la série des
termes dont elle se compose, peut &tre réduite, en remplagant par 0
les coefficients qui manquent, & une forme canonique de degré m,
Mais les degrés des résultantes z, y pourraient, dans ce cas, différer
enire eux, et le nombre mn n’exprimerait plus qu'un mazimum qu’ils
ne peuvent atteindre. Il importe donc de voir comment, dans tous
les cas possibles, on peut s'assurer d’avance du degré des résultantes,
ou, en d’autres termes, du nombre des solutions communes.

Soient en général Xy, Ay ,..., An, Ny X iy eeny Xy les degrés des coel-
Beients ag, @y 2., G Bgilis, Bylianss by, des équations (6), par rap-
port & la variable y qu’ils contiennent. Il est évident que le degré de
la résultante Y=10, en supjiosant que afoaFr, . b,Kob K, b K
soit un de ces termes, sera le maximum de la somme

Aok, - lik,+...+lmkm+}’nk’0+l’ik"+...+A’,,lc’,,,
sous les conditions

' k0+k1+k2—|-,..+km=n, k’o+k’1+---+k’n=m’
ky+2k,+ . . . + M+ K 28 - . . . -k = mn.

Si donc nous appelons 2, 2’ les degrés mazimum que présentent
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les séries des coefficients a, b, le degré de la résultante ne pourra pas
dépasser le nombre
An—-2"m.
Prenons, par exemple, les équations
(@ 9=+ @)y + @)y + @y + @)y + ()= 0,
D Lo )=+ ey syt o,
ou par le symbole () on sous-entend un polynome de degré 4. On a
m=>5, n=A, I:Q,- A== he
le degré de la résultante ne peut pas dépasser le nombre
9.44-5.5=61,

Si, au confraire, on s'était contenté de regarder ces équations
comme des cas particuliers des équations canoniques de degré 845
=13, 24+-4=6, on aurait trouvé, avec M. Minding, 6.13=78 pour
la limite maximum du degré. Mais on §’apercevrait bien facilement,
aprés quelques essais, que le degré de la résultante X =0 est 58,
cat, d’apres les conditions posées ci-dessus, les termes

@ @) @)@ @) @), ete.,
correspondant aux termes algébriques
a’ya, b*,0%,,  af, b, etc.,
sont ceux qui fournissent la plus haute puissance de .

Cette marche, cependant, est loin d’avoir Ia riguenr et la précision
désirables. Nous allons, par conséquent, exposer celle que M. Minding
a publiée dans le Journal de Crelle, tome XX, et qui remplit parfai-
tement le but qu'on se propose.

Observons, & cet effet, qu’en appelant y,, y,, ..., y, les racines de
I'équation ¢, la résultante X avra (voir page 26) I'expression sui-

vante :
(8) X=0,"0(@, yu)o(@, y.)...0 (@, Yu):
Par conséquent, le degré de X sera
(4) M ol L+ 4, ()
{*) M. Bezout a donné 4 ce sujet, dans sa Théorie générale des équations, une formula
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bis by ooy by désignant les degrés des fonetions ¢ (x, y,), o (%, Y,),
.-» 0(, 4,), aprés la substitution des valears de Yi, Ys, elc., en
fonction de z. Mais si 'on suppose que I'on ait développé en série les
racines y de la manicre suivante :

(8)  yi=cpatio,_ @htee,  ahei L 4, +;’?‘+. L

il suffira, dans la plupart des cas, de substituer, au lieu de Y, son pre-
mier terme ¢,z" ; en appelant alors z#y8 I'argument le plus haut de
9(x, y), son degré sera a—+fh. Par suite, celui de X sera

mX g—+na+B(h,~h,~+...+h,).
Cela arrivera toutes les fois que la substitation de ¢,2* au lieu de g
fournira pour le coefficient de I'argument 2+ une quantité diffé—
rente de zéro. Dans le cas contraire, il faudra recourir au second
terme de la série ¢,_, 2", et voir ce qu’il donne en le substituant.
On passerait encore au troisitme, si le coefficient de I'argument
x++Bh—1) venait & s'annuler.

1l s’agit done, en général, de trouver les degrés h, h,, ..., h, des
racines y dans une équation donnéde o(z, y):d. Dans I’hypothése ot
nous nous sommes placés, les racines y développées‘ en série suivant
les puissances descendantes de  auront pour premiers termes des
monomes de la forme

ey @My L ety L et

car toute fonction, qu’on suppose de degré r, doit par définition, en
la divisant par 2" et en y faisant £= o0, se réduire & une con—
stante. Or, si I'on substitue ces séries A la place de y dans I"équation

extrémement simple, que nous nous contenterons de mentionner, car, pour la démon-
teer, il faudrait entrer dans de longs développements, que le défaut d’espace nous force
a supprimer. Soieut « et 3, o’ et B les plus grands exposants de 2 et y respectivement
dans les équations © et ¥. Le degré de la résultante sera
mn— (m—a) (m— B)— (n— =) (n—B'),
ou m; n représentent les sommes maximum des exposants de z, y relatifs 2 un méme
terme dans les équations ¢ et . Ainsi, on trouvera pour le degré de la résultante des
équations (11) le nombre
13.6— (13 — 9) (6 = 5)— (13 =5) (6 — 4) = 58.

Il faut noter cependant que cette formule n’a pas généralement lieu.
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o(#, y)=0, il faudra que dans chaque substitution on obtienne une
équation en gz identiquement nulle. Par conséquent, afin que les
coelficients, en s'ajoutant, puissent se détruire mutuellement, il
faudra qu'il existe au moins deux termes ayant en argument la méme
puissance de . Or, la série des puissances les plus élevées, que pré-
senteront successivement les différents termes, sera, pour une valeur
h quelconque, celle des binomes
2,—+-mh, 1,—]—(m—1)h, Ay +(m—2h..., A,~+h;

et si cette valeur & a été bien déterminée, il faudra qu’elle puisse
rendre deux ou plusieurs de ces binomes égaux entre eux, en laissant
toutes les valeurs des autres hinomes au-dessous de celle des premiers.

La question, arrivée a ce point, peut étre ainsi généralisée : élant
donnés des nombres quelconques 2y, Ay, ..., A, et d'auires nombres
s 1y wens (i, f@ire varier un nombre h depuis + oo jusqu’'a — oo
de telle sorte que les binomes

(6) ho— ok, Aipihy A= pnh

deviennent, les uns égauz entre euz, les autres tous inférieurs auz pre-
miers. Les valeurs de k, qui satisferont 3 ces conditions, seront les
degrés des racines y de I'équation

(7) Po)yo+(1,) ‘Uu—l—(Rg)y.ws—}—...—}-(A"')y.wm:: 0.
en désignant par (1) une fonction de degré X en x.

La recherche de ces valeurs de h se simplifie beaucoup en tenant
compte des remarques qui suivent,

1° A partir de + co, le premier maximum est Ao = ,h, car on
a par hypothese

Po = 2y > s ons

2° A mesure que  diminue, les hinomes décroissent d’autant plus
plus que le coefficient 1 de & est plus grand.

II suit de 1a qu’en faisant descendre % de oo Jusqu’a ce que le
premier binome Ao+ poh devienne égal a un autre, v.g, & Awh,
on aura trouvé une des valeurs de h,

h Ng=—1g
ih— S TR )
T
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qu'on cherchait ; car, d’aprés la remarque 1, la valeur de 2, p,k
sera bien supérieure a celle de tous les autres binomes. Mais lorsque
I'on continuera & faire déeroitre 4 3 partir de k;, afin de trouver les
autres valeurs propres & remplir les conditions énoncées, il sera inu-
tile de s’occuper des binomes qui précedent le binome A+ph. En
eflet, d’aprés la remarque 2, tous ces binomes déeroitront davan~
tage que ceux qui suivent le binome 2+ pih; toutefois on suppose
que celui-ci soit le dernier de ceux auxquels 2 —4-ph est égal,
c’est-a-dire que p; soit le plus petit coefficient de & dans les binomes
égaux. Ainsi, le premier mazimum qui vers h=co était Ao+ pioh,
au moment de h=h,, sera le binome 2;= p;h. Pour obtenir ensuite
une seconde valeur de k, on opérera sur celuj-ci et sur ceux qui le
suivent, comme on a fait précédemment sur le binome Ao =+ poh.
Soit pourtant %, une valeur de & pour laquelle on ait

Ait-pih=2- pik,
A+ ph étant par hypothése le dernier des binomes, auquel b=
a pu devenir égal ; ce sera la une autre valear de k& propre & la ques-
tion. On opérera de méme sur A+ pih et sur les binomes qui sui-
vent, elc., et I'on trouvera pareillement d’autres valeurs hy,, h,...
Tout ceci peut &tre beaucoup éclairci en interprétant géométrique-
ment le probleme.

Prenons sur deux axes rectangulaires les abscisses
OBO':RM OB‘:A‘ . ..OB,‘:L’...OBj=Aj...OB[:xl ’ etc-,
el les ordonnées

A0B0= Hos A1B1=P-1 e .A,-B.~: Hiee .Aij=1lj.nA1Bl={1-h ete.
7
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Un binome quelconque A+ ph sera Pabscisse du point C;, ol une
ligne, partant du point A; et inclinée sur la verticale d’un angle dont
la tangente est h, intercepterait 'axe OX. Nous appelons segment
Iabscisse 0C,.

Cela posé, le probleme géométrique sera celui-ci : tiver une ligne
passant ‘aw moins par deuz points, de telle sorte qu’elle coupe sur
Vaxe OX un segment algébriquement plus 'grand que tous ceuz qui
seravent inlerceptés par des paralléles menses par un auire point quel-
congue.

On s’apergoit de suite qu’une premiere solution sera de faire pivoter
une ligne droite sur le point le plus haut A, jusqu’a ce qu’'elle aille
rencontrer un autre point A;. Il est ¢vident que toute paralléle i la
ligne A A, interceptera des segments moindres que OC;; car tous les
autres points seront au dedans de cette ligne. Si, de mémie, lorsqu’on
sera arrivé au point A;, on fait pivoter une ligne sur ce point vers
I'axe, jusqu’a ce qu'elle aille rencontrer un autre point A, on sera sir
de laisser tous les auntres points au dedans, car, puisqu’ils se trouvaient
au-dessous de la premiere ligne A A;, a fortiori ils se trouveront
au-dessous de la seconde A,A;, qui sera plus élevée que I'autre sur
I’axe. On obtiendra ainsi une seconde solution. En continnant de la
sorte, on déterminera toutes les lignes propres & résoudre Ia question.

Substituons maintenant cz® au lieu de y dans I"équation (16); il
viendra, en divisant par &*t+hive, et en faisant 2= oo ;

(17) (A) e -() e =0,

(*a), (1), etc., désignant les coefficients de la plus haute puissance
de z dans les polynomes (%), (A), ete. Car, par hypothese, les
nombres 2, +p,k;, A pily sont égauz et supérieurs a tous les autres
fournis par les binomes )~ ph; ainsi, aprés qu'on aura diyisé par
@rothivo, toules les puissances de a aprés le terme (1)ywi, et toutes
celles intermédiaires entre celui-ci et le premier terme (X )y, & part
celles qui pourraient encore dtre ¢gales & 4, +p.,h;, sont négatives
et disparaitront lorsque & = oo,

Or, P'équation (17) est de degré po—p; par rapport au coelfi-
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cient ¢; celui-ci pourra done receyoir o= py valeurs, Par conséquent,
les racines Y, de degré b, , seront en nombre Pro— ;.-

Quelle que soit la valeur de précédemment trouvée, on arrivera
évidemment 4 des conclusions semblables, et I’on pourra, par consé-
quent, énoncer le théoréme suivant -

Soit by la valewr de 1 propre d vendre deug ou Plusieurs binomes
quelconques

At-pih, A ik
de la série (15) égauz entre euw, of supérieurs algébriquement @ (ous
les autres, 3+ b éant dans tous les ¢qs le dernier de coun qui de-
viennent égauz ; Véquation (16) qura Pi—pi racines y de degré b,

Application, Soit I'équation oz, y) (11); la série (15) devient la
suivante :

8+5h, 644k, 9. 3h,  h4-9h, 3+h, X,

et les 5 valeurs de h, déduites de la méthode ci-dessus exposée, seront

9—8 1 4—9 5
h1=h2=5?5=§ s hy=h,=} e W)

Par suite, les degrés [, by B des fonctions U@, y1), ¥(z, y,),
Y(2, y,)... seront ;

R Y
11=l,=o+c—,= 7 bh=l=l=15,

Par conséquent, la résultante
X=(20)'4ay.) d@y,). .. f(ayy),

q4€ nous avons a considérer dans le cas actuel, sera, d’apres la for-
mule (13), de degré

b.8+2043 555

Remarque. En appliquant [ procédé développé jusqu’y présent
aux équations
9(, y)=y°——(7aa—7)y“+(14x'-30+7)y—8x3+20x*+1aw—15=o
Y@ y)=y'(6z—4) y+82'—12x4 50,
on trouverait pour premiers termes des racines y de I'équation ¢ dé-
veloppées, en série, Ch, T =2z, e, Xs=A4x, Par leur substitution
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dans o(z, y) les degrés de g(z, y,), o2, y,) seraient I, =1,=2, et la
résultante de degré 24 2=14. Cependant, comme M. Magnus en a
averti le premier, la résultante n’est que de degré 3. Cela tient a ce
que, en faisant les substitutions indiquées, le coefficient de I'argu-
ment le plus haut 2°, dans la fonction ¢(a, y,), s'annule. Par consé-
quent, d’aprés ce que nous avons dit page 95, il faudra recourir
aux seconds termes des séries y,, ,,

1
Y, =2—2-+..., yz_—:lpx——-Q-—%—i—...,

et Ton trouvera o(z, y,) =— 82°+... 9z, y,)=62 ... Ainsi
[,=2, l,=1, et le degré de la résultante sera 3.
Corollaire. Lorsque dans I'équation (16) on a
A+ po=2 = It
les binomes (15) deviendront égaux, en posant h=1. Par suite, les
racines y seront de la forme

y=c,a+c,+ =+ g
Tel est le cas des équations canoniques.

I est bon maintenant d’observer que cette méthode de calculer le
degré de la résultante X ou Y, laquelle repose enticrement sur 1’6~
quation (12), suppose qu’on a exclu du nombre des solutions & ou
y celles qui sont infinies. Par cela méme, ce degré pourrait &tre dif-
férent, suivant qu'on éliminera « ou y. Mais on peut, par le théoreme
qui suit, prévoir dans quel cas ces degrés seront égaux ou non.

THEOREME. Suivant que les premiers coefficients des équations pro-
posées, ordonnges par rapport ¢ x ou y, auront un facleur commun ou
non, les résultantes X et Y auront un différent ou un méme degré. Dans
le premier cas, leurs degrés seront respectivement mn—d,, mn—d, ;
dy, dy étant les degrés des facteurs communs des coefficients (a,, b,)
ou (a'y, b'y).

Démonstration. 1l est d’abord évident que les proposées n’admettent
pas des solutions infinies z, y, si leurs premiers coefficients (a, b,)
ou (@, b',) ne sont divisibles par un méme facteur P, ou P,, fonctions,
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le premier de y, le second de 2. Alors, comme la méthode tient compte
seulement des solutions finies, les degrés des résultantes ne pourront
pas différer entre eux, puisqu’a chaque solution finie en 2 corres-
pondra une autre finie en .

Dans le cas contraire, soient par hypothese d, et d,, le nombre des
valeurs de 2 ou de y qui annuleront P, ou P,. A chacune de ces va-
leurs correspondra une valeur infinie de  ou de y. Par conséquent,
il y aura d, racines Y= o, d,racines = oo , et les degrés des ré-
sultantes Y, X seront diminuées d’autant ; ce qu’il fallait démontrer,

D'ailleurs, comme il est aisé de voir par la formule (%), page 53,
et les exemples suivants, les coefficients (@, b,) ou (a’,, b',) ayant un
facteur commun P, ou P,, les résultantes primitives Y ou X seront
divisibles respectivement par ces mémes facteurs, ce qui prouve bien
que les racines de P, ou P, sont des solutions communes, indépen—
damment de toute valeur attribuée a la résultante.

Les équations pourraient étre quelquefois incompatibles. Cela ar-
rivera lorsque, en combinant entre elles les deux ¢équations, on en
déduira une troisitme de la forme constante=0, On aura encore,
dans certains cas, un eriterium d’incompatibilité, en examinant si la
fonction
17) %,g_%.%:o
se réduit identiquement & zéro. Car, en posant

dp  dy
de  dz
E = qu;:‘-f(x, y)'
dy dy

les deux fonctions o et ¢ pourraient dtre mises sous la forme de deux
fonctions de I'intégrale de I'équation

(18) dy—+daf(x, y)=0.
En effet, en appelant X cette intégrale, il vien
dX ax

f >y o8
=7y (ou w=[(zy).
dy dy
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Mais F(X) sera encore une intégrale, car

dF dx dx
dy dX do liny dz §
de™ dF dX — ar’

dX dy dy

donc
dF(X)
dx
a9

dy

et, par conséquent, on peut prendre F(X)==0, ou =={. Les fonctions
proposées seront donc de la forme F(X)=0, f(X)=0, F et fdé-
signant deux fonctions quelconques de X, et X une fonction de Z, Y.

Or, on pourrait éliminer X de ces denx équations, et si la résul-
tante ne s'annule pas, il y aura incompatibilité. Dans le cas contraire,
les deux proposées admettront un nombre infini de solutions, & savoir,
celle de X= constante.

Exemple. Soient les équations
122'— 362"+ 122% 4 3521 3y — 18y hy—12z4-1—0,
202'— 602"+ 202°y 4 612° + 5" —30zy + 8y—2hz -+ 3= 0.
L'équation différentielle (18) devient, dans ce cas,
dy+(hx —3)dzr=0,
dont P'intégrale est
X=27"—3p-}y=0.
Ainsi, les équations pourront se mettre sous la forme
F(22'—3z+y)=0,
[ (22" =32 +y)=0.

On reconnaitra facilement que, dans le cas actuel, les solutions des
équations coincident avec celles de Iéquation

Dty 3r+y=—1.

Mais si le terme final 3 de la seconde se changeait en 2, les deux
équations deviendraient, au contraire, incompatibles.
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Remarque. L'équation (17), associée avec la poula ¢, fournira les
valeurs mazima ou minima respectives de ces fonctions, ce qui pourra,
dans quelques cas, faciliter la recherche des solutions communes,

Nous avons yu, au § II, comment, an moyen des résultantes X ou
Y, on peut trouver les solutions communes. Au lieu de cela; on
pourra quelquefois, par les changements simultanés de signes qu’ac-
quierent les fonctions par deux systémes des valeurs (@12 Yo (s Y1)
déterminer les limites entre lesquelles sont comprises les solutions
communes, et trouver par suite les valeurs elles-mémes.

On pourra quelquefois POser @==6.(t), y= (1), et'se setvir dos’in-
déterminées contenues dans ¢ €t y pour satisfaire 3 I"équation de con.
dition qui résultera en éliminant t. La valeur ensuite de ¢ se trouvera
comme au § I, premiére partie, chapitre II. e

Par ce qui; précéde, nous avons appris & - caleuler les solutions
communes & deux équations a deux variables; et cette méthode, comme
On aura remarqué, se réduit i développer une fonction implicite en
série. Nous n’avons cherché jusqu’a présent que le premier terme de
la série, mais il est bon de les connaitre tous, afin d’avoir les valeurs
des solutions communes 3 tel degré d’approximation que I'on veut,
et de pouvoir obvier aux difficultds signalées dans la remarque, p. 99.
M. Liouville a donné i ce sujet une méthode trés-ingénieuse, dont nous
allons maintenant nous occuper,

S 1L

Méthode de Liouville pour développer en série une fonction implicite
suivant les puissances descendantes ou ascendantes de la variable indé-

pendante.
Soit (1) o(z, y)=0

une équation de degré m entre les variables z, y; en réunissant les
termes de méme degré, on pourra lui donner Ja forme qui suit :

2) 3’"’%(3)+x’"“‘<p1 (%)+m’"’”q:, (;—Iy)-i-...::(),
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ou bien, en posant %:u,

(3) A 9u(0) g, )+ ). =0,
ot les polynomes o, 9,, o,, etc., seront de degré m, m—1, m—2...
au plus. ae

Pour x= oo les racines u de l'équatiqn (3) se réduiront a celles
de I'équation

(%) 9o (u) =0.
Soit e une des racines, on aura généralement
(5) U—a-f-¢,

¢ étant une quantité qui s’annulera avec —;

Substituons maintenant cette valeur de  dans la (3), il viendra,
en développant par la série de Taylor et en divisant par &1,

(6) [(E“’) ?o(e)+o, (“)]_F%[(;%I?”o(“) +(e2)5 y () +0, (oc)]—i— =0.

Faisons #= o0, et désignons par o’ la limite qu'atteindra dans ce
cas la quantité ex; nous aurons

(7) @9 (@49 (4)=0,
(8) =,

Comme o est la limite de ez, on pourra poser

(9) ex:a’—{—;—v;
par suite,
o ¢

Si I'on veut encore trouver d’autres termes, on portera cette valenr
de u dans I'équation (3), ou bien la valeur de ¢ tirée de (9) dans I'¢-
quation (6), qui, multipliée par z ¢t en ayant égard a l’équation (7},
donnera

(11) (E)go (o) { :‘_-;90"0(0!) + a0 (o) 0,2 } +E=0,
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YR e kil 1 :
E désignant une somme des termes qui s annulent avec - Faisons

done m.;':'.'oo, et désignons par o la limite de <& ; nous aurons
(12) 2" o (@)t 5 9 () %9 (@) 5 (a) =0,

d’oi I'on tirera la valeur de . Cela fait, on posera

(13) Edir= o +;.
et il viendra
(14) u.:':oz—l—; +5;+...,
d’ou
1 3
(15) y=omtalfo

En procédant de la sorte, on pourra obtenir autant de termes que
I'on voudra de Ia série (15). Cette méthode suppose essenticllement
que "équation (4) n’a pas de racines ¢gales, car autrement les valeurs
de o/, o', etc., ne seraient pas finies. 11 est évident, d’ailleurs, qu’on
aura autant de ces séries qu’il y a de racines dans I"équation (4).

Au lieu de développer la racine y suivant les puissances descen-
dantes de , on aurait pu la développer suivant les puissances crois-
santes de . A cet effet, posons

(16) 9@ )= 90 (y)+p1(y)+ 2, (4)4-...
et
{17) Yy=y+ye+y0+...

%i(y) désignant un polynome en y de degré m—7 au plus, et 7 dési-
gnant une des racines de I'équation 94(7)=10, qu’on suppose toules
inégales. '

On trouvera, par une méthode semblable a Ia précédente, les ra-
cines de y, 7', 7" a l'aide des ¢quations

(18) o)y +o:()=0,
(19) 9ulziy + 2% THEe WY+ oly)=0, ete.

Il est & noter, d’aprés un théoreme de M. Cauchy, que les séries
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(15) et (17) seront convergentes tant que 2 n'atteindra pas une veleur
pour laquelle y puisse acquérir des racines égales ou infinies.

Notons d’ailleurs qu’il y aurait beaucoup 4 dire sur le développe-
ment des fonctions implicites en série. Mais, pour cela, nous ren-
voyons le lecteur au Mémoire sur le caleul des limites, inséré dans les
Ezercices d’analyse et de Physique mathématique, ot cet illustre géo-
metre a traité a fond la question.

Ce qui précede sulfit pour arriver 4 diverses conséquences impor-
tantes que M. Liouville a déduites de sa méthode.,

S IV.

Formation des résultantes X, Y. — Somme des solutions communes 2 ou Y.

Soient, comme avant, les équations »
(1) ?(2.9)=0, (., y)=0,
de degré m et n. Mettons-les sous la forme
"y, (%)-1'—:17““5’11 (g;-) + 2" 0, (g:) HEoL=0,

R s

9i» ¢; désignadit des polynomes de degré m—i, n—i. Appelons Yir
Yss oo Y, les racines de I"équation ¢=20, et portons-les dans I'antre
$=0. Posons

3) i RZ‘P(xyi)‘l’(xyz)“"‘!”(xym)’
I'équation finale sera R=0.

Nous allons voir maintenant comment, grice aux séries (15), on
peut en trouver les différents iermes. Commengons par le premier., On

a, en posant%:u,

® V(@) Y=gy (0)+ 214, (0)+-...



II* PARTIE, — CHAPITRE I, — § Iv. 107
Prenons u==a~¢, « étant une racine de I'équation 9o(e) =0, et &
+ 1
s’annulant avec o On aura

4»(:; W Yy (at- E)_;_%q“(a—l—e).

et lorsqu’on fera 2= oo , il viendra

(@, y)= 2", (o) + 27E,
E étant une quantité qui s’annulera avec % On aura @qc. spus de
semblables désignations, ‘

b(, .'Ii)=xn"fo(“1)+$"Ei N
‘!’(x’ yﬂ): an’o(“z)‘*‘a’"Ea ’
(@) e TR HTHEED SN T Sl

(@0 Ym) =" (o) +27E, .
Multiplions ces équations membre & membre, il viendra
(8), R=a" () Ya(@) oo Yo (o) 21,
I désignant une quantité qui s’annule avec % Le premier terme sera

donc
"”mn‘;’o(“1)‘;‘0("‘2)-"‘1"0(“"1)’

ce qui s’accorde avec ce que nous avons trouyé page 26, car le pro-

duit Yo(ota)o(ets). «+Yo(am) est précisément la résultante des équations

90(@)s Yo(a), ¢est-a-dire des équations ¢ et ¢ réduites aux arguments

de degré m et n.

Il est & noter, d’aprés la forme des seconds membres des équations
(5), que si les équations 90(2)==0, ¥,(2)=0 ont des racines com-
munes, le degré de la résultante s’abaissera d’autant d’unités qu’il
Y a de racines communes.

Passons & trouver le coefficient du second terme de la résultante. A
cet effet, nous remplagons dans I'équation (&) u par

’

€
m,

a'
U=~ ;—]—

¢ désignant une quantité qui s’évanouit avec 15, et «, o étant des
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quantités déterminées, comme auparavant, par les équations g, (a)=0
et (7), § HL. On obtiendra

Uz, y)=a"4y () F &2V ()& ()] + 271,
I étant une quantité qui s’annule avec :_u En y remplagant « par les
diverses racines de I'équation ¢,(«)=0, on aura

U, y) =" (o) +- o Y o) )] +- 221,
1) | HBYI= ) ) b )

ou I, I,,... I, désignent des quantités qui s’annulent avec % Mul-

tiplions toutes ces équations ensemble, il viendra

(8) R=xmn‘po<“l)‘!’o(“2)'“‘xbo(“m)‘f‘

!Z’l‘d’od. d{i(a' mn—A1y
B o P ) ) DO iy

le signe = s’étendant  toutes les racines de I'équation ¢,(2)=0, et
K désignant I’ensemble des termes qui, divisés par 2™, s’annulent

avec é Il est évident maintenant que le second terme de la résultante

aura pour coefficient

2 Y'o (#) 1 (2
Yoleaule)- o) el )
Par conséquent, la somme des racines de I'équation finale sera

bty i e
bo()

‘Pl(d’)i

‘P'o("')'

; SCTACN L

(9) e 2k

Si 'on avait, au contraire, porté les valeurs de y déduites de 1'é-

ou bien, en remplacant o' par sa valeur —

quation ¢ (2, y)= 0 dans la premitre o(x, )= 10, on aurait obteny,
par un procédé semblable au précédent, In méme résultante R, Par

conséquent, en appelant %y AT les racines de P'équation
' i3 23 n ]
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(1) =0, on aura encore pour la somme des racines de I"équation
finale |'expression

NIAGEAE) %a(B
(e A}-«Ifo((s)q»ogs) G
le signe = s'étendant & toutes les racines de I'équation 4(B)=0, et,
comme les deux expressions (9) et (10) doivent évidemment coinci-
der, on aura

1 2@V S0 L) )
( 1) 2‘P’o“") Yola) bo(2) Z‘p'u(ﬁ)‘?o(ﬁ) o(B).

§ V.

Calcul des fonctions symétriques.

Soient

(1) 2@ 9)=0, {(z, y)=0
les deux équations données, et

(2) Yy ees By, Yas B3y Ygy oos Topys Ymn

les groupes des solutions communes, On appelle fonetion syméurique
de ces solutions communes toute fonetion qui ne change pas de valeur
lorsqu’on y permute les groupes .y, , &3y, T;Y;... les uns avec
les autres de toutes les manieres possibles. 11 est évident que, quelle
que soit cette fonction, on pourra toujours la calculer, pourvu que I'on
sache exprimer en fonction des coefficients de ¢ et de ¢, une fonction
symétrique entiere de la forme

(3) 0 I:Z zPylalydaryd, . . . xPy,

Suivant que ¢ sera =1, =2, etc., c’est-a~dire suivant que la
fonction contiendra 1, 2, ete., groupes, la fonction sera simple, dou-~
ble, ete. Mais, & I'aide du théoreme qui suit, toute fonction , méme
multiple, peut étre exprimée en fonction des fonctions simples : La
fonction multiple 9 8 exprime au moyen des fonctions symétriques
sumples par des formules analogues i celles (18) et (21) (I* partie,
chap. 1) qui servent a eaxprimer des [onctions quelconques symétriques
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des racines d'une équation au moyen de la somme des puissances

semblables de ces racines.

Ainsi 'on a

Ewlﬂ,qulx;’, qu’ :Emp‘ yq‘pr,Jq, .;Ewp‘ﬂ,yplﬂ, g

gty sadys =y N ary Ny,
— Y, Yo N b,
._.2{1;17."1‘11 3 yqn+432wpsyqz-'2wpawl yq=+quzxp'y % »
+22.’l)p;+pa+pa yql+ql+ql '3

et généralement

(6) Z TEY ALY, Py 0
=2xl"1y quExtp,yiq(a;zv,yzq,. T
_Ea;ipl-i-m YIILy 0o, Py, i
_Emip‘ Jiq‘ wzp e yzq’ﬂl' . -wl—lp‘—' yl—lq"" etc.

D'ott I'on voit que la fonction multiple ¢, sera déterminée, dés que
I'on connaitra Ia fonction i~ 5 car il suffira de changer dans celle-ci
les exposants

Pis P2y oo Piy SUCCEssivement en Patpis pstpy o Py tpu
Q1y Qoo oes Qiy T 913491, ¢+, ... Q-1+

Par suite, de proche en proche, on connaitra ¢, au moyen des
fonctions simples 9 Mais, en regardant de pres la formule précé-
dente, on s’apercoit qu’elle est semblable & celle (18) que nous ayons
donnée chapitre 1, premiére partie, pourvu que I'on suppose que dans
celle-ci on ait associé 3 chaque puissance Z,Pq une autre puissance Yg'o
en facteur. A la condition done de joindre & chaque puissance zfq celle
qui en résulte par Péchange de @, p en 'y, ¢, laformule (18) conduira
aux mémes conséquences que la précédente, et I'on aura

(1) 9,:2(-1)"“1‘(9)1‘(}4)...T(i)ZsA,SAh...s;,
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sous les mémes conditions et dénominations, si ce n’est que sy, dési-
gnera maintenant, en général, la fonction simple

Exx, Fhy gty T RS VS U8 :

0l Ay, Ay, Ay... formeront une certaine combinaison de ¢ exposants
choisis parmi les Lexposants py, p,, ... pret ), Xy, Ny eelle qui s'en
déduit par I’échange de p en q.

Voyons & présent comment s'opere le caleul de ces fonctions symé-
triques simples, auquel celui de toute fonction symétrique peut se
réduire.

Supposons que les équations ¢ et & soient mises sous la forme

(8) o(z, y):Eapq,a:quz'=0, Y(, y)_—_sz 2 ZY1'=0,

el posons

(9) 4By +-y2=0.

Par la substitution de -—a—m—;ﬂ au lieu de z, ces équations deyiendront
Sewtp (2, St

d’ou, en éliminant g;f, on aura une résultante de la forme

(10) Ao JantA ™1, Selegi=—0.

Ag, Ay, ... Ay, étant des fonctions des coelficients (a) et (b) et de o, B.
Or, on sait tirer de cette ¢quation la valeur de 3y, » étant une

quelconque des racines, a laquelle, par suite de I"équation (9), corres-

pondra une solution commune %, y des proposées, On aura done, par

un théoréme connu,

AorZ(iT_:'_B!)'zf(Ao, Agpivk);

[ désignantune fonction homogene de degré et de poids r par rapport
aux coefficients A. Comparons maintenant, dans les deux membres de
cette équation, les coefficients d’'un méme argument o27; il viendra

(11) A Zaryi=Fa, b),  {p-g=r},
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en représentant par F(a, ) une fonction des coefficients a, b, dont le
degré sera r(m+-n), car les quantités A sont déja elles-mémes de
degré m~n par rapport a ces coefficients, On remarquera, d’ anlleurs,
que la fonction A, est de la forme

A= Cof'=Cip oy B+ 4 Gy o, _
Ciy—i ¢lant en général une fonction des coefficients (a) et (b), dont
le poids par rapport aux premiers, deuxiemes et troisicmes indices
sera mn —i, mn— 17, I. Cela se démontre en changeant successive-
ment @, y, = en kz, ky, kz. En particulier, le premier coefficient A,
sera donné par la formule (13) du § 1.
On voit par la que la forme du second membre (11) sera

i ks
(12) ZSIC it GRpL OB s,
sous les conditions

g hiky—+hoky4-hoky+...=p,
(13) ' Liki+ Lk Lk 4-..=
L ki-ky+ky4...=r;
g étant un coefficient numérique variable d’un terme & I'autre.
Une fois qu’on aura calculé par cette méthode la fonction SxPy?, la
formule (7) fera connaitre la valeur de celle plus géncérale

(14) (p[=2x1”x yiqlx.zpzyzqs. . .mlpl qu’.
Mais cette recherche pourra étre beaucoup facilitée par les deax théo-
remes suivants, dont le premier est dit & M. Schlefli.

L. Le degré du numérateur de la fonction o ou, ce qui revient au méme,
le degré de son dénominateur A, est égal au plus grand des nombres
(15) pit+q@=ry p.4gq.=r,, elc.

1. Le poids du numérateur de la fonction ¢ estde degré v, mn—3p,
rymn—2Xq, 2p+Zq , par rapport aux premicers, aux seconds el aux
trovsiémes indices des coefficients (a, b), v, éant ce nombre le plus
grand.

Démonstration. Soit par hypothese 7 le plus grand des nombres



II* PARTIE. — CHAPITRE L—§v. 113

1y T3y 444005 et supposons que, pour rendre entiére la fonction

wply 9 wl’:y 2
16 = ¥
(16) b= e

il faille la multiplier par A,"*? au lieu de A", Posons

(17) Piti=patgothy=p,+ gt hy=...p,

et observons que I'équation (10) étant identique A celle~ci,
(“xl+ ﬁy1+7za)(dw,+ﬁy2+yz,)...=0,

ona m,ng,...:z,zaz,...::Co,,,,,,:A,,;
d'od A=A 0En, z‘z’\zﬂ) 4
¢ i § % X

Par conséquent, d’apres Ihypothese admise, [ fonction

A1 B[22

devra étre entiére. Mais si, par le méme procédé déja expliqué, on
avait calculé directement la fonction

20 G e

Tl \wy/ \wy| \ay/ \x,) o

on aurait trouvé qu’il suffit de Ja multiplier par une puissance de C,

pour la rendre entiére. Done le facteur Ag® doit se réduire a Iunité;

donc p=0. '
On peut aussi se rendre compte facilement de ce théoréme, en ob-

servant que la fonction ¢ entre comme coefficient de oa*f% dans la

fonction
D[ (S (et S

que I'on sait calculer au moyen des coefficients A. Mais on sait aussi
que son degré est égal au plus grand des exposants r,, r,...; don il
en sera de méme de la fonction 9, qui en fait partie.

Pour démontrer maintenant le second théoréme, changeons dans
les proposées (8) les coefficients Qygr €0 kPay,,, les solutions z, y se

changeront respectivement en %m, y. Par conséquent, la fonction

nouvelle qui résultera de Ia (14) par I'échange susdit,

1 Pt+P;+P:+---
B Bere sty
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doit &tre identique a la fonction ¢ exprimée par les coefficients, aprés
qu’on aura fait I'échange indiqué relativement aux coefficients. Mais
le dénominateur est de poids rymn ; done le numérateur sera de poids
rymn—(p,+p;4-...)=rmn—3p. Les mémes conditions vaudront,
mulatis mulandis, pour les seconds indices. On prouve ensuite bien
facilement que Zp--3q est le poids par rapport aux troisiémes indices.

Corollaire. Puisque I'on connait le degré et le poids de la fonc-
tion g, sa forme littérale pourra toujours étre éerite d’avance.

§ VI.

Théorémes de Jacobi.

Soient, comme avant, o et ¢ les deux équations données, la pre-
miere de m#me, |a seconde de nieme degré, et X, Y les résultantes en

zou en y. Appelons M, N, P, Q les poiynomes multiplicateurs res-
pectifs, on aura

(1) Mo +Np =X,
(2) : Po+4-Qd =Y.

Posons V:=MQ—NP, on tirera des équations (1) et (2) celles-ci :
(3) { Vo =0QX—NY,
V{==PX —MY;

par lesquelles on voit que tout systéme de valeurs @, y propre a ré-
duire X, Y & zéro, sans satisfaire pourtant aux équations q: ou ¢, fera
évanouir la fonction V.

Différentions maintenant les équations (3) successivement, par rap-
port & z et y/; 1l viendra, pour toute solution commune d g etd ¢,

Mo, +N¢,=X’, Mo, +N¢',=0,
Py, +Q¢,=0; Pg,+ QY =Y.
De ces derniéres, en posant

S = ?'x 4J'y‘—— ?Iy 4’"’; :
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on déduit
SM= qu}ry ; SP:-Y’lp't,
SN= x"P'y,' SQ=— Y"P'z ’
d'bi S'V=S.XY, on V= Xsl.

Donc, pour toutes les racines non simultanées de 9 ety, on aura

X'y’
E‘T%,*,:O.
aly—a'yd

x

iy : b : !
Mais il y a plus. Décomposons la fonction iy en fractions simples,
il viendra

O =@+ R e S L
+ 2

v V) ¥ : . .
(IT)’ (Y)’ (f) désignant les parties entitres contenues dans les

s vV V g A &
fractions b Or, il est aisé de voir que les arguments les plus

hauts dans les fonctions M, N, P, Q sont respectivement

wmn-m’ ym—x; mmn—n’ yn—x; xm—l’ ymn—m; xﬁ'—l’ ymn—n.

Par conséquent, ceux les plus hauts dans V seront i it
ZMrymm, et la fonction V sera de degré inférieur 4 X, Y; done
XY/ (Y

toutes les racines de X, Y, excepté celles qui sont communes 3 ¢ et
Y; ainsi, il suffira d'étendre dans lo quatrieme terme le signe = aux
solutions communes de ¢ et J. Si donc on développe le premier
membre suivant les puissances descendantes et simultandes de zet
Y» on aura, en restreignant le signe 3 aux solutions susdites,

(V), (X), (;) s’annuleront. D’ailleurs, Ia fonction V s’annule par

B 1
(3) ﬁ—z&(x— @) (y—ys)’

et le coefficient de L=+ —~B+1) gorq
z,%y, P TN Ln"Ynb
T_!— T + ses + T-
Mais ce coefficient sera ng] toutes les fois que g+ m-n—2,

En effet, Ia fonction le est de degré —(m~-n); par conséquent
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les exposants des puissances descendantes de z, y dans le second
membre ne peuvent pas étre inférieurs au nombre m —+n. Donc
a+1+B+1>m+tn, ou a4f>m+n—2, et tous les autres
lermes, au contraire, pour lesquels on aura « +fB<m—+n—2 ne
pourront pas exister. On arrive ainsi au théoréme de Jacobi.

Sotent ¢(x, ) =0, ¢(x, y)=0 deux équations de degré m, n, et
F(x, y) une fonction entiére et rationnelle de x, y de degré m—+n—3;
on aura, en élendant le signe = d toutes les solutions communes aux

Z Hed ilip
¢aly—o'al'y

En effet, on pourra toujours décomposer le premier membre de
cette équation en sommes partielles de la forme

équations données,

maayxp msay! # 'Z“’ly"p
(e, B){—S‘ G W e b o }

(a, B) désignant un coefficient relatif 4 I'argument xy® que I'on
considére. Or, d’aprés la remarque précédente, ces sommes seront
toutes nulles, puisque par hypotheése a—+ f<<m-+n—=2. Quelles que
soient donc les fonctions ¢ et ¢, il y aura entre les mn solutions les

M~ n—1 —2 . s
(i 4)(;"_’-" ) relations suivantes :
1 1
'I S"‘ +‘S—’ + . . . + gt‘"'n:— ]
g—: + % — gt T g—:: =),
£ 3
g:'—l—%: 4+ ...+ %’:0,
ot & Domn__
§+ Ss + . . ° + smn e Ov
L4Y4 XsYe TnmYmn__ 0
(6) < B g e ek e,
bt L
E‘ —+ —S; + o T DA L A e 0,
m‘m+n—s w’m-}.n—a mmﬂm-}-n—s L
S, S, +et Son =0,
'.'/4""}'""3 gy m+n—3 ymn""*"“3_
\ s, +*S e e——=0.
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Observons d’abord qu’on peut, a laide de I'équation (5), tirer une
méthode pour calculer les fonctions symétriques simples des solu-
tions communes,

Supposons, en effet, que U représente une fonction entiére et ra-
tionnelle de z, Yy, on aura encore

UV U
=2 (@—a) (y—ys)°
Soit maintenant U, la valeur de U pour z, x;, y, y;; on pourra
toujours donner & U la forme qui suit :
U= U¢+ W,' (x_w,) + W,,' (y—- y‘) 3
d’ou
) % U; w W
@E—@)y—y:) — o—w)ly—y) " =z T =g

Or, si I'on développe le premier membre suivant les puissances des-
cendantes et simultanées de Z, Yy, on obtiendra les mémes termes

’ ’ . Ui
qu’en développant la partie (s sy du second membre. Donc,

en se bornant & un pareil développement, on a

Uy U;
X ZS-‘ (@—@)(y—y) '
et en posant U=S§,

sv 1
XY 7 e (— ;) (y— )

Or, le coefficient de I'argument g—(+y—E-+1) dans le second membre
sera la fonction symétrique

L1 iﬁ+x2“yzﬁ+- 5 "'xmnaymnB =Z$1y3-
De la on conclut aisément que :

’ 3 ; oo S,
Le coefficient qui, dans le développement de la fonction Xy Swvant

les puissances ascendantes et descendantes de x, Y, multiplie I'arqu-
ment X=*=1y=~f—t_ o5t g valeur de la fonction symétrique Sx=y8,

Nous allons yoir maintenant quelle grande lumiére le théoreme de
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Jacobi jette sur la théorie des solutions communes. Euler, en cher-

chant & expliquer un paradoxe qui s'était présenté & lui & ce sujet,

avait déji observé que les solutions communes & detix équations &

deux variables n’étaient pas toutes arbitraires. Cette question et d’au-

tres aussi importantes que délicates que souldve ce thdordme méritent

que nous les traitions avec tous les éclaircissements nécessaires.
Soient deux équations ou deux courbes

(7) 9@ Y)=0,  y(x, y)=0
de mim ordre. Ces courbes se couperont en m* points; mais elles
ne sont pas les seules que I'on peut faire passer par m* points don-
nés. Considérons, en effet, I'équation
(8) o, y)+k (=, y)=0,
ou k désigne une constante arbitraire. Il est évident qu’a chaque
valeur de k correspondra une équation différente, mais qui s’annu-
lera en méme temps que les deux proposées. Ainsi le nombre des
courbes passant par m* points donnés peut &tre multiplié & I'infini.
On ne peut donc déterminer I’équation o au moyen seulement de
m® couples des valeurs ; mais il faut en assigner encore un autre qui
annule ¢ sans faire évanouir en méme temps la ¢. Car alors I'équa-
tion (8) ne sera plus vérifiée par ce couple, et, par conséquent, il ne
sera plus possible de former une autre équation remplissant les mémes
conditions, et ainsi I'équation o sera unique.

Considérons maintenant & part I'équation

(9) o(z,y)=0;
comme le nombre des coelficients est W—;—#zﬂ’ dont un peut étre

’ 1 G ; A 1
toujours pris arbitrairement, il suffira de connaftre W—-l

. m*4-3m
A
quation proposée soient déterminés; car en substituant, an lieu de

couples des valeurs , y, pour que les coefficients de 1'é-

m?-4-3m

x; y, leurs valeurs, on aura un systéme de équations linéaires

entre un pareil nombre de coefficients, et propre, par conséquent, &
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les déterminer complétement. Voild encore une mani¢re de former
une équation unique o.
Mais de la vient le paradoxe d’Euler -
m*~-3m
2
elle ne semble pas déterminée, car en la faisant méme passer par

m*—3m .
C

D'une part, points déterminent la courbe o ; d’autre part,

m' points, c’est-d-dire par

points de plus, on peut encore

trouver une infinité de courbes passant par les m&mes points. Com-
ment cela peut-il s’expliquer?

Euler a observé le premier que cela ne peut tenir qu’i ceci, & savoir
que : une partie des équations de condition fournies par les m* couples
rentrent les unes dans les autres. Prenons, par exemple, m= 3,
Alors le paradoxe se réduit a ceci : ‘ ‘

D’une part, une courbe du troisiéme ordre parait déterminée en la
faisant passer par 9 points; d’autre part, on peut faire passer une in-
finité de courbes du troisitme ordre par 9 points.

Cette contradiction apparente s'explique en observant qu’une des
neuf équations de condition, auxquelles donneraient lieu les m*— 9
couples, est une conséquence des huit autves. Soit, en eflet,

(10) a$s+bx’y+cxy’+dy’+ew’+fxy—i—gy’+hw+ky+ e
Iéquation proposée, et
xﬂ/n ‘Tsyli stey wsygi

les 9 couples de solutions auxquels elle satisfait. On aura les 9 équa-
tions de condition qui suivent :

aw,“+bwl’yl+cw,y1’+dyl’+exf+fw1y1+gyt’+hx,+ky,+l=0,
aw:+bx,’yg+cwayg’+dy,*+ex2’+fx2y,+gy.’+hxs+kyg+l= 0,
awss"‘b'”s’ye"f'cxsys!'l‘ yss+ewsz+fmsys+ gys!'f‘hxs'*‘kys'i-l: 0,
bR, Y,y 0, i, gy, by, -1 0,
Or, je.dis que I'une d’elles, a dernitre, par exemple, se déduira des

8 précédentes. Sommons, en effet, ces 8 équations apreés les avoir
multipliées suecessivement par les coelficients 1,2,...), et égalons le
réspltat a la 9™ équation. Nous aurons 10 équations :

(11)
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(Rl 2y =ay,

Z ‘zy'=uay,, 2 My =y,*,
(12) eyt =ay?, 2ia=z,
ey’ =y;, 2iy=y,

Zm’:.’vg’, | 21 o

lesquelles suffiront & déterminer les 10 inconnues ;,,, ..., g 4 9,
Ainsi, il sera possible de former la 9™ équation au moyen des 8 pre-
miéres. Donc

Etant donnés huit couples de valeurs qus salisfont d une équation
de troisiéme ordre, on peut en déduire un neuvieme remplissant les
mémes conditions.

Observons maintenant que les équations (12) conviennent indis—
tinctement & toutes les courbes passant par les 8 points donnés. Donc
le 9™ qu’on en déduit est celui on se couperont nécessairement toutes
les courbes de troisizme degré qui passeront par ces 8 points. Con-
cluons donc que deuz courbes de troisiéme ordre qui ont 8 points
communs se couperont nécessairement en un 9™, Ainsi, le paradoxe
s’explique en disant que 9 points ne suffisent pas toujours pour déter-
miner une courbe de troisidme ordre, car les équations de condition
se réduiront & 8.

Pour lever donc toute indétermination, il faut donner un point de
plus distinct de ce 9me que les équations (12) font déja connaitre.,
Alors les deux méthodes de former une équation unique, exposées
précédemment, seront mises d’accord ; car, soit d’un cdté, soit de
I'autre, on trouvera le nombre exigé d’équations. En définitive, la
contradiction provient de T'oubli d’une restriction : c’est que des
équations de condition ne doivent &tre mises en ligne de compte
qu’autant qu’elles sont indépendantes.

Nous avons vu précédemment qu'une courbe ¢ de m™e ordre ne
sera déterminée qu’autant qu’on la fera passer par un point de plus
non situé sur la courbe ¢. Car autrement, quélques arrangements que
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I'on prenne, il sera toujours possible de {rouyer une infinité de
courbes de m™ ordre passant par des points donnés, si ces points sont
en nombre < ou =m?, Cefte courbe donc sera unique en |’assu-
jettissant & m*4-1 équations de condition; d’autre part, la courbe

: 243 3 o
est déterminée par W équations de condition.

Ainsi, une équation de plus ajoutée dans les deux cas aux m* condi-

2
' ) s 3
tions, d’une part, a e

—1 conditions, de 'autre, détermine

complétement la courbe. Il faut donc que les

A (m’-;-Sm_l) oo (m—i)Q(m— 2)

qu’il y a en plus dans le premier systéme soient dépendantes des autres
m+dm_ ,_ (m+1)(m49)

: g — 2. Concluons done, avec M. Pliicker, que

1° Si Uon donne o deux quantités variables successivement

((m+1)(m+2)
1.2

que ces valeurs satisfont @ une équation quelconque de m™e degré entre

—2) couples de valeurs quelconques, et si I'on suppose

. . —1 —
les deux variables, il y qura w couples de valeurs nou-
y 1.2 P

veaux, qui satisfont a la méme équation et qui dépendent um’quemmt‘
des couples précédents.

2° 8i U'on connait (_(m-H)QM —2) couples de racines des deuz

équations de m™ degré entre deux inconnues, l'on obtiendra les

((m—i)(m—ﬂ)
1.2

équations.

) couples des racines reslantes, sans avoir recours a ces

Ces conclusions cependant, tirées d’un raisonnement ab absurdo,
exigeaient une confirmation directe, pour ne laisser plus de doute. Il
fallait démontrer, comme M. Jacob; a fait, qu'il existe effectivement :

1° Des équations de condition non arbitraires en nombre égal a celui

ue I'on a caleulé devoir exister. Pour cela, sy osons n=m. Nous
q 3

avons dans le tableay (6) (@m—1)(2m—2)

i €quations entre m® systemes
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de valeurs de @, y. Le nombre des équations de condition, apres I'éli-
mination des rapports %, sera donc

(2m—1)(2m—2)

5 —m*41=(m—1)(m—2),

précisément celui qui était nécessaire & déterminer les (m—1)(m—2)

'3 __i _2
coordonnées que comportent (’"3)“("‘)

2° Que (m4-1 )‘2(m+ 2)

points;
— 2 solutions suffisent & déterminer deux

équations de m*" ordre. Or, si I'on assujettit une fonction w de
(m4-1)m+-2)
1.2

4

degré m a avoir —2 solutions choisies parmi celles en

nombre m®, qui sont communes aux fonctions ¢ et ¢, on aura une

(m+1) (m—+-2) (m—+1)(m+-2)
TR & T ool

ficients. Laissons de coté deux coefficients, que ’on considérera comme
arbitraires et que I'on appellera a, a'. On pourra de ces équations
tirer la valeur du coefficient d'un argument quelconque 2"y? en fonc-
tion des coefficients a, a, laquelle sera linéaire et de la forme

#) r r
Ap g0+ Ay,

suite de —2 équations linéaires entre

A,z Ay désignant des fonctions rationnelles des arguments formés
avec les solutions adoptées. En substituant ces valeurs dans u, on aura
une équation de la forme

(13) = aZquwpy‘7+ o YAy,

Changeons maintenant a, a’ en d’autres constantes b, b’; on aura
encore une autre fonction

- (14) 0 =b Y APyt b’ SNy,
qui jouira de la propriété d’avoir les mémes @—i—%@—g solu=

tions que u. Mais on peut avoir simultanément ¥ =0, v = 0, pourva
que l’on pose

(15) Zqump?/7= 0, EA'pquyq_': 0.



II* PARTIE. — CHAPITRE I, — § VL 123

Alors toutes les m* solutions communes & ces deux équations seront
communes aux équations u, v, qui d’ailleurs n’en peuvent avoir plus

de m’, car elles sont de degré m. Donc ces équations (15) compren-~

(m~+1)(m+-9)
2

nent les solutions —2, qui nous ont servi A trouver les

coefficients Ay, A";. Donc enfin on peut déterminer les coefficients
de deux équations ayant m? solutions communes, au moyen seule-

(m=+1)(m+2)
2

ment de —2 d’entre elles.

Supposons maintenant que les équations ¢ et ¢ soient, non plus de
degré égal, mais de degré différent m,n ; il Y auramn systémes de valeurs

(16) wiyh a’iye-"xmnymm
qui les vérifieront, mais qui ne seront pas tous arbitraires. Le nombre
de cenx que 'on peut prendre arbitrairement se déduira du théoréme
suivant :

Etant deus équations =0, { =0 de degré m, n (n<<m), 1ly
aura entre les mn quantilés

L1ZsLyeesLiny  YiYge. Ymn

propres d les vérifier, mn— 3n-4-1 équations de condition.

Démonstration. L’équation $=0, dont le degré est par hypothése

nm, est déterminée par W——l systémes (z, y) choisis

parmi les (16). Les autres mn—w —+1 fourniront autant

d’équations de condition parmi ces systemes. Mais ces mn systémes
doivent aussi satisfaire & Féquation de m'éme degrs. Or, on peut former
une équation o0y de m™me ordre, qui soit satisfaite par les mn sy-
stemes, en multipliant I'équation Y de nime ordre par une fonction 9
de (m—n)" ordre a coefficients arbitraires, et en y joignant I'équa-

tion g. On profitera des (m—"+1)2(m—"+2) coefficients arbitraires

pour détruire dans I'équation ¢ 64 autant de termes. Le nombre
de ceux qui resteront sera

() (m+-2)  (m— ) (n— 1)
2 2 .
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Mais pour qu’une telle équation soit satisfaite par les mn systemes, il
faudra qu’il existe parmi ces couples
(m=4-1) (m4-2) i (m—n-+1) (m—n-2) 1)__ (n—1)(n—2)

2 2 i 2
équations de condition. Le nombre total des conditions sera

mn — ("+1;("+2) T b, )2(n—2) =mn—3n-41.

mn—

Ce qu'il fallait démontrer.
Ce théoréme peut s’énoncer géométriquement ainsi :

Etant donnés mn points sur deuz courbes algébriques de mé™e ¢y
de 0™ ordre, (m>n), il y aura entre les coordonnées des points
mn—3n-+-1 équations de condition.

Corollaire. Etant donnés mn points sur une courbe du n'™e grdre
p s
on pourra faire passer par ces points une courbe de mie™® ordre 5

. 3 G —1)(n—2
(m>n), pourvu qu'il existe enlre ces coordonndes (—“——)—2('——-) équa-
tions de condition.

I suit de 13 : 1° qu'on pourra toujours faire passer une courbe de
mi "¢ degré par m points pris sur une ligne droite, ou par 2m points
pris sur une courbe de deuxiéme ordre; 2° qu’on pourra, avec une
seule équation de condition, faire passer une courbe de mi¢me ordre,
(m>>3), par m points pris sur une courbe de troisime ordre ; etc.

Si l'on avait éliminé des équations (6) les rapports

et i B
Sy ST USER?
on aurait trouvé

(m+ n—1)(m+-n—2) __(m—1)(m—2) | (n—1)(n—2)
% — (mn—1)= 3 - 5

équations de condition parmi les mn systémes de valeurs z, y. Cepen-
dant ce nombre pourrait étre égal et méme supériear & 2mn, qui est
le nombre des inconnues, ce qui est absurde. Prenons, par exemple,
m=—14, n—3, on aura

("‘“.5?(?:*.2)1:("")(”‘9) Lhatioq 15,
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I faut donc que quelques-unes de ces équations rentrent dans les
autres, et, d’aprés ce qui précéde, leur nombre sera
(m—1)(m—2)+(n—1)(n—2)

)(m—n—2)
5 .

2
C'est ce que M. Jacobi a confirmé 4 posteriori par une analyse trés-
ingénieuse. (Journal de Crelle, t. XV.)

On peut enfin, d’aprés cet illustre géométre, démontrer a priori
que les équations de condition résultant du tablean (6) ne sont pas
toutes arbitraires. ‘

— (mn—3n+1)="2r—t

Multiplions, en effet, les équations ¢ et ¢ par des arguments 28,
zy¥, tels que a4pB<n—3, @' +p'<m—3, ce qui pourra se
(m—1)(m—2)

3 maniéres. On aura

faire respectivement de ("—42’("_2),

un ensemble de

(m—1)(m—2)+ (n—1)(n—9)
2

‘équations de la forme

(17) e aPyi=0,
lesquelles, en y substituant successivement les couples 1Yy, XaY,, elc.,
fourniront & chacune mn équations

(18) chqw,"y,9= 0, Zcpqw,?’y,qz(). : .Zcpqx,,,,,"y,,,,,‘?: 0.

5 ! ..t ‘ .
Multiplions-les successivement par &=, < ..., et ajoutons; on obtien-
1 .

dra des équations de la forme
w,?y,q w.Py’q a:,mpym,.q =
(19) Zc,,q T+T+...+T}—0

Admettons donc que les équations (6) aient lien, & I'excep~
tion d’une seule, il s'ensuivra de I'équation (19), que celle qu’on
avait écartée existe aussi. Mais les ¢quations (17) sont en nombre

(m—1)(m—2) + (n—1)(n—2) Flni
2 2
M~-n—3)(m-n—1) (m—1)(m—2)__(n—i)(n—2)_ .
) iz 2 2 a4

équations du tableau (6) dépendent des autres =" (m—z):- ot
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équations qui y figurent. Cette conclusion est vraie, quelles que soient
les valeurs attribudes aux quantités g, par lesquelles on a multiplié

les équations (18).

On aurait pu ainsi trouver des valeurs qui leur soient proportion~
nelles, en les assujettissant & satisfaire A mn—1 équations de la
forme (6); les autres équations se trouveraient vérifides d’elles—
mémes, Par conséquent, ces valeurs devront coincider, & un facteur
pres, avec celles que fournirait I’expression

?rx‘!) Jins ?'y"!”a:
pour les systémes des solutions ZyY1s 3Ys; «eny Xpglfma- Ceci nous
montre que sur les (m+"—4)2(m+n—2)

équations du tableau (6),

(m—l)(m—%)-}-(n—d)(n—Q)
2
Z1Y1y eoey Tyl sont des solutions des équations 9 et ¢, et four-

nissent entre elles autant de relations ; tandis que les autres ne servent

proviennent de ce que les mn systémes

w’a donner les mn valeurs pro ortionnelles de la fonction S,
q prop




CHAPITRE 1I.

ELIMINATION DES VARIABLES ENTRE TROIS EQUATIONS A DEUX VARIABLES,

S

Expression et degré de la résultante,

Soient
? =Zap)qirwpyq= O ’
(1) y= pr,q‘r yi=0,
0= epqrayi=0,

trois équations de degré 1, m, n, o les indices des coelficients a, b, ¢
suivent dans chaque terme la valeur et l'ordre méme des exposants,
et s’étendent par conséquent a toutes les partitions que I'on peut faire
des nombres I, m, n en trois parties, zéro compris. Le nombre des
termes dans chaque équation sera respectivement

o) ED02) ) mt9)  (npd)(nk)
"2 i 18 X 1.2 "

I s’agit maintenant d'éliminer z, y entre ces trois équations, ou,
en d’autres termes, de trouver la condition nécessaire et suffisante
pour que ces équations admettent une solution commune (@9

A cet effet, observons que, d’aprés le théoréme précédent, cette
solution se trouvera parmi les Im solutions des équations o et ), parmi
les In solutions des équations ¢ et d, et parmi les mn solutions des
¢quations ¢ et 4, Soient

(3) $lyl ’ wgyh xaysv oy wlmylm*

(4) @4y, &Y sy &3y 51 e Z' 1Y . s
s " 4 /4 U4

(5) zy'y, z'3y's, 'Y 'si vy & Y vy
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ces trois suites de solutions, et considérons spécialement Ja premiére.

Substituons chaque couple de la suite (3) dans Ia troisiéme équation 6,
et formons le produit

(6) R=A"0(219,)6(z,y,) 6(25Ys)s -0 (@1mtys),

A, désignant le premier coefficient des résultantes X ou Y des équa-
tions g et ¢ : ce produit s’annulera si une des solutions (3) satisfait
encore a I'équation §=0; réciproquement, si ce produit s’annule,
P'équation 6==0 sera satisfaite par une des solutions (3). Par consé-
quent, ce produit sera la résultante méme, puisqu’il exprimera la
condition nécessaire et suffisante pour que les trois équations propo-
sées admettent une solution commune.
Il est évident qu’on aura aussj

(7) R= A'om‘P (xrly'i)"!/ (-’U'e?/'z) oo ‘4‘ (v’”'m?l'm)»

(8) =A@ )2 (@ )0 (¥ ),

Ay, A", étant les premiers coefficients des résultantes X ou Y des
équations (p, 6), (¢, 6).

Observons maintenant que l'expression (6) de la résultante conte-
nant Im facteurs 6, sera de degré Im par rapport aux coefficients de
I’équation 6. De méme, Jes expressions (7) et (8) font voir qu’elle est
de degré Im et mn par rapport aux coefficients des équations ¢ et ®
respectivement, Par conséquent, le degré de Ia résultante par rapport
d I'ensemble des coelficients des trois équations sera

mn~-Im - In.

On peut vérifier autrement cetle conclusion. La plus grande desg
sommes p;+g;, fournies par Jes exposants des termes qui figureront
dans la résultante (6), est, au plus, n. Done, daprés le théoreme
page 112, le plus haut degré de Ia fouction symétrique multiple
contenue dans ces termes, par rapport aux coefficients de ¢ et g, sera
n(l+4-m). En y ajoutant Im, qui est évidemment le degré de R par rap-
port aux coellicients ¢ des fonctions 4, on aura le degré cherché de la
résultante. On comprendra mainlenant pourquoi les produits 6, o, ¢
qui entrent dans les seconds membres deviennent entiers par I'ad-
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jonction des facteurs A ", A", AL Mais il y a plus. Rétablissons z
dans les trois équations données, ou, ce qui revient au méme, chan-
geons en général le coefficient Qpgr €D @pyz". Alors un terme quel-
conque de R, qui, dans I'hypothése de z =1, était de la forme
9) Cxly .z} 'ysqlwap'ysq'- o+ LY T,
_ se changera en
(10) Ca;'}’.y';?.z".w'zp-y',”-z"..z's?,y's":z". oo T g Py Dimgim
', y" désignant les solutions des nouvelles équations. Mais on a
2'=zz, y'=auy, Pi+ ¢t ri=n.
Par conséquent, Iexpression (10) n’est autre chose que celle (9)
multipliée par zim, Ainsi, la résultante R obtenue dans le premier
cas acquiert le facteur zim» par le changement de Qpgr €D @27, En
d’autres termes, la résultante est isobarique et de poids lmn par rap-
port aux indices r. De la méme manidre, on verrait qu’elle est iso-

barique et de poids lmn par rapport aux indices p et ¢.

En résumant ces considérations, on arrive i ce théoréme ;

La résultente des équations (1) est : 1° de degré mn, In, Im par
rapport aux coefficients des équations s ¥, 0; de degré im—++In—-4- mn
par rapport a leur ensemble; 2° isobarique et de poids Imn par rap-
port a chaque systéme des indices.

§ IL.

Formation de la résultante au moyen des fonctions symétriques,

Développons le produit (6). Un terme quelconque de la résultante
sera
T 3 1 2 /i I
Aon scp,q,r.cp,q,r,' «+Cotm qm i@’ Yot ya"’~ B "Yimd™ 5

s étant la plus grande des sommes P1+qu5ps+q,, ete. On calcu-
lera la fonction entiére des coefficients de ¢ et ¢ correspondant a la
valeur de la fonction symétrique

xlplqu.xgp:ygfh e a;miplmylm(lhn’
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par la méthode que nous avons exposée au chapitre précédent; et
en la multipliant par A ) i Lot Comauntin s O anra’ Ix ‘valeur
du terme en question. En additionnant tous les résultats obtenus pour
chaque terme, on aura I'expression cherchiée de la résultante. On
peut, d’ailleurs, en obtenir facilement quelques termes ; par exemple,
ceux dont les arguments sont
(®aose o Tim)®s (Y 1Yaee Yi)s

donneront
(11) (__1)lmncnoolm Azni’, ('—'1)lmncon0Blm”'
Au moyen des formules (7) et (8), on obtiendra encore les termes

("‘"”Imn bmoob2 A,lnmv (‘—1)1”"2 bomom B,In' i

(=] L i e (_1) e B
En substituant ensuite pour A, B leurs valeurs, on trouve pour pre-
miers termes de la résultante

(12) {'l"aolomn bmoomcomnlm+aoolm"bmool""onolm""‘aoolmn bomo™ Cnon™, }
(Sxl)ma aloom"boomlnconolm-l-aloom"bomomcoonlm+aolomnbooml"cnoolm 1y
Mais cette méthode n’a que I'avantage de prouver la possibilité
d’obtenir I'expression de la résultante; car, & cause des longs calculs
qu'entrainent les fonctions symétriques multiples, elle est presque
impraticable. On gagnerait, par conséquent, quelque chose, si I'on
pouvait réduire les calculs 4 ceux des fonctions symétriques simples.
C’est ce qu'on peut faire en généralisant la méthode de Lagrange.
Prenons donc le logarithme de R; on a

R=nlog A, +log0(z,y,)+logb(@,y,). ..~ 10g6 (i)
Développons chacun des logarithmes contenus dans ce second mem- |
bre, suivant les puissances ascendantes de x, y; le développement sera
trés-facile, en ayant recours & la méthode que nous exposerons a la
suite de I'ouvrage. On obtiendra de cette maniére log R sous la forme

log R=nlog A, 2C, , [Zz7y?].
Il ne restera plus qu’a calculer des fonetions symétriques simples
ZaPyt. Alors, en posant

2Cyq [BaPyt]=r,
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on aura la valeur cherchée de la résultante R par la série
i 77
R=— Aon [1+7‘+1—é+m+ .--],

en convenant toutefois de négliger dans le développement des fone-

tions les termes dont le degré dépassera celui que doit avoir la résul-
tante,

§ 1.

Méthode de Bezout.

Bezout a donné, pour trouver I résultante, une méthode qui, A part
les facteurs étrangers qu'elle introduit, mérite d’étre remarquée. A
cet effet, il multiplie la premiére des équations (1), § I, par un po-
lynome complet en 2, Y, de degré m.+n—2, la secpnde ¢ par un
polynome semblable de degré I+ n—2, et Ia troisiome par un autre
de degré 14+ m—32. Soient ®, W, © ces polynomes multiplicateurs,
et formons la somme

F=Do| Wy 105,

qui sera une fonction en Z, y de degré l4m-4-n—2, jouissant de
la propriété de s'évanouir avee 9, ¢ et 6. Disposons maintenant des
coefficients de ®, ¥, @ pour faire évanouir, ce qui sera toujours pos-
sible, tous les termes en Z, y dans la nouvelle fonction. I restera,
aprés avoir convenablement employé les valeurs des coefficients ains
déterminés, une fonction des coeflficients des équations proposées, qui
jouira encore de la méme propriété. Mais comme elle sera de degré
supérieur & la somme mn - Im—-In, elle ne sera pas la résultante,
mais bien la résultante multipliée par un certain facteur. Si foutefois
on arrive & écarter ce facteur, on aura trouvé Ia résultante que I'on
cherchait,

Posons, en effet, s=Il-m~-n; la fonction F¥ contiendra

o _s(s;-d):lm_,_ I o I(l—i)+m(m2—1)+7z(n—1}

T

termes. D'autre part, en appelant v le nombre des coelficients arbi-
traires, on a
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{(s-— I—1)(s—D)+(s—m-—1)(s—m)(s—m —1) +(s—n) },

Y=
: {(s— 1)2s +P4-m*4-n*+ s},
=p+ 5 HI—1)+m(m—1)+n(n—1)}.

Donc, puisque 'on a toujours v>p., il faudra établir

1O m= bOL ==

v—y:% {H{l—1)+m(m—1)+nn—1)}

nouvelles équations de condition entre les v coefficients arbitraires,
afin que ces y— p équations, ajoutées aux p équations déja obtenues,
donnent un total de y— pu—+p=v équations égal au nombhre méme
des arbitraires. Alors, en considérant ces coefficients arbitraires
comme autant d’inconnues, on aura un systéme de v équations li-
néaires, qui fournira, par I'élimination des inconnues, une fonction
de v ordre.
Mais on a
v=Im~ In—-mn 4 {{(I—1)+m(m—1) 4 (n—1)} ;

donc cette fonction aura un degré supérieur de

l(l—1)+m(m—1)+n(n—1)
unités & celui de la résultante. D’un autre coté, cette fonction doit
s’évanouir avec la résultante; donc elle contiendra en plus de la ré-
sultante un facteur de

I(I—1)+ m(m—1)+n(n—1)
ordre, qu’il s’agira, dans les cas particuliers, de trouver et d'éliminer,
Cela fait, on aura obtenu la résultante que I'on cherchait. Voici un
exemple propre a faire comprendre la méthode.

Soient les équations
axy + bz + cy+ d =0,

(1) axy+ba+cy+d=0,

A\ a"zy+-b'z+cy+d'=0.
Multiplions-les respectivement par les polynomes

ad+By+y, a'z4-By+ys L24-Ly+y,
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et additionnons les produits. En égalant & zéro les coefficients des
différents termes, on aura une série de conditions entre les coefficients
arbitraires a, B, 7, ..., que le lecteur attentif trouvera réunies dans le
tableau qui suit :

o ﬁ 7 o 4 ﬁ 14 7 r a” ﬂfl 7"

2| a a’ 0 a s
zy’ a a a' =
z b b’ b’ =
@ a2y ¢ bl al glp g d 'l od (=0
y ¢ ¢ ¢ =
T d bW df o' ¥ =0
y at ¢ d' e R
1 d d’ d =0

Dans ce tableau, les éléments des lignes, multipliés par les quan-
tités situées en téte des colonnes et sommés ensemble, donnent les
coefficients des arguments indiqués & gauche du tableau.

Dans le cas actuel, le nombre des arbitraires, ou le nombre des
colonnes, dépasse d’une unité le nombre des équations, c¢’est-a-dire le
nombre des lignes. Nous pouvons donc assujettir les arbitraires 4 une
condition de plus,

D'ailleurs, le degré de la vésultante des équations (1) est 6. Car,
sans passer par d’autre; raisonnements, on voit immédiatement que
la résultante est

ab’—a'b ac’—a'c ad'—a'd
R=| ab'—ab  ad'—a’c ad'—a'd
a’b”— a”b' a'cl[_ allc, a’d”———a"d’
En réduisant donc le tableau i six lignes et & six colonnes, au

moyen d'un choix convenable des équations de condition ou des arbi-
traires, nous serons assurés d’obtenir la résultante.

Posons, par exemple :

(3) co+c'a’ I ¢'d'=0,



134 THEORIE GENERALE DE L'ELIMINATION.
Alors, comme on a

da—l—-a'oz’—[—a”ac":'(),

boo 0o’ + b/ =0,
il viendra un systéme de trois équations de condition entre les ar—
bitraires «, &', o, auxquelles on pourra satisfaire en posant o=
o'=d'=0. D’aprés cela, les autres six équations de condition entre

les six constantes arbitraires B, y.8's 7', @', 7 fourniront pour la ré-
sultante le déterminant

@ fyaai 130 0
b Ve el
¢ el el ok 0YY b
07 B O B B T
AR AT A
Tl athees T LR ¢ Ll

et, par conséquent, on aura encore
(&) R=(abe)(bed) — (acd) (abd).

Mais si, en ajoutant I'équation (3) aux précédentes (2), on avait consi-
déré le tablean (2) comme composé de neuf lignes et de neuf colonnes,
la résultante aurait pu étre mise sous Ia forme

A | Y e

PR O T Al TR Y

c ¢y el 0 0 o

DD ] O e SRR e WL
050 w0 o bu-p4n " asray gl
0500 H00 4 g g e e 08 i B
01170 hivoi e O Upsedafl b

S SRR BT R AR e e

0 0 0 50 0.0 . deEegr g

mais on y aurait introdait inutilement le facteur étranger (abc), Un
pareil résultat s’obtiendra encore en posant

dﬁ‘*“d’ﬁ"*‘d”ﬁ": .
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et I'on aura, apreés avoir écarté le facteur étranger (acd),

a - ohial u a0
b BRLGRET Uiy g isg
iy RO ST A
g da @& & b v
0 Y0y @ e G
G Q. 8rging @
Posons, aun contraire,
dy+d'y'=0
la résultante sera
Q.4 gl g 0
L SRCHR BT 1 A 0
e Yl R ) 0
OB G A i g LAald e a'd
IR TR RS S e 0
dod e e 0
Ot o Ol 0 s
=(ad"~d'd)R.

Les polynomes multiplicateurs de degré s—]—2, §—m—2,
s—n—2 auraient, d’apres Bezout, Pavantage d’introduire le moindre
nombre des coefficients arbitraires, Cependant, suivant les cas, on
peut faire encore mieux,

Supposons que les polynomes maultiplicateurs ®, W, @ soient de
degré s—1—nh, §—m—h, s—n—h. On aura

- (5) ,,=12 {(s==h+1) (s—l—h+2)-.i-(s—m—h+1)( s—m—h+2)+(s—-n—h+1)(s-—n-—h-a-2)}

=H+§ {z(z—2h+3)+m(m—2h+3)+n(n—2h+3)}+(h——1)h-—2>

[
2
et

—h+1) (s—h+2 1
I*=(s - )2(3 -+ )=lm+ln+mn+§{l(l-2h+3)+m(m—2h+3)+n(n-2h+3)+(h—1)(1;—2)}

Ainsi p se réduira & Im— In--mn toutes les fois que

(7) l(l—2h+3)+m(m—-2h+3)+n(n+2h+3)+(h—1)(h—2)=o.
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Si cette équation est vérifiée, le nombre v se réduira i
v:lm+ln+mn—l—%(h—1)(h—2).

Or, on peut vérifier la condition (7) en prenant

I=m=3, n=2 pour h=3,
=6, m=n—2 h=4%,
1—6, m=n—3 h=14, etc.

Mais on aurait une arbitraire disponible dans le premier cas, trois
dans le second et dans le troisibme, Alors, en assujettissant ces arbi-
traires & autant de conditions nouvelles, on pourra rendre le nombre
des arbitraires égal & celui des équations; mais la résultante se trou-
vera associée a un facteur étranger de premier ou troisieme ordre. Si
I'on avait pris au contraire, comme avant, h=2, les facteurs étran-
gers auraient été respectivement de quatorziéme, trente-quatriéme,
quarante-deuxiéme degré. Prenons, par exemple, le premier cas, et
soient

gaw3+bx’y+cxy2+dy3+ew2+fxy+gy2+hx+ky+l=0,
(8) a’x3+b’m2y+c’wy2+d’y3+e’x2+/’wy+g’y2+h’w+k’y+l’:0,
a al/w2_+_bl/wy+clly2+dllw+elly+f/=0.
les trois équations que I'on considére. En opérant comme il vient

d’étre dit, on obtiendra vingt et une équations entre vingt-deux ar-
bitraires o, , oy, ... a,,, que nous écrirons comme il suit :
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% %8y 0, 2y @y o, %y Ty Oyp Gy, oy, Ty Oyy Oy Oy 0y %1g %yp g Ggy &gy

2% |a a' a’
a'y b a b a v a”
2y e b a ¢ bhial b
P ld ¢ a ¢ v o b a?
zyd d d’ c' c/l b’l
P d d' ¢”
zt|e a e a' d’ a’
oy ¢ b a i ¢ b a aliAgd? b a”
2y lg f e ¢ b g e ¢ v ¢ & ¢! 0 g
ay® g f d ¢ gr a ¢ L4 d o
y* g d AR ¢’
| h e a I e @'t f7 a’
2y |k 'h e b K £ e b i d”’ b a’
xy* kb g f ¢ E-b g r ¢ i AN L4
¥ k g d k' g d ¢ d’ ¢
(1 l e U U ¢ ¢ d a’
ay ! 1 f U oL e ¢ d'py
y® l g e q 4
T h L' d’
y k K 'd
1 ¥ i

Il 0’y aura donc qu’une relation 3 établir entre ces vingt-deux
arbitraires, pour qu’en les éliminant on obtienue, & un facteur prés
de premier degré, la résultante des équations proposées.

Quelquefois on peut simp\h’ﬁer la recherche de |a résultante, en
laissant de coté quelques termes des polynomes multiplicateurs.

Soient, par exemple, les équations

az’ + by* 4 fey + ex 4 dy 4-c =0 "),
9) O VY f oyt datdy 4+ ¢ =0,
a's 0"y 4-f ‘wye'o4d'y+ ' =0,
En donnant au polynome multiplicateur la forme
a’ By’ e -+ 3y 4,
on arrivera au tableau suiyant :

(*) Nous écrivons ainsi Iéquation de second ordre Pour nous conformer  la maniére
dont on €crit ordinairement sous forme homogene, 3 savoir :

AL+ byt o554 dyz + x5 +fry—0.
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o U-' 0.” B BI BII ,Y T’ _7[[ 8 8’ 3// € E' 5”

2la o a =10
e A =0
296 Vb e o a =0
xy® ('ors =0
yb b v b =0
wirens o et ;SR A =0
zyld & d” fAr D alehge =0
zy® 8| el TR ) Y MY b L il =0
y° d. dv gv b b v =0
ol |'e e e eyl FORTY Rl e
ay LR B el M SE R ) 1R R S
y° el ikickulbe a, al & bip b i|=o
T [ Y. e Ve o 8 Al vy

y ele v uaNd & 1l
el ¢ =0

Les éléments compris dans les barres forment exactement un dé-
terminant de quinzieme ordre : il ne différera donc de la résultante
que par un facteur de troisime ordre, qu’on découyrira aisément; car
en partageant le déterminant en deux parties par une ligne menée
entre les colonnes (3’ et », on le décomposera en une somme de dé-
terminants de sixiéme ordre par des déterminants de neayiéme, dont
les premiers auront tous en facteur le déterminant

al "
i
bl

)

4

F

L B T~
S

En dépouillant donc le déterminant ci-dessus de ce facteur, on
aura la résultante cherchée. Soit R cette résultante, et posons en
général

a u''qg
(abe)=|[ b b ¥ |;
e

i} viendra
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(10) Res={ (aed) [(adf)-+ (abe) | — (aef) [(def)—(abe)]—(aef) (adp) }H (baf) {ede)~+ (bef)(bee) }
+{ (abf) {ach)— (ade)] + (abe)d—(aef) (bef) }{ (een) (bed)—(Boe)d— (bde) (cde) }
~—{ (abd) [(ade)—(acf)] ++(abe)(abe)~(aef)(cdf) } { (abd)(cde)— (abe)2 (cde) }
+{ (ace)(adf) + (abe)}—(acel)(eeft=(ac*} § bef)bed) o+ (aed)(bef)—(abd)edf)
—{ (abd)(ace)— (acf) (abe)—(aef)(boe) } { (abe)(bea) +(abe)(bef)(abd) (cdf) }
+{ (abd)(acd)—(abc)’—(aef)(bcd)} { (abe)— (abd)(acd) }
+{ (abf)(acd) + (acf) (abe)—(aef) (bef) } { (ac{)(bcd)+(bde)(acd)-(abc)(bce}}
+{ (abp)(bed)[(aef) (acd)— (aef) {ede)—(abe)(ace)]} ‘
—{ (@bn)bed)[(aty) (abe)+(abe) (abd)~(aef)(baf) }
On peut vérifier ici la loi de Péquipollence.
Prenons un terme quelconque, par exemple, celui-ci :

(abf) (ade) (cef ) (bed),

qui se trouve dans la deuxiéme ligne. Suivant nos notations, ce pro-
duit serait

(azow ao:o,ano)(aaoo:aou’aiot)(aoon aionauo)(aozmaoonaou),
et I'on voit bien que les sommes des premiers, seconds et troisiames
indices

2+14+241+1+1=8, 2114142418, 1+1+2+1+2+1=8,

sont constantes et égales 4 8=2°, comme cela doit étre.

S,

Méthode de Sylvester.

La méthode de Bezout, que nous venons d’exposer, laisse toujours
subsister, dans la résultante & laquelle elle conduit, un facteur étran-
ger, qu'on ne peut éliminer sans effectuer des opérations générale-
ment trés-laborieuses, et qui méme, une fois faites, masquent leg
propriétés que la résultante aurait révélées, si elle avait été présentée
sous une forme simple et concise. Il importait donc d’avoir une mé-
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thode exempte de ces désavantages, et qui nous conduisit directe-
ment a une expression de la résultante dépourvue de tout facteur
étranger. M. Sylvester a comblé cette lacune par une méthode qui,
quoiqu’elle s’applique & un nombre restreint de cas, ne laisse pas que
d’8tre trés—ingénieuse et trés-féconde.

Soient donc

(1) o 9, 2)=0, d(z,y, 5)=0, 6z, y,z)=0

trois équations homogenes de degré m, et appliquons-leur le procédé
déja employé au § IIT, chap. 11 de la premiére partie, qui consiste &
multiplier successivement les équations par des arguments tellement
choisis, que les équations dérivées soient en nombre égal a celui des
arguments qui y figurent. Alors, en considérant ces arguments comme
des inconnues, on aura par leur élimination la résultante cherchée.
Ainsi, dans le dernier exemple, page 137, le déterminant de quin-
ziéme ordre aurait pu s’obtenir en multipliant les équations propo-
sées (9) par les arguments 2*, yha,y, 1.

Premier procédé. Posons
(2) r4+r'r=m—1, sis4s'— m—1, t{+l'=m—1,
et formons les produits de degré 2m—1,
(3) mryr'zr"?’ xsys’zs”¢, wtyt'zl"g’

qu'on pourrait appeler les augmentatifs de 9, ¢, 6, ou simplement
les fonctions augmentatives. On aura pour chaque équation autant de
ces fonctions augmentatives qu'il y a de maniéres de décomposer le

. 2 g { « oy m(m-4-1
nombre m—1 en trois parties, zéro compris, cest-a-dire —Q\)

b

Par conséquent, le nombre total des augmentatifs pour toutes les trois

équations sera 3L(";+—1). Mais une équation homogene a trois varia-

4

m (2m--1)

bles de degré 2m— 1, comportant . arguments, 1l faut aussi

. 2m(2m+-1) , : AL .
avoir %——) equations pour les éliminer, tandis que nous n’en
> . . m(m--1 v oge o m(m—1 !
avons jusqu’a présent que 3 ) estandire 2=l g moins. Il

2
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i m(m—1) , . A :
reste donc encore a trouver LQJ Cquations, afin de les ajouter aux

précédentes et de rendre ainsi possible I’élimination. A cet effet, dé-
composons les trois équations g, ¢, 4 de cette maniére :

( 9=a"A 4 y8B + 210 = 0,
(4) y=aA"+ y8B' + 210’ =0,
0 =22 A"fB" 4+ 210" =0,

@, {3, y étant trois nombres entiers quelconques soumis & la condition
(5) at+Bty=m-1,

De ces équations on tire, par I'élimination de 2%, y8, zv, la fonction

A B ¢
(6) A B¢ =0,
AII B” CW

que nous appellerons dérivative, de degré
3m—(a+ﬁ+y)=2m—1,

et que nous désignerons par le symbole (a, B, y).

Parmi toutes les valeurs qu’on peut assigner aux exposants «, 8, v
prenons celles qui sont différentes de zéro, et dont le nombre sera

(m+2)(m+-3 —1
e imy=nt,
m(m—1)

on aura obtenu

3 équations de Ia forme (e, B, 7), et qui seront

précisément les équations qu'on cherchait.

Or, je dis que ces valeurs sont Jes seules admissibles, car les autres
donmeront lieu & de simples identités. D’abord, on ne peut pas pren-
dre deux exposants a la fois nuls, car on aurait

o, ou f3, ou y=m-+1,

et les équations (4) monteraient 3 un degré supérieur a m; d’ail-
leurs, la fonction (6) s’annulerait d’clle-méme.
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Considérons ensuite le cas ot un seul des exposants «, B, y serait
nul. On sait, par la théorie des déterminants, qu’en posant

d= dr d=
Z=a, )\'——..'lm, l"=m,
dr dr dr
(7) RE=aR {l':gB—n “”=E§’7'

drw a0 e
e rol g
e L T AT 8 T

on a

2 (e, B, 7):19—{—}'!.]}—[-1"9,
(8) Tr(oy By 7)=po +p'b+ 40,
{ 2z(a, B, y).:vgo—}—v'tp—{— v'a,
ot les fonctions 2, ¢» v sont respectivement de degré
2m—Lf—y, 2m—a—y, 2m—a—Ap.
Or, si un des exposants a, B, 7 est nul, la fonction n(a, B, y) s'iden-
tifiera avec un des trinomes situés dans le second membre (8). D’ail-
leurs, dans ce cas, eu égard & la relation (5), les degrés des fonc-
tions A, 4z, v deviendront 2m-—(m—-1) =m—1; par conséquent,
la fonction 7 (x, B, y), pouvant étre mise sous la forme

me"yr'z”"tf +2gw’y"z""# +Ehm’y"z’"6 h
deviendra une fonction linéaire des augmentatifs déja considérés, et
ne constituera plus une équation indépendante.

On aura donc, au moyen des fonctions augmentatives et dériva-
tives, un systeme d’équations linaires, propre & fournir par I'élimi-
nation des arguments la résultante cherchée, sans facteur étranger.
Car il est aisé de voir que le degré de la résultante sera

m(m+4-1) (m—1) ;i
3[ n; —[—m = ]=3m’,

ce qui doit étre.

Second procédé. Posons

v ' =m—2, s4-5+5'=m—2, (+t'4-f'=m—2;
les fonctions augmentatives seront alors de degré 2m—2. Formons
maintenant les équations
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¢=x*A 9B+ z1C,

$= @A’ 488 + 1(,

0 = 2*A"-yBB"+ x1(",
#, f3, y étant une combinaison de nombres entiers assujettis a la
condition

“+ﬁ+7=m+2 3
d’otl, par les mémes raisons que précédemment, les zéros seront ex-
clus. On aura ‘

(n+ 5)2(n+4) -—3(m 5t 2)= ni(n;+i)

fonctions dérivatives de degré 3M— e ey = 2 —2, lesquelles,
associées aux 3m(";—U fonctions augmentatives donnent un total de

‘o Mm(m—1) m(m-41) _ 2m(2m—1)
AT T T = T Vo
¢quations, nombre précisément égal & celui des arguments contenus
dans une équation de (2m—2)%e degré. On aura donc encore, par

I"élimination des arguments, la résultante, dont Je degré sera pareil-
lement

2
La méme méthode sapplique encore aux cas oi une ou deux des

trois équations sont de degré m—1. Considérons d’abord le premier,
el posons

m(m—1) m (m+1) R
USRI Y

r4-r' 1" =m—-2,

s+s’+s”=m—2,

{4+ V' —=m—1;
nous obtiendrons des augmentatifs de degré 2m—2, dont le nombre
sera

— L

Qm(n; 1) +m(m2+1)=%Tm.

Posons maintenant o+ y=m-J-1, et opérons comme auparavant
pour obtenir des fonctions dérivatives (e, B, y), qui seront actuel-
lement de degré

3 1 (a4 P4 9)=2tn— 2
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m(m—1i) ) 5 :
€% ~—5—en nombre, les zéros exclys. Les fonctions augmentatives

et dérivatives monteront ensemble &
S'm2—m, mm—1)  2m (2m —1)
S T T
nombre égal & celui des arguments dont se compose une équation de
degré 2m—32.
Quant au second cas, posons
rErd-riemiig,
s+s'+s'=m—g,
L+ =m—2,

m—1) (m—2 —1 3m2—5 5 :
et formons les (——}2\() -+ 2 m(izi_—: w équations

augmentatives de 2(m— 3)éme degré, Cherchons ensuile, & I'aide de
la relation

a—i—ﬁ—i—y:m-i—l,

m(m—1)
2

3m—2——(a+ﬁ+7)=2m—-«3.

Nous aurons en tout

les zéros exclus, équations dérivatives de degré

2 — - —_—
3m 5m+2+m mb) ()=(2m 23)(‘2711 ~1)
¢quations, lesquelles permettront d’éliminer tous [es arguments qui
figurent dans une équation de degré 2m— 3. D'ailleurs, le degré
de la résultante sera

3n2—5n-4-2 m(m—1)
m e

=3m'—lhm+1=9n (m—1)4(m—1),
ce qui doit étre,
Appliquons le premier procédé & un exemple. Soient es équations
a4 by + oz° - 2dyz4-2exz 2 zy —0,

a4 b'y’+e'z2—}— 2dyz -2z 1 2f zy=0,
a"x’+b"y’+c"x‘+2d"yz +2¢'ws 42 "zy—0.
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on obtiendra pour [a résultante le déterminant

o ¥ Y3 yz? 2t oz aty xy? Yz
a 0 o 0 0 % ¢ 23 b %
0 b 0 d ¢ 0 0 @ 2f 2e
0 0.0 g b d a 2 0 0 2f
LR 0 0 9% ¢ 9p v o’
0 3 0 a ol 0 0 o 2f 2’
LR i v & a 2 0 0 2r
a’ 0 0 c c' 2 ot 2 v 24"
0 v 0 a’ ¢ 0 0 a’ 2f” Bl -2
0 0 CII bll d/l a” 2ell 0 0 2/‘//
(afe), (oa), (edc), (foc)+(eba), (fde)-+(eb), (afe)+(ade), (ade)-+(efe), (afd)+(abe), (be)-+(aba), (abe)+2(fde)
abe
ol par le symbole (abe) on entend en général le déterminant | ¢'p'y"
Iy i
ab’c

M. Sylvester a encore indiqué d’autres procédés d’élimination qui,
bien qu'ils ne different des précédents que par la forme, sont cepen-
dant d’un emploj plus simple. Posons

do dg dyp
iz dy Iz
P=| & & & |
| dw dy dz |’
ds  do  qp
s dy @z

cette fonction sera de degré 3m—3 et s’évanouira pour toute solution
‘ommune aux trois équations (II* théoréme, au dernier chapitre).
Voyons comment on opérera avec celte fonction, suivant fes cag que
1ous avons déja examinds,

PREMIER c4s. Les équations (1) sont toutes trois de degré m.— Premyer

13 m(m-—1 .
procédé. Formons, comme avant, les 3—-(—21 fonctions augmenta-

; ' : —1 3 |
tives. Pour trogyer ensuife les autres —% fonctions auxiliaires,
’ d \m—2 d \m—2 d \m—2
opérons sur la fonction p ayec les symboles -) : (~) : ~) ;
dzx dy ds
: 3 , d d 4
et les autres produis liomogenes de degré m—3 en L. :

dz’ ?dT‘/’ dz’ on

10
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obtiendra des fonctions de (2m— 1) degré et de troisiéme degré
par rapport aux coefficients, qui, ajoutées aux précédentes, fourni-

2m (2m—+-1)
2

par conséquent & fournir la résultante.

ront un systeme de équations & autant d’arguments, propre

m(m—1) boric.

Deuxiéme procédé. On formera, comme avant, les 3

tions augmentatives de degré 2m—2, a I'aide d’augmentatifs de
degré m—2, et I'on remplacera les fonctions dérivatives par celles que

» - ’ . d i
I'on obtient en opérant sar P avec les symboles homogénes (—&;)m 1,
(diy)m_l, (%)"H, etc., dont le nombre sera ﬂ%ﬂ

DEuXiEME cas. Les équations o et ¢ sont de degré m, la 6 de degré
m—1. Alors les augmentatifs pour les deux premiéres équations ¢
et ¢ somt ™2, y™=2, z"?, efc., et pour la'9, ™1, Y, 2™, ete.
On substituera ensuite aux fonctions dérivatives les produits homo-
genes et symboliques

d \m—1 d\m—2/d d \m=3
@ G e @
lesquels fourniront, puisque actuellement P est de degré 3m—4, les
m (m—1)
2
TroiSIEME cAs. L’équation ¢ est de degré m, et les deux autres de

équations de degré 2m—2 qu’il fallait avoir.

degré m—1.
On emploiera les mémes augmentatifs qu’auparavant, et au lieu
des équations dérivatives, les dérivées homogenes

d \m—2 d\m=5/d d\m=2

(d”;c) P, (Zz‘w‘) (d—y)P, (d_z) P.
En observant que P est de degré 3m—5, ces derniéres fonctions ré-
sulteront de (2m—3)ém¢ degré. A I'aide ensmite de ce que nous avons

dit, p. 144, on verra facilement comment on pourra utiliser ces
équations pour la recherche de la résultante.
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2 s

CHAPITRE 1.

PROPRIETES RELATIVES AUX SOLUTIONS CoMMUNES,

S

Fonctions symeétriques des solutions communes.

Avant de traiter de la résultante dans le cas le plus général, il sera
bon d’apprendre § calculer, comme nous I'ayons fait précédemment,
Ies fonctions symétriques quelconques des solutions communes a plu-
sieurs équations en fonction des coefficients , ce qui nous facilitera
beaucoup les recherches ultérieures que noug aurons i entreprendre.

sommies fixé,

Soit z;, Yis %5 ooy %; ‘U Systéme de solutions communes aux
k équations & & variables
(1) o4z, y, %y ... u)2=0, %(w,‘y,z,‘..u):o, w Oy, 3 e W)==0),
et désignons par

(2) wr:z(m,? Y192 (e Yo et (py azn, o UE)

une fonetion Symétrique de 17 opdpe, ¢’est=d=dire de systémes de
solutions communes. La fonction symétrique sera appelée simple,
double, etc., suivant qu’elle se composera de 1, 2, efc., systemes de
solutions,
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Or, puisque I’on a généralement

Fl=a

(3) Py sfree s D (@Y I o th) @Y LB ) (@ EY i B
:E(w;’-yﬂ' PRI TR [ A TR AP TAL W (/0 K SO 170
—E(a:fﬁl’tyﬂf“hz,“”l. UG Py S ) (B P D e )

—z(w!p‘qulzir’ ks ‘ult‘) (mzpa'l'plyng‘f'q IZ;"HZ, 4 'u2‘n+t¢) kL (wl—lm-'yl—lp‘—' & -u[_ltl.

RSO ARt I I IR R T MeS BRI )RR Sl el mone e dlileitglibeil s | ol eilN. 8908 0

il sera aisé de se convaincre, comme au paragraphe V, chap. 1, I’ partie,
qu’une fonction symétrique quelconque peut s’exprimer au moyen des
fonctions symétriques simples. La formule qui fournira cette expression
sera, par les mémes raisons qu’on a signalées dans ce paragraphe :

(%) o= X (—1)"~T T+ X Db ey,
sous les mémes conditions et notations du chapitre 1, I* partie, p. 7,
a I'exception de s, etc., qui maintenant désigneront les fonctions
simples

Exl’.+wg+...+x’g {TTa e e o N AR B 2B et s
C’est-a~dire qu’on aura

(PES URTEETS L oot ) A (U A2 g 2% =P APt
(l’1+A'g+...+7\’g)+(7(1—\-7\'2+...+X,,)+...+()\'1+R’=+...+X,)=q,+qg+-.-+

& ‘o celletal e erys e g elitle | ren el @ e ol w  ei el ety gl Vel e el e

(LEAAB o A B - P AN A1) i (U AN s M) == byt
() pouvant étre un quelconque des exposants (2).

1l viendra, par exemple,
1
Z(ximyi‘h i .uit.)(mf.yzq:. sty )
=Ewiplyiq‘- . -u1"2x2p‘y2q‘. . ‘ugl:—zwplﬂ‘l)nyq s “s .ul‘+t’;
et E(,xipnyitb s .uih)(a;zpzyQQz. 2 _uglz)(xsl’ly3ps . 'usti)

=2x1p'yq‘i ceslly l'szp’yzq’" -uz"zﬂ%‘“yﬂw-.u ot
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—Ew""""’yq"“"’ b .ut-+'=2xl’sy?h .ub
_—pr‘+p3yq,+q3. ; .ul,+t32xp:y92' T
__zwvaﬂrsy‘hﬂs costl! =+‘32w1"y7 Yoo U

_l_mep- +PatDsgy0itgatl

Par cette formule, le calcul d’une fonction symétrique quelconque
est réduit & celui d’une fonction symétrique simple, laquelle , & son
tour, se calculera aisément & Iaide de ce qui suit :

Supposons que les équations o, ..., g aient été mises sous la
forme de fonctions homogénes

% =2“W- s TPYI L

5 0= Syttt

Qe e e e e e

[ =E"M’- s ZPYI2T L utt,
et posons
aL—Py + yz .. .4 = 0.

En joignant cette équation aux précédentes, et en éliminant les
variables @,y, z, ..., v, on obtiendra une résultante que I'on pourra
toujours ordonner par rapport aux puissances d’une des constantes
% By 75 «e., p, par exemple ¢ et qui fournira nécessairement une
équation de la forme
(6) A A A=,

p désignant le degré de I'équation finale des équations (5).

Mais on peut tirer de cette équation les valeurs de Zu” en fonction
des coefficients A; et, comme les racines de cette équation sont pré-
cisément les valeurs de

0@+ Byyz-...
AT s

correspondantes & chaque systéme de solutions des équations propo-
sées, on aura, en vertu des principes posés dans Je chapitre 1, Ir partie,

’ a4 By—+yz4-...\ #
AR (BB a4, ),



150 THEORIE GENERALE DE IELIMINATION.

f désignant une fonction entitre, homogene et isobarique des coeffi-
cients A, dont le degré et le poids seront r'.

Comparons maintenant les coefficients qui, dans chaque membre,
multiplieront un méme argument o”3%"...; il viendra

AQWE%.:F(G’. ,b, Cy svey k)v

pPAg+r+t..
ol p-g4-r-4-...=¢', et ou F(a, b, ¢, ,.., k) représenté une fonc-
tion homogeéne des coefficients des équations proposées.

De cette maniére on aura la valeur que I'on cherchait d’une fonc-
tion symétrique simple. Par suite, on obtiendra, au moyen de la for-
mule (%), la valeur d’une fonction symétrique quelconque. Ainsi, la
recherche de la valeur d’une fonction symétrique de k variables liées
par k équations se réduit, en égalant 4 une nouvelle variable, dont
on dispose ensuite, nne fonction linéaire quelconque des variables, &
trouver la résultante de k équations & k—1 variables. Mais, comme
on verra dans les paragraphes suivants, la recherche de la résultante
relative & k variables se réduit pareillement & celle d'une fonction
symétrique relative & k—1 variables. Ainsi, de proche en proche,
tout finira par dépendre de la résultante de trois équations a denx
variables, que nous avons déja appris & former; et, par conséquent,
la détermination d’une fonction symétrique ne souffrira pas de dif-
ficulté. — Cette méthode est due & Poisson (*).

Les deux théorémes suivants serviront, d'ailleurs, soit & vérifier,
goit & faciliter les calculs.

1° Le degré de la fonetion

i ___2 405y, 915N, ©yPaY,T2T0 .. 202N
L™= e Dot ot ORa b | OB e

par rapport auy coefficients A de la résultante (6) est égal a la plus
grande des sommes
P+t Parkgetrstes Pt Gtrt-..
Comme la fonction est évidlemment entiére et homogene relative-

Al E : ,
ment aux rapports -, il suffira de voir de quel degré sera son déno-

minateur A,.
(*) 11¢ cahier du Journal de I’Ecole Polylechnique.
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Soit, par exemple, la premiére la plus grande des sommes, et posons

p1+q1+r1+...=p,+q,+r3+...+hg=p,+q3+rs+h3+...+h3=...:g.
8i A n'est pas le dénominateur de la fonction oy €€ sera A s+ ¢
désignant un nombre entier quelconque. Mais, en appelant M le coef-
ficient de o dans la résultante (6), on a
TyTaeeapl¥yVs.. 0, T MIA ;

car, comme on verra plus loin, cette résultante peut se mettre sous la
forme

(2 Byt =+ a0y) (22st Bt ot PA0a). o (et Byet-.. ~Hpat)=0,

Par conséquent, il viendra
Astr—A rM;(.MiiviP.) ‘,
¢ 0 T4y . T,

et, d'aprés I'hypothése que nous avons faite, la fonction

o) * (= S B W S S S

devra étre entidre. Mais si I'on avait calculé directement la fonction

S

comme on a fait pour la fonetion ¢, o0 aurait trouvé que pour la
rendre entitre, il sulfit de la multiplier par une puissance de M. Donc
le facteur A" ne pourra pas exister, et 'on aura r— 0, ce qui dé-
montre le théoréme énoncé.

Cette démonstration est due & M. Schlaffli. Mais on peut se con—
vaincre autrement de ce théoréme. La fonction w; est évidemment
comprise dans la fonction

2 (aac,+5y,+-yz,+.- ) - (1-2‘,+By,+1z,+. ) s—hy (ﬁa:ﬁ—By‘+‘yz.+.. ) prib)
v, Uy Uy
=2H1‘P9“"’Fz‘_h’-"
Or, cette fonction symétrique des racines u de'T'équation (6) est, d’a-
prés la quatrieme propriété, p. 10, de degré ¢ par rapport aux
coefficients A ; car, par hypothese, ¢ est le plus grand des exposants.
Donc 1l en sera de méme de la fonction o).
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2° Le poids du numérateur de la fonction e, est
ps—2p, o ) G 2p~4-2g+-...+3t,
par rapport respectivement aux premiers, deugiémes, troisiémes, ... et
derniers indices des coefficients a, b, ¢, ... h, k des équations propo-
ses (1), en désignant par Sp, 2qs .. Xt les sommes des exposants des
variables x, Y, z, ... u dans lafonction w; (2).

Nous croyons pouvoir nous dispenser d’en donner la démonstra—
tion, car elle serait enticrement semblable & celle que nous avons ob-
servée pour le cas de deux variables, p. 113. Nous ferons seulement
remarquer que p étant le poids des coefficients A de I'équation (6),
kps sera le poids du dénominateur A,¢ par rapport & tous les indices,
ce qui expliquera assez la valeur %p+2¢+-... 434, par rapport au
dernier indice, que nous avons donnée.

Les théorémes et la méthode que nous venons d’exposer ne laissent
pas de conduire & des calculs bien pénibles. On doit donc savoir gré
a M. Betti, éminent géometre de Florence, qui tout récemment a
donné (4nnali di matematica, Rome, 1858) une formule pour calculer
les fonctions symétriques des solutions communes 3 plusieurs équa-
tions, analogue a celle de Waring, dans le cas d’une seule équation,
Ne pouvant faire mieux que de suivre la pensée de I'auteur, nous
reproduisons presque textuellement ce qu’il a éerit 4 ce sujet.

IS 1.

Formule de Betti.

Soient n équations de degré m & n inconnues,
F, =E C(r,, Fiysilin) 1" My T L T ) 5

(_1) Fz :Z C(7'1y Tay oy %n)gxnm-—r,xn_l,-,—r,. { -$1rn"‘"’n-_—; 0 i

.
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ou le signe £ s’étend a toutes les valeurs enticres et positives de r,,
Tss «u. 1y, pour lesquelles on a
(2) P AR é"n-—‘z"'gr.’- =r =m,
ol |

S el 1.2.3..m
( ) 5% & 1.2.:5...(n——r,).1.2...(r,—r,).i.2.3...(7-,._1—1',.).1.2.3...1'..

by (0 Tax <. r,); désignent le coefficient littéral d’un argument
dans F,.

Appelons poids total du produit de plusieurs coefficients des équa-
tions (1), la somme des exposants de tous les facteurs multipliés res—
pectivement par les sommes de leurs indices ; et pouds partiel éme |y
somme des exposants de tous les facteurs multipliés respectivement
par les indices d’ordre ¢éme,

Cela posé, afin qu'une fonction f rationnelle et entitre des coeffi—
cients des équations (1) soit homogene et de poids total 6, i est né-
cessaire et il suffit que I’on ait

() 2("1 b tn) (ry, 1y, .. rn)sL‘ =1

d("'n e TN A ey

et afin qu'elle soit homogene et de poids partiel ¢, par rapport aux
indices ¢, il est nécessaire et il suffit que I'on ait

d
(5) Zr‘(ri, r,, ces rn)sm,=?.f.

Considérons maintenant les opérants

d
(6) At,u———z ("u“ru-)-x)(ri y ooe Py Ty -1, LR P e B Tty e rnMv
d

(1) Bt Bt ra ) s ) g

il Tn)s B

d
(8) An,,=2(r,—r,+l)(r,, Tus son ru_H-—l, ru+‘2_'17 ids 1‘,—1, S liagyeos T,,)sm,
1372y +ea7)s
ou t<<u, et le signe X doit s’étendre 3 toutes les valeurs entidres et
positives de r,, Ty «en Ty, QUi satisfont aux conditions (2) et & toutes
les valeurs de s comprises entre 0 ot n-+1, en ayant soin de poser
Yo =1, T

Il est évident que si f est une fonction homogene et de poids total 9,
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Ay,of sera homogene et de poids total 94-v—=u 3 que si elle est homo-
gene et de pbids partiel o par rapport a I'indice ¢#7¢, A,,of sera homo-
gene et de poids o1, @, 9—1 par rapport au méme indice, suivant
que o<Jg<v-1, ou que ¢ est plus grand, plus petit ou égal au plus
petit des deux nombres v et », ou bien suivant que v <<g<<w—1.

Or, si dans Jes équations (1) nous substituons, au lieu des incon—
nues, leurs valeurs respectives en fonction des coefficients propres a
former un systéme de solutions communes, nous aurons un résultat
identiquement nul. Par conséquent, si, aprés avoir fait cette substitu-
tion, nous traitons le premier membre dune des équations (1) avec
un des opérants (6), (7), (8), nous obtiendrons identiquement zéro.
Ainsi, avec I'opérant (6) il viendra

E(ru“ru+t)c(r:v Toyeee Py Py =ty con VL oo 00) 8,005, T2 g, i
+2(1’y—1‘,}+‘) C ,(ri,’ r@i e Tn)sxnm_r'mn-xr" .., xn—vr"-v”+'_‘ %3 wx’""—r”At, umn—v: (
ou bien

(9) EC [ Yo dla LB T 0 e x"ﬂ-t—’n{ (re—re) w""‘+2 r,,-—r,,+,)A""m"'”}

~0

Avec les opérants A, ,, A we O0 aura de méme
(10) EC(r” Toy eee rn):mnm_r’wn--xr‘_r’ma’ar""—r"{ru'—‘ru-f.-l_l"E (rv_rv+l)
(11) ZC(‘I‘“ Fay eus V)5 T4 By 0 r""—r"{ (r _r“—H wn-t +Z ~Fopa) Au twn_u} :

n—v

Ay, uln—p } [

En donnant a s successivement les valeurs 1y 2, .+« M, 0B obtien-
dra de chacune des équations (9), (10), (11) n équations linéaires &
ninconnues, lesquelles seront pour la premigre les » valeurs A, &, _,,
pour la seconde les n valeurs A,,,_, , pour la troisiéme les n valeurs
Ay, p—y- Par conséquent, il n’y aura qu'un seul systtme de valeurs
pour ces inconnues, et il sera fourni par les équations

(12) Ay =0 Ay ully— ===, (p différent de 7),

par lesquelles les (9), (10), (11) se trouvent vérifiées d’elles-mémes.
1l fant seulement obseryer que, lorsque ¢==n, on substituera aux
équations (12) la

(1 3) An'uxn_p= wn-pxn-u )
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lorsque w==n, on remplacera la seconde des équations (12) par
(14‘) Au,nazn—uz_ ¥
et lorsque t=—=wu=n, on prendra, au lieu de la premiére équation,
(15) By = 2.

Les équations (12), (13), (14) et (15) fournissent un systeme d’é-
quations & dérivées partielles linéaires et simultanées, qui doivent
étre vérifides par tous les systtmes de solutions communes aux équa-
tions (1) (*).

Soit maintenant
(16) R=Z2P,z,'—¢
la résultante des équations (1), en Y considérant x,, ®,, ... @, seu-
lement comme variables. 8i, au lien de z,, nous mettons une de ses
valeurs qui figurent dans les systémes de solutions communes aux
équations (1), on aura un résultat identiquement nul; il en sera de
méme si aprés cette substitution 1’on opére avec um des symboles
Ayp- Ainsi, en vertu de I'équation (13), on aura

An,n_,R=Zw19'—PAnm_,PP—ZPPP:E,“—P"“ ,
( 8 O (p+1)P;}.

Cette équation est de méme degré et doit &tre satisfaite par les mémes

(17)

(*) Si I'on pose n=1, et si I'on suppose Péquation écrite sous la forme

m(m—1
@ M- ma,xn—1-4- —(1—2) a,:z:mf’-i- ve ot am=0,

les équations (14), (12) et (13) deviendront

8o, =Zrar—y %’-:—1,

o
. dx
Ao,o &y -=E(m—r)a,- —l=—.1.‘, )
dar
dz
A0 =B (Mt g =zp,
day
dz.
dont la seconde donne ZrarE:'v, et coincide avec celle que fournit 1a (15), en ob-

dz
servant que Ema,a_a.'= 0, car les racines sont homogénes et de degré zéro par rapport
»

aux coefficients. Leg Cquations avaient é4¢ déja trouvées par Raabe et Brioschi (Crelie, 28,
Ann. de Tortolini, 5).



156 THEORIE GENERALE DE L'ELIMINATION,

racines que la (16). Par conséquent, il faut, ou que son premier
membre soit identiquement nul, ou que ses coefficients soient pro-
portionnels & ceux de la (16). Or, cette dernitre condition est inad-
missible; car les coefficients des deux €quations sont bien de méme
degré, mais ils different dans Je poids par rapport au dernier indice.
Donc on aura nécessairement

1 :
(1 8) PP'H: P—-F—{An’n_l PP ) A,,,n_1P6 =1,

Ainsi, tous les coefficients de R se déduiront du premier, en ré-
pétant un nombre convenable de fois I'opération A, ,_,, et puisque
cette proportion augmente d’une unité le dernier indice, les coeffi-
cients P, seront homogenes et d’indice p par rapport an dernier indice,

On verra d'ailleurs aisément que le premier coefficient P, est la
résultante des équations (1) réduites  leurs arguments homogénes
les plus hauts.

De I'équation

(19) zpp$ge-?= 0
on déduit

P, P
(20) Zx,:-—ﬁ T

Par suite, en opérant « fois successivement sur les deux membres
de cette équation avec le symbole A, ,_,, et en ayant égard & 'é~
quation (13), il viendra

e —1 o—1 [Apyp_4Po
(21) 29”‘““‘4.2.3...@—1)A":"—‘( P ) &

o

Cest Ia la formule analogue & celle de Waring qui donne les puis-
sances semblables des solutions communes & plusieurs équations.

A I'aide encore de I'équation (13) et en opérant successivement sur
I"équation (21) «, fois avec le symbole A, ,_,, a, fois avec le symbole
Aniess «on typy fols avec le symbole Ay n—y, OD aura

(22) 20 4Ty %y 51, 0
1 Tp—1 , Opmp At o1 ( Ap 1P,
e 4.2_3'“(‘”_“‘_,_“’_!_%_"."ar_i_{) An,n—r An,n-r+t i An,n—2 An,n—l ——Po_ )
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ou le signe ¥ doit s'étendre 3 toutes les solutions communes aux
équations (1).

Comme, d’apres la formule (%) du paragraphe précédent, toutes les
fonctions symétriques multiples peuvent se réduire au calcul des
fonctions symétriques simples de la forme (21), on voit avec quelle
facilité on pourra désormais les calculer, en raison des méthodes con-
nues jusqu'ici. A la vérité, tout repose sur la connaissance du premier
coefficient P,. Mais, comme celui-ci se réduit a la résultante de n équa-
tions homogenes a n variables, on pourra le faire dépendre  son tour
de la résultante de n—1 équations homogeénes & n=1 variables (voir
le chapitre I1, qui suit), et ainsi de proche en proche les résultantes
que l'on sait former.

§ 1L

Théoréme de Bezout sur le degré de Véquation finale.

Lewne. Etant donndes A—1 équations complites a X variables >
Y Z ceonslly ¥,
1) ga,,:Ea,,,,,,,,,mx’y’"z”...u’v’, qp,,=Zb,m,,,_,,s,x’y’"z"...u’v’, G
(-t nte o e e constante pour chaque équation),
la fonction symétrique
m,:Z (xip'yq'...u,qf)(xgﬂ'y,q'.. U)o (TP ),

sera, par rapport & la variable v de degré égal d la somme des ez-
posants p, q,, ..., ty, p,, Qsy ..., elc.
Pour s’en rendre compte, il suffira de nous arréter & un exemple
particulier, car le raisonnement sera le méme dans le cas général,
Soient donc les trois équations

Pa :Eapqm Y,

— 7,
(2) Po —prqrsl Yz,

i 937,
P Zcpwslmp Yau tﬁBLIOT;:‘j@ r

'T\v-_— -

L’x'\i- i1
Buc

NS T
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qu’on pourra mettre sous la forme
CP,; :‘.Zqurc i yqzr »
(3) P "-'—’Zqurc xryiz,

e =ECpqrc xryisT,
¢ étant égal & s+ ¢, et les coefficients A, B, C désignant des fonctions

de la variable » de degré ¢.
Pour voir maintenant de quel degré sera la fonction

e 2(‘77 Y, 02" (2,? . i P (89 (2P fiz))
par rapport a u, on commencera par I'exprimer en fonction des
coefficients A, B, C, considérés comme de simples constantes, a I'aide
des méthodes ci-dessus indiquées. Cela fait, on substituera, au lieu
de ceux-ci, les premiers termes en % des fonctions qu’ils représentent,

et I'on examinera enstite & quel degré montera la fonction ;. Or,
cela revient & réduire les équations (3)  leurs termes homogenes et

& leur donner, par conséquent, la forme
D =2Apm TPy s,
) %o =ZBW-' &y,
‘Pc=ZCﬂqr; &y 7%z,
et & chercher ce que devient la fonction
W =2(x'1p‘y'1q'z'1r') (@ 5Py 02 7). (@ Py 02 1)
par rapport a la premitre w;, eomposée des solutions des équations
(3), et exprimée en fonction des coefficients A, B, G (3), supposés

constants.
Or, les équations (4) seront satisfaites en posant

r'=axu, y=yu, z2'=2u,
car elles acquerront le facteur commun ue-+e+7+, qu’on pourra faire
disparaitre ; mais alors Ia fonction ', acquerra le facteur

uﬂ‘-f-q‘ +f“|'n PG ;
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c'est ce qui arriverait pour la fonction @y en réduisant les fonctions
A, B, G, a leurs premiers termes; par conséquent, elle sera de degré
égal &
P1+91+"4‘+'m+p2+91+1':.

c'est-d-dire 4 la somme méme deg exposants des variables,

Corollaire. Si les équations ne sont pas complétes, le degré de o,
sera d’un degré inférieur 3 la somme des exposants.

En examinant les choses de prés, on verra que ce lemme confirme
Cé que nous avons dit, p. 152, sur le poids du dernier indice.

Soient maintenant les équations
| %=1 4,2, ... u, 0),

=/ ¥y, z, ... u,v),

%=1, Y, 2, ... u, v),

L
a k variables z, y, z, ... u, v.

(3)

Soient
(6) Tl Ziently,  Zoy,2,...0,, efc.,
les solutions communes aux f— 1 premiéres équations, lesquelles se-
ront des fonctions de v, En les substituant dans la derniére et en fai-
sant le produit de toutes les fonctions ainsi obtenues, on aura une
fonction

Pu==[1(T4s Ys» Byy vee s, U@y Ugs Zas 'one By, ) I

qui s’annulera pour chacune des solutions, et qui, étant symétrigue
par rapport a ces solutions, se réduira & une fonetion rationnelle et
entitre de v. Par conséquent, I'équation

(7) BiC: ., 2.0 Uy, V) fi(®,, Y, 2, ... Uy, ). 220

sera celle qui résultera de I’dlimination des variables «, y, z, ... u des
équations proposées, quelque méthode d’élimination que I'on ait sui-
vie. Car, si I'on était parvenu par hypothese & une équation en v dif-
férente de celle-13, alors en substituant une de ses racines dans la (7),
I"équation susdite ne serait plus satisfaite, et par conséquent I'équa-
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tion oy=fi(x, y, z, ... u, v) non plus, ce qui serait contraire & I'hy-
pothése admise. Ainsi, I'équation (7) sera bien I’équation finale, et
en la résolvant par rapport & v, on aura les valeurs qui avec celles (6)
compléteront les systémes des solutions communes aux équations (5).

On peut remarquer, en passant, que les degrés des équations finales,
soit en z, en y, etc., seront égaux, car les équations (5) étant sup-
posées complétes , le changement d’une variable en une autre se
réduit & un changement d’indice dans les coefficients, ce qui ne peut
altérer ni le nombre ni la nature des solutions communes, puisqu’elles
seront toujours les mémes, de quelque manitre qu'on les appelle.
Ainsi, étant donnée une équation finale, on peut obtenir toutes les
autres par de simples changements d’indices, ce qui ne peut avoir
aucune influence sur le degré.

On conclut de la que le nombre des solutions communes

L,Y15100Vsy  L3YsTsee Vs, eic.,

est égal au degré de I’équation finale, Car, évidemment, autant on
veut admettre de systémes de solutions communes, autant de racines il
faudra alors admettre dans les équations finales relatives a chacune des
variables ; mais, comme le nombre de celles-ci est égal & leur degré,
qui est égal pour toutes, il s’ensuivra que le nombre des systémes de
solutions ne pourra qu’'étre égal & ce degré commun.

Soit maintenant py_, le degré de I'équation finale des k—1 pre-
migres équations, ou le nombre des solutions communes formées avec
k—1 des k variables ; le degré de I'équation finale (7) sera py—ay, en
appelant ay le degré de U'équation g. 1l y aura, en effet, autant de
facteurs v% qu'il y aura de solutions communes aux premitres k—1
équations (1). D’ailleurs, les termes les plus hauts, tels que (z,x,...)%,
(4,Y...)%, etc., seront bien, en vertu du lemme, de degré Pk—1 @5 €0 V.

Cela posé, on peut immédiatement démontrer le théoréme de Be-
zout, & savoir :

Le degré de I'équation finale résultant de Uélimination de k—1 in-
connues entre k équations complétes @ k inconnues est égal au produit
des degrés de ces équations,



Ie PARTIE. — CHAPITRE L—§ 1. 161
Désignons en effet par

o O PR O f—zy  Hy, a
les degrés respectifs de ces équations.

Nous avons vu tout & I'heure que le degré de I'équation finale était
Pri—idgy pg_q désignant- celui de I'équation finale résultant des f—1
premiéres équations, Done, par la méme raison, Pr—t = _pa;_,,
P~z 6tant le degré de I’équation finale résultant des k—2 premisres
équations; d’oti I'on conclura P=83 py,. En poursuivant le meme
raisonnement, on verra qU€ p=axa_...a,u,, 4, désignant le degré
de I'équation finale entre les deux premieres équations, que nous
savons étre a,a . Don¢ on aura enfin

Sk PUPL PO PR

1l suit de Ia immédiatement que le nombre des systémes de solutions
communes @ un systéme d'équations complétes est égal au produit de
leurs degrés. X

Mais si les équations sont incomplates, ce produit ne sera plus
qu’une limite supérieure, queni le degré de Péquation finale, ni Jo
nombre des solutions communes e pourront atteindre,

On connait maintenant Ia possibilité de trouver ces solutions. Sup-
posons, pour fixer les idées, qu'il s'agisse de trouver les solutions
communes aux équations

fi(® y, , U, v)=0

l2(2, y, 2, U, V)=10
(8) li(=, y, % u, v)=0,

fiz, y, 2, u, v)=0

[s(®, y, 3, u, v)=0.
Il faudra d'abord former Iéquation

(9) fs(ﬁviyiziuiv)fs(x,ygzguzv)...zo,

L1r Y140 2y, Uy, elc., étant des fonctions communes aux quatre pre-
miéres. A cet effet, il faudra déterminer les fonctions symétriques de
ces solutions, ce qui s’obtiendra en posant

&~ Y- yz du=p,
14
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et en cherchant la résultante des équations transformées

fii@, ¥, 2, p)=0,
(10) /;(a:, Y, %y [J‘)-_—.-'O,

@, y, 2, 1)=0,

[z, y, 3, =0,
que l'on regardera comme des fonctions de %, Y, 5. Si cette résul—
tante était connue, il 'y aurait plus qu’a suivre la méthode indiquée
dans le paragraphe précédent, pour arriver & cette détermination!
Sinon, il faudra former la résaltante de ces équations, ou I’équation
finale

(11) f4(wh Yi, zh{‘)ﬁ(wzv Ysy 2, H}...:O,
Zyy Yy, 5y, elc., étant les solutions des trois premiéres équations, ce

qui exigera la détermination des fonctions symétriques de ces solu-
tions. A cet effet, on posera de nouveauw

a’x_l_ﬁ'y_‘__;,’z:zlv,
et il resiera & trouver la résultanie des équations. transformées

1@y, p)=0,  fola, y, ')=0, fs(@, y, p')=0,

que nous savons déja former. Alors, & I'aide de la' méthode de Pois-
son, on déterminera toutes les fonctions symétriques qui entrent dans
I'équation (11). Celle-ci, 4 son tour, permettra de déterminer les fonc-
tions symétriques composées des solutions x, Y, %, u, des quatre pre-
miéres équations. Par suite, I'équation (9) deviendra enfin une fonction
seulement de v, et en la résolvant on aura les solutions » communes
aux équations proposées, et par suite les autres , Y, 5, u, dont les
valeurs sont déji connues en fonction de v.

Mais une fois quon aura résolu. I'équation (9) ow généralement
la (7), il sera plus aisé de trouver les valeurs de z, Y, %, etc., en fone-
tion de v, en ayant recours & une autre formule de M. Betti. Pour
cela, reportons-nous & I'équation (16) du paragraphe précédent. En
la soumettant & Vopérant A, 1l viendra

Emﬁﬂ A, Py +2Pp(e —p)T, et =0;
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d’ou, & cause de [a (16),
‘ i AL m,“?An,tpP .
Wi 7 3pPgm,0-e
formule qui fera connaitre Jes valeurs d’une variable quelconque en
fonction d’une autre choisie arbitrairement, dont les valeurs sont re-
présentées par les racines de la méme équation (16).

§ IV.

Meéthode de Liouville,

M. Liouville a encore donné dans son Journal (1841) une méthode
qui permet d’approcher des valeurs de ces solutions autant que l'on
veut,ce qui dans la pratique pourrait étre quelquefois plus expéditif et
méme suffisant. I’ailleurs, elle nous fait conmaitre de plus pras la for-
mation de la résaltante et nous, conduit & des proprigtés trés-intéres-
santes. C’est pourquoi il sera convenable d’en dire quelques mots jci,

Soient

I/ (Pa zzapm'. .-Slxpyqzr' L 'u” P+q+r+--~ +3+t=(a, b: e k),

P 22 Bpgr,, i?y2". g,

() o a0, R e )
SD"' Zkaq,_;_Jlﬂqu'. Y '.u",
\ Pr :kaqr...stxpyqzr- . -w.

A équations completes de degréa, b, ¢, ... h, & respectivement i A va-

viables @, y, z, ... u, dont il s'agit de trouver les salutions communes,

z u ) . ’
Posons g,:y, 7= % +-.>=wu, et donnons aux )—1 premieres équa-
€X

tions la forme
P=EUy 5, ) FENy, 2, bt 5, )
=2, (y, 2, ... u) 2"y, z, ... u)+x'*~29,(y, Ty ).,

) 148 AR

m=2"E,(y, z; .. u_)+a:”-"§,:,(_y,, By o W' 25 (y, 3, ... ©) ..

SERBSHES: ) LT R La: wpi iie
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ou &;, 6;, ... & désignent en général des fonctions homogenes de degré
@—1, b—4, ... h—7 par rapport aux variables Ys %, ... wp Si 'on
fait z=c0 , les racines de ces équations se réduiront ¢videmment a
celles des équations '

3) " bly, 3, ... wy=o0, 00y, 2 oo 1), oL oy, 2. ... 0)=0,
dont nous appellerons @, B, ... y les solutions communes. Alors on
pourra poser pour toute autre valeur de z,

(%) =ate, z=f+n, .. w=yty,

€ M, ... y désignant des quantités qui s’évanouiront avec 916

Substituons ces valeurs dans les équations_ (2), et divisons par
2+, 21, L. @bt il viendra

(5) 9a=Y1(. B, ... 7)+(c2)Dad, ~+(ny)Dad, oo () Dy
Jolos B, on )4 (o) Doy () Dpds ...+ () Dy,
()

1
—_— o 2 o 2
L TPk T R W,

S—l—-...,

et autant d'équations semblables en Dby o+ Ppe
De ces équations on tire, en désignant par o, B ... 7 les limites
de ez, 2y, ... yu, et en faisant 2= oo )

dp
T el
E[“-I_Fﬁ_ﬁ_*_ Al +d_77+01(“’6’ i)=0, :

do 4 dYo r do r
/%«-{-iﬁq- e +;§7+4},(a, By snth)==1)"

(6)

By - vt
P e + 37+ B, .y)=0

Une fois qu'an moyen de ces équations on aura obtenu les valeurs de
&y By .ee o/, on les substituera dans les équations (4), et I'on aura

e i o) e o0 B’ 9! i ,\‘l xn
y—a+;+5, z-ﬁ—l—;—i—;, u—y—{—gv-—i-;,.

P ) s j : 1
%, nY, ... yu élant des quantités qui s'évanouissent avec o

En procédant ensuite comme au § It de la deuxiéme partie, on
trouvera, sous forme de série descendante en z,
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/ 0.’ all
=0!+'C; = ot e

ﬁl f)”
(7) z:ﬁ—l-:;‘i-;ﬁ—...,

d’out I'on conclura
v ull
Yy=oax+a s

4 R
(8) z_ﬁ‘x+ﬁ +;+"‘1

U=y +7'+75+...

Ayant obtenu de la sorte les valeurs de Y5 % ... u en fonction de
@, il ue restera plus, pour avoir les solutions communes, qu’a sub-
stituer ces valeurs dans la dernitre des équations (1) et i la résoudre
par rapport & 2. Chacune des racines z fournira, an moyen des équa-
tions (8), autant de systémes de solutions communes

Appelons pour un moment

Yis %45 solhy Yy, 35,000 0y )

les valeurs de y, z, ... u, qui satisfont aux }—1 premiéres équations.
L’équation qui résultera de cette substitution sera, d’aprés ce qui a
été expliqué au § 1, le produit

(9) R=gi(z, y,, 23801 Uy)Ok(Zs Yss 29 o u,).i.: 0.

Pour former & présent cette fonction R, nous commencerons par ob-
Server qu'on a aussi

(10) ou(@, ¥, 3, ... u)=aka,(y, z ... Wz oy, 5, oo )+

Alors, en y remplacant y, z, ... u par leurs valeurs (%), il viendra

58
%@y, 2, . )=o) (ae, Bt .. 7%

1
+5w,(a—]—e, B+, ... 70+
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équation qui, ayant égard & ce que les quantités € 1, «.. x S évanonis-

1 :
sent avec —, pourra étre mise sous la forme

% (2, Y, 2, ... u) =2k (a, B, ... 7)+2'E,

E étant une quantité qui s’évanouira aussi avee :—6 On aura donc, pour
chacune des solations , z, ... u, dont nous appellerons p le nombre,
kT, Yus 24y .. Uhy) =20 (a,, Bis oen )oK,
ok (8, Y5 321 Us)=" (a5, By, .. ;) +2'E,,

cpk(wg,‘y‘o. Zg, 2o up)zkao(ag, ﬁ?’ S y9)+a:"Ep.
En multipliant maintenant ces équations membre 4 membre, on en
déduira que le premier terme de R est

&t (othy By onn P1)00(ay, By . Va)eve 0y (g, Bes -o- 70);
et I'on reconnatira dans ce premier coefficient , d’aprés ce que 1'on
dira plus tard, la résultante des équations (1) réduites a leurs termes
homogenes les plus hauts,
Pour trouver le second terme, il suffira de faire dans I"équation (10)

S al EI Kbt Bl el ‘Y’ xl
y—a+5+57 z-—ﬁ+5+;; u:}’+5+;7
et 'on obtiendra en général
O Y52y i W)= oy (ay By v 7)
LA {ac'Damo+ﬁ'DBw0+...+le1wo+w,(a, B y)}—'sz"l ;
I étant une quantité qui s’annule avee 5’

En'y remplacant o, §, ... y successivement par leurs valeurs, on
aura
‘Pk(wyizi"'ui):"xk"’o(“iﬁi"'71)4"“'""{zia’Dmﬁ’o‘i—mx(aiﬁi---71)}+$"*‘11,
gok(a;yszz...us)zw"wo(a‘gﬁz...72)+m"—’{Eza'Dmmo+m,(a2(32...yz)}-;-a;"—‘lg,

T

q;k(x yP ZP.. .up)=m"mo(a9ﬁ9. . .79) - wk_l { Ega’Da, (l)o+&)1 (dp ﬁp. . .}’P } +mk~1l\o y

\ r b . . 1
ouly, I, ... I, représentent des quantités qui s’évanouissent avec b
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Multipliant ees équations membre & membre, il viendra

(11) R=a"0(a,p,. < y0)0ofesfs e 72)-+ < 0g(2B5.. )
+.’l}k9_'&)o(aiﬁ1. c¥1)@o (B o ¥iles 0o (%3, . )

o 'Da ; vty Dyo o, (a8, v
% ZmD wo+BDpwo-iu;(a:;:{‘lﬂ);) ot 04(siB.. i)
=1
et 'on aura ainsi obtenu les deux premiers termes de R..

Si I'on voulait trouver encore plus de termes, il n'y aurait qu’a en
prendre davantage dans les séries (7). pour les substituer au lieu de
Y % ... w dans Péquation (10), d’oit I'on déduirait la valenr de R, en
suivant la méme marche que nous venons de tracer.

On aurait pu développer les valeurs de Y» % ... u en série aseens
dante de @, en préparant les équations (1) de cette manire :

=Yl %5 o W)Yy, 3, <. 02y, 2, o),
2=00(Ys % s u)+20,(y, z, ... W)+ (y, 3, ... %),

o= E&o(Ys 25 «vs u)+ 8, (y, %, ... u)+-a*E,(y, 3, oo w),
=Y 3, ... U)F-z0(y, 3, ... w2'oy(y, 3, ... u),
¢» 0 ... o désignant maintenant d’autres fonctions qu’auparavant ;
et 'on trouverait
Yy=a+odx+..., =B+ pz+..., U=y+yx 4.5
(@ By vee 9)y (&, B, ... 7)» ete., étant déterminés successivement par
les systemes d’équations
{%(u, B3 7):(()1; 0,(a, 20 e SRR &la, B, ... 7)=01,
// d% 7 0 dqlo r '
d7a+ﬁﬁ’+"'+d—yy +4,(d, B, ... y)=0,
doy . db, as, ,
b it 3 E@'-g_\...+ o +0,(a, B, ... 9)=0,

----------------------

etc.
Alors la dernigre équation 9r» traitée d’une maniére semblable 3
la précédente, fournira I'expression de R qui suit :
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R=0u,(x,p,.. .71)(00(agﬁg...yg)...mo(acfﬁp.. -72)
o, (2,8, 7)o (s Bs Ny .wo(agﬁp.. %)

P
Z 2'Dew> ;- B'Daes, 4. . A1 Dwogto,(,8,.. )
X : 0o(e,B,...7)

P I e

Ainsi, les deux premiers et Jes deux derniers termes de I'équation
finale sont connus ; et 'on reconnaitra de méme, dans le dernier terme
de R, Ia résultante des équations réduites aux termes indépendants de
%, ¢e que I'on pouvait prévoir a priori.

Comme il est aisé de voir, Ia méthode de Liouville raméne encore
la formation de Iéquation finale de k équations & k variables i celle
de k—1 équations & f—1 variables. Mais elle a Iavantage de faire
mieux ressortir la nature des termes qui composent la résultante, et
de nous conduire tout naturellement 3 des conséquences trés-impor-
tantes. Parmi elles, nous choisissons la démonstration trés-ingéniense
que M. Liouville a tirée d’un théorsme déja énoncé par Jacobi, et qui
est assez important pour former le sujet du paragraphe suivant.

S V.

Théoréme de JFacobi.

Si I'on déduit de, 'équation (11) la valeur de [a somme des solu-
tions communes Z, on aura
(1) Zx:_z 2Dy o+B'Dp mo:'(-a-‘“é")'lnr 0t0,(a, B, ...7)

of% B, ... )

Or, en substituant dans le second membre les valeurs de o/, g, .. ¥
fournies par les équations (6), le numérateur sous le signe X devien-
dra une fonetion lindaire des fonctions PSR, E . et lorsque
celles-ci seront nulles, il se réduira ., (a, B, ... 7). Par conséquent,
on aura dans ce cas
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Mais on aurait pu obtenir cette somme d’une autre fagon. On ay-
rait pu, par exemple, substituer les valeurs dey, z, ... u déduites des
A—1 derniéres équations dans [a premiére,

Désignant alors par ), P +++ v les racines simultanées des équations

3) Ghp...v)=0, ... Sk, s ... =0, w,Q,p,.. v)=0,

et déterminant X', o/, ... 5, comme avant, par les équations

dby o o db, ., db, ,

HZ+@F+'”+E\7”+6‘=O‘
(%) gy, | dE, oy I

@t hgl e St o,

dogsr  do, , do, .

ﬁl +d_y.F ++d—v~v =ha) =20,

on obtiendra

= SWDot Dbt VDb 4, (0, o .. o
) Do=—F el AT D

Or, si I'on appelle A(), 4, ... v) ou simplement A le déterminant

o, ds, ds,
D E AT T

---------

(6) ‘E‘E_o ﬁ] dgo ¥
a de ot Gy
do, de, do,

o R e
et si 'on suppose, comme ci-dessus, que I'on ait

=0, 6;=0,: ... £,=0,
il viendra simplement, d’aprés la théorie des déterminants,

iy 1
A ST, o)l v),

(7)
|y :—KAymi()\, Py ...v),

‘ 1 50 . do,
ot par &, ete., Fon entend les dérivées de A par rapport i —*, etc.
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En substituant ces valeurs dans la formule (5) et en posant, pour
abréger,

(A}‘D)'+AHDP‘+"'+AVDV)4JO=—D(X’ Py see ‘J),

on aura

B fui e ?L()" P oo ) D (R, oy .0iv)
(8) 2%— Yolky o e v) A (X, s, 9’

En identifiant maintenant cette formule 3 l'antre (2), on obtiendra

0,(a, B, "T)__ o, ., ""’)D()"I. y‘z","‘y)
(9) Zmo(a, B: Pt 7) _Z"po()‘) P‘) Ll \')A(l: P‘! 3 V).

Cette équation exprimera donc une propriété qui doit exister entre
les fonctions o5 055 ©, des solutions communes, Mais il est & noter
qu'a I'exception de la dernicre, dont le degré sera au moins infé-

rieur d’une unité & celui de w,, ces fonctions peuvent étre supposées
quelconques.
On peut supposer en particulier
@Y 55 ... W) =D(y, z, ... u),
et alors le second membre de I'équation (9) s’évanouira de lui-méme,
car on a par hypothése
@Ry 2y wae v)=0,

et par conséquent D(}, 1, .., v)=0 aussi.
On aura donc

e
2 @, (o B, . 1)_:0
; D(,B, ... v) ¥

oll »; est nécessairement d’un degré inférieur au moins d’une unijts
a celui de la fonction D.

Nous pouvons donc énoncer ce théoreme :

Sovent o, f3, ... y un systéme quelconque de solutions communes
a X équations d X varidbles :

- (10) (=, y, 5, ...w)=0, o(z,y, B W)==0, .. E(,y,2,...u),
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et D le détermenant :

b dy dy
'('i-; ZlE i d¥
a5 ds db

dazé"'dx

.......

On aura, en étendant le signe X a toutes, les systémes des solulions ¢om-
munes anx équations (10),

fl(d"ﬁc ""Y)__
(“) En(a,rs,... 7)‘0’

|
[i(es By «.vy) désignant une fonction quelconque de degré inférieur o
celut de D.

§ VL

"Nombre des solutions i dépendant

En verta du dernier théortme, on aura Iéquation

PRyt BBy, PBod.. gt
(1) a ﬁD‘ Vi i ’BD’ 'Tt+"'+%’5;)p *{920’

en désignant par o le nombre des solutions communes, et par D,
Dy, ... Dg ce que devient la fonction D(ay B, ... y) par la substitution
des solutions @By %3Baseagny -

Or, il est évident qu'on peut former autant de ces équations que
de fois on peut faire varier la somme PHg+...+1 depuis 0 jusqu’au
nombre exprimé par le degré de D diminué d’une unité.

Appelons 2 le nombre des variables, et G10y...a), les degrés des
équations ¢, 6, ... » ; posons de plus

(2) ‘ §=ay+ @y4-... +ay.

En obseryant que le degré de D est . —) » & nombre de ces équa-
tions sera

3) N

1.2.3...3 2
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car il devra étre évidemment égal & celui des termes compris dans
une équation de degré ¢—i—1,

Les A, équations (1), dont on peut faire dépendre toute autre de
la formule (11), nous prouvent que les p solutions ne sont pas toutes
arbitraires, puisqu’elles sont assujetties 4 les vérifier. Cependant il ne
faudrait pas en conclure que le nombre des solutions indépendantes
est p—A,; car, comme nous allons voir, ces A, équations de con-
dition ne sont pas toutes indépendantes. Multiplions, en effet, les
équations =0, 6=0, w,=0 par des arguments d’ordre au plus
¢—8—A—1, c—a,—l—=1' . e=say—A—1, on formera des
équations,de degré c—)—1, dont le nombre sera

g (= a—N)(c—a,—r}1)...(s—a,~1)

4:2.3.0 0 i
 (t=a, =) (s—a,—3+1)...(c— a,—1)
(&) it 1.2.5...2 /
e o G S SRR B i e R R e ol
(—a—N(s—a—r41)...(c— ar—1)
i 1.2.3..2 2

Or, au moyen d’une quelconque de celles~ci, on pourra faire dé-
pendre une quelconque des équations (1) des autres A,—1. Car, en
faisant la somme de toutes les A, équations (1), aprés les avoir res—
pectivement multipliées par des constantes convenables, on retrou-
vera les équations que fournira une des (A,), en y substituant succes-
sivement les solutions, et I’on aura, par conséquent, une somme nulle,

Remarquons toutefois que les ¢quations A, ne sont pas non plus
toutes indépendantes. Appelons, en effet, pe un argument d’ordre non
supérieur & ¢—a,—a,—)1—1, on pourra former avec le type

paP6=0. ... p,0E=0, pePo=0, ... p,E0=0,
des équations d’ordre au plus c—J—1, en nombre

(s—a,—a,—\)(c— a,—a,— )41 Jour(6—a,—a,—1)
A= i

123800
(c—a,— a;—)\)(;——-a,—a“—7~+1).. (s—@—a;—1)
(5) o 1:2:3.. ?
i A e R SR e s e

R (¢e—ar—y— D—))(6— ar—y— @y —2r--1 Joolo— 11— ar—1 )
1.2.3..5 . 2
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qu'il faudra retrancher du nombre A, pour avoir le nombre des équa-
tions (A1) qui resteront indépendantes.

Mais, de la méme manicre, les équations (A,) ne sont pas non plas
toutes indépendantes ; car, en appelant 2, un argument d’ordre au
plus c—a,—a,—a,—)—1, on pourra former avec le type

padE=0, ... p,6f0=0

des équations d’ordre au plus ¢—2—1 en nombre

A __(;—a.——a,—a,—l)(;—a.—a,—-a,—1+1)...(;~a,—a,—a5—x+1)
==

4.2.3...%

(6) by LN T 640 S ST gl adifing o Sy At s s Bt sl
(==t y—a—2)...c—ar_s— G —ar+1)
o 1.2.3...2 g

par lesquelles on réduira le nombre des ¢quations (A,) indépendantes
a4 A,—A,, et par conséquent celui des équations (A,) indépendantes
A SRR

En continuant ainsi, on yoit qu'en posant en général

7y (;—-a.—-ag-—...-af—k)(;—a,—a,-—...—a.~—>~+1)...{;—a,—a,—...—at+i)

iy 19,512 ’

(T)gs s B T N
i (= —ar ... — H—1)...(¢— D—i— Oy —...— 1)
1.2.3..% k

le nombre des équations (A,) indépendantes sera
Av—Agt Ay (— 1A,

Par conséquent, le nombre des équations de condition (1) indépen-
dantes, c'est-a-dire qu’on ne pourra pas retrouver a I'aide des équa-
tions proposées, sera

(8) N:AO—-Ai—f—Ag—-As—l—...—-(—l)XAx_l.

Or, je dis que ce nombre N se réduit simplement & a,a,a,...a3—( ax—1.

En eflet, on peut mettre ce second membre sous la forme
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(U altmd (1a)sma =t (1 pgommmige | | +(14-g)e—m—1}
i { (1+x)c—a,—a,—1+(1 +$);—a,—a,—x+ £ .+(1+w);—a1_,-—a1—1 }
1 = { (1 +w);—a.-a;—a3—1+(1 _,_w);—a.—ara;_[_' 3 +( 1+x);"‘ﬂ-z—“’-'—”)

1232 oy sl s i T SR B

---------------- pire 8 &0 R BibEL .

(_i))\{(l_l_w)a,—l_l_(i +m)“"‘+(1—|—a;)“=“—|—...+(1+x)”’~‘1}

=22 sl abt) (0t (10t (1t =

1 [ o a,(a,—1)

_i"'(l)D“ﬂLTj?c (“"'"“*aﬁm""--- ) (az+a’(a;,;”m+...) (ax+53(“—;_—”m+...)]

=—1-ta,0,0,...a7_,a).

Observons maintenant que le nombre des quantités D est égal a
4y9s...ax==p. Si donc on élimine des A, équations de eondition (1)
les fonctions D, ce qui pourra se faire en éliminant simplement leurs
rapports, et exigera p—1 équations, on aura précisément employé le
nombre d'équations de condition qui, d’aprés ce qui précede, doivent
rester indépendantes. Les autres, dont le hombre sera

(9) B=A,—a40,...00+1,

exprimeront des conditions qui doivent exister entre les quantités
ToYi%ye- Uy Ty Uy, ... ZoYoZoen Uy,

afin qu'elles puissent dtre regardées comme des solutions des équa-

tions proposées.

Ainsi les p solutions communes, loin d’tre arbitraires, sont assu-
jetlies & vérifier B équations de ccondition.

CGependant ces B équations ne sont pas encore toutes indépendantes,
Pour le prouver dans un cas particulier, nous chercherons quel est ce
nombre lorsqu’on SUPpose a,==a,=aq,...==a==n. A cet eflet, nous
donnerons d’abord ce théoréme

Pour déterminer un systome de ) ¢quations de a® ordre ¢ )\ varia-
bles, il est nécessaire e suffisant de connaitre

(n4-1) (n4-2)...(n+2)

1,23..9 p

systemes de solutions.
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Appelons, en effet, P ce nombre, et substituons, dans une équation
de a®me ordre, dont les coefficients seront considérés comme incon-
nus, P de ces systemes de solutions ; nous obtiendrons P équations
linéaires par rapport anx coellicients. Mais le nombre des coefficients
qu'il faudrait déterminer étant .

(n+i)(n+2)...(n+l)_
1.2.3..0 Tl
et n’ayant, d’autre part, & notre disposition, que P équations, il res-
tera 2 coefficients dont les valeurs seront arbitraires, et que nous ap-
pellerons «, @, ... 5. En éliminant maintenant les autres coefficients,

la valeur de I'un quelconque d'entre eux, dy coefficient, par exemple,
de Pargument TPy .. ut, aura eette expression

“qur...t",‘ ﬁqur...z"*‘- -t )’Cpqr...l >

y, o - Coqr...» désignant des fonctions d’arguments for-
mées a Iaide des solutions communes. On pourra donc metire une
des équations, telle que 9, sous la forme

(10) o= “Z'Aw-n XY ut
+{32qu,_, YRt - yZCpqrm,xquz’. s 2

Toute autre équation 0, qui, par hypothése, devra s'évanouir en vertu
des mémes solations, prendra aussi la forme

(11) O 3 Ay P,
-+ ‘B’Z‘Bw--- 1Y a4 .y'z.cw,,,,x”y"z'. oty

oud, B, ... sont d’autres coeflicients arbitraires différents des pre-
miers ; autrement les deux équations ¢ et 5 coincideraient. On aura
dela sorte 2 équations de a forme (10) et (11), auxquelles satisferont
les P systémes de solutions ; et Fon remarquera que toutes les équa-
tions en nombre infini, susceptibles d’avoir les p solutions, par cela
seul qu’elles en admettent P, doivent avoir les formes susdites. Or,

. - . i )
il est bien évident quen supposant que pour les p systemes de solu-
tions on ait
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(12) Equ,._ P ut=0,

Zqu,,‘_,xl’yqz”...u‘, ZCpq,._,,xl’yqz"...ul;
les équations =0, o= 0, etc., seront satisfaites aussi par ces p so-
lutions. Réciproquement , en exprimant, a I'aide des équations (10),
(11), ete., les fonctions (12) en fonction linéaire de o, 0, etc., on verra
qu'elles devront s’annuler en méme temps qu'elles. D’ailleurs, les
équations (12) sont bien de g™ opdre et a ) variables; donc on aura
bien trouvé les équations que I'on cherchait, & I'aide seulement de P
systemes de solutions.
De la on conclut que les autres systemes de solutions
(13) ' p-P=ph BEDOR). oy | ]

2.5...%
sont dépendants des autres, et I'on a, par conséquent, cet autre théo-
réme :
Etant donnés n» systémes de solutions communes d ) équations de
0™ ordre, il y aura entre ces solutions

% (n+1)(n42)...(n4-2)
o) Mp B i i R 1.23...0—1)

équations de condition,
Or, dans le cas particulier que nous considérons, le nombre B des
équations de condition aurait été, d’aprés la formule (9),

i (m—x)(m—x+1)...(>m—1) .
o 12555 L

mais puisque, au contraire, ce vrai nombre est donnd par la for-
mule (14), il y aura parmi Jes équations (B) un nombre

___()m—l)...(kn—ﬂ (n+1)(n+2 w(n4) %
(15) B-p—p)= 125,07+ 4.2.5...@_4) A=Al +)

d’équations qui dépendent encore des autres.
Supposons, par exemple, A=3; on aura

A(P— )= (n-‘l)(Sn’—-n—lQ)

p (n—d)(7n‘-’—11n)
2 o Be 2

?

B—i(p—P)= (n-—l)(n—2)(n~ 3).
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Pour =1 on trouvera

(n—1)(8115— 89n*--16n—84)
BA Bl 123

Lorsque les exposants a seront quelconques, la réduction du nombre
B exigera I'examen de chaque cas particulier, car elle dépend de Ia
grandeur méme des exposants. Le lecteur studieux pourra consulter
atilement & ce sujet I'excellent Mémoire de M. Jacobi (Journal de
“ Crelle, XV), dont nous avons tiché de généraliser ici les résaltats, Ce
Sera assez pour nous de I’avoir mis en garde contre cet arbitraire dont,
au premier abord, paraissent doudes les solutions communes, De plus
amples détails seraient contraires & Ia nature de cet ouvrage.




CHAPITRE 1L

RECHERCHE ET FORMATION DE LA RESULTANTE,

§L

Expression et degré de la résaltante,

Soient
Pa =Zapq,., st 2PYZ". L,
@ =2bpq,_ st Y. s,
0 te= St

7 22 bogr.. s Y95 .. f,

A équations homogénes entre A— 1 variables B AU

Il est évident que le nombre de ces équations étant supérieur d’une
unité & celui des variables, il ne pourra pas exister une solution com-
mune & ces équations, & moins que leurs coefficients ne remplissent
une certaine condition, sans quoi la solution commune pourrait tou-
jours &tre rendue impossible. La fonction qui exprimera la condition
nécessaire et sulfisante pour que les proposées admettent une solution
commune sera appelée la résultante. Voici la maniére de la trouver,

Soient

(2) B1Y1Z1eethyy  BaYsZBy.iilly, ... LoYpSp- - -Up

les p solutions communes aux J—1 premicres équations. Substituons
ehacune d’elles dans la dernicre, et formons le produit de toutes les
fonctions qui en résulteront. K appelant R la résultante, on aura

(3) R=Co,y, . ..4)0s( 3y 00 ths)er @y paentsy),
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C désignant une constante propre & rendre entiere la fonction repré-
sentée par le second membre. ;

Ce produit, étant une fonction symétrique de toutes les solutions
communes, pourra se décomposer en une somme de fonctions sem-
blables 4 la o,, p- 147, et sera par conséquent une fonction des
coefficients des équations proposées. On aura obtenu de la sorte Ia ré-
sultante ; ear on voit que ce produit s'annulera toates les fois qu’il y
aura une solution commune ; et que, réciproquement, il ne s’annulera
Pas si celte solution n'existe pas. )

Cette fonction, contenant autant de facteurs w, qu'il y a de systemes
de solutions communes aus ) — 1 premiéres équations, sera, par rap-
port aux coefficients de |a derniére, de degré égal au nombre de ees
solations. Or, d’apres ee que nous avons vu au § ur, chapitre I, en
appelant o ce nombre, et a,b,¢, ...k, 1les degrés respectifs des équa-
tions (1), on a

\ 3
2 —abe. "k-i’

7 désignant, pour abréger, le produit des degrés. Donc -lrfsem le degré

de la résultante par rapport aux coeflficients de I'équation g, Mais les
mémes raisonnements aurajent pu étre appliqués sur une autre quel-
conque des équations (1); et I'on ge convaincra ainsi que la résultante
sera de degré

™ ki3
g i
a al’

=~ &

S

parrapport aux coeflicients des équations Pas Pos Per +++ @y TESpeECtive-
ment. Par conséquent, comme la résultante les contient tous, le degré
total de la résultante sera

S S

On aura ensuite le facteur C, en prenant le plus grand dénominateur

dont peuyent &tre. allectées les fonctions . Le dénominateur est tou-

Jours une puissance de la résultante des A—1 premiéres équations

réduites & lears plus hauts termes homogenes, que nous appellerons
.
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A;. Or, comme la plus grande des sommes des exposants de o sera I,
il s’ensuit qu’on aura, d’aprés le théoreme de Schlaeffli,

C=All,
et, par conséquent,

(%) R=A/q>l(a:,y,...u‘)q>l(:cgy2...u2)...cp,(xpyp...up).
D’ailleurs, en raisonnant comme au § 1, chap. 11, deuxieme partie,
on prouvera que la résultante est isobarique et de poids = par rapport
& chaque indice des coefficients (g, b, ¢, ... k, l). Ainsi, de ce qui
préceéde on déduira aisément le théoreme qui suit:
Etant données ) équations homogénes entre X variables, x, ¥iabe¥,
lelles que

g :Eam,_ st BRI uty,
=D bogr.. 0t ZPY%2".. .U,
Pb pgr...s

e =ZCP'I'-- st BPYT L ut,

o =2lpq,._“ st TPy 92", . usyt,
de degré respectivement a, b, c, ... |, dont nous désignerons le produit
par =, et dans lesquelles les indices des coefficients suivent la grandeur
et Uordre des exposanis, leur résultante sera : 1° une fonction homo-

W ™

géne el de degre respectivement E, %, o' *** Tr bar rapport auz coeffi-

cients des équalions Pas Pos +-- @y el de degré w(§+%+§+...+%)

par rapport a leur ensemble ; 2° isobarique et de poids = par rap-
port auw indices correspondants & une méme variable, qui servent avec
les autres & caractériser les coefficients dans les diverses équations;
3° isobarique et de poids = par rapport a U'ensemble des indices.

Il est bon encore de remarquer que la valeur numérique de la ré-
sultante ne change pas si I'on y change entre eux deuz des indices des
coefficients relatifs a deuw des variables; c'est-a~dire s; I'on change,
par exemple, tous les indices p en g, et tous les indices q en p. En effet,
cet échange revient & échanger entre elles deux des variables, par exem-
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Ple z ety ce qui ne peut pas altérer le nombre ni la valeur des so-
lutions communes, ni non plus, par conséquent, la condition de leur
coexistence. La méme chose aura lieu si Fon échange entre eux Jes

coefficients de deux équations quelconques. Par conséquent, on pourra

déduire d’un terme donné de la résultante (1+&—:“)3—1 autres

termes, qui auront, au signe prés, le méme coefficient. On peut vé-
rifier cela sur la résultante que nous avons donnée p. 139,

§ 1L

Formation de la résultante au moyen des fonctions symétriques.

Comme nous avons fait observer dans le paragraphe précédent, en
décomposant la résultante en une somme de facteurs symétriques de
la forme w;, on pourra en calculer Pexpression an moyen des coeffi—
cients des équations proposées. Mais ce calcul sera encore bien pé-
nible, et 'on ne pourra gagner quelque chose en suivant cette voie
qu’en ayant recours & la méthode logarithmique de Lagrange, que
nous rappellerons ici bas. Cependant, avant de I'exposer, il sera bon
de faire voir comment on peut obtenir facilement quelques termes.

D’abord, un des termes de R sera évidemment

A bogo,. o(2 12,2, oTp).
Mais le numérateur de L1Z,...%; est ce que devient la résultante des
»—1 premiéres équations, apres y avoir fait x= 0. Soit A, cette ré-

sultante, on aura

Az
BTy =12,

et, par conséquent, ce terme deviendra
lploo...oAl:v
En appelant de la méme maniere Ay, A, etc., les résultantes des

équations susdites pour y=0, z=0, etc., et en observant que le
terme constant de g, fournit le terme A/} Poo....o10 quon peut écrire par
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symétrie A’ Loy, o, lorsqu’on suppose les équations homogéues, on aura
(l) R:lploo...oAlx"'llolo. .oAly+lool...oAlz+"'+leoo.‘.loAu"!'ano....olAv-i—---
L’échange ensuite des lettres et des indices fera connaitre une quan-
tité d’autres termes.

Les termes, maintenant, qui dépendent des fonctions sz, 3y, ...
Zu seront aussi faciles & trouver ; car il suffira d’opérer sur A, avec
les symboles |

2y —10,.. O grr Zpg_yy Oyysy ... 2ty g r.5—1,100, 4 1

en convenant de remplacer sous le signe X a lettre g par les 2—1 pre-‘
micéres lettres a, b, ¢, ... k. Pour comprendre cela, il faut observer
que I'équation finale en z des 31— 1 premieres équations peut dtre
considérée comme la résultante de ces )— 1 équations, En supposant
pour un moment que la variable 2 se réduise & une constante, et que
les coefficients des arguments formés avec les 1—1 variables restan-
tes, lesquels seront des fonctions de 2, aient été désignés par de sim-
ples lettres, il suffira, pour développer et ordonner la résultante par
rapport a z, de remplacer ces lettres par les fonctions qu’elles repré-
sentent, en tenant compte successivement des termes, & mesure qu'’ils
peuvent servir a former le méme argument en z dans la résultante.
Or, pour obtenir la puissance xoe-- k=1 31 suffira de conserver, dans
chaque lettre qui entre dans un terme de Ja résultante, la puissance
la plus haute de z, excepté dans une, ont I'on prendra la puissance im-
médiatement inférieure ; e qui exigera simplement de remplacer le
coellicient a,, . par @p—1,7..,» dont -est affectée une puissance de x
inférieure d’une unité, :

Par conséquent, en appelant (A)_,, (A)=ys -. (Ap)—y les résultats
respectifs de ces opérations, on aura les valeurs suivantes des termes
en question :

Dt 1=y
lo,o...o,l lx,o...o,l—i Al (Al)—.z:v

p—1 (—1

(2) e .0, Voin, nol=1Ay (Al>--u’

p—1 =1

\ lo,o...o,l lo,(}...l,l—l A (Al)‘—ll'
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Il sera encore aisé¢ de voir que les termes dépendant des fonctions
X425, &, YilfseaiYs
Z z ’ ET, GtC-,
fourniront dans la résultante les termes

P—1 -1
Lol cited loo..iot A, (e )is
p—1 (—1

(3) lono...o,l—t loo. ot Ay (Ay)y )

-----------

1

—1 =
Z‘:)0...01—1 loo...ol Al (Au)u )
en appelant

(Aa)ar  (A)yy oo (AL
les résultats des opérations fuites avec les symboles

.

Eaﬁl,q,r...aap,q,r...v Eap.q-!-l,r...aap‘q,r..., e Za‘p,q,r...s-f-l,taap,q.r...

sur les fonctions A, BN D B

En joignant les termes (2) et (3) & ceux du second membre de 1'¢-
quation (1), on aura déja formé une partie de la résultante. Si ensuit
on échange dans les termes deqx & deux; soit les indices, soit les let=
tres, on connaitra une plus grande quantité de termes, Mais si 'on
continuait 4 suivre ce procédé, on s'apercevrait bientat, par les ealculy
rebutants qu’entrainent fes fonetions symétriques multiples, qu’il est
presque impossible en pratique. Il sera done préférable d’employer la
méthode logarithmique que Lagrange avait déja donnée pour e cas
d’'une variable, et qui réduit Jes calculs & ceux des fonctions symé-
triques simples. Observons, 4 cet effet, que de I'équation (4) du para-
graphe précédent on tire

log R=1log A;+ log (&Y yen ) +log QT oY s tly) e
Développant chaque logarithme, on obtiendra
logR—=1 log A, 2Cpqp.. s [ZaPytsr., ],

ott Cygy...5s désigne une certaine fonction des coefficients de o, et la
quantité sous parenthese une fonclion syméirique simple des solutions
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communes, qu’on pourra plus aisément calculer. Alors, en posant
1= 2Cpq..s [ZaPy'a". . ],
on aura la valeur de R par la série
! : 72 73
R, [11—1‘+m+m+...],
pourvu que I'on néglige, dans le développement des fonctions r, les
termes dont le degré dépassera celui que doit avoir la résultante.

§ I

Méthode de Bezout.

Quoique cette méthode ait le défaut d’introduire des facteurs dtran-
gers dans la résultante , le principe sur lequel elle repose mérite de
ne pas étre oublié. Peut-&tre pourra-t-il un Jour conduire a de meil-
leurs résultats, comme I'a déja fait M. Silvester pour le cas de trois
équations. Dans cette méthode, on se propose d’obtenir, au moyen
des équations données, un systeme d'équations tel, que leur nombre
soit précisément égal au nombre des coefficients arbitraires qu’elles
sont amenées a contenir. Alors on comprend qu’en éliminant ces
coefficients arbitraires, on obtiendra la résultante que I'on cherchait.

A cet effet, on multiplie chaque équation %a par un polynome @, a
coefficients arbitraires tellement choisis que la somme des produits

ainsi obtenus soit égale & zéro. Soit F cette somme, on aura
(1) F= q)a?a+(pbq)b+(pc?c+'-'+q)l§°l= 0.
Egalons & zéro les coefficients de tous les arguments de F, dont nous

appellerons ¢ le degré ; on obtiendra entre les coefficients arbitraires
un nombre

( _2) ol O4+1)(3+2). ..(041—1 )

1.235...(0—1)

d’équations linéaircs. Lorsque I'élimination des coefficients arbitraires
eompris dans ces N équations sera possible, les équations proposées
¢ admeltront évidemment une solution commune ; car alors une équa-
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tion quelconque o, sera Ia conséquence des autres. Ainsi la résultante,
ou la condition de la coexistence des équations proposées, dépendra
de la condition de la coexistence des équations N, c’est-a-dire de leur
résultante. Tout se réduit donc 3 éliminer les variables d’un systéme
d’équations linéaires données. Si Je nombre des coefficients arbitraires
qui figurent dans les N équations linéaires était égal au nombre de
ces mémes équations, la résultante en serait bientdt connue. Mais il
est généralement impossible d’égaliser ces deux nombres; ainsi, on
ne peut se proposer que d’assigner la valeur la plus convenable au
degré 9 de F, pour que la différence entre ces deux nombres soit la
moindre possible.
On peut poser, d’aprés Bezout,

(3) d=a-+ b+c+...+l—(l—1),

en appelant, comme avant, q, b, ¢, ... les degrés des équations Pas
q;;, Pes «++, €t X leur nombre. 1l est d’ailleurs assez naturel de prendre
les degrés des fonctions Py Dy, o, ... égaux respectivement & ¢—.q,
0—1b, d—ec, ..., afin de donner aux produits g le méme degré. On
sassurera facilement que par cette valeur de 9 le nombre des coeffi-
ficients arbitraires sera bien plus grand que celui des équations de
condition, mais non inférieur; autrement, I'élimination serait im-
possible. Supposons, par exemple, ) =4. Le raisonnement que nous
faisons dans ce cas s'appliquera aisément & un cas quelconque. Le
nombre des coefficients arbitraives est, d’une part, la somme des ar-
guments des fonctions ®,  sayoir -

r;52(s—a—2) ($—a—1)(s—a),

en posant, pour abréger, s—=g-4-p4 ¢ d, et en faisant successive—
ment a—=a, =b, =c¢, =d; d’autre part, le nombre des équations
de condition est égal au nombre des arguments de la fonction F,
c’est-a-~dire A

1
1.2507=2) (s—1).s;
il s’agira de prouver que le premier nombre est plus grand que le
second , ou que
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(a+b4c—2) (@+b~+c—1)(a+b4-c) '
+(a+b+d—2)(a-4-b-d—1) (@+-b+4d) | >(a+b-c4-d—2) (a+b+c+d—2
+(a—+04-d—2) (a-c4-d—1) (a+c+4-a) (a4-b—c—d).
+(0+o0+d—2) (b+c4-d—1) (b4-e+-d)

Or, quels que soient les termes littéraux qu’on choisisse dans les trois
facteurs du second membre, par exemple, abd, b%d, ..., pour les mul-
tiplier ensemble, il est évident qu'ils se trouveront reproduits au
moins une fois dans un des quatre produits formés par les combinai-
sons trois & trois des degrés a, b, ¢, d. Car, en formant un terme du
second membre, on ne fait que former une des combinaisons avec ou
sans répétition des quatre quantités a, b, ¢, d prises trois 4 trois, les-
quelles se trouvent déja toutes faites dans Je premier membre. Mais il
est évident que les combinaisons avec répélition se trouveront un plus
grand nombre de fois dans le premier membre que dans le second ;
ainsi I'inégalité susdite aura bien certainement lieu.

- Les transformations suivantes confirmeront dafantage ce que nous
venons de dire. On a ponr J=4 :

Z(s—0—2)(s—a—1)(s— a)
=(s—2) (s—1) s+ (s— 2)%a (a—1)+ (s—1)3a (a—2)+2a*(s—a),

et pour =35,

Z(s—a—23) (s—~a—2)(s— g~ 1)(s—a)
=(s—3)(s—2) (—1)s4-(s—3) (s—2)2a(a—-1)+(s~—3) (s=-1)2a(a—2)
+(6—2) (s—1) 30 (6—3)-H Mo )| 3(s-2) )

@oit 'on voit qu'au deli de g, ete.=2, ou =3, les premiers mem-—
bres seront toujours plus grands que les premiers termes des seconds (*),

(*) M. Cayley a généralisé cette propriété, et il a trouve qu’en posant, pour abréger,
$=a - . .y,
A=[sP-1, B=3[s—a; 1, C=3s [s—ai—a;P-1, ete.,
on a

A—B-+ C—D--E—étei==0,

B—C+D—EL+ ete.>0,

C—D--E—ete. ... >0,

D—E+-etc. . . . >0.
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On aura ainsi généralement

() oefs ag (8= a2 2)(s-a—A4-3)... (s> B+ 2er3) s

1.2.3...0—1) 1.2.5.., —1)

En supposant maintenant que la résultante des ¢quations linéaires
ait été obtenue, il nous reste encore a vérifier si lo degré de cette
fonction sera au moins non inférieur au degré que doit avoir la 26~
sultante des équations proposées, & savoir :

ﬂ(f—z+%+---+;—) 3

et a vérifier, par conséquent, si la valeur de ¢ a été convenablement
choisie. Or, le degré de la résultante des équations linéaires étant égal
a leur nombre, P'inégalité qu’il s’agit de prouver se réduit a celle-ci :

(s—+2)(s—2+5)...(s—N)s_ 1 4 i
1.2.3...0—1) >"(E+'5+"‘+T)‘

(3)

C’est ce qui se rendra trés-évident en mettant cette inégalité sous la
forme suivante :

LR +a)'—(1-hag) (1-+-ba) (1 +co)... (1 +1)]} > 0,

=0

et en observant qu’on a toujours
(1+z)f'=(1+az+..)1 Fba+...).. (14 lo+.. ) > 1 fax)...(14-lx).

Supposons donc que I'on ait adopté la valeur (3) de 9. Il y aura
dans les

N— (s—242)(s—2r43).... (s—1)s
e 1,2.3...(0—1)

équations un nombre de coefficients inutiles indiqué par I'excés du
premier membre de I'inégalité (5) sur le second. Soit E cet exces. Ces
coelficients étant tout & fait arbitraires, on pourra s'en servir pour

rendre le nombre des équations égal & celui des coelficients & ¢limj—
ner, soit en les annulant, soit en les assujettissant 4 E équations de
condition nouvelles et entitrement arbitraires, A Paide de ces nou-
velles équations, qu’on établira en plus des premitres N équations
de condition, on pourra le plus souvent abréger les calculs, & cause
de la symétrie des calculs, lesquels feront ressortir immédiatement
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les facteurs étrangers au résultat final de I'élimination. C’est dans la
recherche de ce facteur étranger, d’autant plus pénible que son degré
sera plus grand, que consistent la difficulté et le défaut de la mé-
thode. Afin de diminuer ce degré ou cet exces, il conviendra donc de
prendre pour J le nombre le plus petit possible propre & satisfaire aux
deux inégalités
Z(a—a'+2)(d‘—a+2)---(3—a+1——1)>(a+1)(&+2)...(8+A—1)
150 1
>n (;+b—+---+ l—) )

en se rappelant que, d’aprés ce qui précede, la limite supérieure de
ce nombre sera d— -1,

Ainsi, pour a=b=c=d=3, 3=A4, cette limite serait 9; cepen-
dant, en prenant d=Y, on trouve encore

adll) 93 Bl e

1.2.5 123

Si I'on prenait, au contraire, 0=6, on aurait

4 7.8.9
m4.5.6<1—.2~.3<4.27,

et, par conséquent, on ne pourrait rien obtenir. Dans le premier cas,
le facteur étranger sera de degré 120— 108—12.

Supposons encore a=b=c=d=2. On prendra d=4 au licu de
90=>5, que donnerait la formule (3), et le facteur étranger se réduira
a n’étre que du troisieme degré.

§ 1v.

Méthode de Sylvester.

.

Les quelques mots que nous allons donner sur cette méthode seront
assez compris, si I'on se rappelle ce que nous avons déja écrit, au
§ 1v, chap. 11, deusieme partie, sur ce sujet.

Cette méthode, comme on aura remarqué, a pour bhut de déduire
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des équations proposées des équations telles, que le nombre des argu-
ments qui y ligurent soit égal au nombre des ¢quations et au degré
de la résultante. Alors, en traitant les arguments comme des varia-
bles d’un systeme linéaire d’équations, on aura par leur élimination
I'expression de la résultante sous forme de déterminant.

A cet effet, on multiplie chaque équation g, par un augmentatif

Yo' (pgdr+...+=d—a),

et I'on forme autant de ces produits qu’il est nécessaire pour que le
nombre des augmentatifs

(8—a+1)(d—a+9)... (0—a-1)
2 1.2.5...0—1) 2

qui sera le nombre méme des équations, devienne égal au mombre
des arguments contenus dans une équation de degré 9, ou

(3H1)(3+2)...(542—1)
1.2.3...0—1)

On voit immédiatement que cette méthode, sauf 3 remplacer les
augmentatifs par des coelficients arbitraires, ressemble beaucoup &
celle de Bezout. Mais elle a sur celle-ci Favantage de pouvoir étre ap-
pliquée plus aisément & la recherche de Ia résultante, en tirant parti
des propriétés de la résultante elle-méme, dont nous parlerons ensuite,
ou de nouvelles équations que I'on peut déduire en combinant conve~
nablement les équations proposées.

Soient, par exemple, les équations

¢=a2" + by® + ¢z + du? + 2exy -+ 2wz +2gxu + 2hyz + Uyu + Azu—0
o= "B by + ¢' 52+ d"ul 4 2’y 2f'zz+ 24" 2u~+ 2 "yz+ 2% "Yu-+21"zu,
o =" V2 ¢ 52 i 2¢"wy+ 2 x5+ 2" Tu+ 20" Y2+ 2k yu+20"zu,
@ =0a" 2 0"y ¢ 52 A" U2 De 5" Y42/ w2 4-29" wu~+20"y s+ 20" yu+21" zu !

de second degré & quatre variables,
D'aprés le théoreme de Hess, qu’on trouvera démontré au chapi-
tre III, les dérivées partielles

dA " dA dA dA
dz’ dy' 4z’ du

?
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du déterminant A

do,  dgy  dg,  dy,
de’ dy’ dz' du
de, do, do do
de” dy ' dz ' du
dys  do, ' de, ' 'dg,
dn’ dy' dz' du
do, do, do, dgs
dz’ dy' Wz du
s'annulent en méme temps que les équations proposées. Or, ces déri—
vées sont de troisicme degré par rapport aux variables, et de quatrieme

par rapport aux coefficients. En multipliant donc les proposées par
les augmentatifs z, y, z, u, on formera avec les dérivées un systéme
de 16+-4=20 équations de (roisicme degré, qui comprendront pré-

14} 4.5.6 . $i: ! 2
cisement .——=—20 arguments. D’ailleurs, la résultante qu’on obtien-
1.23 ’

dra en ¢liminant les arguments sera de degré 16 +4.4— 32—14.9°,
qui est celui de la résultante des équations proposées.
En désignant ainsi, en géuéral, par le symbole (abed)le déterminant

ganisilevid

a r b r c r d A
af/ bll c// d”
a/// b!l/ c’ll d’//

et en posant
a,=(aefg)  ay=—(behk) @,—= (¢fhl) a,=— (dgkl)

a; = (aefk)— (aegh)4-(abfy) 4y == (aefl)— (aceg)+(afgh)
a, = (adef)— (aegl)+(afgk) a; = (begh)— (befk)4- (abhk)
ay = (beek)— (behl)—+(cehk) a,,= (bdeh)—(bghk)—{-(bekl)
@y= (achl)— (cefl)+(cfhg) _ @y, = (befl) +(cehl)+(cfhk)
gy = (edfh)+- (efel)+(cqhl) ay, = (adkl)— (dfgk)+ (degl)

a=— (bdgl)+ (dghk)— (dekl)  a,—— (dfkl) ~+(cdgk)—(dghl)
;= (aehk)+(abfk)— (abgh)— (befg)
a—=— (aecl)— (afhl)— (cefg) +(ahcg)
a,,= (adel)+(agkl) +(defy)—(adfk)
a.= (beek)—(cehk) -+ (befk)— (bf hl)
ay = (dehk) +(bgkl) -4 (bdgh)— (bdl)
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a=-— (edfk) — (edgh)— (dfhl)+ (cghl)

a5 =(abeg)+(ach!)+-(abfl)— (acek) — (afhk)+ 2(efqh)
a,=(adeh)+-(aghk)-— aekl -+ (abdf)— (abg!) ~+(fegk)

ay=(acde)+(aghl)+(acgk) — (adfh)—

(afkl)+2(efgl)

) (befl)+(bceg)—+—(abhl)+(bfgh)+(abck)— 2efhk;

= (begl)+ (bfgkj— (blef)— (abdl)—

(abkl)— 2(eghk)

0= (begk)— (bede)— (bdfh)— (bghl) +bfkel— 2(chki)
5= (abel) +-(befg)— (cefk)— (achl)— (cehg)— 2¢fhl
3= — (acdh)— (akel)— (cdef )— (cegl) — (cfgk)+ 2(fghi)
g, = (oghk)+-(begl) +-(cekl— (bedf )— (cdeh)— 2(fhkl)
ay,=(defk) - (degh) +(bdfg)— adhk — abdl+ 2(egkl)

a,=(acdk)+ (adhlk)—-(defl)— (deeg)—

(dght) 4 2{fght)

@ == (k) (baft)—(bodg)~ (odek)— (deht) —2(ghki)
ay=(abed)— 2(ahkl)— 2(efkl)+-2(defh)+ 2Aeghl) +2(cegh)+2(bfgl)

+2(fghk),

191

la résultante sera le déterminant qui suit, en supposant que les places

vides soient remplies par des zéros :

::NSBN,:

ma g
=

-
=

B S % ISR e = {: ”:. f 9;: -: &? §’ 53 Eﬁ
a e 2f 1120 B ¢ d 2 2% 2
a' Ze!, O 2gl ] ¢ d’ 21 2K o
a,, 2011 2 Ilﬂ Qg" b” 0” dll 2"4” Qk” Q l”
a” 9" 2,7!/ ng b P d" " o 21'//
b a % 2 2k ¢ d 2f 2¢ 2l
b a' 2’ 20 2 ¢ d of 2g" 1A
b’ a’ 2" 2h” ok al a’ 2f” 24" .1
b a” 2" 20" o i a” e 29" L
¢ a b 2f 2h 9 d 2 29 2k
¢ a' b 2f 2. 2 d 2 2 2K
c” a.’l bl/ 2[1’ 2,,,// Ql” d// Qe// lel Qk”
¢4 a” b 27 2 214 d e 2" 2k"
d a b c 29 2% 2 2 2f 2h
a a' b’ ¢ 9 9% 9 2 2f 2
da" a” b’ ¢ 29" 2" 2 2" 2" 2N
d:n (LW bw e 29:// QK" 9" 9 z/w op
da, a, a,, a, 3a, 3213 Sa; 244, Gsg @y, 2a,, oo Q5o 2a,, a5, A5 gy 2a,, 2ty sy
a, das @y @20, a, a,, Sa, 3a, Sy Uyg 2t Oy @y, 24, @5 2050 e, a5, 2a,,
ag @ day Ay Ogy 2an Aoy Ugg Qaso g 30,4, sa" 5“43 Ay; Ugy 2(!,, G-)-an Ay Quao a5,

Ay

Dlyo Olys 40, gy G352, Ay Ggg 2y, gy Gy 2 3y, 34y By 55 2t 2tss 2ty
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De la il est aisé de voir que la résultante sera une fonction lindaire
de produits de huit déterminants formés par quatre colonnes quelcon-
ques des coefficients des équations proposées, soumis pourtant a la loi
de I'équipollence. Un, par exemple, de ces produits sera un quelconque
du produit
20, 2a,,  2a, sy
2a,, 20, a, 2a,

2“29 a35 2a30 2a3l
Qg 20, 205 2a,

Soient encore, comme exemple, les équations
Z4-y+2=0, z*=a, y'=b, z‘=c.

On trouvera que leur résultante peut se mettre sous la forme d'un dé-
terminant, ainsi qu’il suit :

a s gl R TR %
L5t O b nwd et e b E o2
oy I (gt e Rt gl |
s ealap Lol et B &l A e
USRS L | e Al TR A P e G |
SIS MESE S e | g - S
P T NG B (b T A R,
R e e B R e M 0 U .
D s e o E et e L |
T A AT SRS AR i Pl e
B g e 0 g s .
a7 oy el [T s RN o e 1 PR N
Al . . T, | B P
e T SR g e Il byl SRS A R MR R
SRR e N PR TR G i .
SR VU e e TR e | L 3
bt RORNE S 2 o sy P SEeae i IR TR R e S
sERE I P g eI QG T SR, ok

en sous-entendant que les places vides soient comblées par des zéros.
Les produits marqués dessus servent & vérifier la provenance des élé-
ments du déterminant.



CHAPITRE III.

PROPRIETES DE LA RESULTANTE.

PREMIER THEOREME. Etant données ) équations homogénes entre )
variables x, y, z, ... v,

i ?a =2apr%r‘---l ;vpyqzra . .‘U',
o =2bpﬂﬂ',- ..lwpyqzr- . .'v’,
(1) ?C =Ecp’q:r»"-‘ wpyqzrtt .1)‘,

b, Z lp.q,r,..‘zw"y"z’. U
de degré a, b, c, ... | respectivement, leur résultante R satisfera aux

1(1-;1) équations auw dérivées partielles de la forme

N L dR
(2) Edap,q,r,,_; axyap,q,r,.. i +Zm ) a:ybp, 7
LBLL dR
+Ed0p.q,r,-.t Faalpgsot:s +2m ,axylp,q,r,...u =0.

Ixylp,q,... lant le coefficient de < dans I'aceroissement que regoit le coef-
ficient a, .., lorsqu'on change dans les équations proposées x en

X+-cy, el Xy désignant une quelconque des combinaisons que U'on peut
faire deuz a deux des ) variables.

Posons, en effet, £ =1’ <y dans les équations susdites ; elles se
transformeront dans les suivantes :

(D“:ZAp,q,r,...zai"’yqz". v
®o= By gr,.. Y ¥,
(3) (Dczch»q,r,--.tx’pyqzr. . .’U‘,
. :ZL aitye . X PYITT L0,
13
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A, B, C, ... L étant des fonctions des mémes coefficients, de la forme

A=y, .+ a(l)apyq,r.u i a(Q)GP.q,r,- L
B= bpiqt"w el + é(g)bp,lhh-.--.l E‘-!_ é(nbpafbl'v--lsz' ol &

bl RO T L
ou a(i)ap,q,r,...l’ a(l)bp,q,r,...h amlp,q,r, %
désignent en général les coelficients de < dans les expressions des
nouveaux coefficients.

La résultante R, qui était par hypothese représentée par la fonction
F(ap,q,r,.,.n bp,g!r,...tr cp,q,r, l'_&lp,q, )
deviendra

F(Ap,q,r,. B Al B

20 B A C

DsqsTy ool Lp,q,r,...t)
et sera, par conséquent, de la forme
R4-00Re - 0@ Re2 4., .,

o I'on a en particulier pour le coefficient de ¢,

)
ap,pr ‘ p’qi"’ l+2dbp q,r, a\ bl’ 1 G5¥yen

dR
+Zd0p,q.r,..¢a( gttty +Zdt 0.t )lpfq,_r,---v
et A pg,...c €N général TRl Bt entd 2

Supposons maintenant que le systéme (;, Yis By +-+ vi) de valeurs
particulidres atiribuées aux variables %, Y, %, ... v 80it propre 4 véri-
fier les équations (1), on aura dans cette hypothése

(6) Nz g
Mais le systeme (x4 cy,, yy, 2, ..., Vi) sera encore propre A vérifier
les équations transformées (3), et, par conséquent on aura encore
R+-0WRe4-0®R 4.,
ou blen en vertu de I’équation (6),
0ROt =0
et, comme la quantité ¢ est quelconque, il fandra que
(7) dWR=0.

(5)  OWR=
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Ainsi, la résultante R devra satisfaire 2 équation aux dérivées par-
tielles fournie par le second membre de Véquation (5) égalée i zéro,
St I'on avait changé y en Y=<z, on aurait ohtenu une autre équation
aux dérivées partielles, laquelle, ne différant de la premiere que par
I'échange des deux premiers indices dans les coefficients Z, ce qui (voir
page 180) n’altere pas la résultante, n’effrirait aucune équation nou-
velle de condition différente de celles que fournirait la premiére équa-
tion aux dérivées partielles, que nous avons déja considérée. Ainsi,
le nombre des équations aux dérivées partielles indépendantes sera
égal au nombre des combinaisons des 1 variahles deux & deux, ¢’est-

a-~dire 2 L;“’

. DEvxiiME THEOREME, Les arguments formés avec les solutions com~

munes sani proportiennels aux dérivées de la résullante prises par
rapport aux coefficients respectifs de ces arguments dans une meéme
équation, ¢ est-d-dire qu'en appelant x, Yo 2, o ¥ les splutions com-
munes, on a

U U ! ’ dR d[{
: PYIar. . vt Lyt ! B s G Vet L )
(8) i y y yz daPQr...t dap’q'r'...t'

Posons, pour abréger, a,,, ,—a, Yig .o =a. 1l est clair
quon pourra donner & aet & ¢ les accroissements ¢, da', sans que
les @, y, 5, ... v cessent d’étre des solutions communes de ["équation
9= 0, pourvu qu’on les assujettisse a la condition
(9) da Y. - Sy yrm,

Alors Ia résultante formée avec les nouveaux coefficients continuera
de s'annuler, et il faudra que
dR

dR |\ AR
(10) da-+da =0

De ces deux équations (9) et (10) op tire évidemment Ja proposition
énoncée. Cette démonstration trés-simple est due 3 M. Schiafli,

Remarque. Lorsque les fonctions Par 9oy elec., sont les dérivées

Z_Z, ?, etc., d’'une méme fonction g, et qu'elles s'annulent, les ar—
Y \ 4

guments de la fonction ¢ sont proportionnels anx dérivées de la ré-
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sultante prises par rapport aux coefficients correspondant a ces argu-
ments. En ellet, dans notre hypothese, la fonction o devra- encore
s'annuler, et, par conséquent, les deux équations (9) et (10) conti-
nuant dans ce cas & subsister, la proportion (8), qui en est la consé-
~ quence, aura encore lieu. B
TrotsitME THEOREME. St dans I'équation proposée on remplace les

variables par des fonctions homogénes d’autres variables x’, oY
définies par les équations

z=4{,(xy'2"...v"),
(11) y=1d,(z'ys"...0"),

v=(zy'z"...v"),

de sorte que les équations proposées deviennent respectivement

(12) B,=0, " ®,=0, B,=0,"1"1" &0,

en appelant R la résultante de ces équations et R celle des équations
(13) $,=0, ¢,=0, ¢,=0, ... h=0,

on aura

(14) Ri==R"RE,

T et r éiant des exposants a déterminer dans chague cas particulier.

Pour le démontrer, nous poserons d’abord un lemme qui, bien
qu'évident par lui-méme, mérite cependant quelques instants d’at—
tention.

LemME. Si les équations proposées (1) ont ou w ont pas une solution
commune, elles continueront & l'avoir ou & ne pas lavoir, quelque
transformation que U'on opére sur les variables.

En effet, étant donné un systeme de valeurs

m, y’ z’
on pourra toujours trouver un autre systéme de valeurs -
SR
par lequel les équations (11) seront satisfaites. Puis donc que ces va-
leurs &'y"%... reproduisent les anciennes Z, Y, %, ..., elles seront évi-
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demment dés solutions ou non des équations transformées, suivant
que les z, y, z, ... seront ou non des solutions des équations primi-
tives (1). Il faut cependant observer que lorsque les équations (11)
ne sont pas linéaires, il y aura un nombre déterminé o de systémes
de valeurs 2/, y/, 2, ..z qui reproduisent le systéme unique z, y, z, ...
Alors, en appelant s le nombre des solutions communes aux équa—
tions (1), celui des solutions communes aux équations transformées
(12) sera os.

De ce qui précede il suit que les équations primitives ¢ et les
transformées @ auront en méme temps des solutions communes; ce
qui ne peut pas avoir lieu sans que leurs résultantes respectives R et
R’ s'évanouissent simultanément. On aura donc R'=P.R, P dési-
gnant un facteur & déterminer. D’autre part, les équations transfor—
mées @ et les équations

1811 T (| ERR N h=0

pourront é&tre aussi satisfaites simultanément par les valeurs 2/, o,
%y ..., distinctes de zéro; car il suffira de trouver les solutions com-
munes au systeme (1) pour que les ® soient aussi nécessairement sa—
tisfaites. On aura ainsi R'=Q.R, Q étant un autre facteur A déter—
miner. Or, des déux équations R’=PR, = QR on déduit évidemment
que

R’=M.R.R.

Observons maintenant que M doit étre une fonction de R et de R
seulement; car, si elle contenait d’autres fouctions des coefficients P
et ¢ différentes de R et de R, on pourrait s’en servir pour annuler R/,
sans que R et R s'évanouissent; ainsi les transformées auraient des
solutions communes, tandis que, comme R et R ne s’annulent pas,
elles ne devraient pas en avoir. D’ailleurs, R’ est une fonction homo-
gene par rapport aux coefficients de o et de ¢; donc R ne pourra
étre que de la forme

R=R'R,

ret r étant des exposants qu'on peut déterminer comme il suit.
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Les équations transformées contiennent linddirement les anciens
coefficients a, b, ¢, ... I des équations ¢, et ati degré a, b, ¢, ... | res-
pectivement les coefficienits des éqitations ¢ de siibstitution, que nous
supposerons de méme degré égal & u. Par conséquent, la tésultante
R’ des équations teansformées, qui sera de degré

’ 1 1 1 1

P :.u}‘“ﬂ.‘(g'f— B +E +...+-,-) s
contiendra les coefficients a, b, ¢, ... | au degré P' et les coefficieiits
de substitation au degré ii—1r,

Mais les fonetions R, R sont déja de degré

it bt o
donc on aura
r=urt, r=n,
et enfin i . (
(15) i - R’=R¢"'Rabe..1
Mais dans le cas général que nous considérons, il arrive quelque
chose de plus. Nous avons vu que si les équations (11) de substitu-
tion admettent & solutions, [es transformées des fonctions Par Pp s
Pe» -+ 0 €n admettaient o, lorsque celles—ci ont une solution, ¢’est-
a-dire si R=0. Si donc on appelle T le dernier terme de I'une des
équations transformées :
" Dt Bye DL L D
il y aura o fonctions de la série
SR A S
o BAat L B el
qui s'évanouiront en méme temps que R, et seulement quand K s'an-
nule. Ces fonctions contiendront done une puissance de R en facteur,
et I'autre facteur pourra &tre composé des coelficients des équations
proposées, mélés a ceux de la substitution,
Supposons, par exemple, que dans les équations

R,

a.z—}-—by::(),_
¢+ dy =0,
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on fasse la substitution :
2=l 4 muv +4no?,
y=lu'+muv + n'v*

il y aura alors deux fonctions de la série qui s'évanouiront, et I'on

aura pour un des deux systémes

R’ = (ad—=be)" [In/—1"n)*~ (Im' = nl') (mn'—m'n)],
o =(ad= be) [1mo-t-md) (L) = el A1) I/ I'n)].

En général, on verra facilement que, pour des fonctions a deux
variables, le nombre de ces fonctions qui reproduiront une puissance
de la résultante est n, n désignant le degié commun des équations
dé substitution.

Remargue. Lotsque les équations ¢ soit lindaires, de la forme
=0z bk 'z .,
y=a'r + by + 7 ... T,
(16) r=a"T D"y " T

------------

on aura
(17) R':S‘b""'lﬂ;

en appelant S le déterminant

(18)

a(l) b()‘) c(l) R S l()\)

On peut facilement vérifier I'équation (17). Si, en effet, dans les équa-
tions transformées nous remplacons les variables «, y, z, i.. v" par
leurs valeurs déduites des équations (16), il faudra retrouver, pour
la résultante des nouvelles équations transformées, la fonction R. or,
d’aprés le théoréme ci-dessus, cette résultante, en posant
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g§ ds ds
dd’ dg'* ' da™
ds ds das
S'=1| @ & Py
i 7 Sl
s ds s
ar’  ar: am

sera 8'7R. Mais, d’aprés une propriété connue de la théorie des dé-

terminants, on a S’=é. Donc la nouvelle résultante sera
1\= i 1)7: Ry
(E) R _(S S*R=R,

ce qu'il fallait démontrer.,

QUATRIEME THEOREME. Efant donndes des fonctions homogenes défe-
nies comme au premier théoréme, la résultante des équations

®,—a'p,+ b'%—l— oot l'q;, ;
P, = a"(Pa_l" b"?b +c q’c+'“+ l"CPz :
(19) Py =0a"0,+b"0s+ ¢ gy t... - "o1,

By = ag, b0 b+cf7‘)q>c—l—----+l.mq> 5
est égale a la résultante R multipliée par une puissance du déterminant
il P R
(20)
a® pw ¢ . W
indiquée par le degré de la résultante R, c'est-a~dire par
et

En effet, on peut supposer que les équations (19) soient le résultat
de la substitation de
T'=g0, Y=gl =g Vo

dans les équations
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P, =a'®+b'y'+c'z'+...,
‘I),_a"m'+b" '+C"Z'+ 0

Oy = a(l)x -+ b(l)y _+_ cot)z +

et alors, d’aprés la formule (17), on aura R:S’.R’, S étant le dé-
terminant ci-dessus. Pour _déferminer r et T, on n’a qu'd observer
que les équations @ sont linéaires par rapport aux coefficients de sub-
stitution, c’est-a-dire par rapport aux coefficients des équations ¢ et
des éléments du déterminant (20). Par conséquent, r doit &tre égal a
I'unité, et les éléments indiqués entreront dans la résultante an méme
degré que les coefficients des équations ¢, c'est-a-dire au degré

1:(;-+%+...+11). Mais S est déja de degré 2 ; donc

(22) =gt

Soit maintenant ¢ une fonction de X variables z, Y, %y ... v €t de
degré m, qui est transformée dans une autre ® par une substitution
de la forme (16), on démontrera aisément ce théoréme :

CiNQuIEME THEOREME. La résultante des équations
do do do

3 dlb__ SE Wi s
(23) ag =0, =0y =0, LUNSE0

est égale a celle des équations

do_ - d_q)_ d(g__
(24) %9, e, e 0 it

multipliée par la puissance m(m—1 =1 du déterminant de la subst:-
tution. ‘

Sixikme THEOREME. Lorsqu’une fonction est le produit de plusieurs
autres fonctions en nombre moindre que celus des variables, son dis-
criminant s'annule.

Soit, par exemple, une fonction o(x, y. S =, [ )0l
¢ peut &tre une fonction non homogene d’autres fonctions homogeénes
fif,f'de =, 4,z ..., sans contenir cependant aucun terme linéaire.
Le discriminant sera la résultante des équations
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do __dydf  dyaf |, apap .
do=d do tafde tap ag =0,

dy BUSL OO Wian R
(25) dy—d£ ay " .dfdy T dp @y vovT
do __dy df  dy df dpdp
&= df & a4t ap o =0,

lesquelles seront satisfaites dés que les équations
L dd day
auront lieu. Mais celles-ci, étant en nombre moindre que les variables
quelles contiennent, pourront toujours étre satisfaites, indépendam-
ment des valeurs attribuées aux coefficients, et, par conséquent, la
résultante des équations (25) devra s’annuler 1dentiquement,

=1 =0,

SepriiME THEOREME. La résuliante des équations

9u() Ys 3y wi) (P gy +...)2=0,

(27) (@, Yy 3 v0) - ha(pa+ gy o=,

-------------------

par rapport aux facteurs h,, h,; ..., est au plus de degré égal au
degré de la résultante par rapport auz coefficients de Uéquation la
moins élevée.

En effet, au moyen d’une variable ausiliaire, le sys.téme (27) peut
étre remplacé par le suivant.

PE+qy ... sw=0,
?a(“” Y, %, -.-)+hls“w“= 0,
(%, U, 3, ...)4-h,sbib=0,

/
(28) . ;
Posons, comme avant, == abc...], le degré de la résultante sera

™ . ? .
3+ etc., par rapport aux coefficients des fonctions %4, €t aux coef-

ficients h;s*; etc. Soient maintenant k; a5 B, ... les exposants de
8, hy8% hys®, ..., respectivement dans un terme de la résultante; &
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cause de I'équipollence relative & I'indice correspondant & la variable
w, et en remarquant que ces indices sont respectivement a, b, ¢, ...,
on aura

k+4aa - Bb4-...=x,
Si a est le plus petit des degréds, il viendra

(@ 4Bty JaZrn—k;
d’ou
(29) @B+ . )22,
Hurrieme taioriMe. Formons, avee les variables Xy X% 000580
«nombre 1" d’arguments p, q, ... du méme degré d, et imaginons que I'on
ait formé avec I’ variables £, v, ¢, ... un second systéme de |’ équations
de degré a, V', ¢, ..., dont les coefficients seront ainsi déterminés.—
Substituons les premiers |’ arguments dans les nouvelles équations a la
place des variables &, v, ¢, ...; on obtiendra | fonctions de nowveauz .
arguments, qui seront respectivement de degré da', b, d¢, ..., nom-
bres qui par hypothése ne dépasseront pas le plus grand des degres
a, b, ¢, ... des équations proposes. Multiplions ces 1’ fonctions par
des arguments formés avec les variables x, y, z, ... (Punité comprise),
de telle sorte que celles-ti deviennent de méme degré que 1" des équations
proposées (1), n'imporle lesquelles, que nous appellerons les o, 3, 3, ...
Prenons les dérivées de la résultante R par rapport auzx coefficients des
équations oy (b, 7, ..., tellement choisis que, en ayant égard a lewr in-
dice, ils représentent les coefficients correspondant auz arguments des
I' fonctions nouvellement proposées, ce sevoni ces dérvvées qwon prendra
pour coefficients des arqumenis en &, v, ¢, ... du second sysiéme, en les
supposant toutefors multipliées par les nombres des combinaisons re-
latifs & ces arguments. Soit R' la résultante des |’ dquations ainsi ob-
lenues aprés I'élimination des variables £, v, ¢, .., En posant

' NN r 1 1 1
e a’'b’c'cud @ :ﬂ’(§’+_l?+(?+“' \
il
on aura R’ divisible par R°~ ¥, o’ désignant par hypothése le plus petit
des degrés a', b, ¢.,.
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En eflet, en supposant le premier systeme (1) satisfait, les dérivées
de R sont proportionnelles aux arguments correspondant aux coeffi-
cients par rapport auxquels on a différentié. Par conséquent, les équa-
tions du second systéme pourront se mettre sous la forme

(30) UpE+ gv+...)%, U(pEgv+.. )Y, L,

et seront évidemment satisfaites, si 'on a seulement PE+qu+...=0;
ce qui prouve que la résultante R’ doit s’évanouir d’elle-méme, et
contenir, par conséquent, en facteur une puissance de R. Pour la trou-
ver, observons qu'un coefficient ¢ quelconque des équations propo-
sées, qui entrerait dans R au degré p, figurera aussi au degré p dans
les nouvelles équations (30), excepté dans une, ot il n’entrera qu’au
degré p—1. Par conséquent, la résultante R, qui est de degré o par
rapport & l'ensemble des coefficients du second systéme, lorsqu’on
suppose ceux-ci linéaires, contiendra le coelficient ¢ 4 la puissance -
ps'—kp, en appelant k le produit des degrés des autres /'—1 équations
ou il entre au degré p. Or, la plus grande valeur de k étant g;, la plus

petite de ps"—Fkp sera p(o-'——;i,) » €t par conséquent, on est certain que

’
tous les coefficients entreront au moins 2 la puissance p(c’—-}) dans

R’. Le méme théortme a lieu lorsqu’on remplace le systéme (1) par
une seule fonction p et la résultante par son discriminant. Dans ce cas,
le second systéme sera encore remplacé par les dérivées d’une seule
fonction.

Soit, par exemple, la fonction
(31) 0z’ 3bx*y+- 3cay* + dy*= 0,
dont le discriminant est
(32) R=(ad—bc)*~- h(bd—c*)(ac—b?),

la nouvelle fonction

Ry, WRy R
(33) EE—F%EYI‘*‘%EY)-I‘@/)

aura pour discriminant R'—16R°.



Ille PARTIE, — CHAPITRE III. 205

NEUVIEME THEOREME. Le déterminant formé avec nn dérivées eque-
distantes de la résultante R prises par rapport auz coefficients d'une
méme équation est divisible par R"~'. 11 sera identiquement nul, s n
est plus grand du degré de R par rapport auz coefficients d'une quel-
conque des équations proposées.

Soit 9(z, ¥, z, ...) cette équation de.degré a. Pour y représenter
convenablement les coefficients équidistants, adoptons pour un in-
stant la notation [a+n, 46, y+y, ...] formée par deux groupes
de nombres entiers et posmfs % Py 75 ..o €, 0, y, ..., assujettis &
la condition

a+n+ B4 0+y+ x+...=a.

En faisant varier les nombres «, 8, y, ... du premier groupe, on
aura une suite de n éléments, et puis, en faisant varier le second, on
obtiendra une série de nn coefficients.

Posons, comme avant, ==abc... et représentons par (1), ¢(2), ...

9(r), les valeurs de ¢ correspondant aux = solutions des équations
proposées, on aura

R=9(1)9(2)...9(n).

Alors une quelconque des dérivées de R, que I'on considére, sera

dR S .’*1/0 w,ny,o
dlo—4n, B+6, 7F5...] { o(1) ,%Y,P. %(2) a:,uy,B—|-...},
ou bien =R{pX;+p.X;+...4+p:Xz},
xnysz*

en posant = X=zyfz...

9@, y, 2)’
Selon que I'on fera varier le groupe «, B, 7, ... ou le groupe », 4,

%» +=+» X se changeraen Y, Z, ..., etpeng,r,... Supposons ensuite,
pour abréger, n=3 et appelons A le déterminant susdit, on aura

X Y SpZ
A=R| %X ZgY ¢z {=R*| L0, SR
X Sy Z| 0 e} e ee
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- ou bien, d’aprés un principe conny de la théorie des déterminants -

pa pb pa Xa Ya Za
A=RZ| p, ¢ 1 |x X, Y z,
pc q'c rC XC Yc ZC

ou le signe X s’étend & toutes les combinaisons abe que Ion peut
former avec les indices 1, 2, 3, -y 7. Or, le déterminant Ztp.ar,
a pour dénominateur commun ?(@)o(b)p(c); done, pour rendre entiére
la fonction sous le signe =, il suffit de Ia multiplier par R, et, par con-
séquent, Asera divisible par R?, et en général par R—t,

On aura, par exemple, par les équations (9), p. 137,

dR dR  dR

da df Qe

dR dR dR 9
(34) d_f T =¢.R°,

dR dR dR

de dd de

g désignant une fonetion entiere des caelficients.

Les quatre théorémes précédents sont dus & M. Schiafili,

Dixikve rakoriME. La résultante de | équations homogénes d | va-
riables de degré m est la somme de produits wsobariques et de poids m!
par rapport a chaque série d'indices qu'on obtient en multipliant en-
semble m'=" déterminants quelconques formés respectivement par | co-
lonnes de coefficients choisies arbitrairement parmi celles que présentent
les équations, en les supposant rangées Uune au-dessous de Pautre
lerme a terme.

Prenons en effet, pour plus de simplicité, les trois fonctions
I S
(35) q»:pr,q,,m”y"z'.

s Gt
g __Ecp,q,,.wl’y po

et supposons-les loutes de degré m. En vertu du premier thépréme
général, la résultante sera de degré 3m* et de poids 3m? par rapport a
I’ensemble des indices. Considérons maintenant un déterminant quel-
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conque formé par trois colonnes de coeflficients, chaisies arbitraire~
ment parmi celles que présentent les coefficients des équations g, ¢,
6, rangées terme & terme l'une sous I’antre, tel que

ap,q’,. , ap’,q’,r’ 3 ap",q”,r"
(36) bp,q,r N bpl,ql.,.r 3 bpu’qn,rn .

cpanr ) cp'ﬂ'a" ;: cp",l]".r”

On pourra former autant de ces déterminants qu’'il y a de combi-

(m +1)(m+-)

naisons possihles trois a trois de quantités; et il est évi-

dent que tous les termes fournis par le développement de ehaque
déterminant seront du méme poids. _
Parmi ces déterminants. choisissons-en & volonté m®, et multi-
plions-les ensemble, de sorte cependant que le produit soit de poids
m’ par rapport & chaque indice p, ¢, r. La somme de tous ces produits
sera bien une fonction qui satisfera au premier théoréme; mais elle
satisfera encore au sixieme, car le déterminant correspondant fourni
par les fonctions transformées ®, W', @ serait
@' ap,qr+b bpgrte Cpar, @ apig b byg w0 ey g, @ apn g b bpngtende’ ey g,

a’ Ao b bp,q,r-'l—c’/ p,q;7s a” ap’,q',r'-l-b” bpl,ql"[_*—c” Cp' gy a” aPu,qu,.,.u-[-b" bpn'qn,,,u-*-c” Cpllyqlt,pt,
amap q,r—{—bmbp,q,r+Cmcp,q,r, a”'apllql.rl+b”lbpl,qv'r'+c”lcp!’ql,f!’ a”'apn'qu‘,n+b’"bpu’qu‘,.n_l.g”’cpn'qn’.,.u,

égal, comme on sait, au produit des deux déterminants
o)

a'b’c Opgrr  Oygps  Qprgugn,
"o ;
b bp’q’r b} bp’,q',rl ) bp"’q.”,’" £
15 X4/ 4
a’b"¢e

cP‘q,r 9 cp"q’,” y CPH'q",rH )

Dailleurs, le déterminant (36), quel qu'il soit, doit bien figurer dans
la résultante, car, en supposant nuls tous les autres coefficients, ex-
cepté les (36), la résultante doit se réduire, dans ce cas, en une
fonction de ce déterminant.

Ainsi, la résultante sera évidemment une fonction linéaire et iso-
barique de produits des déterminants de la forme (36). Les fonc-
tions R, données p. 139 et 191, en sont un exemple.

OnziiME THEOREME. Elant données ) équations homogénes enire )
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variables x, , z, ... v définies comme ay premier théoréme, le déter-
minant

Dx‘Pa’ qu’a’ Dz?a’ s Dv?m
Da:‘?b’ Dy?bo Dz%v cee Dv?bv
(37) D9e,  Dyg,, Dow, sis Do,
Do, Dygyy Dy, ... Dy9;,
ainst que ses dérivées par rapport auz diverses variables x, y, z, ... v,
§'évanouiront en méme temps que les équations proposées pour les va-
leurs des variables, qui leur satisfont simullanément.

En effet, on a

xD'x% +yD,0,~4~...4 vD,,qaa: mg,,
mDmcpb—I—yDy% +. 4 VD 9= myy ,
xchPl—l-yqu;l—l—...+vaqalzmqn,

En admettant que (, y, ... v) soit un systeme de solutions com-
munes, les seconds membres seront nuls, et alors, pour que les pre-
miers membres puissent subsister pour des valeurs des variables di-
stinctes de zéro, il faut, d’aprés un principe connu, que le déterminant
(37) soit nul (*).

On tire maintenant des équations (38), en appelant A le détermi-
nant (37) et en posant

(38)

dA
dwa: a

A= m{ ?an,a_l— ‘Pbe,b ik ?le,l } ’
YPA=m] 0.0y a+ 90y +... 400, ],

VA=—m { LPaQU’a"- SDva’b o e (PIQU,I } .
Différentions la premiére de ces équations par rapport i z, Yyoun 0,
et observons qu’on a
D.:c%gz.a‘*" Dx?be,b"*—- oot Dk‘PIQx,I: A,
Dk?agx,a"l— Dk?be,b‘i‘- et Dk?le,[= 0 (Pom‘ ket Yz, ... v)s

Dygs, elc. =0, elc. ; =0, , etc.,

(39)

(*) Cette premiére partie dua théoréme aurait encore lieu, en Supposant inégaux les
degrés des équations.
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il viendra

dA‘

d d " d
xd_.’l-) (m—l)A:m{%d;Qz,a-l-gobTwQx'b+...+golEQx,,},

da d . d d
(40) gy =80y Qo 1 Okt 1 Qs

-----------------------

x%:m{%gQx,a—{—-?yj—uﬂ,,b—l-...-l- cp%gx,,}.
Chacune des autres équations (39) donnera lieu & un systeme d’¢-
quations de la forme (40). Or, il est évident que, pour un systéme
(z, y, =, v) de solutions communes, les seconds membres (40) dispa-
raissent; il en sera donc de méme pour les dérivées de A qui figurent
dans les premiers membres. Ce théoréme peut étre quelquefois utile
pour trouver la résultante. Soient, par exemple, les équations

¢ = ax’ + by* + c2* + dyz + exz + [y,
$= a’w’+b’y‘+ 'E4-dyrte'zz - f "xy,
b =ad's* 4+ by ¢+ d'yz+ ¢'zz + ['zy.

Dans ce cas, les dérivées du déterminant ci-dessus sont de méme
degré que les proposées, et sont, par conséquent, de la forme

9:= A2 + By* 4 C2* + Dyz 4 Eaz + Fay,
$1=A"T+By'+ €5+ D'yz+ B'azs-+ Fay,
91=A/I$2+ Buyz + Cllzl+ D”yz + E".’BZ-I— any'

Alors, en considérant a*, ¢, z%, yz, az, 2y comme des inconnues,
on a

abcdef abc de f

a'b'e'def a'bie d e [

R 2 (‘// bll cll dll e'l fl! — a’! b” cl[ d!l eyl f‘ll
" |ABCDEF |7 | ABC D92A"2A" |’

A'B C'D'E'F’ A’B'C'2B’ D 2B’

A!/BFICVD//EIIF// AWBII " 2CI2C D

14



.
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A=—3(aef), N'=(abe)— (adf),  A'mm(adej—(aef),
B={(abd)—+(bef), B'=3(bdf), B"=(bde)—+(bef),
Ce=—(acd)+-(cef), ' C==(cdf)+(bce), = C'=—3 (cde),
D=abc+2(def), D'=2{(bef)+-(bde)], D"=2[(bee)—(cdf)],

E=2[—(acf)+-(ade), E'=(abc)-4-2(def)], E'=2[(cef)<-(acd)],
F=23[—(adf)4-(abe)], F':.![(abd)+(bef):|, F'—=—(abc)+2(def);

d’ou

D=E'=F', E=2A", D'=2p’, =
F=2A', F'=2B', E'=2C.

Notons, en passant, que le déterminant R peut se mettre sous la

forme

(abc). (abd) (abe) (abf) | 0 (acd) (ace) (acf)

eyl ok S T RN | A S
P L T s WS G e
CH D'I EII F” B" D”I E” F’l

0 (bed) (bee) (bef) (aef) (bef) (cef) (def)

Al LD By o TOHTE, p O |
e NG e e AR i
AII D” E” FV/ AN B” C" DII

(adf) (bdf) (cdfy O (ade) (bde) (cde) 0

L SEEINT s A AV BN

A A L L e DU g e
A" B” le E" A" B" C” F”

par lequel la résultante des équations proposées est mise sous la
forme de six déterminants quartenaires, dont chaque élément est de
troisime ordre par rapport aux coefficients.

Dovziime ragorEME. Soient t, t, 1/, ... 10~ les derniers termes
des équations (1) dans la supposition v=—1. Ces équations admeltront
P solutions communes, si parmi une quelcongue des suites
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dR d’R &’R

R; Et—, Ttu' Ey crey
dR 0 ¥
R, d*R &°R

Wy d_t,;; F, seny
(41) dR 'R ° 4R
Wn are’ CT”“ evey

dR d°R &R
i dtd—0? Q01T nsiE ces

tly ap fonctions qui s’ annulent.
Posons, en effet,

%:(?1:(.1;, Yyeu ¥, @, biec .. l)a.
(5‘2) P=0=(2,Y,... v, @, b, ¢, ... t')b,
U= =, Y, oo v, @00, D), L ga-0)l,
et substitaons pour un moment & ce systéme le suivant :
{]91= o,

=0,

a=0.
Si la résultante des équations (42) était de la forme
R=F(a, b, c,..t; a,l,c,...t; av, bo—), ... (0=0),
celle R’ des équations (43) serait
R=F(a, b, ¢, ...t—w; a,b,c,..t: ab=n, po-y) ... 10=1) ;

ou, par le théoréme de Taylor,

gt dR 15 d'R .4
(b‘ll-) R-——R-—E-Co—{—a—? F&)N-f—...
Par conséquent, pour chaque racine o de I"équation
B R
(45) O—R dt&)+E:{t'&)"—+..-,

le systeme des équations (43) admettra une solution. Si donc p fonc~
tions parmi les suivantes :

dR  dR AR drHR
R,

'Jt" dtg, aee d?;, _dtlH’" 1eay

e
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s'évanouissent, I'équation (45) aura p solutions ©=0. Dans ce cas,
le systeme des équations (43) ou I'équivalent (42) admettront pareil-
lement p solutions communes.

On parviendrait & des conséquences semblables si, au lieu du sy-
steme (43), on avait considéré un quelconque des suivants :

0y =0 0, =10 9,=0 [
Py—0 ®,=0 9,=0 \
?2:=0 [, | ¢s=0 [, uiiifigy=0 j

|
an=20 | =0 n=o

De la on est naturellement conduit au théoréme énoncé, qui com-
prend celui que Lagrange avait donné pour le ‘cas de deux équa-
tions, et que nous avons cité page 84.




NOTES.

NOTE 1.

Démonstration d'une formule donnée a la page 3.

Pour démontrer la formule (12), page 3, il faut d’abord observer que quant
4 la forme on a bien
Dy =SC[DaPe] ¢k ks i, g™,

sous les conditions (13) ; car si cela est vrai pour un indice égal a n, cela aura
encore lieu pour un indice égal a n+1. En effet, comme on a Dyn-+1o=Dy.Dyng,
on déduit de 'équation précédente que, si on différentie [Dzolp, p et k; aug-

ki ki—1
mentent d’une unité, et que si I'on différentie (7)) , on obtient (i) Yli+1),
d’owt 1a somme k;+kivq restera encore la méme. Par conséquent, la premiére
des équations (15) sera vérifiée, et 'autre aussi; car on a encore

A=k A2k, . (ki) (1) (ki) . .k,

Ensuite les coefficients se détermineront aisément en prenant pour ¢(y) une
fonction particuliére, par exemple la

‘Hy): a+a, Y+ a;!/’+'a,y‘+ e

La formule (12) renferme beaucoup d’autres formules données par Laplace
et par Schlomilch.

NOTE 2.

Sur une formule de Borchardt.

M. Borchardt a présenté a I'’Académie de Berlin (3 mars 1835) une formule
trés-remarquable pour calculer les fonctions syméfriques, qu’il appelle fonc-
tion génératrice, et que, faute de 'avoir connue plus tot, je ne puis mainte-
nant qu’indiquer. Elle est connue implicitement dans I'équation

2 1 = (=) f(‘f)f(t!)-"f(¢72) i_d__ _d_ w(l by tn)
(l‘—a,)(t,—a.i)___(lu—a.n) “K(l“ t,, fas l”) d'l dt’ i dlu (ft,)/(t.).../(t,g) ]

ou f(¢) désigne une équation de degré n, dont les racines sont Oy Ogy «uu dnj €1



T

914 THEORIE GENERALE DE L’ELIMINATION,

7 (i £, «. tn) le produit de toutes les différences des quantités Voo sty
que I’on considére comme des variables. Il est sous-entendn que le signe =, qui
figure dans le premier membre, §'étend 4 toutes les permutations que I'on
peut faire dans les racines %y, %, o5, Si maintenant on développe les deux
membres suivant les puissances descendantes de ¢,, t,, ... tn, et sil'on compare
les coefficients des mémes arguments en ¢, ,, ... ty, on aura dans le premier
membre une fonction symétrique quelconque 20.,P1o.sD:. . .onPn, dont la valeur
en fonction des coefficients de I'équation proposée [(t) sera fournie par le
coefficient correspondant du méme argument dans le second membre.

Ezemple. Posons f(f)= 24 bit-c, t,=x, t,—y, 0,— ., o,=—f. On aura

1 1
@—a) y—=) T (o=m)g=a]

= ?:“y{"*‘(“"'ﬁ) (:; +:7)+(a“+ﬁ") (5—:; +%)+etc- §,

:?i(t() f(ts) d d t,—l, 2 3 . .
ef ——2- . A e deviendra, toute réduction faite
ti—t, dt, dt, f(t,) it.) :
22y+b(x4y)+2¢
:  (@4-bo+o) (y* by +e)

En développant cette expression suivant les puissances descendantes de
%,y on aura, par la comparaison des arguments avec ceux de la série ci-des-
sus, les valeurs de toutes les fonctions symétriques que I'on peut former avec
les racines d’une équation de second degré.

M. Betti a généralisé cette formule de Borchardt pour le cas d'un nombre
quelconque d’équations algébriques a plusieurs variables (Annali di Matema-
tica, Rome, 1858).

NOTE 3.

Sur un théoréme de Cayley, relatif aus fonctions symétrigues.

Pour ne laisser rien ighorer de ece qu'on a trouvé relativement aux fonc-
tions symétriques, il sera encore hon de mentionner un beau théoréme que
M. Cayley a donné dans les Phil. Trans., 1857. Appelons ,, @, ... xp, les ra-
cines de P’équation

B4, FR— - a gm =24 ., L =0,

et supposons que l'on venille exprimoer la combinaison (terme littéral) des
coefficients, par exemple :

a,0a,9...a5—1 atm::(z—a:,)p(zw,m,)q. (Z,, ... Tm)"
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en fonction des fonctions symétriques des racines, ce qui n'exige que le dé-
veloppement du second membre, ou bien, vice versd, une fonction symétrique

des racines en fonction des combinaisons des coefficients a,, a., ... am, on aura
ce théoreéme :

Le coefficient (numérique) d'une combinaison P des coefficients dans la fonction
symétrique ) est égal aw coefficient de la combinaison Q des coefficients dans la fone-
tion symétrique P ; vice VERSA, le coefficient d’une fonction symétrique P dans la

combinaison ) est égal aw coefficient de la fonction symétrique () dans la combi-
naison P.

Exemple. Soit m=6, et appelons a, B, Y, 9, ... les racines ; on aura

{ Za'B=... 4 da,0,0,4...
2B =, ..+ da,a, ...
{ a0, = ... - 183’8,
a’a;= ...+ 183 +...
En se fondant sur cette propriété, bien propre a abréger les calculs, M. Cayley

a pu former des tableaux de toutes les expressions des fonctions symétriques
en fonction des coefficients, et vice versd pour les dix premiers degrés.

NOTE 4.

Sur le développement dune fonction  plusieurs variables, suivant les puissances
ascendantes de ces variables et de lewrs produits.

11 n’existe jusqu’a présent, a nolre connaissance, aucune méthode générale
pour ce genre de développements. Aussi, nous espérons que celle que nous
allons exposer sera bien accueillie, tant pour sa simplicité que pour la facilité
de son emploi. Pour mieux fixer les idées, supposons pour le moment qu’il ne
s'agisse que d’une fonction 4 trois variables. Désignons toujours le coefficient
d’un argument aPygz" par apgr, et soit

(1) F=¢(})= w{ Oty 00T+ Qo Y+ Qo154 We g4 Uy oY+ U e 22 }
: +a,,2y+ Oy0s T2 Wy YS= Ao 0P . .
la fonction qu'il s’agit de développer. Ce que nous nous proposons, c'est de
trouver le coefficient en général Arqn de 'argument aryozz dans le développe-
ment de F.
Désignons, a cet effet, par le symbole (P, Q, R)i une fonction entiére et ho-
mogéne de degré i par rapport aux coefficients isobarique et de poids respec-

T

gl .
N

¥
E

’"‘J

e e AR P
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-tivement P, Q, R par rapport aux indices p, q, r, clest-d-dire use fonction telle
que l'on ait

5 hy hy h, hy
(2) (P7 Q, R)'=2Cap,,q,r, a’lf-Qx"x Apagars Apygsrse ..
sous les conditions
(3) ' hothy+hy st . =i, 2
Polo+p, h1'+pshs+175hs+_- ..=P,
qoho+Q4ha+q¢hs+qshz+' =0,
Pohot1hyd-1 by r bt e

(%)

C étant un coefficient numérique variable d’un terme i Paufre, qu’on déter-
minera par la suite.
Le coefficient cherché sera de la forme

{ Arern=/(a)(P, Q, R)!+ ¢(a)(P, Q, R)2-}- ?"(@)P, Q, R)*+-...

®) ~+oe40+1)(a)(P, Q, R)(e--o-+u),

Pour démontrer cette formule, observons qu’a Paide de la série de Maclau-
rin, on a, a un coefficient numeérique pros,

- (6) Arqn=2{ (Dz*DyeD)F } 2, y, 20,

Or, il est bien évident qu'a mesure que Pon différentie, on infroduit dans Ie
résultat un coefficient de plus. Ainsi, chaque dérivée de I'ordre i dans Apqr
devra étre accompagnée d’une fonction enliére et homogéne de degré ¢. D'ail-
leurs, changeons dans la fonction ¢ les variables «, Y, %, respectivement en
ha, ky, Iz ; alors le terme

'ArgraPyQzR
du développement de F se changera en
(7) . hekolr qun XBPYQZR,
Mais le changement indiqué des variables dans ¢ revient a celui des coeffi-
cients apgr en apgrhokalr. Effectuons done ce méme changement dans la pre-
miére expression de Apgn; le résultat devra concorder avec (7). Or, cela ne
pourra évidemment avoir lieu 4 moins que les conditions (4) soient satisfaites.

Ainsi, la forme (5) est bien juslifice. 1l reste & trouver les coefficients numé-
riques. Pour cela, supposons que Pon ait en particulier .

F={m= (a4~ 00T~y oY= (LR eI QosoY +Uoos 2. )m,
il viendra, & I'aide d’une formule connue,

B H(’")E alo (a, oow""aoa oy+a'004 z)':‘ (a'zoox!-,"aozoy2+aoosz’+al 1 owy+a'4 Olmz+a0i 1y‘7)i‘
() TG,) ) w(iz) o
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ou I'on a =(;=1.2.3...i, et ot chaque parenthése du numérateur comprend
successivement des fonctions partielles complétes de degré 1, 2, 3, 4, ete. Dé-
veloppons par la méme formule chacune de ces parenthéses, on aura
a, a, 2 b, b, by by by b
&

@t Ay 90lo10%001 @30600s0%0088 1100501 % 14
F=1, — » 0 20 90 g ?zﬂﬂz afuybuzbs |
(m)zn(io) Tiga, )0 (a,)M(as) TI(b, YT (b, ) Ib 5 )b, (b, TI(b ) 4

1l est & noter maintenant que, grice a la décomposition que nous avons faite
de la fonction donnée, chaque coefficient qui se trouve sous un des signes = ne
se rencontrera plus dans les antres. Par conséguent, on voit immédiatement
que, quel que soit le terme que I’on considére, un coefficient quelconque apgr 0’y
entrera qu'en apportant avec lui en diviseur une factorielle 1(l), si l est ex-
posant dont il y sera affecté. Ainsi done les coefficients numeériques cherchés
seront pour chaque terme I'unité divisée par le produit des factorielles

: 0(ho), " 1(h), T(hg)ye..,

en admettant que k,, h,, k... soient les exposants qui figurent dans ce terme.
En résumant ce qui vient d’étre dit, on conclut que le coefficient demandé
sera fourni par I'équation (3), pourva que Pon désigne maintenant, sous les
mémes conditions (3) et (4), par le symbole (P, Q, R)i, la fonction
hy h, hy

Zap.q.r. Apagiry Ap,q,r,
Thy 0h, . Thy. ..

En général, soit & développer la fonction
F=o(}) =¢ Bapq.r,..cxryazrot,
le coefficient X» yQ zR...WT, dans le développement de F, sera

1=P+Q+. .. 4T
AP,Q»“,- . T=z?(i)(a)(P1 Q, R’ o T)ia
=1

(P, Q, R,..., T)! désignant une fonction entitre et homogeéne de degré i, ﬁar rapport
aug coefficients (ap,q,r,.. .,t), isobarique et de poids respectivement P, Q, R, ... T par
rapport aux indices-(p), (q), (v), ... (t), felle enfin que pour chaque terme le coeffi-
cient (ap,a;ry-t) qui y entre soit divisé par le produit 1, 2,3, ... |; et ofi) (a) repré-
sentant la dérivée iéme de la fonction réduile & son premier terme a.

Exemples. Supposons quil n’y ait que deux variables; et remplacons le
premier indice par un indice placé en haut de la letire précédente, elle don-
nera, par esemple, pour les coelficients de xy?, 2'y%, dans le développement
de la fonction o (§) : :

¢'(a)a"+o" (a) [d'ast-a' 0,4’ ,a,)

- 9"'(a)[a'.a.a.+ . j‘_’;”]+ #¥(a) ol
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U 4 (ali)2 7" ey
cg(a)a‘*-l-q; (a’) T2‘+aea ,—l—a @yl

", a,)ga' a”(a’ i ' 7 a (a’ 2
+‘P (a)[(T‘—"'F P) ) +a llllls-f-tlla 1a3+ﬁi 1

9
torat | C(@) | (@)a,)r | (a)(ay)?
i (")[1.2.5 Treiet Taqs|

a” a‘( (aa)’az (al)g (aa)s(",a’i
v
i (“)[1.2.5.4"’ 1312 T 135 |’
)

Soit & trouver dans le cas de trois variables le coefficient de x%yz, on aura

Asuu:?I(a)asu‘l‘ 9" (a) [au Qo050 o1 Aao0loss+3s°4 ],

a!woaol 41
= ‘?”’(0/)[ 1.2 04000000001 + i 00@s 1 ooos—01 0004 01lo10 |5

+0'¥(a) a”loo;’oéoaom

NOTE 5.
Sur un théoreme de Betti.

Soient
1) =0, 0,=0, ¢,=0, ... a=0,

 équations A » inconnues Ty, Ty wee O, de degré respectivement My My, ... M.
La résultante sera, par rapport & une quelconque des variables, de degré
p=m,m,...my. Désignons par

Fagy  Cygy Ogg, se. O,
Oagy Cggy Gygy wue G,
(2)

Loy g Opoy Opgy  we. gk o

les p systémes de solutions communes aux équations (1). On aura ce théoréme :

Une fonction rationnelle et entitre de degré quelconque d'un seul des systémes ©
est équivalente & une fonction rationnelle ef entitre des quantités du méme systéme,
qui contient un seul terme de degré m,~m,-L...4-m—, el tous les autres & un
degré infévieur.

Soit f cette fonction, et désignons par f.f,...f, les valeurs qu’elle prend lors-
qu’on y substitue respectivement les p systémes de solutions (2).



NOTES.

Prenons une fonction ¢ rationnelle et entiére des variables x,x,...2, com-
posée de p termes, et par conséquent de p coefficients indéterminés.

(3) V=ko+k 2, ky+ ...+ ki, 0 9.0+ ..,
Déterminons k,k,...k:... de maniére que les p équations

‘ Frtr ot 53 B ke A i Bt

Fi oy b0 b Ky s il

? .

P ¢
fo=Fot Frtps = Fattogts st Ko, 0py v s drt..e

219

(4)

soient satisfaites. Afin que celles-ci puissent subsister simultanément, il est
nécessaire et il suffit que le déterminant

P q t
A0 gy Biny . sos | TugayossBilen s
P g t
D= 1, gy Bagy cev Bylggeitgiiind
P q t
A, Gy Qpgs wev By lagia. ekl
soit nul.
Posons maintenant
o g dg,
B 1R ? DO
i O de,
AsSii-tdey v e 3 adm.
der  dgy doy
day )y dmy A

et désignons par A, A,, ... 4, les valeurs respectives de A, lorsqu’on y rem-
place successivement les variables par les p systémes (2), on pourra donner a
D la forme qui suit:

P g L

21 2 L4t Eanau--'”'i1
A’ fg il Al

P g t

LS, Rl
D=A,A' ..Ap A,’ A= 2 Tk, Ag ?

ot
4,

Oig4%pg + a0
Ao 't

’

it 2

Or, en vertu du théoréme de Jacobi (page 170), et en observant que le
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degré de A est My+=Mo+-...~mr—1, les éléments de la premicre ligne de ce dé-
terminant sonttous nuls, si les termes de {y sont de degré My~ Mgt-. . - M2 ;
par conséquent, le déterminant D sera, dans ce ¢as, encore nul. Done, afin
qu’il ne s’annule pas, et que les équations (4) puissent coexister, il faudra
que ¢ comprenne au moins un terme de degré m,+my+-...+m—, Cette
condifion sera bien suffisante ; car si § contient un seul terme de degré
My~+my+-...4-m—2, et si malgré cela D s’annule, les numérateurs des valeurs
des inconnues s’annuleront aussi, et les équations (4) rentreront les unes dans
les autres, et 'on pourra ainsi prendre ¢ avec un terme de moins.

Donc on peut déterminer une fonction ¢ qui prenne les valeurs fifs-- 1,5
lorsqu’au liea des variables on substitue les solutions communes (2). Or, il est
évident que f—¢ s’annulera aussi pour les ¢ systémes (2); mais ce sera une
fonction syzygétique de o,, 93, -.- 9%, et 'on aura

I Q1?1+Q4?Q+-'-+QW7‘+4"

Si maintenant nous remplacons les variables par un systéme de solutions

communes, il viendra

=¥
et, par conséquent, il sera toujours possible de former une fonction telle que
le veat le théoréme énoncé. Remarquons, en passant, que 'on pourra prendre
évidemment pour ¢ une fonction qui contienne tous les termes que 'on peut
former avec des puissances de x,<m,, de &, my, ... de ;m<wm, dontle nombre
sera précisément m,m,...my.

Il est facile de se rendre compte de ce th&oréme lorsque m,—m,=...—mi—mn.
En effet, en mettant les équations (1) sous la forme

@ B+ ,,0,M A apmm+E,= ()
e &Py A, - a ) pim +E,=0

B B+, T M- | A aaam - Ex=—0

ou E,E,...Exsont des fonctions au plus de degré m—1, on voit qu’on peut tirer
les valeurs de ™, @, ... g, en fonction linéaire de E,; E., ...Es et les ex-
primer par conséquent en fonctions de degré m—1 seulement. Il en sera de
méme évidemment pour des puissances supérieures a m. Diailleurs, le terme
Ie plus haut & m=lp,m—i, . pin—1 sera bien Punique.

Ce théoréme nous améne naturellement a cet autre.

Une fonction quelconque rationnelle dun seul systéme de-solutions communes es¢
équivalente @ une fonction rationnelle ef entiére des quantités de.ee systeme, et ne con-
tient gu’un seul terme de degré m,~+ My—+-...-+-mr—2, les aulres élant tous inférieurs,
lequel découle naturellement du précédent, en ayant seulement égard au
lemme suivant.

Lesye. Une fonction rationnelle of entiére o des p—1 derniers systémes (2) est
équivalente & une fonction rationnelle et entiere du premier systéme.
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Soif en effet R(xi) = 0 V'équation finale en 2y qui résulte de I'élimination
des variables @,, @i~ 1,&it1,...22 des équations (1). Les racines de cette équation

( )

seront a,i, a.,i, ... a,i. Ainsi les racines de seront ggy Cgjy orn G

Or, en considérant pour le moment » comme une fonction des quan tilés «,;,
%siy . %i, ON Sait, par un théoréme connu, qu'on pourra la réduire a étre une

fonction rationnelle et entiére des coefficients de —— o' e ) En répétant la méme
Ti—

opération pour toutes les valeurs de i, o deviendra une fOﬂLthﬂ ratlonnelle
et entiére des quantilés du premier systéme.

Il sera encore facile de prouver, & l'aide de la derniére formule du para-
graphe w1, chapitre Il, deuxiéme partie, que

Toute fonction rationnelle des quantités des systémes (2 ) est équivalente @ une
fonction rationnelle ct entiére de degré o d’une seule de ces quantités.
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