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6 Lehrbiicher der Akustik und Warmelehre.
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Akustik.

§ 1. Gegenstand der Akustik — Wellenbewegung —

schwingende Bewegung.

Wir behandeln in der Akustik, der Lehre vom
Schall, jene Bewegungserscheinungen, welche immer
n Begleitung einer Schallwahrnehmung in der AuBenwelt
auftreten und die man deshalb mit Recht als die physikali-
sche Ursache des Schalls ansieht.

Unser Gehor wird durch die Bewegungen der Luft er-
regt, welche in unsere Ohrmuschel gelangen. Die Luft
pflanzt also den Schall fort; man sagt, sie vollfithrt
eine Wellenbewegung.

GesetzmiBigkeiten der Schallerregung hat man nur in
Jenen Erscheinungen gefunden, denen eine sich regel-
mifig wiederholende Bewegung als Begleiterscheinung
entspricht. Es sind dies die Klinge. Ein Klang wird dem-
nach durch eine sogenannte periodische, eine schwin-
gende Bewegung erzeugt und vom umgebenden Medium,
gewshnlich Luft, zum Ohr fortgepflanzt. Es wird daher
unsere Hauptaufgabe sein, die Wellenbewegung und die
schwingende Bewegung zu untersuchen.

§2. Gleichungen fiir die Schallbewegung in der Luft.

Die Bewegung der uns umgebenden Luft muB sich durch
die im §72 Bd. I abgeleiteten hydrodynamischen Grund-
gleichungen darstellen lassen. Fiir unsern Zweck verein-
fachen sie sich bedeutend, da wir uBere Krifte vollig
ausschlieBen wollen; ferner sollen alle vorkommenden
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Geschwindigkeiten sehr klein sein, so daB auch die
auftretenden Dichtenéinderungen sehrklein ausfallen,
weshalb alle Produkte und héheren Potenzen solcher
kleinen GroBen unbedenklich vernachlissigt werden
konnen.

Die Dichte wollen wir darstellen durch

e=g (140,
wobei g, die Dichte der ruhenden Luft sein soll, wihrend ¢
die Abweichung der Dichte von ihrem normalen Zustand
angibt. Die Kontinuitéitsgleichung wird demnach, da

Bensi il
at (= QO a 1 3
ferner g, u, v, w sehr kleine GroBen sind,

(1) S g

oz oy 0z
Die Bewegungsgleichungen werden, da auch % usw. sehr
5
kleine GroBen sind,
ou 10
2 el L
(@) - e

usw. Wir haben hier die fiinf GréBen o, u, v, w, P, deren
Abhingigkeit von der Zeit und dem Ort bestimmt werden
soll. Dazu ist neben den vier vorhandenen Gleichungen
nock eine fiinfte nétig. Wir benutzen als solche das
Poissonsche Gesetz

(3) PV =Py V%

welches indermechanischen Warmetheorie begriindet
wird und die Beziehung zwischen Druck und Volumen
eines Gases angibt, wenn die Zustandsénderung eine
sogenannte adiabatischeist, d. h. eine solche, bei welcher
die Bewegungen so rasch vor sich gehen, daB dabei auf-



§2  Gleichungen fiir die Schallbewegung in der Luft. 9

tretende Temperaturdifferenzen sich nicht ausgleichen
konnen. x ist das Verhéltnis der spezifischen Wiarme
der Luft bei konstantem Druck zu jener bai kon-
stantem Volumen und besitzt einen konstanten Wert.

Da Dichte und Volumen verkehrt proportional sind, so
konnen wir Gleichung (3) auch schreiben

Po

)
7
Q¢

P
Q'/..
oder

S (ﬁ)”: (14o)=11xq.

Do 9o
Daraus folgt, daB
ap do
ErRRLkdr
ist. Die Gleichungen (2) werden demnach
du -~ P do
e ST

usw., indem wir wieder beachten, daB die Produkte sehr
kleiner Grofen weggelassen werden konnen.
Differenzieren wir diese Gleichungen der Reihe nach
nach z, y, 2 und addieren sie, so erhalten wir
9 jou, dui il ieitie P 32_6_).
ot 0z ' 9y ' oz G \ 022 " 2y? ' de*
Nach Gleichung (1) ist aber
0 [du dv  odw 0%c
W(iﬂwh—z) el
was mit Riicksicht auf die vorhergehende Gleichung ergibt
% M(aza 9%0 826) .

(4 - (AR A A
a3 Og \oxx S dy " dz
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§ 3. Punktformige Schallquelle.
In der Regel entsteht der Schall an einem Punkt, von
wo aus er sich nach allen Richtungen fortpflanzt. Einen
solchen Punkt wollen wir als Ursprung eines Koordinaten-
systems ansehen, so dal wir z2 | Y2 4+ 22 = 2 getzen
konnen. Dann ist
do _ 0o or :
dz dr oz T
% 0% dr ¢ 1 96 =z do Or 9%

(3

i\:‘ 8

dz% 0r2 oz r ' 7 9r 12 or oz or2

D
3
Q

QD
2
2

Analoge Gleichungen ergeben sich fiir % und
Alle drei Gleichungen addiert liefern !
0%¢ 0%¢ 0%¢ 9% 2 do
022 " 9y " B2 9t 'y oy

Nun ist weiter
%6 206 1/( 9% do 1 o do \
= e

S o Lo Ao =5 e
_ivaz(ra)
S r o

wonach Gleichung (4) in

0% Pox 0%(ro)

92 oor or:
iibergelit, was wir noch in

0% (ro) S 02 (r o)

012 or?
umwandeln kénnen, wenn wir Po% = a® setzen. Wir wollen
0



§4 Geradlinige Fortpflanzung des Schalls. 1

etwa noch 7 6 = o schreiben und erhalten so die Gleichung
in ihrer einfachsten Form
Po P

a2 & arz

§ 4. Geradlinige Fortpflanzung des Schalls.

Wir haben als allgemeine Losung der zuletzt gewonnenen
Gleichung, wie man sich leicht iiberzeugen kann,
a=f(r—at).
Mithin ist

g = }—j(r—at).

Daraus geht hervor, daB sich jede Dichteninderung im
Erregungspunkt des Schalls in Form einer Kugelwelle -
fortpflanzt, daB jedoch die Stirke der Dichteninde-
rung verkehrt proportional dem Radiusvektor
7 ist.
Ist zur Zeit ¢ die Welle in 7/, zur Zeit #’ in 7’ an-
gekommen, so mul © — at' =" — a't'’" oder
T” iy TI
i — 1t
sein, d. h. a ist die Fortpflanzungsgeschwindigkeit
des Schalls. Wir wissen, daB

o= 1 [po
99
ist. In der Tat liefern die entsprechenden Werte des p,, g

und % fiir Luft als Schallgeschwindigkeit die beobachtete
GroBe.

=0

§ 5. Planwellen.

Hat sich der Schall schon weit von seinem Ursprung
entfernt, so kénnen wir ein kleines Stiick der Kugelwelle
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als eben, mithin eine einzige Fortpflanzungsrichtung des
Bewegungszustands aller Punkte annehmen. Eine solche
Welle nennen wir dann eine Planwelle.

Wir wollen fiir ihre Bewegung Gleichung (4) in der Form
5) ai:r: a2 /820 0%¢  02%¢)

ot* {0x2 ° Jy2 ' 022

benutzen. Wie durch Differentiation leicht zu erkennen ist,
haben wir als Losung dafiir

0= f(zcoso 4 ycosf +zcosy —at).
Es pflanzt sich in diesem Fall der Schall demnach un-
geschwiicht in jener Richtung fort, welche mit den
Achsen des Koordinatensystems die Winkel ® f, ¥ ein-
schlief3t.
§ 6. Reflexion des Schalls.

Geht die Schallbewegung blof parallel zur z z-Ebene
vor sich, 50 ist cos f = 0, es wird
(6) o=f(zcosa+ zcosy —at).
Die z y-Ebene sei nun eine starre Wand, auf welche die
Planwelle trifft. Die Geschwindigkeit der Luftteilchen

parallel zur z-Achse muB in dieser Ebene bestindig gleich
Null sein, d. h. es muB

0w " pox 9o 0
b Ot 0%
sein, was erfiillt ist, wenn '
do
e (L T g
0z

ist.

Finden in einem Punkt infolge mehrerer durchgehender
Wellen mehrere Dichtenanderungen statt, so ist die resul-
tierende Dichtenéinderung gleich der algebraischen
Summe der einzeln auftretenden. Soll daher die Be-
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' dingu.ngg—i7 = 0 fiir die z y-Ebene erfiillt sein, so brauchen

wir zur vorhandenen Welle nur noch eine zweite hinzu-
zufiigen, welche dem Punkt in der 2 y-Ebene die entgegen-
gesetzte Bewegung zu erteilen sucht. Fiir unsere Welle
ist nun

do

'’
— =cosy-f.
2, vf
Konstruieren wir also noch eine zweite, fiir welche
do 7
—— = — cosYy -
P v f

ist, so erfiillen beide Wellen die Bedingung, daf in der
z y-Ebene keine Geschwindigkeit parallel zur z-Achse vor-
kommt.

Wihrend also nach Gleichung (5) ein Wellenzug von
oben kommend die = y-Ebene duchqetzt muB gleichzeitig
ein zweiter als vorhanden gedacht werden, fiir welchen

o= f(zcose—zcosy — at),
der also genan das Spiegelbild des ersten ist. Trifft dem-
nach die Planwelle auf die starre z y-Ebene, so wird sie

durch eine neue ersetzt, deren Richtung nach den be-
kannten Gesetzen der Reflexion gefunden wird.

§ 7. Dopplers Prinzip.

Wir wollen von nun an nur noch periodische Bewegungen
der Luft in Betracht ziehen. Die einfachste Form derselben
1st

/
oi=—tecosi| —el-
\

Eine solche einfache schwingende Bewegung nennen
wir einen Ton. ¢ist die Amplitude, 7 die Dauer, ¢ die
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Phase der Schwingung. Die Schwingungsdauer 7 oder
1
deren reziproker Wert, die Schwingungszahl n = 3

bestimmt die Tonhéhe. i
Eine Schallquelle gebe einen Ton von der Schwingungs-
zahl n und bewege sich in der Fortpflanzungsrichtung des
Schalls mit der Geschwindigkeit ». In einer Sekunde legt
der Schall die Strecke a (Schallgeschwindigkeit) zuriick,
folglich befinden sich » Wellen auf der Strecke a — v, auf

der Strecke a ist demnach die Zahl der Wellen # el

Diese treffen in der Sekunde das Ohr, welches somit einen

a
hért. Nahert sich

Ton von der Schwingungszahl n e

also die Schallquelle dem Ohr, so ist der Ton
hoher, entfernt sie sich (wird v negativ), so ist er
tiefer, als wenn die Entfernung, Schallquelle—Ohr,
konstant bleibt.
Ist die Tonquelle in Ruhe, so gehn auf die Strecke a in
der Fortpflanzungsrichtung des Schalls 7 Wellen. Diese
. passieren in einer Sekunde das ruhende Ohr. Nihert sich
das Ohr der Tonquelle mit der Geschwindigkeit v, so ist die
relative Geschwindigkeit des Schalls gegeniiber dem Ohr

= n Wellen in der Sekunde das

: - a
@ - v, somit passieren

Ohr, der Ton ist hoher geworden. Bei entgegengesetzt ge-
richteter Bewegung des Ohrs wird der Ton vertieft. Die
letzte Formel ist nicht identisch mit der fritheren; nur
wenn v gegen a klein ist, geben beide dasselbe Resultat.

Man nennt diese VergréBerung, beziiglich Verkleinerung
der Schwingungszahl durch die Bewegung des schwingenden
Kérpers oder des Ohrs in der Fortpflanzungsrichtung des
Schalls nach seinem Begriinder das Dopplersche Prinzip.
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§ 8. Interferenz der Schallwellen.

Wirken mehrere Kriifte in einem Punkt so zusammen,
da} gleichzeitig mehrere Dichteninderungen derselben
Periode daselbst entstehen wiirden, so wird

AL
2 ccose

27t
6 = 2 ¢ cos (T—‘ e):cos

27 t

+ sin Y ¢sin e

sein. Dieser Ausdruck stellt wieder eine einfache harmoni-

sche Schwingung dar; denn setzen wir
Yccose=rcosd, Zesine=rsnd,

s0 wird :

\

(23‘[15
g = rcos ———19)-
T

r und 9} lassen sich leicht bestimmen, da ja
rZ= (X ¢ecos )@ (2 ¢csing)®
und
Zesineg
Zccose
ist. Die Erfahrung bestiitigt unsere Formel, bleibt doch
eine Melodie dieselbe, ob sie von einem einzigen Instrument
oder vom ganzen Orchester unisono gespielt wird. Diese
Vereinigung mehrerer Schwingungen zu einer einzigen
nennt man Interferenz der Schwingungen.
Wir wollen als speziellen Fall das Zusammenwirken
zweier Schwingungen betrachten. Wir erhalten dafiir
72 = (c'cos € 4 ¢’ cos &')2 - (¢ sin ¢ | ¢’ sin &)2
=¢¥le?f2¢c cos(d— ).
Die GréBe der neuen Amplitude hiingt also wesentlich vom
Phasenunterschied & — &¢" ab. Ist ¢ — &’ = 2 km, wobei

tg =
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k= 0,1, 2 usw. sein kann, so ist

ri=—=lc-cl.
Fire — ¢ =2k 4+ 1) 7 wird
r=c¢—c.

In dem einen Fall tritt eine Verstirkung, im andern eine
Schwichung des Tons ein, ja ist ¢ = ¢’ , so heben sich im
letztern Fall die Schwingungen vollstiindig auf. Es ent-
steht iiberhaupt kein Ton. Es zeigen sich diese Erschei-
nungen am besten an Quinckes Interferenzréhren.

§ 9. Schwebungen — Differenztine.

Wir lassen jetzt zwei Schwingungen verschiedener
Dauer auf einen Punkt einwirken. Wir haben dann

t 27t
—~e)—{—c'cos(n, —8’)-
T

Im allgemeinen stellt ¢ keine harmonische Schwingung dar,

ja wenn 7 und 7’ inkommensurable GréBen sind, so wieder-

holt sich ein gegebener Zustand iberhaupt nie wieder.
‘Wir wollen

27
0= .C/C08
T

1
£= =, ="
z T

setzen und m und n de Schwingungszahlen nennen. Wir
baben jetzt

6=ccos(2mmt—e) 4 ¢ cos(2mnt — &)
=c¢cos (2xmi— ) + ¢ cos[2amt — (m —n)t—¢1].
Ist m von n nur wenig verschieden, so vermag das Ohr die

beiden T6ne nicht mehr zu unterscheiden. Die Amplitude
des Tons ist nun nach dem Vorhergehenden

T el S e Do ae e ik
r=7Ve2+¢2+2¢cc cosl —2m(m—n)t e —¢].
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Hs ist demnach die Amplitude eine Funktion der Zeit.
Setzen wir der Einfachheit halber ¢ — &’ = 0, so wird

r=c¢-+c
ein Maximum fiir 27z (m — n) t = 0, 27, 4 7. . ., hingegen
wird

gVl
ein Minimum fiir 27 (m — n) t =@, 37, 57z ... Wir haben

also wiederum eine periodische Bewegung vor uns, die sich
als Anschwellen und Abnehmen des Tons, als Schwebung
geltend macht. Die Dauer einer Schwebung ist

1

m—n

m — n kénnen wir analog die Schwingungszahl nennen.
Wird m — n geniigend groB, so horen wir beide Téne, und
auch die Schwebungen nehmen den Charakter eines Tons
an, den wir den Differenzton nennen. Der Differenzton
wird um so tiefer sein, je niher aneinander die zwei er-
zeugenden Téne liegen.

§10. Einfach schwingende Bewegung.

Wir betrachten einen Massenpunkt, auf den eine Kraft
wirkt, die proportional der Entfernung des Punkts von
seiner Ruhelage und gegen diese gerichtet ist. Ist die Masse
des Punkts m, seine Entfernung von der Ruhelage s, so
erhalten wir die Kraftgleichung

"> d?s
N M= — oS
~ dt
>+ Wir haben als Losung dafiir

2 s=Acos(at— ¢€)

(§ 9, Bd. I), wenn wir %X _ 42 setzen. Das System macht
m

Jiger, Theoretische Physik IL. 2
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also eine einfach schwingende Be wegung, erzeugt
einen Ton von der Schwingungszahl
@
n=—>-

27

§ 11. EinfluB eines widerstehenden Mittels.

Unser Korper soll in einem Mittel schwingen, welches
einen Widerstand proportional der Geschwindig-
keit des Korpers leistet. Dann wird die Bewegungsglei-
chung

md‘zs“ ds
g Py

Hierfiir ist die Losung (§ 10, Bd. I)

s:Ae—b‘cos(Va2~b2t—a),

a. : : :
e a?; ot 2b gesetzt wird. Die Schwingungs-
7
zahl ist
Va2 — 2
n = _—
27

Es wird also erstens der Ton geds mpft, der Korper hort
allméhlich auf zu ténen, ferner wird die Tonhohe er-
niedrigt.

§ 12. Resonanz.

Auf unser System im widerstehenden Mittel wirke eine
periodische Kraft, etwa die Luftschwingungen eines in
seiner Nihe erzeugten Tons. Die Kraft, welche diese perio-
dische Bewegung auf den Kérper ausiibt, sei durch
P cos p t gegeben. Die Bewegungsgleichung wird demnach
d?s ds

l

e W 4 S
0 pIE oS pct+l cos pt,




§13 Bewegungsgleichung schwingender Saiten. 19

oy &s o ds

: W+2b 5 4+ a?s=Ecospt,

P : :
wenn — = E. Als ein Integral dieser Gleichung kénnen wir

s= Acos(pt—¢)

d?s

W}

Ecospt:Ecos[_(p't—a)+e]:Ecosacos(pt—a)
— Esingsin(pt — ¢),

ansehen. Bilden wir Z—St und ferner

so erhalten wir leicht die Gleichung ;
A(az_pz)—Ecose—l—(Esina——2Abp)tg(pt_£) G

Da tg (pt — &) sich mit der Zeit bestiindig &ndert, so mufl
dessen Faktor Null sein.
Daraus ergibt sich
A2 —p?)=Ecose, 2Abp=Esineg,
2b p Il sin g

tge_az—p2 b 2b p
Wir werden also unter sonst gleichen Verhiltnissen die
gréBte Amplitude erhalten, d. h. der Korper wird unter
dem EinfluB der #uBeren Kraft um so heftiger ins Mit-
schwingen geraten, je grofer sine und je kleiner b
wird. b muB einen endlichen Wert haben. Ist a=7p, so
wird tg e = oo, sin e = 1, d. h. wir erhalten die stirkste
Resonanz, wenn die auf den Korper einwirkende
Kraft dieselbe Periode hat wie die Eigenschwin-
gung.des Korpers. ‘

§ 13. Bewegungsgleichung schwingender Saiten.

Wir denken uns eine Saite in zwei Punkten 4, B (F.ig. 1)
mit der Spannung P befestigt und bringen sie aus ihrer
9 *
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Ruhelage, jedoch so, daB sie eine ebene Kurve bildet. Das

Kleine Stiick M N gelange dabei nach M’N’.- Die Ent-

fernung aus der Ruhelage sei ebenfalls sehr klein, so daB

die Anderung der Span-

N B nung gegeniiber der urspriing-

lichen Spannung véllig zu ver-

A MN B  nachliassigen ist. An dem

Fig. 1. Saitenstiick M’ N’ greifen nun

zwei Krifte an, welche ver-

schiedene Richtungen, nimlich jene der Tangenten in den

Punkten M’ und N’ an die Saite haben. Die Ruhelage der

Saite sei die 2-Achse eines Koordinatensystems und ¢ der

Winkel, welchen sie mit der Tangente in M’ einschlieft.

Dann haben wir in M’ eine Kraft

p 9y

Psing =
sin o 32

parallel zur y-Aclse, da wir wegen der Kleinheit des Win-
kels o Sinus und Tangente desselben vertauschen kénnen.
Gleicherweise wirkt in N’ die Kraft P sin «’. Nun ist

1 2.
sine’ = sing -+ azl;la da:z% —l—-gT‘Z dz,

wenn wir M N = dz setzen. Die Kraft in N’ wirkt in der
Richtung der y-Achse, die in M’ entgegengesetzt. Die Re-
sultierende ist also

0%y

Psing’ — Psing — P
dz2

dz .

Ist die Dichte der Saite o, der Querschnitt q, so hat
das Stiick M N die Masse qoda, und seine Bewegungs-
gleichung wird

0%y 0%y
Qe s vl
qodz FYe J2 322 db
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()

0%y

Bs

2y
mz

P .
qgo

e s
wenn wir — = a2 setzen.
qo

— a2

0

- 021
M -

D

§ 14. Losung von d’Alembert.

Wir erhielten fiir die Transversalschwingungen einer
Saite dieselbe Gleichung wie fiir eine Welle im Luftraum
(§2), wenn wir die a-Richtung mit der Fortpflanzungs-
richtung zusamnienfallen lassen. Wir lernten die von
d’Alembert gefundene Losung (§ 4)

y=Jf(z—atl)
kennen. Aber auch

y=F(z+al)

ist eine Losung, wie man sich leicht durch Differentiation
iiberzeugen kann. Hs gilt daher auch

y=F(z+at)+f(zx—al).
Die Funktionen F und f bestimmen sich aus den An-
fangsbedingungen der Bewegung. Es geniigt, fiir { = 0
0
die Elongationen y und die Geschwindigkeiten %Y simt-

at
licher Punkte zu kennen. Es sei demnach fiir den Anfang

y=0q(2), Elzw@%

ot
Wir haben dann
@ (2) =F () + f (2)

w(x) =aF (x) — af (z).

und
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Durch Integration erhalten wir

2 v@iar—r@—s@-ro+50.
0

Diese Gleichung mit jener fiir @ (z) ergibt
@z

1 1
P=g0@+ 3 [v@azt Lro - Lo
0

und

1 1
f(x)Zéw(m)~§1;fzp(x)dx—§ﬁ‘(0) _;_,gf(o),
daher A

y:F(z‘I"at)+f(a3-—ai):%(p(w—|-at)

T+at

1 1
=k §¢(x—at)+%/‘w(z)dm.

T—at
§15. Unendlich lange Saite,

Die von uns gefundene Losung gilt nur fiir eine unend-
lich lange Saite, da wir nur in diesem Falle fiir jeden
Wert der Zeit auch Werte der Funktionen @ und y haben.

Wir nehmen nun an, da8 fiir { — 0 kein Punkt der Saite
in Bewegung sei, daB also fiir jedes & y (z) = 0 ist. Unsere
Lésung geht dann in die einfachere iiber:

(8) ?/:%(P(wﬁ-at)—{—%(p(x—at).

Fiir alle Punkte der nach beiden Richtungen unendlich
langen Saite sei y = 0, nur fiir eine kleine Stelle um den
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Nullpunkt habe y = ¢ (2) endliche Werte. Nach Gleichung
(8) teilt sich dieser Wert in zwei Teile, d. h. die
urspriingliche Ausbuchtung der Saite teilt sich in zwei halb
so hohe, von denen mit der Geschwindigkeit a die eine nach
rechts, die andere nach links lings der Saite fortlduft.

§ 16. Einseitig begrenzte Saite.

Liuft eine Welle gegen einen bestimmten Punkt der
Saite, so kénnen wir uns gleichzeitig von der andern Seite
eine zweite Welle kommend denken, welche dem Punkt
genau die entgegengesetzte Elongation geben wiirde.
Das hat den Erfolg, daB der Punkt selbst immerin Ruhe
bleibt. Wir kénnen ihn daher von vornherein fest machen
und den einen Teil der Saite ganz weglassen. Gelangt dann
eine Wellenbewegung gegen diesen Punkt, so wird sie ein-
fach mit entgegengesetzter Amplitude reflektiert.

Wir stellen nun die Bedingung, da der Endpunkt einer
einseitig begrenzten Saite eine bestimmte Bewegung y=f({)
mache. Fiir £ = 0 sei die ganze Saite noch in Ruhe. Es gilt
fiir sie dann Gleichung (8), und es muB fiir z = 0 demnach

{0 =g + 5o (—ad

sein. Machen wir noch die Voraussetzung, daf fiir { =0
auch simtliche Punkte der Saite in ihrer Ruhelage sind,
dann ist fiir alle positiven Werte von z die GroBe ¢ () = 0,
folglich auch @ (at)=0. Es bleibt also nur

%q)(_at):‘f(t):

was weiter ergibt

ot

y = %(p(x—ut)zgfp[* e “')]:f(t_ %)



24 Akustik. §17

Es pflanzt sich also der jeweilige Bewegungs-
zustand am Anfangspunkt mit der Geschwindig-
keit a lings der Saite fort.

§ 17. Schwingungsdauer einer in zwei Punkten
befestigten Saite.

Bringen wir einen Punkt einer an beiden Enden befestig-
ten Saite aus seiner Ruhelage und iiberlassen dann die Saite
sich selbst, so wird sich diese Deformation nach beiden
Richtungen der Saite mit halber Ordinate fortpflanzen.
Wie wir in § 16 gesehen haben, wird an den Befestigungs-
punkten die Welle mit entgegengesetzter Amplitude reflek-
tiert, sie durchliuft dann die ganze Saite, wird am andern
Befestigungspunkt ebenfalls reflektiert und kehrt so, wie sie
ausgegangen ist, wieder in ihre urspriingliche Lage zuriick.
Dort beginnt dann das Spiel von neuem. Die Zeit, welche
dabei verflieBt, konnen wir die Schwingungsdauer der
Saite nennen. Die Saite habe die Linge 1, ein Punkt in der
Enffernung z vom Anfangspunkt werde aus seiner Ruhe-
lage gebracht und dann sich frei tiberlassen. Es bewegt sich
nach links und rechts von z aus eine Welle mit der Ge-
schwindigkeit a. Die Welle, welche nach rechts geht, legt
bis zur ersten Reflexion den Weg I — z, von hier aus zur
zweiten den Weg ! und von hier bis zur urspriinglichen Lage
den Weg z, im ganzen also

l—atl42—29]
zuriick.  Denselben Weg durcheilt die entgegengesetzt
laufende Welle. « ist die Wellengeschwindigkeit, daher
21
%
die Zeit des Durchlaufens, d. i. die Schwingungsdauer der

: P
Saite. Wegen q2= q—a haben wir demnach fiir die Schwin-
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gungsdauer 0
qo
T=2 P
fiir die Schwingungszahl
1 i2
n=—|/—,
21 qo

eine Formel, die sich experimentell bestitigt.

§ 18. Bernoullis Loésung.
Wir versuchen, ob Gleichung (7) durch
X T
befriedigt wird, wobei X eine Funktion von x, T eine Funk-

tion von f ist. st also in X, # in 7 nicht enthalten.
Es ist somit

2y 2T @y X
G i g 9xr - - Gx2'
und es muf
X 02T A 02X

g ox2 ’

Tl - o 9*X

TaEe s X 0
sein. Da wir hier auf der einen Seite dieser Gleichung nur
die Zeit ¢, auf der andern nur die Abszisse x als Versinder-
liche haben, so ist sienur méglich, wenn jeder dieser AuS—
driicke gleich einer Konstanten — o2 ist. Wir er-
halten also zwei Gleichungen

azX P e S

dz? S

deren Lésungen periodische Tunktionen sind (§9, Bd. I),

die wir zusammenfassen kénnen in

S 1
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Y= (A sin &2 + Bcosa—z—) sin o
a a

+ (C’ sinO;—m—FDcoso;—x) coso .

Durch die Klammerausdriicke sind uns also die Amplituden
der einzelnen Punkte der Saite gegeben.

§19. Grundton und Obertone.

Die Saite sei an beiden Enden fest. Es muf} dann zu
jeder Zeit fiir = 0 und z = 1, auch ¥ = 0 werden, woraus
erstens B = D = 0 folgt und nur

y— sinaal(fi sinat + C cosat)
iibrigbleibt. Damit ferner fiir z — , y=0 wird, muB
l
sina—lzo oder ~“—=n, Dgpi,
a a

Ta 2wa kma
R

sein.
A D man,
Wieder ist hier 7 = Tn die Schwingungsdauer,
2a ka
2a 0 21 o1 9

die Schwingungszahl. Es kann also die Saite eine unend-
liche Zahl von Ténen hervorbringen, deren tiefster

N = —

21

ist, eine Losung, die wir schon frither fanden (§ 17). Diesen
tiefsten Ton nennt man den Grundton, die tibrigen die
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Oberténe der Saite, und da sie ganzzahlige Vielfache des
Grundtons sind, harmonische Oberténe. Gibt die Saite
nur den ersten Oberton, so schwingt sie in zwei Teilen, sie
hat in der Mitte einen Knoten. Beim zweiten Oberton
schwingt sie in drei Teilen mit zwei Knoten usw.

§ 20. Klinge.

Die Saite kann nicht nur einzeln ihren Grundton und
ihre Oberténe geben, sondern auch gleichzeitig, da ja

ky;a: Aksinlwz—at + Oy coszciltf—t

ebenfalls unsere Gleichung (7) befriedigt. Wir haben dann
keinen einfachen Ton, sondern einen Klang. Die Gleichung
dafiir ist also im allgemeinen eine unendliche Reihe,
welche bestimmt ist, sobald wir den Anfangszustand der
Saite, d. h. die Elongation und die Geschwindigkeit eines
jeden Punktes kennen, wenn also fiir { = O die Form der

(9) y=2Zsin

. : ] 0
Saite durch y = ¢ (), ihre Geschwindigkeit durch —a%——-ip (=)
gegeben ist. 'Wir haben dann
¢ (2) = Clsin$+ozsin27;m + e
2
p (z) = Alzlgsin Elﬁﬁ—2/12n—l‘1 sin nla: &

Es wird in der hoheren Analysis nun gezeigt, dall fi'%r
cine derartige Reihe die Konstanten 4 und C durch die
Formel bestimmt sind:

i
2 o kg
Cp= —l—fq)(x)sm ’;xdx :
0
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Wir sind somit in der Lage, auf diese Weise die Werte
der 4 und C, d. h. die Amplitude der einzelnen Oberténe
zu finden.

§ 21.. Gleichung fiir die Longitudinalschwingungen in
Stiiben.

Denken wir uns einen Stab mit seiner Linge paralle]
zur xz-Achse eines Koord_inatensystems, S0 nennt man
Longitudinalschwingungen jene, bei welchen sich die
Teilchen parallel zur z-Achse bewegen.

Wir legen senkrecht durch unsern Stah zwel parallele
Ebenen, welche um dz voneinander entfernt sind. Diese
schneiden aus dem Stab ein Stiick von der Masse g dx ¢
heraus, wenn q der Querschnitt, ¢ die Dichte des Stabs ist.
Befindet sich dieses Stabelement nicht in seiner Ruhelage,
so werden auf beiden Seiten Spannkrifte wirken.

‘Wenn wir einen Stab mit der Kraft P dehnen, so erfihrt
er eine Verlingerung

wenn [ die Linge des Stabes ist (§ 57 Bd. I). Danach finden
wir die Spannkriifte, welche auf unser Stabelement wirken,
folgendermaBen. Der Querschnitt in der Entfernu_ng T er-
langt nach der Dehnung die Lage z + &, jener in der Ent-
fernung z - dz die Lage z 4 dz -+ &. Betrachten wir &
als Funktion von z, so ist

§'=§+aidz.
oz

Die Verliingerung des Stabelements ist nun
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Daraus folgt

o0&
P:Eqﬁ.

Wihrend nun diese Kraft auf der linken Seite des Stab-
elements nach links wirkt, greift auf der rechten in ent-
gegengesetzter Richtung eine Kraft

P':P—{—aa—idm

an. Es wirkt mithin die resultierende Kraft

; gl @

Die Kraft muf gleich dem Produkt aus Masse un(.l Be-

schleunigung (§ 6, Bd. I) des Stabelements sein. Wir er-
halten demnach die Gleichung

dx .

% o
qdwaW_Egmda:,
oder
02& Ik

= ¢ —
ot o'z
: E
Wenn wir a2 = — setzen.
G

Wir haben also auch hier genau dieselbe Gleichung wie
fiir die Transversalschwingungen der Saiten oder fi:n: (:119
FOrtpﬂanzung einer Planwelle in der Luft. Der einzige
Unterschied ist die physikalische Bedeutung der Gréfie a.

Unsere Gleichung kénnen wir auch ohne weiteres auf die
Lﬁngitudinalschwingungen in gespannten Saiten
dnwenden, da eine urspriinglich vorhandene Spa-‘nmnllg auf
die Longitudinalwellen gar nicht von Einfluf} ist, 1'ndem
diegelbe ja iiber die ganze Saite konstant ist, somit das
Saitenelement nach beiden Seiten mit derselben Kraft zu
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ziehen trachtet. Alle Lésungen, welche wir fiir die Trans:
versalschwingungen der Saiten fanden, k6nnen wir nun ohne
weiteres auf die Longitudinalschwingungen der Stiibe iiber-
tragen.

§ 22. Tone eines an beiden Enden freien Stabes.

Eine Losung unserer Gleichung

03%& G20
e T
ot? 0x?
ist (§ 18)
&= (4 sin i —I—Bcosa(—x)sina.i.
1

Fiir ein freies Stabende ist die Spannung natiirlich
gleich Null, also E g it 0, was nur méglich ist, wenn

9

Sp iy
oz
ist. Das eine Stabende sei im Ursprung des Koordinaten-
systems, fiir das andere ist also # = 1, unter [ die Linge des

0§

Stabs verstanden. Dann muB fiir = O und & = 1, e — 0
e

sein. Daraus folgt 4 —= 0 und

sina—zo
a
oder
al
— =kax,
o
und da o = 27 n, so
i ka
RO

Das ist die Schwingungszahl des Tons, welchen der Stab
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gibt. Da k jede beliebige ganze Zahl sein kann, so sind
unendlich viele Tone maoglich. 2_al_ ist die Schwingungszahl

des Grundtons. Es ist also derselbe wie bei der schwin-
genden Saite. AuBer ihm haben wir eine unendliche
Reihe harmonischer Oberténe.

Fiir die Schwingung selbst haben wir

T .
E—= Bcos—sinat.
a

Wegen o =k—,7{—g ist _o;_a: = k—jl”f . Fiir k= 1 wird cos Z:: =0,
¢

wenn wir ¢ — —;— setzen. Das heiBt: fiir den Grundton hat

der Stab in seiner Mitte einen Knoten, beim ersten Oberton
im ersten und dritten Viertel seiner Linge usw.

Aus der bekannten Schwingungszahl eines Stabs
konnen wir umgekehrt seinen Elastizititsmodul be-
rechnen.

§$23. Tone eines an einem Ende befestigten Stabs.

Ist der Stab an seinem Anfangspunkt fest, so muf fiir
z = 0 auch & = 0 sein, woraus fiir die Losung

e az) .
§=(Asm—a—+Bcos— sine
a

B = 0 folgt. Es ist demnach
o0&
oz

was fiir 2 = [ ebenfalls Null werden muB. Das liuft darauf

o ww Y
=—Acos——smmat,
a

: al -
hinaus, (os-;- — 0 zu setzen, was
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ol 7
S 2k -+1) 3

zur Folge hat, unter & wieder eine beliebige ganze Zahl ver-
standen. Es mufl demnach
am
— 2 = 2 v S
o wn= (2k+1) 31
sein. Dies ergibt fiir die Schwingungszahl des Grundtons

_CL
=y

Ein solcher Stab gibt also die tiefere Oktav eines
gleichartigen, an beiden Enden freien Stabs. Der

nichste Oberton hat die Schwingungszahl n = i—(z , der

n

5
zweitnichste Zi;- usf. Es entfallen also alle ungeradzahligen

harmonischen Obertone.

§ 24. Offene Pfeifen.

Wir fanden fiir die Fortpflanzung einer Planwelle in der
Luft, die sich in der Richtung der z-Achse bewegt, die Glei-
chung (§5)

Dieselbe Gleichung bestimmt uns die Bewegung der Luft
in Pfeifen, da diese ja auch in nichts anderem als Longi-
tudinalwellen parallel zur Pfeifenachse besteht. Wir haben
daher wieder die bekannte Losung

sino t.

o O o T
6= |4sin — L Bcos
a
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Bei einer offenen Pfeife steht die innere Luft an beiden
Enden der Réhre mit der &uBeren in Verbindung. An diesen
Stellen wird daher keine Dichteniinderung stattfinden kon-
nen. Denken wir uns also die Achse der Pfeife mit der
a-Achse eines Koordinatensystems zusammenfallend, wih-
rend sich die eine Offnung im Ursprung z = 0, die andere in
der Entfernung = = [, d. i. die Lange der Rohre, befindet.
Fiir diese Punkte muB somit ¢ = 0 werden. Daraus folgt

B =0, ferner —aa—l=kn, oder « =27 n= —kilt—ﬁ, was fiir

die Schwingungszahl

ka

21

ergibt, Eine offene Pfeife verhilt sich alo genau so wie
ein an beiden Enden freier, longitudinal schwin-
gender Stab. '

n=

§ 25. Gedeckte Pfeifen.

Am gedeckten Ende einer Pfeife kénnen die Luftteilchen
keine longitudinalen Bewegungen machen. Es muf dem-
nach hier die Geschwindigkeit « = 0 (§ 6) sein. Desgl. ist
natiirlich auch

ou  pyx 00

b (Bl Oy=: 0
Als Bedingung fiir éin gedecktes Pfeifenende erhalten wir
demnach

oz
Dies ist bei unserer Pfeife fiir # = I der Fall, wiihrend fiir
7 =0, ¢ — 0 werden muB. Letztere Bedingung ist in der
Losung

A
6= Asin——sinat
a

Jiger, Theoretische Physik IT.
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erfiillt. Danach wird
do ad o
S =——-608—sinat,
ox a a

und es muB nach dem obigen

cosa—l—'z(), also —oc—l=(2k-|—1)£
a a 2

werden, woraus wir wegen o — 27 n
a
n=2k+1) o

erhalten.
Eine solche Pfeife verhilt sich demnach ganz so wie ein

an einem Ende befestigter Stab. Sie gibt als Grund-
ton die tiefere Oktav einer gleich langen offenen Pfeife,
ferner nur die geradzahligen harmonischen Oberténe.

§ 26. Planwellen in einem unbegrenzten elastischen

festen Korper.

Wir wollen noch den Fall einer Planwelle in einem
unbegrenzten Medium betrachten, der sich in sehr ejn-
facher Weise unmittelbar aus den allgemeinen Gleichungen
(40) (§60, Bd.I) ergibt.

Wir denken uns ein dreiachsiges rechtwinkliges Koordi-
natensystem und nehmen an, daf in ieder Ebene parallel
zur (y, z)-Ebene alles kons‘tant sei, sowohl die Dehnungen
als die Verschiebungen. AuBere Krifte sollen iberhaupt
nicht vorhanden sein, so daf

o X=Y=7-=—0
wird. In den Gleichungen (40) (Bd. I) miissen somit alle
Ableitungen nach y und 2 gleich Null werden. Da, allgemein
ot By L
g, 6
&0 oy o

|




<

§ 26 Planwellen in einem unbegrenzten Korper. B}
so wird fiir unseren Fall
P
g
&
daher
a0 =7 0%&
9x  0a®
Ferner wird
azg 22y 92
AEet iyl AL
. 'l a2 ozt

und die Gleichungen (40)
gende:

d*é

°ap

&y

°ar

a2

Car e

=@A+2p

(Bd. I) vereinfachen sich in fol-

d7c
) T

d%*n :
T

¢
Pr

die wir auch noch schreiben kénnen:

d2&

ar

d*n

an

d2g

anr

indem wir

A+2u

gesetzt haben.

=a

el
0 x>
a2
amz :
£ OG-

69:2 3

2

5
e

2
b

3%
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Die erste dieser Gleichungen ist gelést durch
die zweite und dritte durch

n=g@(x—cl
bzw.
C=y(z—ct)

(§14). Die Verschiebungen & einer Planwelle pflanzen sich
in der Richtung der Verschiebung mit der Geschwindigkeit

e i b
@

fort. Das ist also die Fortpﬂanzungsgeschwindigkeit
der Longitudinalwellen. Die Verschiebungen # und ¢,
welche parallel zur Wellenebene erfolgen, pflanzen sich
senkrecht dazu mit der Geschwindigkeit

c:l/ﬁ
0

fort. Dies ist die Fortpfla,nzungsgeschwindigkeit
der Transversalwellen. Die Longitudinalwellen pilan-
zen sich demmnach rascher fort als die Transversalwellen.

Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Longitudinal-
wellen im unbegrenzten Raume darf nicht verwechselt
werden mit der Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Longi-
tudinalwellen in einem Stabe. Die Verschiedenheit rithrt
daher, daB hier Querkontraktion, im unbegrenzten Raume
jedoch nicht auftritt.
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Die Lehre von der Wirme.

Wiirmeleitung.

§27. Wirmemenge — Temperatur — spezifische Wirme —
Wiirmekapazitit.

Wie wir die Schall- und Lichterscheinungen auf bloBe
Bewegungserscheinungen zuriickgefiihrt haben, so tun wir
es auch mit den Erscheinungen der Wirme. Wir fassen die
Wirme als Bewegung der kleinsten Teilchen
eines Kérpers, als Molekularbewegung auf. Firdie
Bahnen der Molekeln gibt es keine bevorzugte Richtung,
sie sind nach allen Richtungen gleichférmig ver-
teilt. Der Schwerpunkt des Kérpers bleibt also in Ruhe,
und da die Bewegung der einzelnen Molekeln sinnlich nicht
wahrnehmbar ist, so ist fiir die Sinnesorgane auch der ganze
Kérper in Ruhe. Die Gesamtenergie der Molekeln
nennen wir seine Wiarmemenge. Bringen wir zwei Kor-
per zur Berithrung, so wird ein Energieaustausch statt-
finden. Von jenem Korper, welcher mehr Energie an den
andern abgibt, sagen wir, er besitze die hohere Tempe-
ratur. Nach willkiirlichem MaB messen wir die Tempe-
ratur mit dem Thermometer und nennen die MaBein-
heit einen Temperaturgrad. Die Wirmemenge, welche
die Gewichtseinheit eines Kérpers um einen Grad er-
heht, ist dessen spezifische Warme ¢. Diese kann sich
mit der Temperatur #ndern, wir werden sie daher besser
durch

a9

c=—

dw

definieren, wenn wir unter  die Wirmemenge und unter u
die Temperatur verstehen. Die Wirmemenge, welche wir
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demnach einem Kérper zufithren, wird gleich dem Pro-
dukt aus seinem Gewicht, spezifischer Wiirme und Tempe-
raturerh6hung sein. Das Produkt aus der spezifischen
Wirme und dem Gewicht ist die Warmekapazitit des
Korpers.

Die Erfahrung lehrt, da verschieden temperierte Kor-
per, sich selbst iiberlassen, ihre Temperaturen ausgleichen.
Dies geschieht entweder durch Leitung oder durch Strah-
lung der Warme. Im ersteren Fall miissen die Korper ein-
ander beriithren, und es gibt direkt der eine Energie an den
andern ab. Esist dies die Regel, wenn verschiedene Punkte
ein und desselben Korpers verschiedene Temperaturen be-
sitzen. Im zweiten Fall ist der Triger der Wirme der hypo-
thetische Lichtéither, und es lehrten die Untersuchungen,
dafB} Licht- und Wirmestrahlen sich physikalisch vonein-
ander gar nicht unterscheiden.

Die im folgenden gegebene Theorie der Wirmeleitung
wurde von Fourier begriindet und ausgearbeitet.

§ 28. Gleichung der Wiirmeleitung in einem Stah.

Wir halten das eine Ende eines diinnen Stabs bestandjg
auf der Temperatur a, das andere auf der niedrigeren Tem-
peratur b. Hs strémt dann durch den Stab Wirme von a
nach b. Je groBer der Temperaturunterschied g — b ist,
desto mehrWirme wird in der Zeiteinheit durch einen Quer-
schnitt des Stabs flieBen. Machen wir die Voraussetzung,
der Stab gebe nach auBen keine Wiirme ab, was freilich in
Wirklichkeit nur in gewissen Fillen angendhert erreicht
werden kann, so muB} durch jeden Querschnitt des Stabs
in derselben Zeit dieselbe Wérmemenge IV gehen. Wir wollen
sie daher proportional der Zeit und dem Temperaturunter-
schied setzen. Sie wird ferner noch proportional dem Quer-
schnitt des Stabs g und schlieBlich von der Liinge | des Stabs
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abhiingig sein, so daB wir fiir die durch den Querschnitt
gehende Wirmemenge '

W=qi(a—10)f()
erhalten.

Teilen wir unsern Stab in gleiche Teile von der Liinge 4
und sei in der Entfernung 4 von a die Temperatur a;, in der
Entfernung 2 A @, usw., so muf} die Gleichung

W=qt(a—a)f(4)
=gty —a)f(d)=...
gelten, woraus folgt
a— =0 — Oy= ...

Es fallt also von @ nach b die

Temperatur linear ab. Wir 2 o
kénnen daher ganz allgemein Fig. 2.
schreiben

W =qt(MN— M'N’) f (MM’)
(Fig. 2). Da aber
JJI—NM—# = a——l——b == (7 (konst.)
ist, so wird
W=qtG - MM f(MM')=qtGyf(y),
wenn wir MM’ = y einfithren. Wir konnen nun y f (y) =k,
also

k
fly) = ?J
setzen, wonach
lag —
W=qtk< : :

wird. Die Konstante k nennen wir die Wirmeleitungs-
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fihigkeit; es ist die Wirmemenge, welche in der Zeit-
einheit durch die Querschnittseinheit beim Temperatur-
gefille Eins geht, wobei wir unter dem Temperatur-

gefille die Groge & — = verstehen.

Das lineare Temperaturgefille in unserm Stab ist nur
fiir den Fall eines stationiren Zustands vorhanden. In allen
andern Fillen kénnen wir daher unsere Gleichung nur fiir
ein sehr kurzes Stiick dz des Stabs beniitzen, fiir welches
wir das Gefélle als linear annehmen. Auf der Strecke dz
a— b

soll sich die Temperatur um du indern. Anstatt

. d :
haben wir demnach — 3%; zu setzen. Das negative Vor-

zeichen riihrt davon her, daB die Wirme immer entgegen
der Richtung der Temperaturzunahme flieBt. Das Tempe-

du 5 :
raturgefille — =73 wird ferner nur fiir eine kurze Zeit 7 als

konstant anzusehen sein. Wiihrend dieser Zeit flieBt dann
durch den Querschnitt des Stabs die Wirmemenge
du

0 e gk

(10) W qtk In
Ein sehr kurzes Stabstiick von der Linge & sei durch die

Querschnitte M und M’ begrenzt. Es stromt dann in der
Zeit T durch den Querschnitt M die Wirmemenge, welche
durch Gleichung (10) gefunden wird, ein, durch M’ die
Menge

du\’
W = — s
qu(dx)

aus. Hs bleibt daher in unserm Stabelement die Wirme
W — W’ zuriick und erhsht die Temperatur um 8. Das
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Volumen des Stabelements ist g &, das spezifische Gewicht
sei s, die spezifische Wérme ¢. Dann ist sein Gewicht g & s
und seine Wirmekapazitit g& sc. HEs besteht somit die
Gleichung

W—W =qéscd.

Die Temperaturerhéhung per Zeiteinheit kénnen wir

schreiben, daher fiir die Zeit =

ou
6—‘_—‘-&“'[,

ou
o

mithin
; ou
wW—-Ww ——qéscﬁr.

Fiir einen Zeitpunkt oder fiir eine unendlich kleine Zeit 7
kénnen wir die Warmemenge W als eine Funktion von
ansehen, wenn wir mit  die Entfernung eines Punktes des
Stabs vom Anfangspunkt bezeichnen. Dann ist

Wi s
ox

folglich nach Gleichung (10)
; ow 0%u
Mol e m st gl o
Wir erhalten somit die Gleichung
ou 0%u
qéscﬁtz qtk&?{l}_z
oder
Ju k9%
o ¢ . dr®
Wir lassen jetzt die Bedingung, daB der Stab nach
auBen keine Wirme abgibt, fallen und nehmen an, dafl
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die abgegebene Wirme der Temperaturdifferenz zwischen
Stab und Umgebung und der Oberfliche proportional sei.
Ist p der Umfang, so ist p& die Oberfliche des Stab-
elements und % p & (v — a) 7 die nach auBen abgegebene
Wiirme, wenn wir a die Temperatur der Umgebung nennen.
Da es nun ganz gleichgiiltig ist, wo wir den Nullpunkt der
Temperaturskala anbringen, so kénnen wir von Fall zu Fall

=29
annehmen. Es bleibt uns dann fiir die nach auBen ab-

gegebene Wirmemenge der Ausdruck hp&w7. Die im
Stabelement verbleibende Wirme ist daher

W—W’~hp§ut,

was uns die Gleichung
ou 02y
qfscﬁtz gtkfw—hpfut

ergibt, die sich reduziert auf
ou k0% ko 5

oder

11 s L et Sl .
(11) m = nu

Die GroBle m = ir nenntmandieTemperaturleitungs-

fahigkeit oder auch das thermometrische Leitungs-
vermogen, i die #uBere Wirmeleitungsfahigkeit.

Es darf also das Temperaturleitungsverm(‘jgen nicht mit
demWirmeleitungsverméigen verwechselt werden. Wihrend
z. B. die Wirmeleitungsfihigkeit der Gase gegeniiber jener
der Metalle sehr klein ist, haben sie doch ziemlich dasselbe
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Temperaturleitungsvermégen. Das heilit, es gleichen sich
verschiedene Temperaturen in Gasen ebenso rasch aus wie
in Metallen.

§ 29. Stationdrer Zustand.

Bleibt jeder Punkt unseres Stabs auf konstanter Tem-
peratur, so nennen wir diesen Zustand stationir. HEs ist
also dann

ou
g
und Gleichung (11) wird

0,

a2u n
= — —u=0.
oz m

Eine Losung dafiir ist
% —iel %

Danach wird unsere Gleichung

n
200 _ T pu_
e m ° e
folglich

n

g L = i
g m’ p—ik m
Wir erhalten also zwei Werte fiir #, welche wir zusammen-
fassen konnen in
] /n n
B de 7"—[—Bew1/m ;
Unser Stab sei nun sehr lang. Die Temperatur soll aber

fiir ein unendlich grofles z nicht unendlich werden. Dann
ist B = 0 zu setzen, und es bleibt

_]/Z
u=Ae m
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Fiir 2 = 0 sei w = u,. Folglich wird 4 — u,. Haben wir
zwei Stiibe mit derselben Anfangstemperatur, so ist fiir den

einen
V7
Y AL
m

U= Uy e ;

L E
U = Uye s

Fiir zwei Punkte gleicher Temperatur muB somit

fiir den andern

n s el b
z |/ ——'z —
m m
sein. Es ist nun
n hp n hyp

m qk’ m K

Geben wir daher den Stiben kongruente Forlﬁ und gleiche
Oberflichenbeschaffenheit, so ist

: h£ o hl pl
ql
und wir erhalten
k' e
TR

was uns die Moglichkeit liefert, die Wiirmeleitungsfihig-
keiten von Stiben verschiedenen Materials miteinander zu
vergleichen.

§ 30. Wiirmeleitung in einem Ring.
Setzen wir in Gleichung (11)
U= y e Nt
so nimmt sie, wie leicht zu finden, die Form
oy 0%y

A —Mm

ot Fra
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an. Das ist aber die Form der Warmeleitungsgleichung
ohne Wirmeabgabe nach aufBlen, welche wir schreiben
kénnen

2
(12) ox o

ot oa?

Es wird demnach in vielen Fillen geniigen, die Losung fiir
die Gleichung (12) zu kennen, weil diese, mit e~ ”t multi-
pliziert, sodann die Losung fiir (11) ergibt. Eine Losung der
xleichung (12) ist

(13) % — est i
Dieser Wert, in die Gleichung (12) eingesetzt, gibt
o= mf*. _
Soll die Temperatur mit der Zeit nicht ins Unendliche
wachsen, so mufl « negativ sein. Wir wollen o = —y

schreiben, wonach wir

BYm=+iVy

erhalten, was sich in das partikuldre Integral

u=e~t (Acosx Z——{—Bsinx l/z)
l/ m m

zusammenfassen 1a6t. (Bd. I §10.)

Wenden wir diese Formel auf einen Stab an, welcher
zu einem Ring zusammengebogen ist, so daB sich Anfangs-
und Endpunkt beriihren, und legen wir in eine beliebige
Stelle des Rings den Anfangspunkt der Abszissen, so muf3
in den Punkten =, # + 1, # - 21, ... die Temperatur ein
und dieselbe GroBe haben, wenn I der Umfang des Rings ist.
Daraus folgt, daf}

l 2—:275, 5T e i e
m
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sein muf}, wonach

472m 16 72 m 36 w2 m
= 5 TR

wird. Wir haben somit als allgemeine Lisung

k=00 4p2aemy
-—" 2knx . 2knx

= z :
u_ge (Akcos . + By sin )
Die Konstanten 4 und B lassen sich berechnen, sobald fiir
t = 0 die Temperatur durch u = f(z) gegeben ist (§ 20).
Die hoheren Glieder unserer Summe nehmen mit wach-
sender Zeit sehr rasch ab. In der Praxis geniigt es daher,
sich auf

L. 27 2m z
w=Ay,+e ¥ (Al cos — + B, sin —— )
l

zu beschrinken. Es ist dies die Temperatur der Abszisse z.

Gegeniiber liegt der Punkt z —J—EZ mit der Temperatur

el 27 e A
w=Ad,+ e . (~.—Alcos — B, sin ] | -
Die Summe beider liefert :
i + u' = 2 AO ’
die Differenz
- 4’% 2w x 27 x
u—u' =2 ¥ (Al s B, sin

Es nimmt also die Differenz der Temperaturen zweier
gegeniiberliegender Punkte geometrisch mit der Zeit ab,
woraus wir die GroBe des Exponenten, somit auch die
Temperatur- und Wirmeleitungsfihigkeit bestimmen
konnen.
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§ 31. Die tigliche und jihrliche Temperaturschwankung
unter der Erdoberfliche.

In der Lésung der Gleichung (12), welche durch Glei-
chung (13) gegeben ist, ist eine der beiden Konstanten o
und f vollsténdig willkiirlich. Wir wollen deshalb « ima-
ginir, also « = a4 wihlen. Wir haben dann

ai
ﬁ:j: l/’))b :
- s s

und _
VB e 2 VBV

VBV E) - VE iV

Es laBt sich also u als periodische Funktion bei richtiger
Wahl der Anfangszeit in folgender Weise darstellen:

. VA 3
u=~Ce 2"‘sin(at—w -——)
2m

ferner

Fiir den Anfangspunkt z = 0 erhalten wir somit
Uy = O smat:

Unsere Losung gilt also fiir einen Stab, der nach aulien
keine Wiirme abgibt und an dessen Anfangspunkt die Tem-
peraturinderung eine harmonische Schwingung darstellt.

Denken wir uns ein Prisma, welches von der Erdober-
fliche senkrecht in die Tiefe geht, so haben wir den Fall
verwirklicht, daB nach auBen keine Wirme abgegeben wird,
da wegen der gleichen Verteilung der Temperatur in einer
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horizontalen Ebene keine Wirmebewegung stattfindet. Die
tégliche und jihrliche Temperaturschwankung an der Erd-
oberfliche kénnen wir in erster Annéherung als eine har-
monische auffassen, kénnen daher unsere Losung auf die
Temperaturinderung unter der Erdoberfliche beziehen.
Wir finden in jeder Tiefe eine periodische Temperatur-
dnderung, jedoch wird die Amplitude mit wachsender Tiefe
immer kleiner, so daB wir etwa 28 m tief unter der Erdober-
fliche die Temperaturschwankung tiberhaupt nicht mehr
wahrnehmen, sondern jahraus jahrein eine konstante Tem-
peratur haben. Hat zu einer bestimmten Zeit ¢ die Tempe-
ratur an der Erdoberfliche den Wert Null, so mufl af— nx
sein. In der Tiefe z wird diese Temperatur erst nach der
Zeit ¢ eintreten, welche sich daraus bestimmt, daB dann

at—+0)—=x l/ ~2t% = no ist. Wir finden somit

]/a z =
ad=z S oder 6~=V2ma.

Das kénnen wir die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der
Wiirmewelle nennen. Bezeichnen wir analog die Schwin-

; : 2
gungsdauer mit 7, so haben wir g — Tn , folglich

T mrcT

T dmax
B T

Es ist also die Fortpﬂanzm1gsgeschwindigkeit eine Funk-
tion der Schwingungsdauer, und zwar wird sie um so groBer,
je kleiner die Schwingungsdauer ist. Es pflanzen sich des-

halb die téglichen Anderungen viel rascher in die Tiefe fort,

(14) u:-C'e_me_‘sin (2nt — E—) ;
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als die jahrlichen. Dafiir nimmt aber die Amplitude der
letzteren mit der Tiefe viel langsamer ab.

Die Gleichung (14) gibt uns die Mittel an die Hand, nach
zwei Methoden die Warmeleitungsfihigkeit der Erd-
rinde zu bestimmen, einmal aus der Abnahme der Ampli-
tude mit der Tiefe, das zweitemal aus der Verzégerung des
Maximums bzw. des Minimums der Temperatur. In der
Tiefe o’ ist die Schwankung der Temperatur

g=zci "V :

in der Tiefe '’
et S
0 —20¢ Rz
folglich
3 ’
woraus sich m bestimmen la8t.

Das Maximum der Temperatur haben wir in 2’ zur
Zeit t', wenn

r o &
(oo #) =

2nt

- 7 7
T mz 2
desgleichen in z'" nach der Zeit ¢’ fiir
2t 2 . m
e ) me 2

woraus sich ergibt

27 T
o t”"'—tl = ‘!l_ 2 ) v
- ( )= (z z') |/mt

Dieselbe Formel erhalten wir fiir die Wanderung des Mini-
mums, und wiederum ist es leicht, aus dieser Gleichung die
Temperaturleitungsfihigkeit m und somit auch die Wérme-
leitungsfihigkeit der Erdrinde zu finden.

Jiger, Theoretische Physik II. 4
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§ 32. Gleichung der Wiirmeleitung in einem isotropen Korper
— Analogie zwischen Wirme- und Fliissigkeitsstromung.
Denken wir uns aus einem isotropen Korper ein Volum-
element & 7 { herausgeschnitten, so kénnen wir fiir die drei
Richtungen parallel zu den Koordinatenachsen dieselbe
Uberlegung machen, welche wir iiber die Wiirmestromung
nach einer Richtung (§ 28) anstellten. Der Unterschied ist
dann nur der, daB dem Volumelement nicht nur von einer
sondern von drei Seiten Wirme zu- und gleicherweise ab-
gefithrt wird. Die Gleichung (12) erweitert sich daher auf
ou 0%u 2 5
o (a—z i+ a—“) ‘
z Y 0z

Fiir den stationéiren Zustand wird sie

02u 02u 02u
92 T gt T o0t

Dieselbe Gleichung fanden wir (Bd. I § 77) fiir die statio-
nére Strémung einer Fliissigkeit mit dem Geschwindigkeits-
potential u. Wir kénnen daher alle speziellen Fille
stationdirer Wiarmestrémung in einem isotropen
Korper, der nach auBen keine Wirme abgibt, auf
die stationiire Bewegung eineridealen Flissigkeit
und umgekehrt iibertragen, wenn wir Temperatur
und Geschwindigkeitspotential, Temperaturge-
falle und Strémungsgeschwindigkeit miteinander
vertauschen.

(13)

—=0.

§ 33. Gleichung der Wiirmeleitung in einer Kugel.

Wenden wir die Gleichung (15) auf eine Kugel an, in
welcher die Wirmestrémung nur radial vor sich gehen soll,
so muB in jeder konzentrischen Kugelschale die Temperatur
konstant sein. Verlegen wir den Ursprung des Koordinaten-
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systems in die Mitte der Kugel, so wird z2 + y? 4 22 = 12
die Gleichung einer konzentrischen Kugelfliche, ferner

0%u ﬂ *u Pu 2 31_4,_ el 02 (ru)
2 T o T a2 0 Ty ar 7

(§3.) Wir kénnen daher Gleichung (15) schreiben

0 (ru) 02 (r )
(16) EiEee

da ja bei der partiellen Differentiation von » w nach ¢ r als
konstant anzusehen ist. Wir erhalten also fiir die Kugel
dieselbe Gleichung der Wirmeleitung wie fiir den Stab, der
nach auBen keine Wirme abgibt, wenn wir « durch » v und =
durch 7 ersetzen. Es tritt hier dieselbe Analogie auf wie fiir
die Fortpflanzung einer ebenen und einer Kugelwelle (§§ 4
u. -b).

§ 34. Das Temperaturgefiille in der Erdrinde.
Als eine Losung der Gleichung (16) fanden wir im § 30

ru= e_”(A cOS I l/L—f—Bsinr —y—) .
m I/ m

Fiir » = 0 soll die Temperatur einen endlichen Wert be-
halten. Dann muB 4 = 0 sein und es bleibt uns

sin 7 |/%
(17) == Blgart—— Yo |,

r

Die Wirmemenge, welche durch die Flicheneinheit der
Kugeloberfliche in der Zeiteinheit geht, kénnen wir auf

ou

zweierlei Art ausdriicken. Sie ist erstens gleich —k vra

4*
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ferner gleich hu (§28). Wir haben somit
ou

= k? = h‘ll,
oder
(18) _ -‘?#+nu=o,
wenn wir
L n
=

setzen. Doch gilt diese Gleichung nur fiir die Oberfliche
der Kugel, d. h. fiir » — 0, wobei also g der Kugelradius

ist. Wir kénnen % aus Gleichung (17) finden. Wir er-
halten dafiir

& cosr 1/ sin 7 2.8
ou m mn m
A S o A L EE e N ee R e S e b e .
or 7 72

Setzen wir hier so wie in der Gleichung (17) r = p, so ge-
staltet sich Gleichung (18) folgendermaBen:

5 I/L - /Z
l/’"l C(-)SQ m s‘ne l/ m

Big e ntencies se N 1T AL
e 5 o

sin p 4

+nBert V. T

welche sich leicht verwandeln 1igt in
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oder
7

0 —_—

y m
t I/-:— :
€¢ V'm 1o

Setzen wir o l/l—z x, so vereinfacht sie sich noch zu
m

19 i e ST

) g 0

Diese letzte Gleichung kénnen wir nun sehr leicht auf

graphischem Weg 16sen, wenn wir sowohl tg z als auch
z

=5 in ein rechtwinkliges Koordinatensystem ein-

tragen.
Wir wollen eine Anwendung davon auf unsere Erde

machen. Es wird somit g sehr groB, also -1;1— eine
1—mnp
kleine negative Zahl. Es ist daher die Kurve

z

ik
)
eine Gerade, welche vom Ursprung O (Fig. 3) ausgeht, mit
der z-Achse einen sehr kleinen Winkel bildet und fiir posi-
tive  unterhalb der x-Achse liegt. Wo diese Gerade die
zweite Kurve
y=1tgz

schneidet, dort ist immer eine Wurzel der Gleichung (19).
Wir erhalten somit unendlich viel Werte fiir « und somit
auch fiir y. Die Gleichung (17) verwandelt sich daher in
eine unendliche Reihe. Das erste Glied fillt ganz weg,
weil dafiir & = 0, also auch y = 0 ist. Die niichste Wurzel
von x liegt nahe bei &, die zweitniichste nahe bei 27 usw.
Sie werden sich also nahezu verhalten wie 1: 2:3.. ., folg-
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lich die Werte der y nahezu wie 1:4:9... Das heiBt, die
hoheren Glieder unserer unendlichen Reihe nehmen mit
wachsender Zeit sehr rasch ab, so daB wir uns nach einiger
Zeit lediglich auf die Gleichung

sinr /7L

m

U = B; ent
l. 5

r

beschriinken kénnen.
5%

o

Fig. 3.

Wir wollen nun o, =7 — ¢ setzen, wobei & sehr klein
ist. Dann kénnen wir aber 4 BC (Fig. 3) als ein recht-
winkliges Dreieck auffassen und

e e R R AN S LI
o n o

setzen. Somit wird
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und
2

Nn=m-—,
(Y

indem wir die anderen Glieder vernachlissigen kénnen.
Fithren wir die Tiefe z ein, so wird
r=p—2,

und es soll z gegen o ebenfalls eine kleine GrofBe sein.
Wir haben dann

n 1
siny 1/2 = sin = (0—2) (1 = ——)
m 0

:Sm,,(l_i) (1_L)=Sm( _n_z_L)
0 no % ne
0 ’I’l/ o n

da wir wegen der Kleinheit von T den Sinus mit dem

e -
Bogen vertauschen kénnen. Wir erhalten demnach weiter

sinr /-2 " ( 1)

go= s e Al ey B
T 0?

wenn wir z gegen o vernachlissigen, was hier erlaubt ist.

Somit wird schlieBlich

m2
it Bym L B

eE o t(l—}—nz).

n g%
Es muB also die Temperatur von der Oberfliche gegen das
Erdinnere mit der Tiefe linear zunehmen. Die Erfahrung
lehrt, daB die Temperaturzunahme fiir 30 m etwa 1°C
betrigt.
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§ 35. Abkiihlung der Erde.

Fiir ein konstantes » wird nach Gleichung (17) die Tem
peratur lediglich eine Funktion der Zeit, welche fiir unsere
Erde die Form

annimmt.  Setzen wir fiir die Zeit ¢ — 0 die Temperatur
% = Uy, 80 wird 4 = 1w, und
m n®

U=uye e

t
>

du  maty,
At 0? :

m n®
da wir wegen des groBen pEe’ o it 1 setzen kénnen.
Die Temperatur unter der Erdoberfliche muf demnach mit
der Zeit abnehmen, doch geschieht dies ungemein langsam.
Da u, der UberschuB iiber die Temperatur der Um-

gebung der Erde ist, so miiliten wir, um % berechnen zu

kénnen, die Temperatur des Weltraums kennen. Aber
selbst wenn diese den absoluten Nullpunkt, d.h. — 2730¢

d
erreicht hitte, wiirde dh?: so klein, daB die Temperatur der

Erdrinde erst in vielen Millionen Jahren um 1° sinkt.
Die Wﬁrmemenge, welche durch die Oberflicheneinheit

der Erde in der Zeiteinheit ausgestrahlt wird, ist — k-dﬁ

dr
Wir konnen dieselbe berechnen, da wir sowohl % kennen,
r

als auch die Wiirmeleitungsfiihigkeit k der Erde (§17) be-
stimmbar ist. Es ergibt sich daraus, daB jihrlich eine
Wirmemenge aus dem Innern der Erde zur Oberfliche
stromt, welche imstande ist, eine neun Millimeter dicke Eis-
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schicht zu schmelzen. Es kommt diese Wirmemenge somit
im Vergleich zu der von der Sonne gespendeten Wirme gar
nicht in Betracht Ob es daher im Innern der Erde kalt

§36. Zustand eines Korpers — Zustands i Y,
idealer Gase — absolute Temperatur.” CRES N>/
Wir fassen die Wirme als Bewegung der kleinsten Teil-
chen der Kérper auf. Zu einem gegebenen Zeitpunkt wird
daher jedes Teilchen eine bestimmte Lage und eine be-
stimmte Geschwindigkeit besitzen. Wir nennen dies den
Zustand des Korpers. Um ihn zu kennen, ist es nicht
notig, den Zustand jedes einzelnen Korperteilchens zu
wissen, sondern bloB die Mittelwerte der den Zustand
bestimmenden GréBen, da ja die thermischen Erschei-
nungen, welche wir an einem Kérper wahrnehmen, durch
das Zusammenwirken der kleinsten Teilchen hervorgebracht
werden. Der Zustand eines Korpers ist sonach in unserm
Sinn bestimmt durch seine Temperatur, seinVolumen,
seine Grestalt und die auf ihn wirkenden duBeren und
inneren Krifte. Soweit diese verschiedenen Groflen von-
einander abhingig sind, lassen sie sich in Gleichungen
fassen, und jene Gleichung, welche alle den Zustand be-
stimmenden GroBen untereinander verbindet, nennen wir
die Zustandsgleichung des Korpers.
Diese ist z. B. fiir ldeale Gase durch das Boyle-Charles-
sche Gesetz

Po=pe0 (1 +ai)
gegeben. Das heiBt, der Zustand eines Giases ist vollstéindig
durch sein Volumen », seine Temperatur ¢ und den Druck p,
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unter dem es sich befindet, gegeben. Benutzen wir das
hundertteilige Thermometer, so ist ¢ — 513 Die frithere
Gleichung l4Bt sich verwandeln in

i
PUZPO%OC(? +t> =P T=RT.
In der Form
(20) pu=—RT
wollen wir das Boyle-Charlessche Gesetz kiinftig be-
nutzen und
' 1
T=¢t1
o
die absolute Temperatur nennen. Der absolute
Nullpunkt liegt also bei — 2730 (.

§ 37. Umwandelbarkeit der Wirme in Arbeit und der Arbeit
in Wirme — mechanisches Wiirmeiquivalent — HuBere und
innere Arbeit — erster Hauptsatz — Energieprinzip.

R. Mayer hat zuerst bestimmt ausgesprochen, daf}
Arbeit in Wirme und Wirme in Arbeit verwan-
delt werden kann und daf einer Kalorie — d. ;. jene
Wirmemenge, welche ein Kilogramm Wasser von 00 guf
1° C erhoht — ein ganz bestimmter Arbeitswert zukommt,
Die experimentellen Untersuchungen haben gelehrt, daB
einer Kalorie rund 427 mkg entsprechen, welche Zahl man
daher das mechanische Wirmedquivalent nennt. Da
das Gewicht eines Kilogramms sich mit dem Breitengrad
andert, so ist es fiir genaue Rechnungen oft vorzuziehen,
den Wert des mechanischen Wirmeiiquivalents in ab-
solutem MaB anzugeben: d. i. 4-19.107 Erg/Kal., wobei sich
die Kalorie auf ein Gramm Wasser bezieht.

Fiihren wir einem Kérper Wirme zu, so wird im all-
gemeinen seine Temperatur und seine Gestalt verindert.
Es muB daher eine Arbeit aufgewandt werden, um die



§37  Umwandelbarkeit der Warme in Arbeit usw. 59

inneren Kriéfte zu iiberwinden und die Energie der kleinsten
Teilchen zu erhéhen. Man nennt dies die innere Arbeit
oderdie Vermehrung derinneren Energie, welche auf
Kosten der Wirme erzeugt wird. Ferner ist Arbeit zur
Uberwindung der #uBeren Kriifte notwendig, welche wir
analog die uBere Arbeit nennen. Es wird sich daher die
unendlich kleine Warmemenge d(), welche wir einem Kor-
per zufithren, in einen Teil d U zerlegen lassen, welcher die
Temperaturerh6hung und die innere Arbeit bewirkt, und
einen zweiten, der die duBere Arbeit d K leistet. Um diese
Arbeit in WirmemaB zu bekommen, haben wir sie durch
das mechanische Wirmesquivalent £ zu dividieren oder
mit dem reziproken Wert desselben, dem kalorischen Ar-

beitsiquivalent 4 = % zu multiplizieren. Sonach er-

halten wir nach dem Satz von der Erhaltung der Energic
die Gleichung

(21) dQ =dU + 4 dK ,

welche man gewohnlich den ersten Hauptsatz der
mechanischen Wirmetheorie nennt.

Der Satzvonder Erhaltung der Energie, von dem
der erste Hauptsatz ein Spezialfall ist, wird gewéhnlich fiir
ein abgeschlossenes System definiert. Unter einem
solchen verstehen wir ein System von Kérpern, dem Energie
weder zugefiihrt noch entzogen wird. Darnach konnen wir
das Energieprinzip (Energiesatz) allgemein folgender-
mafen formulieren:

In einem abgeschlossenen System bleibt die
Gesamtsumme der Energie konstant, wie immer
sich auch die einzelnen Energieformen desselben
ineinander umwandeln.

Den Spezialfall fiir die Mechanik lernten wir bereits in
Bd. I § 14 kennen.
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§ 38. Spezifische Wiirme der Gase bei konstantem
Volumen und konstantem Druck.

Steht ein Korper unter keiner duBeren Kraft als einem
konstanten, senkrecht zu seiner Oberfliche wirkenden
Druck p, wie es etwa der Luftdruck ist, so wird die zuge-
fithrte Wiarmemenge d() lediglich eine kleine Volumsinde-
rung hervorbringen. Jedes Oberflichenelement de legt da-
bei einen Weg on zuriick. Die suBere Arbeit, welche ge-
leistet wird, ist sonach gleich dem Produkt aus der Kraft
pdw in den Weg dn, die Gesamtarbeit also

dK = [pondw=p féndw =pdv,
da ja f0ndw nichts anderes als die Volumszunahme dv
des Korpers ist. Es verwandelt sich daher die Gleichung
(21) in
(22) dQ =dU + Adpdv.

Die innere Arbeit wird im allgemeinen ebenfalls eine Funk-
tion der Temperatur, des Drucks und des Volumens sein.
Da aber eine dieser drei GréBen wegen der Gleichung (20)
immer durch die beiden andern bestimmt werden kann, so
geniigt es,

il f (’U, 7 )
zu setzen, wonach

of of

dli= o dv + 37 ar

wird.

Es hat nun schon Gay-Lussac gezeigt, daB ein Gas,
wenn es sich ohne duBere Arbeitsleistung ausdehnt, seine
Temperatur nicht andert. Es leistet daher ein Gas bei
der Volumsénderung auch keine innere Arbeit, d. h. es
muB} die GroBe

of
v

£ i Iy

0
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of

sein. Setzen wir S = 0 50 konnen wir Gleichung (22)
schreiben
(23) dQ =cdl +Apdv.

Wir wollen voraussetzen, daf sich unsere Gleichung auf
die Masseneinheit Gas bezieht. Fithren wir die Wirme bei
konstantem Volumen zu, so ist dv = 0, folglich % — ¢:die
spezifische Wérme bei konstantem Volumen.

Die Differentiation der Zustandsgleichung (20) ergibt
(24) pdv+vdp= RdT.

Dadurch kénnen wir Gleichung (23) in
dQ = (¢ + AR)dT — Avdp
verwandeln. Nehmen wir eine Wérmeausdehnung bei kon-
stantem Druck vor, so wird dp = 0, folglich
a9
art

Dies ist also die spezifische Warme des Gases bei
konstantem Druck.

=c-EAR—C.

§ 39. Adiabatische Zustandsinderungen.

Veréindern wir den Zustand eines Korpers, ohne daB
ihm Wirme zu- oder abgefithrt wird, so nennen
wir dies eine adiabatische Zustandsinderung. Fir
eine solche muf also in Gleichung (23)

d@ =o
werden. Dividieren wir dann die Gleichung noch durch
pv= RT, so ergibt dies
cdl = Ady cdT ARdvy .

0= fl—;-*— oder 0= T e v
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Durch Integration erhalten wir
clnT+-ARhv=3G.

Zu Beginn des Prozesses sei diese Gleichung
chTy4+ ARy, =G.

Durch Subtraktion beider Gleichungen folgt

cln~—}—ARln——= 0,
)
was wir schlieﬁhch noch umwandeln kénnen in

AR m e [ AR
In —l— Insj=—= =0 oder (l—) et =
Uy Tol (9

Beachten wir noch, daB

C—c¢c=A4R,
s0 bleibt uns schlieBlich
c
/A o e Zy it
o 0 et S0 1o =0, 7
(25) Ty (1’ ) (7’

wenn wir das Verhéltnis der spezifischen Wirmen »
nennen. Diese Gleichung besagt somit, da durch Kom-
pression eines Gases seine Temperatur erhoht,
durch Ausdehnung erniedrigt wird.

Auf dhnliche Weise kénnen wir auch die Beziehung
zwischen Druck und Volumen bei einer adiabatischen Zu-
standséinderung eines Gases finden. Ersetzen wir in Glei-

d d
chung (23) dT durch LU—{R; drat's aus der Gleichung (24),
so wird
c
dQ = 573 (pdv+vdp)+ 4 pdv

s (c+A4R)pdv+cvdp _ Cpdv+codp
h%\—ﬁh'
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Fiir eine adiabatische Anderung muB wieder dQ = 0, also
Cpdv+codp=0
sein, was durch po dividiert

v

—=0
ergibt. Durch Integration finden wir wie friiher

Clni-l-cln L L0 eder [ﬁ — (ﬂ) = (i) >
Yo Do Po L 9o
wenn wir o die Dichte des Gases nennen. Diese Formel
mullten wir benutzen, um die Schallgeschwindigkeit
inder Luft zu finden (§ 2).

§ 40. KreisprozeB.

Lassen wir den Zustand eines Koérpers ver-
schiedene Anderungendurchmachen, biser wieder
denAnfangszustander-
reicht, so nennen wir das
einen Kreisprozef. Kén-
nen die Veréinderungen
auch in entgegenge-
setzter Richtung ab-
laufen, so ist es ein um-
kehrbarer (reversibler)

KreisprozeB.: Hinen

solchen wollen wir an einem o I pr il o
idealen Gas vornehmen. ¢ DT iy e T e
Wir stellen den Zustand der Fig. 4.

Masseneinheit des Gases

durch einen Punkt in einem rechtwinkligen Koordinaten-
system dar (Fig. 4), dessen Abszisse das Volumen, withrend
die Ordinate den Druck bedeutet. Die Kurve, welche wir fiir
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eine konstante Temperatur dabei erhalten, nennen wir eine
Isotherme. Bei einem idealen Gas ist sie

p v = konst. ,

also eine gleichseitige Hyperbel.
Der Punkt 4 sei der Anfangszustand des Gases bei der

Temperatur Iy, dem Druck p, und dem Volumen v,. Das
Gas dehne sich jetzt isotherm, d. h. bei konstanter
Temperatur T, aus bis zum Zustand B mit den zu-
gehorigen GroBen T, p;, v;. Fiir diesen Vorgang ist also
dT = o, daher nach Gleichung (23)
dQ =Apdv.
Die gesamte Wiirme (),, welche wir auf dem Weg von A
nach B in unser Gas hineinstecken, wird also nur zur Ar-
beitsleistung verwendet, und es ist
v, v,
dv 0
(26) Q_(,:AfpdvaRTO/TzARTOIn U—l,

0
% )

da ja pv= RT, ist, wir somit durch Multiplizieren mit
RT, und D1v1d1eren durch po den Wert des Integrals

mcht andern.
‘Wir nehmen nun eine adiabatische Ausdehnung vor.

Bei dieser wird somit der Zustand von B lings einer adm
batischen Kurve bis ' vorriicken. Wir fithren also Wirme
weder zu noch ab. Das Gas kiihlt sich daher von der Tem-
peratur T, auf T', ab, und wir haben nach Gleichung (25)

(27) 0 =1 Ty = px—1T, .

Wir komprimieren nun das Gasisotherm, haben somit
eine Wirmemenge

Q=ART,In22

b
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zuzufithren. Diese Wirmemenge erscheint aber, da v3<<v,;
negativ,es wirdin Wirklichkeitdem Gas Warme ent-
zogen. Die Kompression wird lings CD so lange fort-
gesetzt, bis die Isotherme die durch den Punkt 4 ge-
zogene Adiabate in D schneidet. Von dort aus kompri-
mieren wir dann weiter adiabatisch, langen also wieder
beim Ausgangspunktin 4 an. Fiir den letzten Vorgang gilt
die Gleichung

(28) B — o T
Multiplizieren wir die Gleichungen (27) und (28) mit-

einander, so finden wir v; v, = v, v, oder
g i Vg

Vo U3
Daher ist

Q,=ART, %:-ARTlln—ZL,

2 0
was mit Gleichung (26) vereinigt ergibt

% e
Ty Iy

wo also das negative Vorzeichen sagt, daB @, eine dem
Gas entzogene Wirmemenge ist. Rechmnen wir hin-
gegen jede Menge positiv, so ist die in Arbeit um-
gewandelte Wiirme @y — Q,. Sie entspricht in Fig. 4 der
Fliiche 4 BCD, da ja die Flichen 4 BB'A’, BCC'B’ usw.
die geleistete bzw. aufgewendete Arbeit bei den einzelnen
Vorgiingen des Kreisprozesses darstellen.

Von der Wiarmemenge @,, welche bei der Tem-
peratur T, in das Gas hineingesteckt wird, wird
alsonur der Teil Q, — Q, in Arbeit verwandelt, withrend
die Wirmemenge @, bei der Temperatur T wieder
abgegebenwird. Da sich der KreisprozeB beliebig wieder-

Jiger, Theoretische Physik II. 5
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holen liBt, so haben wir hier eine sogenannte kalorische
Maschine vor uns, welche Wirme in Arbeit verwan-
delt. Doch ist es nur der Bruchteil

G—G6 T —T '

PRI aITIE W
welcher wirklich von der gesamten aufgewendeten Wirme
in Arbeit verwandelt wird. Je gréBer dieser Bruch ist, desto
besser wird die Wirme ausgeniitzt. Man nennt daher die
L=y

den 6konomischen Koeffizienten der

Grofle
0

Maschine. Diese arbeitet mithin um so 6konomischer,
je grofer der Temperaturunterschied T, — T, ist.

§ 41. Entropie — zweiter Hauptsatz.

Es ist nicht nétig, einen KreisprozeB einfach lings der
friiher gewihlten Isothermen und Adiabaten vor sich gehen
zu lassen, sondern es kann dies lings jeder beliebigen
geschlossenen Kurve geschehen, indem die Gleichung
(23), wenn wir sie in der Form

Apdv=aQ —cdT

schreiben, ersichtlich ja nichts anderes als die Summe aus
einem adiabatischen und einem isothermen Vorgang ent-
hilt, welche bei der graphischen Darstellung eine geo-
metrische Summe wird. Je nach der Fliche der ge-
schlossenen Kurve wird daher das Integral der Gleichung
(23) verschiedene Werte annehmen kénnen. Dividieren
wir die gesamte Gleichung durch die absolute TemperaturT,
s0 erhalten wir

d cdT ARd

a9 " Rdv ’

1k 1 v

t
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Integrieren wir nun diese Gleichung zwischen zwei
Punkten der Kurve, welche den GréBen 7y, v, und T},
v, entsprechen, so wird

1
aQ Ly vy
—=c¢clh—+4 4 -
fT ch0+ Rlnv0
0
Es ist also fiir das Integral ganz gleichgiiltig, auf
welchem Weg wirvondem einen zumandern Punkt
gelangen, daesnurvom Anfangs- und Endwertab-

hingig ist. Fir jede geschlossene Kurve ist somit

aQ
29 —=0.
o [2 o
—,}Q—- ist mithin ein vollstéindiges Differential.
Wir wollen :
aQ
< i

setzen, wonach wir erhalten

e s
e

Clausius nennt S die Entropie des Gases. Wir
werden spiter sehen, daf wir dieselben Uberlegungen auf
jeden beliebigen Kérper anwenden kénnen.

Die Gleichung (29) ist der Inhalt des zweiten Haupt-
satzes der mechanischen Wirmetheorie, den wir
etwa folgendermaBen formulieren kénnen: Rechnen wir
die zugefiigte Wirme positiv, die entzogene nega-
tiv, so ist die Summe aller unendlich kleinen
Wirmemengen, jededividiert durchihre jeweilige
Temperatur, fiir einen umkehrbaren Kreisprozel
gleich Null.

5*
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Bei jeder adiabatischen Zustandsinderung ist
) = 0, es wird daher

aQ
' ey

d. h. die Entropie bleibt konstant, weshalb man die

adiabatischen Vorginge auch isentropische nennt.

§ 42. Unabhiingigkeit des zweiten Hauptsatzes von der

Natur der Korper — thermisches Perpetuum mobile,

Wie wir durch einen umkehrbaren KreisprozeB Wiirme
in Arbeit verwandeln kénnen, so liBt sich auch Arbeit in
Wirme umsetzen, sobald wir den ProzeB entgegengesetzt
durchlaufen. Gleichzeitig wird eine gewisse Wirmemenge
auf hohere Temperatur gebracht. Wie ein Gas kénnen wir
auch jeden anderen beliebigen Korper zwei isotherme und
zwei adiabatische Kurven durchlaufen lassen und somit
einen umkehrbaren KreisprozeB herstellen. Umgrenzen die
Kurven eine Fliche von derselben GroBe wie der Kreislauf
eines Gases, 50 leisten beide Prozesse dieselbe Arbeit. Lassen
wir sie daher entgegengesetzt vor sich gehen, so heben sie
sich in ihrer Wirkung auf. Aber es wire noch die Moglich-
keit vorhanden, daB die Wﬁrmemengen, welche von tieferer
auf hohere Temperatur und umgekehrt beférdert werden,
verschieden sind. Das widerspricht aber dem Erfahrungs-
satz, daB es noch niemals in der Natur beobachtet
wurde, dal Wirme ohne vorhandene anderweitige
Energieﬁnderung von selbst zu héherer Tempe-
ratur aufsteigen kann. Es muB daher auch fiir unsern
zweiten KreisprozeB wie fiir das Gas die Gleichung

S 0
(B 18

gelten. Schon Carnot sprach aus, daB bei der durch die
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Wirme hervorgebrachten Arbeit nur die Temperaturen,
nicht aber die dazu verwendeten Koérper maf-
gebend sind.

Wire es méglich, da Wirme von selbst zu hoherer
Temperatur aufsteigt, so konnte ein bestindiger Wérme-
kreislauf ohne Arbeitsleistung hergestellt werden,
indem ja durch Leitung oder Strahlung die Wirme wieder
auf ihre urspriingliche Temperatur sinken wiirde. Man hitte
dann ein sogenanntes thermisches Perpetuum mobile.
Aber dieses ist ebenso unméoglich wie ein mecha-
nisches.

Der zweite Hauptsatz hat in der von uns gegebenen
Form die Voraussetzung einer willkiirlichen Tempe-
ratur, indem wir die auf ein ideales Gas als thermo-
metrische Substanz gegriindete absolute Tempe-
ratur beniitzten. Hitten wir ein anderes Temperaturmal3
gewiihlt, so wiirden wir auch eine andere Form des zweiten
Hauptsatzes erhalten haben. W. Thomson machte daher
den Vorschlag, den zweiten Hauptsatz direkt zur Tem-
peraturdefinition zu beniitzen, da dann das Temperatur-
maB von einer thermometrischen Substanz véllig
unabhingig wird. Willkiirlich bleibt jedoch
wiederumdie Wahlder Formder Temperaturfunk-
tion, und es darf die Annahme der sogenannten absoluten
Temperatur nur als eine Folge ihrer grofen Einfachheit an-
gesehen werden.

§ 43. Anwendung der beiden Hauptsiitze.
Wir lernten den ersten Hauptsatz in der Form
dQ=dU + Apdv
kennen. Hier ist die Grofe dU ebenso ein vollstindiges

.o d .
Differential wie das Differential der Entropie TQ’ da wir



70 Die Lehre von der Wirme. §43

ja annehmen miissen, daB die innere Energie durch den
Jeweiligen Zustand des Kérpers bedingt ist, so daB die
Anderung der Energie lediglich vom Anfangs- und End-
zustand abhéngt.

Wir machen nun die Annahme, der Zustand eines Kor-
pers sei durch die Temperatur T und das Volumen v voll-
sténdig bestimmt. Die beiden Differentiale der inneren
Energie und der Entropie sind sonach Funktionen von T
und v und ebenso die dem Kérper zugefiihrte Wirmemenge
d(). Wir wollen deshalb

dQ = o dT + B dv

setzen, wobei o und £ Funktionen von 7 und v sind. Be-
trachten wir die Gewichtseinheit des Kérpers, so ergibt sich
ohne weiteres, daB o die spezifische Wiirme bei kon-
stantem Volumen ist, da dann dv = 0 wird. Jedes voll-
stindige Differential dF, das eine Funktion von 7 und v
ist, konnen wir schreiben
dF:g—l;dT+%§dv=MdT+Nclv

und es folgt
oM O 0
dv . 9T oTow
Demnach kénnen wir aus

dU=dQ —Adpdv=adT + (8 — 4 p)do
die Folgerung ziehen:

30(_6(/5‘~Ap)_ B op
b e e e e B

Ferner haben wir
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und wiederum gilt

Okl So [ P
o0 \T| ™~ 9T \T
oder
e A dp
Tdv T 0 Al
do 9P B
e 0 T T
Aus den Gleichungen (30) und (31) erhalten wir
op
ﬁ =7 ATW ’
folglich .
ap

Stellen wir den Zustand als Funktion der Temperatur
und des Drucks, also durch T und p dar, so kénnen wir

dQ =y dT +ndp
setzen, wobei also y die spezifische Wirme bei kon-
stantem Druck ist. Wir haben dann

G
dUde—Apdv:dQ—Ap(S—Z,—dT—{—a—Pv—dp),

da wir jetzt v als Funktion von T' und p auffassen miissen.
Aus

0 ov
THEE= (y—Ap%)dT—i—(n—Ap%) dp

finden wir

0 o 0 av)
o = —_—— = — -——A A ;
o (? A”aT) T (n e
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fithren wir die Differentiation durch, so ergibt sich
oy ov I 4 0%
& et e APaper
oder
z)i e ov on

(33) e T T
Wir haben nun weiter
aQ yd Ul
e ik
T 7 0T+ 7P
. folglich

oy aﬁ Ui
(34) 9p T T
und aus den Gleichungen (33) und (34) -
dv
i e L
35 H0eeyal - 47 27 5
(35) = T i

Analog diesem Vorgang ist es nicht schwer, fiir beliebige
Variable, welche den Zustand bestimmen, die entsprechende
Gleichung herzuleiten,

§ 44. Verdampfungswiirme — Schmelzwirme —
gesiittigter Dampf — Schmelzpunkt.
Wir haben in einem geschlossenen Gefiifi die Massen-
einheit eines Kérpers teilweise in flitssigem, teilweise in
dampfférmigem Zustand. Das Gewicht des Dampfes sei z,
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das der Fliissigkeit also 1 — z. Das Volumen » des Ge-
féBes ist demnach
Jiis
kS 1y
s o s

V=

wenn s und ¢ das spezifische Gewicht der Fliissigkeit bzw.
ihres gesittigten Dampfes ist. Esist ” also das sogenannte
spezifische Volumen der Fliissigkeit, u jenes des Dampfes.
Wir wollen nun eine Verdampfung der Fliissigkeit bei kon-
stanter Temperatur vornehmen. Dann wird d T = 0 und
Gleichung (32) wegen dv = (u — ') dx

dg—ar L

3T (w—u')dx.
Nennen wir die Verdampfungswiirme r, so wird
e —vdz;
daher
(36) 1—AT—§—(u—u)

Diese Formel von Clapeyron-Clausins kénnen wir be-
i
niitzen, um z. B. die Dichte des gesiittigten Dampfes 0

zu finden, wenn die iibrigen GroBen bekannt sind.

Wir wollen jetzt die Temperatur der Masseneinheit des
gesiittigten Dampfes um d T' erhéhen, dabei den Druck und
das Volumen aber derart éindern, daB der Dampf gesattigt
bleibt. Die Gleichung (22) 1iBt sich, auf unsern Fall an-
gewendet, schreiben

ou

oUu
= |z &5
% 9 (aT 24 BT)
hingegen auf die Verdampfungswiirme angewendet, ergibt
die Integration

r=U,— U, +4p@u—u),
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wenn wir unter U, die innere Energie der Masseneinheit

Dampf, unter U, dieselbe GréBe fiir die Masseneinheit

Fliissigkeit verstehen. Nun kénnen wir aber annehmen, daf
e—=cP L],

wobei ¢ die spezifische Wirme der Fliissigkeit und k eine

Konstante bedeutet. Danach erhalten wir

Uy=r+e¢l+k—Adpu—u),

au,  ar ou 20
o

da wir das spezifische Volumen %’ der Fliissigkeit mit groBer
Anniherung als konstant ansehen kénnen. Diesen Aus-

: ou . ;
druck haben wir fiir a—g in Gleichung (37) einzusetzen,
wobei wir nach Gleichung (36) A (1 — u') % = —% ein-

fithren wollen. Das ergibt

Die GrofBle
ar 7
S

konnen wir somit die spezifische Wirme des ge-
sédttigten Dampfes nennen. Wie man sieht, kann sie
positiv oder negativ sein. In letzterem Fall kénnen wir den
Dampf komprimieren, erhéhen dabei seine Temperatur und
bewirken, da8 er nicht mehr gesittigt ist. Wir miissen ihm
Wirme entziehen, wenn er geséittigt bleiben soll. TLassen
wir einen derartig gesittigten Dampf sich ausdehnen, so
wird er iibersiittigt und es tritt Kondensation ein. Es ver-
halt sich so der Wasserdampf bei gewthnlicher Temperatur.
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Die Gleichung (36) gilt nun ebenso fiir einen
festen Kérper und seinen Dampf, wie etwa fiir Bis
und den dabei befindlichen Wasserdampf. Sie gilt fiir die
Schmelzwéirme eines Korpers, wenn wir r damit be-
zeichnen, unter p den Fliissigkeitsdruck beim Schmelz-
punkt, unter « und ' das spezifische Volumen des fliissigen
bzw. festen Korpers verstehen. Schreiben wir z. B. die
Gleichung

op i
o~ ATw—w)
und bedenken wir, da$ das spezifische Volumen des Wassers

op ;
kleiner als jenes des Eises ist, so finden wir —+ negativ. Das

orT
heiBt, mit wachsendem Druck erniedrigt sich der Schmelz-
punkt und umgekehrt. Wir kénnen die Gleichung (36)
auch anwenden, wenn sich ein Korper durch Temperatur-
erhohung bzw. Druckverminderung in seine chemischen
Bestandteile zerlegt. Es ist dann p einfach der Disso-
ziationsdruck, » die Dissoziationswéirme usw.

§ 45. Beziehung zwischen Druck und Temperatur
eines Korpers.
Nehmen wir eine adiabatische Zustandsanderung durch
Anderung des Drucks vor, so kénnen wir die Gleichung (35)
beniitzen, wenn wir d@) = 0 setzen. Es bleibt dann

av

ydT=AT— a7 dp.

ov
Es ist nun T nichts anderes als vJ, wenn wir unter &

den Ausdehnungskoeffizienten des Korpers verstehen. Wir
konnen daher schreiben

ydT=ATvédp.
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¥, 4, T, v sind ihrer Natur nach positive GréBen, ¢ kann
jedoch sowohl positiv als auch, wie z. B. beim Wasser
zwischen 0° und 4° C, negativ sein. Im ersteren Fall wird
sich daher mit wachsendem Druck die Temperatur erhéhen,
im andern jedoch erniedrigen.

§ 46. Temperaturiinderung durch Dehnung.

Ein Stab von der Masse Eins und der Liinge ! wird durch
ein angehiingtes Gewicht P gedehnt. Fiihren wir dem Stab
die Wirme d () zu, so verlingert er sich um dl. Das Gewicht
sinkt und leistet dabei die Arbeit P dl. Die Wirme wirkt
also diesmal nicht einer éuBeren Kraft entgegen, sondern
im selben Sinn. Wir haben deshalb nach dem ersten Haupt-

satz
dU=4dQ 4+ APdl.

Die Wirmemenge @) werde als Funktion von 7 und P dar-
gestellt. Es ist sonach

dQ =y dT +ndP.
Beniitzen wir nun die Kigenschaft der vollstiindigen Diffe-

rentiale dU und d—Q wie frither, indem wir

T
al ol
(38) dl= o dT 4 = dP

setzen, so finden wir leicht
gl
fiir eine adiabatische Dehnung erhalten wir somit
ol
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v ist die spezifische Wirme bei konstantem Zug. % =

wenn wir mit A den Ausdehnungskoeffizienten bezeichnen.

Wir haben somit

A LA

e
Da in der Regel 4 positiv ist, so kiihlt sich bei der Dehnung
der Stab ab. Bei gespanntem Kautschuk ist 1 negativ. In
der Tat erwirmt sich eine Kautschukschnur bei der Deh-
nung und kiihlt sich mit abnehmender Spannung ab.
Aus Gleichung (38) erhalten wir

ol

S dl — 3T ar
=5 i
: opP
folghch
E ek
dQ#ydT_*_il.(dl aT(ZT).
opP
Bei konstanter Linge wird dl = 0 und
a
or
1Q=|y—n——|dT.
@=|y—n £l
oP
Bs ist daher die spezifische Wirme bei konstanter Liinge
2
5 oy
Y =l e e AT

or oP
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indem B (§21), wenn ¢ der Querschnitt des Stabs

oP Egq
und  der Elastizititsmodul ist. Bei Metalldrihten und
vielen anderen Korpern zeigt sich, daB das Produkt
AT7*Elq so klein ist, daB man es in der Regel gegen y
vernachlissigen, das Verhéltnis der spezifischen Wiirmen
also gleich Eins setzen kann.

§47. Freie und gebundene Energie.

Nach der Bedeutung des Differentials der Entropie
(§41) dS = d—q?— laBt sich schreiben dQ = T dS. Danach
wird der erste Hauptsatz in der Form der Gleichung (22)

TdS=dU +Apdv.

Wir suchen die Arbeit, die bei einem isothermen ProzeB
geleistet wird, also

v
Afp dv = TS, — TS, — (U; — Uy)
Yo
=[(U;—= T8 — (U, — TSyl = — (H, — Hy) ,
wobel wir
(39) U—-TS=H

setzen. In dem MaB, als Arbeit geleistet wird, nimmt H ab.
Es ist also H eine Energieform. Es ist jene Energiemenge,
die bei konstanter Temperatur tatsichlich in Arbeit ver-
wandelt werden kann. Man nennt sie mit Helmholtz die
»ireie Energie®.

Fiir einen adiabatischen ProzeB (§ 39) ist

0=dU + 4 pav
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oder mit Riicksicht auf Gleichung (39)
v
4 [pdv=Uy— Uy = Hy— H, + (T8) — (15,) .
%

Bei isothermen Prozessen kann nur die Energie H, — H,
gewonnen werden. Es nannte deshalb Helmholtz die
GroBe TS die bei isothermen Prozessen ,,gebundene
Energie®.

Viele Prozesse, wie z. B. die thermochemischen Prozesse
fester und fliissiger Kérper sind mit so geringen Volums-
éinderungen verbunden, daB wir sie als ,isochor®, d. h.
als Prozesse bei konstantem Volumen ansehen koénnen. Fiir
solche ist nach dem ersten Hauptsatz dQ = d U, mithin die
Wirmeténung, d. i. die beim chemischen Prozefl gewonnene
Wirme = Uy — U,, wenn U, die Energie des Systems
vor, U, nach dem Prozef ist. Esist also die Warmetonung
gleich der gesamten Anderung der freien und gebundenen
Energie.

Wenden wir das z. B. auf ein reversibles (§40) gal-
vanisches, etwa auf ein Daniellsches Element an, so wiirden
wir bei Durchfiihrung der chemischen Prozesse ohne Ge-
winnung elektrischer Energie (Bd. III § 46) eine bestimmte
Wirmeenergie gewinnen. Wenn wir jedoch bei konstanter
Temperatur wihrend des chemischen Prozesses nur elek-
trische Energie gewinnen, so entspricht diese der freien
Energie des galvanischen Elements.

§ 48. Helmholtzsche Gleichung.
Durch Differenziation der Gleichung (39) erhalten wir
dH=4dU — TdS — SdT.

Nun ist aber nach dem vorigen Paragraphen T dS =
dU + A p dv, daher
dH=dU —dU — Apdv—SdT
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oder
dH = — Apdo—SdT.

Fiirisochore Prozesse (§47) wird unsere letzte Gleichung
wegen dv = 0

o0H
dH§~SdT oder S:—ﬁ’
wonach wir Gleichung (39) schreiben kénnen
oH

| =H 7 3T
eine (leichung, die man in der Form
i oH
(40) A= Dl

die ,,Helmholtzsche Gleichung® nennt.

~ Diese Gleichung ist von groBer Bedeutung fiir die physi-
kalische Chemie, wie aus dem vorigen Paragraphen ohne
weiteres hervorgeht.

§ 49. Das Nernstsche Wirmetheorem.

Es fiel Nernst auf, dal U, — U, der galvanischen Ele-
mente (§47) sehr hiufig nahezu gleich H, — H; wird und
zwar um so mehr, bei je tieferer Temperatur die Messungen
vorgenommen werden. Er schloB daraus, daB U — H mit
abnehmender Temperatur sich in héherer Ordnung der
Null niihert als die Temperatur T selbst, daB also bei An-
nitherung an den absoluten Nullpunkt

=

lim

werden muB.
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Nun ist Gleichung (40)
0H H—U .
Sl T-10
: ; oH ot 2
folglich wird auch Fid bei Anndherung an den absoluten

Nullpunkt gleich Null. Wir koénnen also folgendes auf-
stellen: Fiir

e R

AP =g =

werden. Das ist der Inhalt des ,,Nernstschen Wirme-
theorems®.
Gleichung (39) 148t sich schreiben

U H
e
Fiir T'= 0 wird die rechte Seite dieser Gleichung ebenfalls
Null, daher auch S = 0. Wir haben frither (§41) die En-
tropie durch S - C' darstellen kénnen; folglich nimmt die
Entropie beim absoluten Nullpunkt den konstanten Wert C
an; danach wird das Differenzial der Entropie

dS= 0,

was wir somit auch als den Ausdruck des Nernstschen
Wirmetheorems betrachten konnen.

0

§ 50. Affinitiit.

Die freie Energie (§47) sieht man als Maf der chemi-
schen Verwandtschaft der eine Verbindung eingehenden
Stoffe, d. h. als MaB der ,,Affinitdt" an. :

Durch Differenziation der Gleichung (40) erhalten wir

ot oU  dH (ki B
BT oL ' oT ' oT%
Jiger, Theoretische Physik II. 6
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oder
o*H 19U
RV R
was integriert geschrieben werden kann
0H 1==a 1]
L ﬁl“f?ﬁ%””f”-

, J
Da bei der Annitherung an den absoluten Nullpunkt g%

in héherer Ordnung als 7' Null wird, so wird fiir diesen Fall

auch
1 oU
J75m=o

und da —aﬂ = 0, so mull b =0 sein. Danach wird Glei-

or
chung (41)
0H 140,00
o “f T o7
R S
Setzen wir diesen Ausdruck fiir 3T in die Helmholtzsche
Gleichung (40) ein, so wird
U

Die innere Energie U kénnen wir durch thermische
GroBen darstellen. Nehmen wir z. B. an, wir hitten 1 g
der eine chemische Reaktion eingehenden Koérper. Wir
fithren bei der Temperatur T die Reaktion durch und ge-
winnen die Wirmemenge (). Ist die spezifische Wiirme der
erhaltenen Verbindung » und erwirmen wir sie von T' auf
T’, so miissen wir die Wirmemenge (7" — T) v zufithren.
Die innere Energie ist also um (7’ — T)y — @ vergroBert
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worden. Wir machen nun den ProzeB anders. Wir bringen
die Kérper vor der Reaktion von der Temperatur T auf 77,
haben also die Wiirmemenge (T — T') ¢ zuzufiihren, indem
wir die spezifische Wirme der Kérper vor der Reaktion mit
¢ bezeichnen. Jetzt lassen wir die Reaktion erfolgen und
gewinnen die Wirmemenge (). In beiden Fillen muf die
Anderung der inneren Energie dieselbe, also

(Ee =0 — (T — N0

sein. Daraus folgt weiter Q' — Q = (17" — T) (¢ — ).
Wihlen wir den Temperaturunterschied unendlich klein,
setzen also 7" — T'=d T, so kann auch Q' — @ = dQ) ge-

schrieben werden und es resultiert

aQ
ar = °

Nun ergibt fiir einen isochoren Prozef} (§ 47) der erste
Hauptsatz d@Q = dU, folglich gilt auch

AU oo
7 IR

womit bewiesen wird, daB die innere Energie U durch ther-
mische GréBen allein dargestellt werden kann. Damit ist
aber auch gezeigt, da nach Gleichung (42) die GroBe H,
d. h. die Affinitéit durch thermische GréBen allein ausdriick-
bar ist.

Die spezifische Wirme kénnen wir durch eine Potenz-
reihe der Temperatur darstellen. Wir konnen somit
schreiben

0—y=a—U:ao+a1T—i—a2T2-{—
oT
oU
Fiir T = 0 muB nach dem Nernstschen Theorem — = 0,

oT
6*
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folglich auch ay = O sein. Daraus folgt durch Integration

a, T

23 e e T o
Die Konstante U, = H,, 1iBt sich aber aus einer einzigen
Wirmeténung errechnen, indem man ja die GroSen a,,
ay usw. aus den spezifischen Wirmen ¢ und y erhiilt. Wir
konnen nun bilden

H:—%ﬂ%ﬂ:—TfP+%T+”JM

2 3
=l

T2
U:%_.i_

a

—— T SRR

Diese Gleichung fiir die Affinitit hat sich allenthalben in
der Erfahrung bestiitigt.

§ 51. Verhalten der Kirper nahe am absoluten Nullpunkt.

Da das Differential der Entropie dS = % mit An-
niherung an den absoluten Nullpunkt ebenfalls Null wird,
"so muB das Wirmedifferential d() Null héherer Ordnung
werden. Nun besteht die Gleichung Q) = ¢ d T, wenn wir
unter ¢ die Wirmekapazitiit oder fir 1 g des Korpers die
spezifische Wirme verstehen (§ 27). Daraus folgt aber ohne
weiteres, daB in gleichem Sinne ¢= 0 wird. Mit Anniherung
an den absoluten Nullpunkt haben also die Korper keine
Wirmekapazitit mehr. Auch diese Abnahme der spezi-
fischen Wirme mit abnehmender Temperatur ist experi-
mentell bestiitigt.

Denken wir uns einen Korper, dessen spezifische Wirme
von einer gewissen Temperatur abwiirts Null ist, so kénnen
wir ihm keine Wirme entziehen. Es kann ihm aber auch
kein anderer Kérper unterhalb dieser Temperatur Wirme
zufithren; denn sonst miiBte seine Temperatur sofort die
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genannte Grenztemperatur iiberschreiten, d. h. es wiirde
Wirme von Punkten tieferer Temperatur zu solchen hoherer
von selbst iibergehen, was gegen alle Erfahrung ist (§42).
Fehlt einem Korper die spezifische Wérme, so hat er auch
keinen Ausdehnungskoeffizienten, d.h. sowohl Ausdeh-
nungs- als Spannungskoeffizient (§ 57) miissen mit An-
niiherung an den absoluten Nullpunkt verschwinden. Ohne
Ausdehnungskoeffizienten gibt es auch keine duBere Arbeit;
das Verhiltnis der spezifischen Wirmen bei konstantem
Druck und konstantem Volumen (§§ 38, 46, 58) wird = = 1.

Wegen dS = 0 in der Nithe des Nullpunkts sind alle Zu-
standséinderungen isentropisch, d.h. adiabatisch (§30).
Wegen #» =1 miissen aber die Adiabaten mit den Iso-
thermen zusammenfallen (§38), ein Carnotscher Kreisprozef3
ist nicht mehr denkbar. Der absolute Nullpunkt kann durch
Zustandséinderungen iiberhaupt nicht erreicht werden, aber
er konnte nach dem Obigen gar nicht thermometrisch fest-
gestellt werden.

Die kinetische Theorie der Gase.
§ 52. Die ‘Wiirmebewegung in Gasen.

D. Bernoulli, vorziglich aber R.Clausius ent-
wickelten eine Theorie, welche direkt eine Vorstellung jener
Bewegung der kleinsten Teilchen gibt, die wir Wirme
nennen. Vollstindig entwickelt ist diese Hypothese fiir
miBig dichte Gase, und man falt die ganze Anschauungs-
weise unter dem Namen ,mechanische oder ,dyna-
mische®, in der Regel aber , kinetische” Theorie der
Gase zusammen. Nach ihr stellt man sich im gasformigen
Zustand die Molekeln vollstindig voneinander getrennt
und in geradliniger Bewegung begriffen vor. ,,Die Be-
wegungsrichtungen sind fiir ein ruhendes Gas iiber die Ge-
samtheit der Gasmolekeln im Raum gleichmiiBig verteilt,
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so0 daf sich nach jeder Richtung des Raums gleich viel Mole-
keln bewegen. Da man den Molekeln eine gewisse Aus-
dehnung zuschreiben muB, so sind natiirlich Zusammen-
stoBie derselben nicht ausgeschlossen. Damit aber der Zu-
stand des Gases unverindert bleibt, ist erforderlich, daB
die Molekeln infolge der ZusammenstBe weder in ihrer
Durchschnittsgeschwindigkeit noch in ihrer Durch-
schnittsbewegungsrichtung eine Anderung erfahren.
Um dieser Bedingung Geniige zu tun, ist es am bequemsten,
die Molekeln als vollkommen elastische Kugeln von
gleicher GroBe und gleicher Masse anzusehen. Fiir deren
ZusammenstoB gilt dann das Gesetz von der Erhaltung
dergemeinsamen BewegungsgroBe als auch der kine-
‘tischen Energie und entsprechend dem Zustand vor dem
StoB ist auch nachher die Bewegung der Molekeln nach
jeder Richtung des Raums gleich wahrscheinlich.

Es geniigt in den meisten Fillen und es vereinfacht die
mathematische Behandlung bedeutend — tatsichlich wurde
es anfangs von seiten der Forscher auch stets so gepflogen
und wir werden uns im folgenden ihnen darin anschliefen—,
wenn man allen Molekeln eine bestimmte Geschwin-
digkeit zuschreibt. Dies ist aber nur ein Mittelwert aus
allen méglichen Geschwindigkeiten, welche nach einem be-
stimmten Gesetz iiber die Molekeln verteilt sein miissen®

(§ 66). :
§ 53. Boyle-Charlessches Gosetz.

Ein Gas, welches sich in keinem GefiB befindet und
keiner duBeren Kraft, wie etwa der Schwere, unterworfen
ist, muB sich nach der kinetischen Theorie immer weiter
zerstreuen. Befindet es sich aber in einem allseits ge-
schlossenen GefiiB, so ist die Folge davon, daB von den
Molekeln bestindig St68e auf die GefiBwand ausgeiibt
werden. Indem diese wegen der groBen Zahl der Molekeln
sehr rasch aufeinanderfolgen, bewirken sie den Eindruck
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eines kontinuierlichen Druckes. Damit dieser, sowie
der ganze Zustand des Gases konstant bleibt, ist es nétig,
daB ebensoviel Molekeln von der Wand in das Gas zuriick-
fliegen, als gegen die Wand stoBen. Es wird dies am leich-
testen erfiillt, wenn wir annehmen, die Gasmolekeln werden
von der Wand nach den Reflexionsgesetzen zuriickgeworfen
(Bd. 1, §12).

»Wirkt auf einen Kérper eine Kraft, so istdas
MaB derselben die Bewegungsgriéfie, welchein der
Zeiteinheit auf den Kérperiibertragen wird (Bd. I,
§11). St6Bt eine Molekel von der Masse m mit einer Ge-
schwindigkeitskomponente u senkrecht gegen die Wand, so
hat sie nach dem StoB ebenfalls senkrecht gegen die Wand
die Geschwindigkeit — u. Es muB also withrend des StoBes
auf die Molekel ein Gegendruck ausgeiibt werden, welcher
sie vollsténdig zur Ruhe bringt, ferner muB ein weiterer
Gegendruck vorhanden sein, welcher ihr die Geschwindig-
keit — u erteilt. Die Molekel empfingt also von der Wand
die Bewegungsgrofe 2 m u. Dieselbe BewegungsgrofBe, nur
entgegengesetzt gerichtet, hat aber auch die Wand nach
dem Gesetzder Gleichheit von Wirkungund Gegen-
wirkung von der Molekel erhalten. ¢

Eine Molekel besitze die Geschwindigkeit ¢ mit den
Komponenten &, 7, . Es ist also

E4+n+2=c2.

In der Volumeneinheit seien N; Molekeln vorhanden von
der Geschwindigkeitskomponente &. Es werden daher N; &
solcher Molekeln gegen die Flicheneinheit einer Wand
fliegen, welche senkrecht zur z-Achse steht. N, & Stolie
erhilt davon die Wand in der Sekunde und

N E-2mé&=2N;mé>
ist daher die BewegungsgroBe, welche die Wand empfiangt.
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Bilden wir die Summe iiber simtliche Molekeln, so erhalten
wir den Druck

P=>2N;m&=S2Nymyt=S2N,m(,

da wegen der gleichen Verteilung es ebensoviel gleich
groBe  und £ als & geben muf.
Es ist demnach

SN, m(E2 P40 Bme?
p:z 1 (3 77 )= 7’:; ENI.

Uberlegen wir nun, daB die Hilfte der Molekeln posi-
tive, die andere negative & usw. besitzt, so bewegen sich
gegen die Wand, wenn N die Zahl simtlicher Molekeln in

der Volumeinheit ist, —12! Molekeln. Es ist daher

N
E N, = 9 ?
folglich
Nmc?
(43) Sl

Enthalt unser Gefdl vom Volumen v n Molekeln, so ist

o % , folglich

nm c? ;
: 3
Dies ist der Inbegriff des Boyle-Charlesschen Ge-
setzes, welches wir nach Gleichung (20) in der Form
po=—"H7T

kennengelernt haben. Da fiir eine bestimmte Gasmenge die
Zahl n der Molekeln, als auch die Masse m einer Molekel
konstant ist, so muB ¢2 proportional der absoluten Tem-

(44) O
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m ¢2

peratur sein.
nm c?
und

ist die kinetische Energie einer Molekel

jene des ganzen Gases. Das ist gleichzeitig die
im Gas enthaltene Wirmemenge.

§ 54. Regel von Avogadro — Gesetze von Gay-Lussac und
Dalton — Geschwindigkeit der Molekeln.

Es laBt sich zeigen, daB fiir Gase von gleicher Tem-
peratur die lebendige Kraft der Molekeln gleich ist. Wir
haben deshalb die Gleichung

WECEIS Wy Gy

T T ee

wenn 7 und ¢ dem einen, 7, und ¢; dem andern Gas an-
gehoren. Stehen daher Gase von gleicher Temperatur auch
unter demselben Druck, so muf}

__ Nme*  Nymye?

e e

2

daher
AR i

sein. Gase unter gleichem Druck haben bei der-
selben Temperaturin gleichen Raumen gleich viel
Molekeln. Esist dies Avogadros Regel, welche hier als
eine Folge derkinetischen Gastheorie erscheint. Die
Gewichte der einzelnen Gase verhalten sich somit zuein-
ander wie ihre Molekulargewichte M. Schreiben wir dem-
nach das Boyle-Charlessche Gesetz, bezogen auf 1g des
Gases,

bzl
p—M’

so nimmt die ,,Gaskonstante” R fiir jedes Gas denselben
Wert R = 8,315-107 erg/grad an. :
Nach Gay-Lussac stehen zwei eine chemische
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Verbindung eingehende Gasmengen, bezogen auf
gleichen Druck und gleiche Temperatur, unter-
einander sowie zur Menge der Verbindung in Ver-
hiltnissen, welche durch einfache ganze Zahlen
dargestellt werden. Es folgt dies unmittelbar aus Avo-
gadros Regel und Daltons Theorie, nach welcher die
Molekeln einer chemischen Verbindung aus ganzen Zahlen
von Atomen der sie bildenden Elemente bestehen.

Haben wir mehrere Gase in einem GefiB, deren Molekel-
zahlen in der Volumeinheit N,, N, ... sind, so ist die Ge-
samtzahl der Molekeln in der Volumeinheit N— N 1+Ny+...
und der Druck

P=%Nk:32‘N1k+%Nzk+---=P1+P2+ cee

wenn wir mit p;, p, ... die Drucke bezeichnen, welche die
einzelnen Gase fiir sich im Gefi erzeugen wiirden. Esist
der Gesamtdruck eines Gasgemenges gleich der
Summe der Partialdrucke der einzelnen Gase, ein
Gesetz, welches Dalton fand.

Setzen wir N m = o, so haben wir unter o die Masse
der Volumeinheit, d.i. die Dichte des Gases zu ver-

2
stehen. Wir haben sonach p — % oder

gD 1

Da aber Druck und Dichte eines Gases bestimmbar ist, so
ist uns damit auch die Geschwindigkeit der Gasmole-
keln gegeben. Wir finden so fiir Sauerstoff 461 m, Stick-
stoff 492 m, Wasserstoff 1844 m. Diese Zahlen gelten fiir
die Temperatur des schmelzenden Eises und sie wachsen
proportional der Wurzel aus der absoluten Tem-
peratur. Wir haben es mit Geschwindigkeiten zu tun,
welche jene der Geschosse unserer modernen Feuerwaffen
zum Teil iibertreffen.
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§ 55. Abweichungen vom Boyle-Charlesschen Gesetz —
Zustandsgleichung von van der Waals.

Nach dem Boyle-Charlesschen Gesetz muB mit wach-
sendem Druck das Volumen des Gases bestiindig kleiner
werden, bis es bei unendlich hohen Drucken schlieBlich Null
wird, Dasselbe miiite man auch bei endlichen Drucken
erreichen, wenn die Temperatur bis zum absoluten Null-
punkt sinkt. Die Erfahrung lehrt jedoch, daB man Gase
nur bis zu einer gewissen Grenze komprimieren kann,
wie grol man auch den Druck wihlt. Wir erkliiren uns das so,
daB wir uns die Molekeln nicht als Massenpunkte, sondern,
wie wir bereits frither annahmen, als kleine vollkommen
elastische Kugeln vorstellen. Ist nun das Gas so stark
komprimiert, daB die Molekeln einander beriihren,
so fiillen sie den ihnen zu Gebote stehenden Raum aus und
lassen sich nicht weiter zusammendriicken. Das besagt,
daB infolge des Volumens der Molekeln der Bewegung
einer einzelnen nicht der ganze Gefiifraum zur Verfiigung
steht. Der EinfluB des Molekularvolumens auf das
Boyle-Charlessche Gesetz konnte bis jetzt strenge noch
nicht ermittelt werden. Es geniigt jedoch, fiir nicht zu hohe
Drucke das Volumen » um eine konstante GraBe b zu ver-
mindern, welche sich als das vierfache Molekular-
volumen ergibt. Das heift: das Volumen, welches die
Molekeln wirklich mit Materie ausfiillen, entspricht in
seinem vierfachen Wert der GroBe b. Die Zustandsgleichung
verindert sich dadurch in

e
(45) p(v_b)znrzzc !

3

Wir miissen aber noch einen zweiten EinfluB in Rech-
nung ziehen. Bisher nahmen wir nidmlich an, daB die
Molekeln gar keine Kriifte aufeinander ausiiben. Diese Aq-
nahme ist jedoch sehr willkiirlich. Es liegt im Gegenteil
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nahe, den Molekeln Anziehungskrifte zuzuschreiben,
da ja sonst ein Verfliissigen der Gase und ein Uber-
fithren in den festen Zustand bei abnehmender Tem-
peratur kaum denkbar wire. Wir haben von den Kriften
anzunehmen, daf sie nur dann merkbar wirksam sind, wenn
die Molekeln einander sehr nahe kommen. Damit ist die
Moglichkeit gegeben, daf bei einem Zusammentreffen von
mehr als zwei Molekeln eine Konstellation eintritt, bei
welcher zwei Molekeln dauernd zusammenbleiben
und eine sogenannte Doppelmolekel bilden. Durch die
Anziehungskrifte wird also die Gesamtzahl der sich
als Einzelindividuen bewegenden Molekeln verringert,
was nach Gleichung (44) einerVerminderung desDrucks
gleichkommt. Auch diese Abweichung vom Boyle-Char-
lesschen Gesetz ist erfahrungsgemiB vom Volumen ab-
héingig. Sie verschwindet beisehrgroBer Verdiinnung
des Gases. Fiir diesen Fall haben wir also anzunehmen, dab
nur einfache Molekeln vorhanden sind. Das gilt auch
fiir sehr hohe Temperaturen, was ohne weiteres ver-
standlich ist. Mit wachsender Temperatur nimmt die
Energie der Molekeln zu und erschwert so die Vereinigung
*zu Doppelmolekeln. Die Zahl der Molekeln in einem ver-
diinnten Gas von hoher Temperatur sei n,. - Verdichten wir
es allmihlich, so treten die Ab weichungen auf, welche
mit abnehmendem Volumen und sinkender Tem-
peraturimmer stéirker ins Gewicht fallen. Wir werden
daher die Zahl der jeweilig vorhandenen Molekeln nihe-

rungsweise durch
n=mny |1 2
S oT
darstellen kénnen. Wird v und T gentigend groB, so kann

k : ;
— gegen Eins vernachlissigt werden, d.h. wir merken
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keine Abweichung vom Boyle-Charlesschen Gesetz, wihrend
mit abnehmendem » und T’ auch n, wie es die Erfahrung
verlangt, immer kleiner wird. Demnach erhalten wir aus
Gleichung (45)

Ny M €2 k
o R )
p(v. ) 3 (1 T

s ist zu bemerken, daB sowohl b gegen v als auch ﬁ gegen
Eins Kklein sein muB, da wir sonst nicht so einfache Funk-
tionen voraussetzen kénnen. Es ist somit die Annahme
_ mymc? kngmcs
P=35w—0 30T
erlaubt, wobei wir hohere Glieder nicht in Betracht ziehen.

e
— ist eine konstante GréBe; wir konnen daher

I
kngme*
Bl e,
setzen und die Gleichung in die Form
46 s by b) =
(16) o+ 0— v = rT

bringen. Dies ist die Zustandsgleichung der Gase,
welche zuerst von van der Waals, jedoch mittels anderer
Erklirungsweise aufgestellt wurde. Van der Waalsnimmt
an, daB die Molekeln infolge der Anziehungskriifte, éhnlich
wie die Fliissigkeitsmolekeln (Bd. I, §65) von der Grenz-
fliche gegen das Innere des Gases gezogen werden. Dieser
Zug kommt einer VergréBerung des Druckes gleich. Die so
entstehende Druckvermehrung wird einmal der Zahl der
Molekeln in der Grenzfliche proportional sein und ferner
der Anziehungskraft, die jede einzelne Molekel erfiahrt.
Beide Grofen sind der Dichte des Gases, somit die Druck-
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vermehrung dem Quadrat der Dichte proportional oder
verkehrt proportional dem Quadrat des Volumens des

Gases. Wir werden daher dem Druck p noch ein Glied L—az

beizufiigen haben, wobei a die entsprechende Proportionali-
titskonstante ist. Die Zustandsgleichung gewinnt so die
Form der Gleichung (46). Sie behilt ihre Giiltigkeit fiir viel
hohere Drucke, als man nach der theoretischen Herleitung
glauben sollte. Von van der Waals selbst wurde sie sogar
auf die Verflissigung der Gase angewendet. Sie zeichnet
sich durch Einfachheit aus, da sie in die Zustandsgleichung
idealer Gase nur die zwei neuen Konstanten ¢ und b ein-
fiihrt.

§ 56. Kritische Temperatur — kritischer Druck — Kritisches
Volumen.

Wir kénnen die Gleichung (46) in die Form

p*— (pb+ RT)v24+av—ab=—0
bringen. Sie ist somit beziiglich des Volumens v eine Glei-
chung 3. Grades. Eine solche hat drei Wurzeln, von
welchen entweder alle reell, oder eine reell und die
beiden andern imaginér sein kénnen, Wir veranschau-
lichen uns dies am besten durch die graphische Darstellung
(Fig. 5), indem wir die Volumina als Abszissen, die Drucke
als Ordinaten in ein rechtwinkliges Koordinatensystem ein-
tragen. Tun wir das bei verschiedenen Temperaturen, so
erhalten wir eine Schar von Isothermen. Bei entspre-
chend tiefer Temperatur, fiir welche die zugehérige Kurve
ein Minimum hei E und ein Maximum bei F hat, erhalten
wir drei mogliche Werte des Volumens, wenn wir
innerhalb des Druckunterschieds EF eine zur v-Achse
parallele Gerade ziehen. Diese schneidet die Kurve in drei
Punkten, welche die drei Wurzeln der Gleichung ergeben.
Es lassen sich aber nicht alle drei Wurzeln realisieren,
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Zwischen E und F haben wit nimlich einen labilen Zu-
stand,indem bei wachsendemDruck auch dasVolumen
wachsen soll, was nicht ausfithrbar ist; sondern, wenn wir
das Gas komprimieren, beginnt es sich bei einem be-
stimmten Punkt C zu verfliissigen. Wir haben dann
gleichzeitig zweierlei Zustinde, den fliissigen und
gasformigen, und die Strecke B G = C H veranschaulicht
den Druck des gesittigten Dampfes. Wihrend wir
also von (' an das Volumen weiter verkleinern, bleibt der

P 4

0GR M I v

Druck konstant. Es verliuft die Volumséinderung lings der
Geraden C' B. In Bist aber nur noch Fliissigkeit vorhanden.
Es muB dann fiir weitere Volumsverminderungen der Druck
gleich betréachtlich steigen.

Es wiire verfehlt, nach dem Bisherigen zu glauben, daf3
das Stiick BEJFC der Kurve vollig wertlos sei. Bei der
notigen Vorsicht ist es moglich, den Punkt C zu passieren,
ohne daB Verfliissigung eintritt. Wir haben dann einen
iibersittigten Dampf. Dasselbe geschieht beim umge-
kehrten Durchlaufen der Kurve im Punkt B. Wir sprechen
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dann von einer iiberhitzten Fliissigkeit. Ja sogar ein
negativer Druck ist méglich, wie die Isothermen fiir ge-
niigend tiefe Temperaturen zeigen. Auch das ist experi-
mentell festgestellt.

Je hoher die Temperatur wird, desto mehr nithern sich
die Punkte B, J und C, bis sie schlieBlich zusammenfallen.
Fiir diesen Punkt sind somit alle drei Wurzeln der Glei-
chung gleich groB. Steigern wir die Temperatur noch
mehr, so erscheint nur noch eine reelle Wurzel. Die Tem-
peratur der drei gleichen Wurzeln nennt man die kritische
Temperatur. Sie ist namlich die Grenztemperatur,
fiir welche die Verfliissigung eines Gases noch moglich

ist. Gleicherweise nennen wir auch das Volumen und den
Druck, welcher dem Punkt der drei gleichen Wurzeln ent-
spricht, das kritische Volumen und den kritischen

Druck. :
Die Maxima und Minima der Kurven sind durch die

d
Gleichung % =0 gegeben. Nach Gleichung (46) haben
wir also

| RERERS e e e

Es ist das die Gleichung der Kurve K ELF M » welche die
Minima bzw. Maxima der Isothermen verbindet. Sie hat
wieder ein Maximum, welches gleichzeitig der kritische
Punkt ist. Wir erhalten sonach das kritische Volumen Vqs

wenn wir fiir Gleichung (47) % = 0 setzen. Dies er-

gibt

6a (v, — b) 4a
Ut gt :

daher v, = 3 b,
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Die Gleichungen (46) und (47) lassen jetzt mit Hilfe des
Wertes v; auch den kritischen Druck

a
= orpe
und die kritische Temperatur
8a
EEbR
ermitteln.

Machen wir die kritischen Werte zur Einheit,
d. h. setzen wir
v=wv,=3bw,

a
P=Rp= s

8
E=—a i

L= 9R
so verwandelt sich die Zustandsgleichung in

3
(JZ—Q—F) Bow—1)=87%.

Es haben alle Kérper dieselben Isothermen, wenn
wir als MaBeinheiten des Drucks, des Volumens
undderTemperaturderenkritische Werte nehmen.

§ 57. Spannungs- und Ausdehnungskoeffizient.

Schreiben wir das Boyle-Charlessche Gesetz in der
Form

PY=1pyvy (1 +t),
so wird bei konstantem Volumen U
P=p(14u«i),
und wir nennen denSpannungskoeffizienten. Lassen
Jager, Theoretische Physik II. 7
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wir hingegen den Druck konstant, so heiBt analog in der
Gleichung

V=101 +at)
« der Ausdehnungskoeffizient. Fiir ideale Gase
sind somit diese beiden Koefﬁzientenidentisch; nicht
aber fiir wirkliche Gase. Wir wollen daher den Spannungs-

koeffizienten mit o, = - p—tp ¢ den Ausdehnungskoeffi-
0
zienten mit o, — 4 ’D_t% bezeichnen. Nach Gleichung (46)
o
ist

: a
(27-1—1)7) (0—b)=RT'=R,(1+ay),
wenn wir B; = 273 R setzen. Gleicherweise ist
a
(Po“*‘?) (o) = B, .
Subtrahieren wir beide Gleichungen voneinander, so

0 P b)— Raie (p0+7‘;) cavd
daher

P— Do a |
p=—-=2_ 1 :
2 Dot ( o Do v* ) i
Fiir ein bestimmtes Volumen ist also der Spannungs-
koeffizient eine konstante GroBe, doch ist er immer
gréBeralsseinidealerWert, Erst wenn das Volumen »

. a
groB wird, kann p vernachlissigt werden und wir er-

o 0®
haltep %, = . Der Umstand, dag fiir Wasserstoffgas a ver-
schwindend klein ist, machs dieses Gas geeignet zur Be-
stimmung des idealen Spannungskoeffizienten .
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Nicht so einfach wie der Spannungskoeffizient 148t sich
der Ausdehnungskoeffizient «, finden. Wir miiBten zu
diesem Zweck v und v, aus Gleichungen vom 3. Grad be-
stimmen und wiirden so zu sehr komplizierten, uniiber-
sichtlichen Ausdriicken kommen. Fiir bestimmte Grenzen
der Temperatur und des Drucks lassen sich jedoch Verein-
fachungen einfithren, so daB die Ausdriicke handlicher
werden. Fiir Wasserstoff z. B. wird, da @ =0 gesetzt

werden kann,
L
o= |{1——]ea,

mithin o, < o, Bei anderen Gasen findet das Gegenteil
statt.
§ 58. Spezifische Wiirme.

Die in einem Gas enthaltene Wirmemenge ist die ge-
samte kinetische Energie der Molekeln. Wir betrachten die
Masseneinheit des Gases, fiir welche 7 m = 1 ist. Sonach
wird nach Gleichung (44)

02
PO

und die im Gas enthaltene kinetische Energie

c2

rojeo

po.

Bekanntlich ist
=g (o)

2
% % die Zunahme der gesamten Energie des Gases

daher 3

bei einer Temperaturerhhung um 1° C. Lassen wir dabei
keine Volumsinderung eintreten, so ist

A

2
6,200

2

:V:

7*
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die spezifische Wirme bei konstantem Volumen,
wenn 4 das kalorische Aquivalent der Arbeit ist (§37). Bei
konstantem Druck gilt fiir das Gas

v=10y(1 +at).

Die Zunahme fiir einen Grad ist Vo &%, wobei die HuBere
Arbeit p vy« (§ 38) zu leisten ist. Das entspricht der Wirme-
menge 4 p vy . Um diesen Wert ist also die spezifische
Wirme bei konstantem Druck I grofer als jene bei
konstantem Volumen. Es ist somit

4 6’ LR g Acozoc_sl Co®
]‘=72 + A pyvo= S 3 —3—Aoc2
und

Sy

In Wirklichkeit ist aber nur fiir wenige Gase, die so-
genannten einatomigen, wie z. B. fiir Quecksilberdampf
und die Edelgase das Verhiltnis der spezifischen
Wiarmen $. Das rithrt davon her, daB wir bei den meisten
Gasen die Molekeln nicht als Kugeln von vollkommen
glatter Oberfliche auffassen diirfen, sondern sie als kom-
pliziertere Gebilde ansehen miissen. Demzufolge be-
sitzen sie nicht nur eine fortschreitende Bewegung,
sondern auch eine drehende, sowie eine innere Bewe-
gung, wie z. B. Schwingungen der die Molekeln bil-
denden Atome. Wir haben daher einen Unterschied
zwischen der Gesamtenergie H und der Energie der
fortschreitenden Bewegung K der Molekeln zu
machen. Fiir die Masseneinheit des Gases ist

2

%o
2';

e =
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hingegen
n
H— 4 2L + K,

wobei k von jenem Teil der Energie herriihrt, der nicht in
der fortschreitenden Bewegung liegt. Ferner ist
A 2
I’zy—I—Apvooc:f}—o;ﬂ— +thka,

2
; - ¢
indem wir y = 4 &« —— + ko setzen miissen.

2
Aus diesen Gleichungen findet man leicht

f =
s TE

Uberlegen wir, daB -—II_{T zwischen Null und Eins liegen

muB, so folgt
=l ;
e
¥
was sich ausnahmslos in der Erfahrung bestitigt.

§ 59. StoBzahl und mittlere Wegliinge der Molekeln.

Wir wollen die Molekeln als kleine Kugeln vom Durch-
messer ¢ betrachten. Alle sind nach den verschiedensten
Richtungen des Raums in geradliniger Bewegung begriffen.
Es muB sich folglich ereignen, daB eine Molekel mit anderen
zusammenstoBt. Die Zahl der Zusammenstiole, welche
eine Molekel in der Sekunde erfihrt, wollen wir berechnen.
Wir denken uns zu dem Zweck erst alle Molekeln in
Ruhe bis auf eine, welche sich mit der Geschwindigkeit ¢
bewegt. StoBt sie mit einer anderen zusammen, so ist die
Entfernung der Mittelpunkte beider gleich dem Durch-
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messer ¢ einer Molekel. Wir werden also denselben Effekt
erreichen, wenn wir uns die ruhende Molekel als Punkt,
hingegen die sich bewegende als eine Kugel vom Radius ¢
denken. Eine solche Kugel hinterlsBt als Spur einen Zy-
linder vom Querschnitt 77 62 und der Linge ¢ per Sekunde.
In der Sekunde fegt unsere Kugel also einen Raum 7 g2 ¢
ab. In diesem Raum befinden sich N 7 6% ¢ Gasmolekeln,
falls N' die Zahl der Molekeln in der Volumeneinheit ist.

s Z=Nmo2ec

] ist daher die Zahl der Zusammen-
stéBe, welche die wandernde
Molekel erfihrt.

Dieselbe Betrachtungsweise
konnen wir fiir den Fall fest-
halten, daB alle Molekeln in
Bewegung sind; nur haben
wir dann anstatt ¢ die mitt-
lere relative Geschwindig-
keit r einzusetzen, welche eine
Molekel gegeniiber den andern hat. Bilden die Bewegungs-
richtungen zweier Molekeln den Winkel & (Fig. 6), so ist
die relative Geschwindigkeit » gegeben durch

Fig. 6.

‘)‘226‘2—1'—(:2—-20200829:262(1—00829).

Die Zahl simtlicher Geschwindigkeiten sei N. Sje verteilen
sich gleichmiBig nach allen Richtungen des Raums. Wir
konnen sie uns zum Zweck der Rechnung als Radien einer
Kugel vorstellen, welche gleichmiBig verteilt die Kugel-
oberfliche treffen. Auf die Flicheneinheit der Kugel gehen

N
demnach Tt solcher Radien. Auf einer Kugelzone

27 c®sin 9 dd liegen die Geschwindigkeiten, welche mit
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der Richtung O 4 den Winkel ¢ einschlieBen. Ihre Zahl ist
27 N ¢?sin 9 dd N
475 c* e

und ihre Gesamtsumme

—g—sint‘}dﬁ V262 (1 — cosd) =c Nsinddd I/l _20080

H Nl e o) i
— smﬂsm?d'ﬁ— 4 ¢ N sin ?cos?d?
Bilden wir nun durch Integration die Summe iiber die ganze
Kugelfliche und dividieren wir durch die Gesamtzahl N der
Geschwindigkeiten, so erhalten wir die mittlere relative Ge-
schwindigkeit. Diese ist somit

sin3%n
)] 0 2
P S IS 5z i e b
) cfsm20052d2 4¢ 3
0

Es ist demnach die Zahl der ZusammenstoBe einer Molekel
in der Sekunde

T

Z=4%Nmd%c.
Dividieren wir den Weg ¢, welchen die Molekel in der Se-
kunde zuriicklegt, durch die Zahl der ZusammenstéBe, so
erhalten wir die mittlere Weglinge, d.i. den Weg
welchen die Molekel im Durchschnitt zwischen zwei Zu-
sammenstéBen zuriicklegt,
3

iNma?

§ 60. Innere Reibung.

Bewegen sich zwei einander beriihrende parallele Gas-
schichten mit verschiedener Geschwindigkeit, so 'iibt
die schnellere auf die langsamere eine Beschleunigung, diese
auf jene eine Verzogerung aus. Es wird somit Bewegungs-

A=
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grofe von der schnelleren an die langsamere
Schichteabgegeben, u. z. wird durch die Flicheneinheit
“der Schichte die Bewegungsgrse
Ldu
CFP
per Sekunde getragen. Das heiBt, R ist die Kraft, welche
die langsamere Schichte auf die Flicheneinheit der
schnelleren ausiibt. Wir bezeichnen diese Kraft mit dem
Namen ,innere Reibung® (siehe Bd. I §79). 7 nennen

(48) R=—

wir den Reibungskoeffizienten, 2% st der Geschwin-

dz

digkeitsanstieg senkrecht zur Béwegungsrichtung der
Gasschichte, Verstehen wir unter z die eine der Koordinaten
eines rechtwinkligen Koordinatensystems, so bewegen sich
die Schichten parallel zur z y-Ebene. Den Vorgang der
inneren Reibung der Gase nach der kinetischen Theorie zu
erkliren, liuft also darauf hinaus, die Moglichkeit des
Transports von BewegungsgréBe parallel zur 2-Achse
nachzuweisen.

Die Bewegungsrichtung der (Gasschichten sei parallel
zur z-Achse. In der Volumeneinheit des Gases seien #
Molekeln von der Geschwindigkeit & parallel zur z-Achse
und { parallel zur z-Achse. Durch die Flicheneinheit der
z y-Ebene wird sonach in der Sekunde die Bewegungsgrofe

F— 2 nmé& ¢
getragen, wobei sich die Summe iiber alle méglichen Werte
von & und ¢ erstreckt. Die Molekeln, welche die z y-Ebene
mit der Geschwindigkeit { passieren, kommen aus ver-
schiedenen Schichten. Die aus der Schichte mit der
Ordinate z stammen, haben die Geschwindigkeit

§'=§+u+d~u2,
dz
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d :
wobei sich & auf die Wirmebewegung, u + % z auf die

Bewegungder Schichte als Ganzes bezieht. Es sei nim-
lich » die Geschwindigkeit der Schichte in der z y-Ebene,

du

pr konstant. Fir die Reibung haben wir also

R:Enm(g—{—u—}—%z)f.

Die Summe > nméZ und > nmul verschwinden wegen
der gleich groBen Anzahl positiver und negativer & und (.
Es bleibt also nur

du
R:EanCz.

Ist der Weg, welchen die Molekel
nach ihrem letzten ZusammenstoB
inm (Fig.7) bis zum Passieren der X
z y-Ebene zuriicklegt, r, so besteht
die Proportion

Cie=—rg:7r, m
daher
Cr Fig. 7.

e

c

Danach kénnen wir schreiben

R=~%%2nm§2r.

Der Mittelwert von r ist aber fiir alle £ eine konstante
GroBe, und zwar gleich der mittleren Weglinge 4, wes-
halb

B= _ic- %Enmi‘z
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gesetzt werden kann. Nun ist

Samit=yp
gleich dem Druck des Gases, so daB wir leicht nach Glei-
chung (48) fiir die GréBe des Reibungskoeffizienten

pA Nmel
4 _ — =
sy . ¢ 3

erhalten, wenn wir den Wert von p aus Gleichung (43)
beniitzen.

Fithren wir in Gleichung (49) den Wert der mittleren
Wegléinge

3
4 N 702

ein, so ergibt dies
m e
N=—
/ 4 7 02

Die rechte Seite dieser Gleichung ist frei von der Zahl der
Molekeln in der Volumeneinheit, d. h. die innere Reibung
eines Gases ist von dessen Dichte oder, was dasselbe
ist, vom Druck unabhéingig. Dieses iiberraschende, von
Maxwell gefundene Resultat bestiitigt sich tatstichlich
innerhalb sehr groBer Druckgrenzen.

Aber noch einen anderen merkwiirdigen Aufschlug ge-
wihrt uns die Theorie der inneren Reibung. Wir wissen,
daB Nm = g die Dichte des Gases ist, somit finden wir
nach Gleichung (40)

T
X
Die Geschwindigkeit der Molekeln ist uns bereits bekannt

(§54), der Reibungskoeffizient und die Dichte sind experi-
mentell bestimmbare GroBen.  Wir kénnen somit den
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Zahlenwert dermittleren Wegliinge angeben und da-
mit auch die StoBzahl einer Molekel. So finden wir fiir

Weglinge StoBzahl
Wasserstoff 0,0000 1855 cm 9480 Millionen.
Sauerstoff 1059 ,, 4065 -
Stickstoff 9859 4735 =
Kohlensiure 630 ., 5510 =

Es beziehen sich diese Zahlen auf den Druck einer
Atmosphire und die Temperatur 0° C.

§ 61. Wiirmeleitung.
Haben wir parallel zur z-Achse eines rechtwinkligen

: a1
Koord.lnatensystems ein Temperaturgefalle — o S0

flieBt bestéindig von oben nach unten Wirme durch die
= y-Ebene. Fiir die Flichen- und Zeiteinheit ist diese
Wirmemenge

aT

el dz {
wenn wir ks die Wirmeleitungsfihigkeit nennen. Nach
unserer Auffassung ist nun W nichts anderes als eine
Energiemenge, welche von oben nach unten getragen wird,
und wir kénnen deren GréBe genau so finden, wie den Wert
der transportierten Bewegungsgréfe im vorhergehenden
Paragraphen. Es trigt jede passierende Molekel durch die

arT {
z y-Ebene die Warmemenge m Y ( T, + oy z) , indem m

die Masse einer Molekel, ¢ die spezifische Wirme bei kon-
stantem Volumen und z die Héhe jener Schichte bedeutet,
aus welcher die Molekel kommt. Dabei haben wir voraus-
gesetzt, dal die Temperatur

arT

dz

e e

2
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sei. T, ist also die Temperatur in der z y-Ebene. Wir
brauchen somit in den Formeln fiir die innere Reibung nur
m durch m y und u durch T zu ersetzen und haben unmittel-
bar die Formel fiir die Wiirmeleitung

p¢Nmiy ecly
amEEe

Es besteht demnach zwischen dem Reibungskoeffi-
zienten und der Wérmeleitungsf&higkeit die enge
Beziehung

bi— 7Y .

Ferner folgt, daB auch die Wﬁrmeleitungsfﬁhigkeit
vom Druck des Gases unabhingig ist, und schlieBlich
haben wir auch in der Wiirmeleitung ein Mittel, den
Zahlenwert der mittleren Weglinge kennenzulernen.

§ 62. Diffusion.

In einem senkrechten Zylinder befinden sich zwei Gase,
das leichtere oben, das schwerere unten. Sie wandern gegen-
einander, mischen sich also. Wir haben einen Vorgang, den
man Diffusion nennt. Nach der Regel von Avogadro
(§ 54) muB die Zahl der Molekeln per Volumeinheit an allen
Punkten des Zylinders dieselbe, also N — N; + N, sein,
wobei N; die Zahl der leichteren, N, jene der schwereren
Molekeln sein soll. In der Umgebung eines bestimmten
horizontalen Querschnitts sei die Verteilung der Gage 80,
daB

Nn=%+az, No— . —az
ist, wobei a eine Konstante bedeutet. Unter diesen Um-
sténden wandert erfahrungsgemiB vom ersten Gas durch
die Querschnittseinheit von oben nach untenin der Sekunde
die Menge da. Gleichviel wandert vom zweiten von unten
nach oben. § nennt man den Diffusionskoeffizienten.
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Um diesen zu berechnen, denken wir uns der Einfachheit
halber die Bewegung der Molekeln in drei aufeinander senk-
rechte Richtungen zerlegt, deren eine mit der Zylinderachse,
die gleichzeitig die z-Achse ist, zusammenfillt. Die Ge-
schwindigkeit der Molekeln des ersten Gases sei ¢, die
mittlere Wegliinge 4,. Alle Molekeln, die durch unsere
Ebene von oben nach unten fliegen, kommen aus einer mitt-
leren Entfernung 4, von dieser Ebene. Dort ist ihre Kon-
zentration N; 4 a,. Von dieser Anzahl soll ein Drittel
parallel zur z-Achse sich bewegen, es fliegt also L (N; + a 1)
nach oben und ebensoviel nach unten und es werden in der
Sekunde

Ny +aly) e
Molekeln die Flicheneinheit unseres Querschnitts von oben
nach unten passieren. Gleicherweise gehen von unten nach
oben ¥ (N; — al,) ¢; Molekeln. Der UberschuB der nach
abwiirts wandernden Molekeln ist also a4, ¢;. Analog
wandern vom zweiten Gas 4 a4, ¢, Molekeln nach oben.

Diese zwei Zahlen werden im allgemeinen verschieden
sein, etwa A; ¢, >, ¢,. Dann wiirden im ganzen

$a(lye— A0
Molekeln nach abwirts wandern, was eine Druckerhéhung
im unteren Teil des GefiiBes zur Folge hitte. Wir miissen
daher annehmen, daB dies durch eine Verschiebung des
ganzen Gasgemisches nach oben ausgeglichen wird.

Beachten wir, daB in unserer Ebene die Konzentration
N, beziiglich N, und N = N, 4 N, ist, so werden von den
Molekeln des ersten Gases

N
%“(1101_}‘-202)—7‘\7‘1"
vom zweiten Gas
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Molekeln nach oben wandern. Die Gesamtzahl der nach
unten wandernden Molekeln des ersten Gases wird somit
sein

N N.
take—ta(q — 25 CE)T’]_: tald e (1 — T’l)

Ny

a -
Eladsc N :ﬁ(zlcll\/z 4+ A6 N)=46a.
Fiir den Diffusionskoeffizienten erhalten wir also
i
0 — ﬁ' (}.] Cq .7\72 —[— 22 Co Nl) .

Der Klammerausdruck ist vom Druck unabhéingig, daher
ist 0 verkehrt proportional N » d. h. (§ 53) verkehrt propor-
tional dem Druck, was sich auch bestétigt.

Aus den Formeln fiir die innere Reibung und Diffusion
erkennt man einen innigen Zusammenhang dieser GréBen,
so daB sich z. B. der Diffusionskoeffizient direkt durch die
Reibungskoeffizienten der diffundierenden Gase darstellen
laBt.

§ 63. GroBe der Molekeln — Loschmidtsche Zanhl,

Komprimieren wir ein Gas durch sehr groBe Druck-
krifte auf das kleinste mdégliche Volumen, so kénnen wir
annehmen, dafl die Molekeln den Raum 7, der ihnen zur
Verfiigung steht, vollig mit Materie ausfiillen. Tst das ur-
spriingliche Volumen Eins, die darin enthaltene Molekel-
zahl N, so wird, da 4+ Nmo? das achtfache Molekular-
volumen ist,

V=1Nnos.
Diese Gleichung erlaubt mit Hilfe des Werts der mittleren
Weglinge
3

o 4 N 7 g2
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den Durchmesser einer Molekel
c—=8V4i

zu finden. Dieses iiberraschende Resultat verdanken wir
Loschmidt. Er fand auf diesem Weg fiir

g

Wassere s o = o - 44 10-% cm
Kohlenséure . . . . 114,10-°
Aus den friiheren Gleichungen finden wir gleicherweise
3
Ne — — .
2567 V243

Das ist die Zahl der Molekeln in der Volumeinheit. Es li8t
sich somit auch die Zahl der Molekeln eines Mols des Gases,
die Loschmidtsche Zahl, berechnen. Sie ist von der
GroBenordnung

Z = 6.1028,

§ 64. Kinetische Theorie und Statistik.

Zu wiederholten Malen fiihrten wir zur Vereinfachung
der Rechnung Mittelwerte ein wie z. B. bei der Betrachtung
der Geschwindigkeit der Molekeln (§ 52) oder der mittleren
Wegléiinge (§ 59). Soweit dies bei der Darstellung eines phy-
sikalischen Vorgangs das Resultat qualitativ nicht beein-
fluBt, mag dies nicht nur gestattet, sondern direkt angezeigt
sein. Es gibt jedoch Erscheinungen, die nur durch die
Kenntnis des ,,Verteilungsgesetzes der Geschwindigkeiten
der Molekeln** oder der Verteilung der Weglingen usw.
strenge dargestellt werden konnen.

Wir betrachten einen Kérper; n sei die Zahl seiner
Molekeln. Von diesen sollen »; eine beliebige Figenschaft,
z. B. eine Geschwindigkeit von der GréBe y, v, 2y, v5 3y,
... 7%y ... haben, wobeiy als kleine Grofie zu betrachten
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ist. Es ist also X ?; = n. Vertauschen wir nach Belieben
zwel Molekeln miteinander, so #ndert sich am sichtbaren
Zustand nichts, wohl aber am molekularen, da ja eine
Anderung einer Geschwindigkeit auch eine Anderung des
molekularen Zustands bedeutet. Hingegen &indert die Ver-
tauschung zweier Molekeln derselben Geschwindigkeit
nichts am molekularen Zustand. Die Zahl simtlicher An-
ordnungen der Molekeln ist durch die Zahl simtlicher Per-
mutationen, d. i. n! gegeben. Unter diesen befinden sich
abery; | Zustiinde derselben Art, indem durch Vertauschung
der Molekeln derselben Geschwindigkeit der molekulare Zu.
stand unverindert bleib, Analog ist es mit »,, vg usw. Wir
finden daher die Zahl der molekularen Zustinde wie die
Zahl der Permutationen bei Gleichheit bestimmter Elemente.
Diese Zahl, die wir die »Statistische Wahrscheinlich-
keit* nennen wollen, ist somit

!
(50) W n!

Wir bilden
In(n!)=1n2 +In3+ ... Ling.
7 sel sehr groB; dann ist unsere Summe angenihert

LK N SO s

n

flna;da: =[zlhzg_— di=nlnn—ni1],

1
Auf groBe Zahlen angewendet kann 1 gegen 7 vernach-
léssigt werden. Wir erhalten daher

Inm)=nlhn—y.
Wir bilden nun In . Dy ergibt nach Gleichung (50)
IhW=In@m!)—1In ) —In(y— L Ing M=
=1In(n!) — Sny,—nln n—n— >y Iny, L S
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unter der Voraussetzung, da$ auch alle v, grofe Zahlen sind.
Da >v;=n, so

mWW=nlnn— Sy Inv,.
Wir setzen jetat 17’ = w;, so wird
7
W =nnn—n3wn@mw,)
=nln—n>Sw,Inn—nSwnw
Da > w; = 1 und daher
n > w,Inn = nlnn >w,=nlnn,

i

S0

: V; Vs
InW = —nzwilnwi;'~1L E;lnq—:

§ 65. Kanonische Verteilung.

Ist &; die Energie einer Molekel, so ist die innere Energie
des Kérpers »
U = 2 V&

wobei &; im allgemeinen sich aus potentieller und kine-
tischer Energie zusammensetzt, d. h. eine Funktion der
Koordinaten und Geschwindigkeiten sein wird. Es ist nun
anzunehmen, daf bei selbstindiger Anderung der Zustand
von einer geringeren zu einer groferen statistischen Wahr-
scheinlichkeit tibergeht. Ein stationir bleibender Zustand
wird daher eintreten, wenn die statistische Wahrscheinlich-
keit 7V und damit auch In W ein Maximum wird. In f]jesem
Fall sprechen wir von einer kanonischen Verteilung.
Diese ist also dadurch gekennzeichnet, daf

S(InW)=0

sein muB. Aus der Formel des vorhergehenden Paragraphen
Jiger, Theoretische Physik II. 8
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1aBt sich bilden
2 Yy o Y 61’1‘
6(ln11/)~—n21n?57 712

n
= — E In s Vs,
n
indem ja 1oy, = Dy = dn = 0 ist,

In der Gleichung fiir die Energie U = X'y, ¢, haben wir
zu beriicksichtigen, daf die in § 64 fiir die Molekiile an-
genommenen Higenschaften y, 2 Y - .. jetzt die Energien ¢,
sind. Bei der Variation von U sind daher die ¢, als kon-
stante GréBen zu betrachten. Bleibt bej einer Zustands-
dnderung die innere Energie konstant, so ist

0U = Dl¢,0p,—0.
Wir haben also die drei Gleichungen :

die wir, wenn wir die zweite etwa mit der Konstanten A,
die dritte mit 4 multiplizieren, zusammenfassen kénnen zu

2(111%—}—281-—## Oy 0k

Daraus folgt
In :T +Ag+pu=0

oder
Vi=me-n—le

: : 1
Wir fiihren noch die neuen Bezeichnungen ein T
o ;GE ; danach wird

T
(51) Y, =mne 0
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Y — &

Nun ist aber >'v; = n, daher e 7 =1, oderda
% = — p konstant ist,

= e e i

(52) > 7

§ 66. Maxwells Gesetz.

Das Gesetz, nach dem die Geschwindigkeiten eines
Gases iiber die Molekeln verteilt sind, wurde von J. CL.
Maxwell gefunden. Wir fassen es als kanonische Verteilung
auf. Gleichung (51) kénnen wir schreiben

p

wobei e 7 eine Konstante ist. Es soll »,; die Zahl der Molekeln
sein, die beziiglich der Achse eines rechtwinkligen Koordi-
natensystems Geschwindigkeitskomponenten zwischen
und % 4 du, vund v + dov, w und w + dw haben. Alle Ge-
schwindigkeiten, die in dieses Intervall fallen, sehen wir als
gleichwertig an, es ist daher

m ¢
2

indem wir unter ¢ die Geschwindigkeit der Molekeln ver-
stehen. Die Gesamtzahl der Molekeln n sei aulerordentlich
groB, so daB wir auch », = dn als groBe Zahl ansehen
konnen.

Nach all dem liBt sich die Gleichung aufstellen:

& = —’;— (u? + % + w?) =

3

& _mea
vi=dn=mnde 9 dudvdw=mnAde 2% dudvdw
c’

—nde *dudvdw 3
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indem wir
=
e = Adudydw
26 :
(4 = konst.) und i o? setzen. Durch Integration er-

halten wir
+00 +00 +o00 2

Evz.:n:nAfffe—édudvdw
—o

—00 —o0
oder
+00 400 400 c?

Af f fe‘?*dudvdwzl.

—00 —oo

Das mehrfache Integral dieser letzteren Gleichung
fiihren wir folgendermaBen durch. Es ist

+00 400 400 2 +00 +4c0 +0o %2 4 22 4 g
f f f.e—ggdudvdw:f f fc— a*  dudvdw
—00 —00 —00 —00 —00 —oo
+00 g0 +00 4 +00 g +o0iE ks 3
:fc_‘?dufe_?"dvfc‘;édw: {fe_:zdu}
—o0 —o0 —o0 —o0
Es ist weiter
+oco ul + 00
fe_:’du:a‘fe—“’?dx,
—o00 —oo

wenn wir — = z einfiibren. Dieses letzte Integral finden wir
o

nun folgendermaBen. Wir denken uns 2 und y als die Ko-
ordinaten eines Punkts in einem rechtwinkligen Koordi-
natensystem. In Polarkoordinaten wird

2% 4 y? = 42 dedy—=rdrde.
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Wir bilden nun

+00 2 + oo + oo
{fe*’”’da:} = fc“ ”’da:fe— vdy

—o0 —oo
400 +00 co 2:1

ffe W’*‘””dxdy—ff ~Trdrdg.

Die Integratlon nach dg erglbt 2. Wu‘ haben daher weiter

o 2
en e
2nf7'e‘"d1':2n[— J =
0 % 1

mithin
+o0 +00 g G
fe"”"dx:}/;r, fe *du=an
—00 —oo
[ +00 4o 3
und A fe Pyl = Aodal=1
A
1
oder — T >

folglich nach dem friitheren
c‘Z
dn= %e_ < du dv dw .

[k
Fragen wir nach der Wahrscheinlichkeit, daB eine Molekel
Geschwindigkeitskomponenten zwischen % und -+ du,
v und v 4 dv, w und w + dw hat, so ist diese nach der
letzten Formel wegen ¢2 — u2 -+ o +- w?

1 £ 2 E®
= TR 2
e < du do dw — —¢ “du-——e “do
(e A AL oV o ym
w'l
T opna 2L
— e “dw.
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Aus dem Bau dieger Gleichung sehen wir ohne weiteres, daf
sie das Produkt dreier gleichartiger Wahrscheinlichkeiten
darstellt, deren jede einzelne sich auf w bzw. v und w he-
zieht. Wir kénnen daher sagen: die Wahrscheinlichkeit,

daB eine Molekel eine Geschwindigkeitskomponente zwi-
u?

schen w und u - du besitzt, ist e *duund die Zahl

am

der Molekeln dieser Komponente ist

u‘}

Z=-"_o, Fg,.
« Yz

Denken wir uns jetzt neuerdings die Komponenten 1,
v, w der Geschwindigkeit ¢ als Koordinaten eines Punkts in
einem rechtwinkligen Koordinatensystem, so kénnen wir
du dv dw als ein Volumelement auffassen und es auch in
Polarkoordinaten durch ¢ d¢ sin 9 dg dg darstellen. Dar-

nach wird

e

dn — aa—;zﬂ;cze— @ de sinz?d'l?dtp =

Sehen wir von einer bestimmten Geschwindigkeits-
richtung ab, so erhalten wir fiir dn die Zahl der Molekeln,
die Geschwindigkeiten zwischen ¢ und ¢ 4 d¢ haben, wenn
wir nach & von 0 bis 7, nach ® von 0 bis 27 integrieren.
Nun ist aber

7 2x

ffsinﬂdﬂdtp: 2nfsin79d19= 27 [— cosﬁ]:=47z.
00 0

Damit wird
4n 2
e  de.
o3 Vy_z
Das ist der gewshnliche Ausdruck des Maxwellschen

dn =
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Verteilungsgesetzes der Geschwindigkeiten iiber
die Molekeln eines Gases. Es gibt, wie schon erwihnt, die
Zahl der Molekeln an, die eine Geschwindigkeit zwischen
cund ¢ + de¢ haben.

§ 67. Wahrscheinlichste Geschwindigkeit der Gasmolekeln.

Man erkennt ohne weiteres, da nach dem Maxwellschen
Gesetz unendlich kleine und unendlich groBe Geschwindig-
keiten unendlich selten vorkommen werden ; denn fiir ¢ — 0

cﬂ
sowohl als fiir ¢ = 0o wird der Ausdruck ¢2¢ @ gleich Null.
Dieser Ausdruck wird fiir ein bestimmtes ¢ ein Maximum
werden.  Diese Geschwindigkeit wird dann auch am
héufigsten vorkommen. Man nennt sie deshalb auch die
wahrscheinlichste Geschwindigkeit. Fiir das Maximum von

¢ muf
d =%
g T atiE=x()
de( : )

werden. Fiithren wir die leichte Rechnung durch, so erhalten
wir

cC=o.

Die von uns frither eingefiihrte GréBe o hat somit die Be-
deutung der wahrscheinlichsten Geschwindigkeit der Mo-
lekeln, ’

§ 68. Die mittlere Geschwindigkeit und das mittlere Quadrat
der Geschwindigkeiten.

Um die mittlere Geschwindigkeit der Molekeln zu er-
halten, haben wir simtliche Geschwindigkeiten zu addieren
und die Summe durch die Zahl der Geschwindigkeiten zu
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dividieren. Die Summe der Geschwindigkeiten ist

2

4n e
= -0%e- G dn.
«® Y

0
Dieser Ausdruck durch » dividiert ergibt also die mittlere
Geschwindiglkeit

oo s oo
% 4 - 4 i
c= — ,,-fc“‘c 2 dc:—ifx*"e"”‘(lw
@V V=

0

0
2 ,—a2 oo
Pt gty +fm_.vzd$ _ 20
]/n 2 0 ]/;

Wie man sieht, haben wir hier die Variable z— eingefiihrt.

: BRI Lo ig & .
Es ist also die mittlere Geschwindigkeit = grofler als die
7

wahrscheinlichste Geschwindigkeit o.
Wir wollen noch den Mittelwert von ¢2 berechnen. Wir
haben also wie frither zu bilden

oo o ©co
pu! o 4 o2
c? — ¢ _/046 at dc:;.i zre= dg
o Va-z V=
0 0
©o ©o
602 32 2
= ;.f:\/‘.’l:ze_“"d;r,:.i- e—mzd;;c: 3i‘
/ Va 2
0 v
was durch wiederholte partielle Integration erhalten wird
und indem wir den Wert des letzten Integrals dem §66
entnehmen, wo wir

fanden.
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Wihrend die mittlere Geschwindigkeit gréBer als die
wahrscheinlichste ist, ist das mittlere Quadrat der Ge-
schwindigkeiten wieder gréBer als die mittlere Geschwin-
digket.

Es ist leicht zu verstehen, da wir in der Druckformel
(Gl 43 und 44) an Stelle von ¢ das mittlere Quadrat der
Geschwindigkeiten ¢% zu setzen haben. Dessen Zahlenwert
kinnen wir berechnen (§ 54) und bei der Beziehung von ¢2
und ¢ zu o auch die letzteren Geschwindigkeiten zahlen-
miBig bestimmen. So findet man z B. fiir Sauerstoff

Vet — 461 m, &= 425m und o« = 377 m.

Mit Benutzung des Maxwellschen Gesetzes lassen sich
nun alle Uberlegungen, die wir friiher (§§ 59—63) gemacht
haben, ebenfalls durchfiihren; nur werden sie rechnerisch
entsprechend komplizierter. Ferner erhalten die auftre-
tenden Zahlenkoeffizienten zwar nicht sehr abweichende,
doch immerhin andere Werte, Wihrend wir z. B. fiir die
mittlere Wegléiinge (§ 59)

= 3

4 N 7 >
fanden, ergibt sich mit Beniitzung des Maxwellschen Ge-
setzes
ERE]
]/2_N 7T 6>
Ahnliche Zahlenéinderungen erhalten wir fiir den Reibungs-
koeffizienten usw.

§ 69. Boltzmanns Entropiegleichung.
Nehmen wir von Gleichung (52) den Logarithmus, so
erhalten wir

3 &
———;E_:lnze—-i.
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Wir wollen ferner
ny—v
setzen, wonach wir die letzte Gleichung schreiben kénnen

Y=—nll>Se 7.
Zu Ende des § 47 fanden wir

v, V.
InW=—n E —~In-—%.
n n

Haben wir eine kanonische Verteilung (§ 65), so wird
P—g; p—s;
vi=me 0 |, ZeTzl
- und die innere Energie
y—s;
U=n>ee 7 .

Mit Beriicksichtigung dieser Gleichungen kénnen wir dann
weiter schreiben

=5 Lﬂez’:i:_ﬂ Gw;q
0 Oy
Ve E
i P e L g
v 7 g T TS e

Nach Gleichung (39) ist bis auf eine willkiirliche Kon-
stante die Entropie
U—H

SE= 7
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20 2 b 2
dort — a?, also 0 :m%’ fanden ferner (§ 68) ¢ = 370(
i (§53)

nm c?
. BT
Daraus ergibt sich leicht
R
g
n

Setzen wir demnach die potentielle Energie ¥ = H und

o k, so konnen wir die Gleichung aufstellen
S=khhW.

Das ist die beriihmte Boltzmannsche Gleichung. Sie sagt
aus, daB bis auf eine willkiirliche Konstante die Entropie
proportional dem Logarithmus der Wahrschein-
lichkeit ist.
‘ Wie nun Zustéinde von selbst von weniger wahrschein-
lichen zu wahrscheinlicheren iibergehn, so verlaufen auch
thermische Prozesse so, daB dabei die Entropie wiichst.
Die Entropie gibt uns somit die Richtung an, in welcher
thermische Prozesse von selbst ablaufen miissen. Die

GroBe & pflegt man die Boltzmannsche Konstante zu
nennen.

§ 70. Fliissigkeiten — Losungen — osmotischer
Druck.

Die van der Waalssche Zustandsgleichung (§55) kann
mit einiger Anniherung auch fiir Fliissigkeiten beniitzt

a £
werden., Die in ihr vorkommende GroBe 0 bedeutet eine

VergrgBerung des iuBeren Drucks. Da sie durch die An-
zichungskrifte der Molekeln aufeinander hervorgerufen
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wird, nennt man sie den ,,inneren Druck® der Fliissigkeit.
Dieser wird nur durch die in Erscheinung tretenden Krifte
an der Oberfliche (Bd. I, § 65) hervorgerufen. Im Inneren
der Fliissigkeit kiinnen sich demnach die Molekeln geradeso
bewegen, als wiiren keine Anziehungskriifte vorhanden,
wiithrend das Ganze unter einem Druck p stiinde, der wie
ein fiuBerer Druck wirkt, sich aber aus iuBerem und innerem
Druck zusammensetzt. Die Zustandsgleichung wird also

plo—b)=RT.
Wir wollen sie folgendermaBen umwandeln.
g RT - RT =—R£(l—£)—l— R_T(l g
v—b b v il Y
v (1 — ;)

Nach dieser Gleichung entspricht y nur angeniihert der
Wirklichkeit. Es ist aber auch streng genommen eine Funk-

2 b .. : ]
tion von — die allerdings noch nicht berechnet werden

konnte.

Wir denken uns jetzt ein Gemenge zweier Gase unter
sehr hohem Druck. Von dem einen Gas sei im Vergleich
zum andern nur sehr wenig vorhanden. Der Druck wird sich
zusammensetzen aus dem Anteil des verdiinnten und jenem
des stark verdichteten Gases. Der Anteil des verdiinnten
soll berechnet werden. Erist gegeben durch die Bewegungs-
grofe, die von den Molekeln senkrecht gegen die Flichen-
einheit der Wand auf diese in der Sekunde iibertragen
wird (§ 53). Der Einfachheit halber geben wir allen Molekeln
des verdiinnten Gases dieselbe Geschwindigkeit und teilen
ihre Zahl in drei gleiche Teile. Ein Drittel bewege sich senk-
recht zur Wand, die beiden anderen senkrecht zueinander
parallel zur Wand. Letztere treffen die Wand nicht, kommen
fir den Druck also nicht in Betracht.
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Jede Molekel lege zwischen zwei aufeinanderfolgenden
Stofen den Weg I zuriick (§59). Die Zahl der StoBe, die

eine Molekel in einer Sekunde erfihrt, ist daher % Wir

denken uns jetzt parallel zur Wand zwei Ebenen, die eine
in der Entfernung des Halbmessers » einer Molekel, die
andere in der Entfernung r 4 I von der Wand. Aus dem
Zwischenraum beider Ebenen schneiden wir einen Zylinder
senkrecht zur Wand von der Grundfliche 1 cm? heraus.
Das Volumen des Zylinders ist also I. Er enthilt N1
Molekelmittelpunkte, wofiir wir kurz sagen N [ Molekeln,
wenn N die Zahl der Molekeln in der Volumeinheit ist. Mul-
tiplizieren wir N | mit der Zahl der ZusammenstiBe, die
eine Molekel in der Sekunde macht, so erhalten wir
Nie

l
in der Sekunde ausfliegen. Nach dem Obigen bewegen sich
davon nur ein Drittel parallel zur Normalen an die Wand.
Von diesen wird die Hilfte die Wand wirklich treffen, da
ihr Weg bis zur Wand ja zwischen 0 und [ liegt. Die andere
Hilfte, die gegen das Innere des Gases fliegt, trifft die
Wand nicht. Die Zahl der in der Sekunde auf 1 cm? der

Wand auftreffenden Molekeln ist also i\g} Jede iibertrigt

=N c als Zahl der Molekeln, die von unserem Zylinder

an die Wand die BewegungsgroBe 2m ¢ (§53). Folglich
ist der Druck
¢ N m ¢?
P=—-2mc= .
6

Das ist aber genau dieselbe Formel, die wir fiir den Druck
eines verdiinnten Gases (Gl. 43) iiberhaupt erhalten haben. -
Es ergibt sich also der wichtige Satz, daB ein verdiinntes
(tas in einem GefiB denselben Druck ausiibt,
gleichgiiltig ob es allein vorhanden ist, oder ge-
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meinsam mit einem zweiten Gas unter beliebig
hohem Druck.

Das kénnen wir ohne weiteres auf eine verdiinnte Losung
anwenden. Sie erscheint als ein Gasgemenge im obigen
Sinne, das unter einem sehr hohen Druck steht. Die geldste
Substanz entspricht dem verdiinnten, das Losungsmittel
dem sehr stark komprimierten Gas. Die geloste Substanz
muf also einen Druck wie ein verdiinntes Gas ausiiben. Es
ist der osmotische Druck, dessen gleiches Verhalten mit
dem Gasdruck ja sowohl experimentell als auch theoretisch
(thermodynamisch) festgestellt wurde. '

§ 71. Kolloidale Losungen.

Wir kénnen die Gleichung fiir die Anderung des Drucks
eines Gases mit der Hohe (Bd. I, § 64) nach dem vorher-
gehenden Paragraphen ohne weiteres auf Losungen an-
wenden. Wie grof§ die Masse einer gelésten Molekel ist,
spielt dabei keine Rolle. Es gelten unsere Uberlegungen
daher auch fiir die Teilchen einer kolloidalen Lésung.

Nach dem Boyle-Charlesschen Gesetz ( § 53) folgt

Lt il
0 SN
Fiir die Hohenformel 148t sich schreiben
do Mg
SR

oder integriert £
My
Ing—Ing,=— RT %

wenn ¢ = g, fiir 2 = 0 gilt. Wir kénnen ferner

90 N,
= =0
0 N

setzen, wenn wir unter N, bzw. N die Zahl der Molekeln n
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der Volumeinheit verstehen. Es folgt also
N, M
lngo—lngzzln%=lnTV°~= —é{z.

Haben wir zwei Gase vom Molekulargewicht M baw. M’
und suchen wir jene Hohe z bzw. 2 auf, fiir die ENE denselben

Wert etwa 2 annimmt, so muf

Mg: Mgz
R == BT
oder
¥ M o
2 W
sein.

Bei Emulsionen miissen wir die gelosten Teilchen gegen-
iiber jenen des Lésungsmittels fiir so groB annehmen, daB
auf sie der Auftrieb der Fliissigkeit in Rechnung gesetzt
werden muB. Die Emulsionsteilchen seien gleichartige
Kugeln vom Radius r und der Dichte ¢. Die Masse eines
Teilchens ist somit m = 4713 ¢. Mit dieser Masse kommt
es aber fiir die Hohenformel nicht in Betracht, sondern wir
miissen seine Schwere um den Auftrieb vermindern, so daf}
seine scheinbare Masse m’ — 473 (0 — d’) wird, wobei
o die Dichte des Losungsmittels ist. Wir haben also

’ ’

o ;
. Wenden wir

und ebenso p’ = p

g
demnach die Gleichung (53) so an, daB wir unter M das
Molekulargewicht eines Gases, unter M’ jenes eines'gel('isten
Kolloids verstehen, so ist fiir dieses anstatt M’ die GriBe
- E 9 M’ einzufithren und es wird

’ 0=
m = m
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M ist das Produkt aus der Loschmidtschen Zahl (§ 63) und
der Masse eines Kolloidteilchens. Letztere 1dBt sich experi-
mentell bestimmen, desgl. die Héhen 2 und 2, so daB die
experimentelle Untersuchung einer kolloidalen Losung die
Maglichkeit der Bestimmung der Loschmidtschen Zahl] gibt,
dieso(Perrin)tatsichlich inUbereinstimmung mit anderen
Methoden (§ 63) gefunden wurde.

§ 72. Die Brownsche Bewegung.

Wir haben in eimer kolloidalen Losung parallel zur
a-Achse eines rechtwinkligen Koordinatensystems eine
lineare Anderung der Konzentration. Wir setzen die Zahl
der Teilchen in der Volumeinheit N — Ny — a z; damn
gehen in der Zeit ¢ durch die Flicheneinheit einer zur
yz-Ebene parallelen Ebene §q ¢ Teilchen (§ 62).

~Diese Zahl konnen wir auch auf folgende Weise ge-
winnen. Wir nehmen der Einfachheit halber an, samtliche
Teilchen legeri parallel zur z-Achse in der Zeit £ im Mittel
den Weg & zuriick und zwar die eine Hiilfte nach links, die
andere nach rechts. Die Zahl der Teilchen, die also von
links nach rechts die Yy =-Ebene passieren, ist

0
1 AT 1\70 & a &
—z_f(Ao—ax)d;E:’T»‘— T
-§
Gleicherweise gehen von rechts nach links

2

{ 4
7 N, ag
O amae = Bet _ast
0

4

Teilch.eu. Subtrahieren wir die letzte Zahl von der fritheren,
50 ergibt sich die Zahl der Teilchen, die wirklich von links
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nach rechts gehen, die nach dem Obigen gleich da ¢ ist, so
daB wir erhalten
ak?

3 = dat

oder B
£2 = 26¢,

indem wir durch den Querstrich iiber £2 andeuten, daf} es
sich um Mittelwerte handelt.

,,Wir denken uns jetzt ein Elementarprisma von den
Kanten o, f3, ¥ parallel zu den Koordinatenachsen. An
der linken Seitenfliche wirke der osmotische Druck p, an

der rechten p’ = p + Z—za. Die Kraft, welche die Kolloid-

teilchen im Prisma nach rechts erfahren, ist

= OP = mc? aN
/”V(P—P)——'d—w—“ﬂ)’—— 3 “ﬁ?ﬁ'

m ¢?

N :
da ja p= ist (§ 53).

Diese Kraft wirkt auf « f N Teilchen. Nennen wir die
Kraft auf ein Teilchen K, so ist

m ¢?

me® AN
Otﬁ?’NK=——3—°¢13?H= 3 afya

oder =
m ¢2 e RT
5 =

NK =

a,

n m c2

wenn wir beriicksichtigen, daB} = RT ist, unter n
die Zahl der Teilchen in einem Mol verstgnden. B
Bewegt sich eine Kugel vom Radius 7 in einer Fliissigkeit

vom Reibungskoeffizienten 7 (Bd. I, § 79) unter dem Ein-

Jiger, Theoretische Physik II. 9
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fluB einer Kraft K, so erlangt sie nach Stokes die (e-

P K
schwindigkeit s
Ebene, so wandern durch deren Einheit in der Sekunde

. Legen wir senkrecht zur Kraft eine
-

Teilchen. Diese Zahl ist aber auch da und wir er-

6myr
halten die Gleichung
NK
= da

6mnr

oder
il — £ a=6nnrda.

Daraus folgt fiir den Diffusionskoeffizienten

el o

 on 6w nr

oder, wenn wir beachten, daB £2 — 9 §¢ ist, die Einstein-

sche Gleichung
1 RT

£ = Sy
¢ 3anr n

Bestimmen wir &2 experimentell, so konnen wir entweder
durch Messung des Teilchenradius die Loschmidtsche Zahl,
oder unter Voraussetzung der Kenntnis der Loschmidtschen
Zahl die Bestimmung von £2 als eine Methode zur Bestim-
mung des Teilchenradius verwenden. Beides ist gemacht
worden in befriedigender Ubereinstimmung mit den Resul-
taten anderer Methoden®,
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Lehrbuch der Physik. Nach Vorlesungen an der Technischen Hochschule
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Oktav. XII, 416 Seiten. 1923 . . . . . . RM. 15.—, geb. RM. 16.50

Einfiihrung in die theoretische Physik. Von Dr. Clemens Schaefer, Professor
an der Universitit Breslau.
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die klare und ausfihrliche Darstellungsweise, welche auch das Studium schwieriger
Kapitel zu einem Genufi macht." Annalen der Physik.



Einfiihrung in die theoretische Physik, mit besonderer Beriicksichtigung
ihrer modernen Probleme, Von Dr. phil. Arthur Haas, a. 0. Professor an
der Universitit Wien.

I. Band. Fiinfte und sechste, vollig umgearbeitete und vermehrte Auf-
lage. Mit 67 Abbildungen im Text, GroB-Oktav. X, 396 Seiten. 1930.
RM. 8.50, geb. RM. 10.—
II. Band. Fiinfte und sechste, vollig umgearbeitete und vermehrte Aui-
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II. Schall und Wirme. Mit 7 Figuren. Sechste, umgearbeitete und ver-
mehrte Auflage. 133 Seiten. 1930. (Samml. Géschen Bd. 77) Geb. RM. 1.62
II1, Elektrizitat und Magnetismus. Mit 35 Figuren. Sechste, verbesserte
Auflage. 151 Seiten. 1930. (Sammlung Géschen Bd. 78) Geb. RM. 1.62
IV. Optik. Mit 44 Figuren. Sechste, umgearbeitete und vermehrte Aui-
lage. 148 Seiten. 1930, (Sammlung Goschen Bd. 374) . . Geb.RM.1.62

. Wﬁrmestrahlung, Elektronik und Atomphysik. Mit 16 Figuren.
Sechste, umgearbeitete und vermehrte Auflage. 130 Seiten. 1930.
(Sammlung Goéschen Bd. Lh kel P e 8 S NN ) RM. 1.62

Kieiner Grundrig der theoretischen Physik. Kleine, besonders bearbeitete
Ausgabe der Einfiihrungin die theoretische Physik. Von
Dr. Arthur Haas, Professor fiir Physik a. d. Univ. Wien, Mit 22 Figuren.
Oktav. VII, 183 Seiten. 1934 . . e ok SR T Geb. RM. 5.30
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wurde auf die Verst andlichmachung der Grundlagen dey theoretischen Physik
gelegt — auf die Grundgleichungen der Bewegung und des elektromagnetischen
Feldes sowie auf die fundamenialen Prinzipe der Warmelehre und dey Atom-
Physik. Die modernen Probleme sind stark herausgestellt. Fur die Benutzung
des Grundrisses werden besondere Vorkenntnisse nicht vorausgesetzt; es geniigt
die K is der Grundid, der Differential- und Integmlrechnung sowie der
wichtigsten Ergebnisse der Experimentalphysik.

Das Naturbild der neuen Physik. Von Dr. phil. Arthur Haas, a. o. Professor
an der Universitit Wien. Dritte, vermehrte und verbesserte Auflage.
Mit 8 Figuren im Text, Oktav.V, 129 Seiten. 1932. RM. 5.—, geb. RM. 6.—

Atomtheorie. Von Dr. phil. Arthur Haas, Professor fiir Physik an der
Universitit in Wien. Mit 81 Figuren im Text und auf 5 Tafeln. Dritte,
vollig umgearbeitete und wesentlich vermehrte Auflage. GroB8-Oktay.
VIII, 292 Seiten. 1986 . . . . +++ .« . . RM. 850, geb. RM. 10.—

Die Welt der Atome. Zehn gemeinverstindliche Vortriige. Von Arthur
Haas, Dr. phil., a. o. Professor fiir Physik an der Universitit Wien. Mit
37 Figuren im Text und auf 3 Tafeln. Oktayv. XTI, 130 Seiten. 1926,

RM. 4.80, geb. RM. 6.—
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Kiinstliche Verwandlung der Elemente (Zertriimmerung der Atome). Von
Dr. Hans Pettersson in Géteborg (Schweden). Aus dem Schwedischen
iibersetzt von Elisabeth Kirsch. Mit 59 Fxguren im Text. GroB-Oktav.
VIII, 151 Seiten. 1929 . . . . g RM. 8.—, geb. RM. 9.—

Die Umwandlungen der chemischen Elemente. Von Dr. Arthur Haas, Pro-
fessor der Physik an der Universitit Wien. Mit 31 Abbildungen. Oktav
VIIL; T18u8eften. 935 1 o+l e v 5l oen s RM. 4.30, geb. RM. 5.—

Unter den wi. haftlichen Lez: gen dey letzten drei Jahre (1932 bis 1934)
haben vielleicht wenige so viel Interesse in weitesten Kreisen erweckt wie die um-
wilzenden Entdeckungen, die in dieser Zeit der physikalischen Forschung glickien:
die Auffindung neuer Urbausteine der Materie (Newtron und Positron), der
experimentelle Nachweis der Entstehung von Materie aus Licht, die Feststellung
und Isolierung des schweren Wassers, die ungeahnten und durch neue Methoden
ermoglichten Erfolge der Atomzertrimmerung und die kinstliche Erzeugung von
Radioaktivitit.

Von diesen neuen Entdeckungen berichtet f d, kurz und moglichst
leicht verstandlich das Biichlein won Haas in der Form von finf Vortrigen:
I. Die Materialisation des Lichies — II. Die Grundstoffarten — II1. Die Mitiel
der Atomzertriimmerung — IV. Die Ergebnisse der Atomzeriviimmerung —
V. Die kiinstliche Radioaktivitat. 3r Abbildungen, fast durchweg Wiedergaben
nach Photographien, gewihren einen anschaulichen Einblick in die Welt der
Atome.

Expenmentalphysik. Von Professor Robert Lang, Rektor des Realgym-
nasiums in Stuttgart.
I. Mechanik der festen, fliissigen und gasigen Kérper. Dritte Auflage.
Mit 125 Figuren im Text. 146 Seiten. 1927. (Sammlung Goschen Bd. 611)

Geb. RM. 1.62
II. Wellenlehre und Akustik. Mit 69 Figuren im Text. Zweite Auflage.
96 Seiten. 1920. (Sammlung Goschen Bd. 612) . . . . Geb. RM. 1.62
ITI. Warmelehre. Mit 55 Figuren im Text. 98 Seiten. 1919. (Sammlung
Goschen 'Bd. 613) . . . ... . Geb. RM. 1.62
IV. Lehre vom Licht. Mit 90 Flgu.ren im Text 110 Seiten. 1925. (Samm-
lung Goschen Bd. 614) . . . . . Geb.RM. 1.62

Methoden der praktischen Analysis. Von Professor Dr. Fr. A. Willers,
Mit 132 Figuren. GroB-Oktav. 344 Seiten. 1928. (Goschens Lehr-
biicherei Bd.12.) . . . . . « . . . RM.20.—, geb. RM. 21.50

Vektoranalysis in ihren Gnmdzugen und wichtigen physikalischen An-
wendungen. Von Dr. phil. Arthur Haas, a. 0. Professor an der Universitit
Wien. Mit 37 Abbildungen im Text. Zwelte, verbesserte Auflage. GroB-
Oktav. VI, 147 Seiten. 1929 . . . . RM. 5.—, geb. RM. 6.—

Vektoranalysis. Von Dr. Siegfried Valentiner, Professor fiir Physik an der
Bergakademie Clausthal. Mit 16 Figuren. Vierte, umgearbeitete Auflage.
136 Seiten. 1929. (Sammlung Goéschen Bd. 354) . . . . . Geb. RM.1.62

Ein far Studium und Praxis mit Erfolg benutztes Hilfsmittel zur Losung
technischer Aufgaben.

Punkt- und Vektor-Rechnung. Von Dr. Alfred Lotze, a.o. Prof. fiir
Mathematik an der Technischen Hochschule Stuttgart. Mit 7 Figuren.
GroB-Oktav. 132 Seiten. 1929. (Goschens Lehrbiicherei Bd. 13.)

M. 12.—, geb. RM. 13.—

Die Grundiagen der Physik. Synthetische Prinzipien der mathematischen
Naturphilosophie. Von Dr.Hugo Dingler, Professor an der Universi-
tdt Miinchen. Zweite Auflage. Oktav. XIV, 336 Seiten. 1923.

RM. 4.—, geb. RM. 5.—
Aus dem Inhalt: Das Geltungsproblem. Das Zweckprinzip. Die Logik. Raum
und Zeit. Kausalitat. Die Mechanik.



Physik und Hypothese. Versuch einer induktiven Wissenschaftslehre nebst
einer kritischen Analyse der Fundamente der Relativititstheorie. Von
Dr. Hugo Dingler, Professor an der Universitit Miinchen. Oktav.

XI, 200 Seiten. 1921 . . . . . RN e RM. 3.—, geb. RM. 4.—
Warterbuch der Physik. Von Professor Dr. Felix Auerbach. Mit 267 Figuren.
Oktav. X, 466 Seiten. 1920 . . . . . . . . . . Geb. RM. 450

Ein unentbehrliches Nachschlagewerk fiir Wissenschaft und Praxis der Phy-
siker, Chemiker, Mediziner und Techniker.
Physikalische Formelsammiung. Von G. Mahler, 1 Professor der Mathema-
tik und Physik am Gymnasium in Ulm. Sechste Auflage, besorgt von
Prof. K. Mahler, Studienrat an der Oberrealschule Aalen in Wiirttem-
berg. Mit 71 Figuren. 152 Seiten. 1933. (Sammlung Goachen Bd. 136)
Geb. RM. 1.62
Das Buch gibt fertige Resultate und ermdiglicht einen raschen Uberblick iiber

die Teilgebiete der Physik.

Physikalische Aufgabensammiung. Von G. Mahler,  Professor der Ma-
thematik und Physik am Gymnasium in Ulm. Mit den Resultaten.
Neu bearbeitet von Prof. K. Mahler, Studienrat an der Oberrealschule
Aalen. Finfte, verbesserte Auflage. 128 Seiten. 1936. ( Sammlung Géschen
el T e S Sl S A . Geb. RM.1.62

Zum Studium und Selbststudium fir den Anfinger und zum Gebrauch in der
Ingenieurpraxis.

Physikalische Tabellen. Von Dr. A. Leick. Zweite Auflage, neubearbeitet
von Prof. Dr. W. Leick in Berlin-Lichterfelde. 96 Seiten. 1920. (Samm-
lung Goschen Bd.650) . . . . . . . .. ... ... Geb. RM. 1.62

Physikalische Messungsmethoden. Von Professor Dr. Wilhelm Bahrdt in
Berlin-Lichterfelde. Mit 54 Figuren. Zweite, verbesserte Auflage. Durch-
gesehener Neudruck. 147 Seiten. 1921. (Sammlung Gdschen Bd. 301)

Geb. RM. 1.62

Einfilhrung in die Differentialgleichungen der Physik. Von Professor Lud-

wig Hopf. Mit 49 Abbildungen. 1933. (Sammlung Goschen Bd. 1070)
v Geb. RM. 1.62

Kristallographie. Von Dr. W. Bruhns, weil. Professor an der Bergakademie
Clausthal. Dritte Auflage, neubearbeitet von Dr. P. Ramdohr, o. Pro-
fessor an der Universitit Berlin. Mit 192 Abbildungen. 109 Seiten.
1987.(Sammlung Géschen Bd.210) . . . . . . . . . . Geb. RM. 1.62

Einfilhrung in die Kristalloptik. Von Dr. Eberhard Buchwald, Professor an
der Technischen Hochschule Danzig. 3., neubearb. Auflage. Mit 116 Fig.
134 Seiten. 1937. (Sammlung Goschen Bd. 619) . . . Geb. RM. 1.62

Einfilhrung in die geometrische Optik. Von Dr. W. Hinrichs in Berlin-
Wilmersdorf. Zweite, verbesserte Auflage. Mit 56 Figuren. 1924. (Samm-
lung Goschen Bd.532) . . . . . .. . . . ... . . Geb. RM. 1.62

Das Buch gibt die Grundlagen des Gebicts bis sur Brechung durch ein zen-
triertes System von Kugelflichen und zu den einfachsten Linsenfillen. Jedem
Abschnitt sind Ubungsbeispiele beigegeben.

Radioaktivitdt. Von Dr. Karl Przibram, Professor an der Universitit Wien.

Mit 31 Abbildungen. 142 Seiten. 1932. (Sammlung Goschen Bd. 317).
Geb. RM. 1.62

R&nggunstrahlen._ (Physik, Technik und Anwendung.) Von Dr. phil. nat.
Richard Herz in Frankfurt a. M. Mi{ 48 Figuren im Text und 36 Abbil-
dungen auf 16 Tafeln. 1926. (Samml. Goschen Bd. 950) Geb. RM. 1.62

Das Buch wendet sich an Ayste, Rontgenassistenten, Ingenieure, Techniker
und vor allem an Studierende der Medizin und Naturwissenschaften.



Teilchenstrahien (Korpuskularstrahlen). Von Dr. H. Mark, Professor an der
Universitit Wien. Mit 59 Abbildungen. 1934. (Sammlung Goéschen
R Gl S M c s wis s e Geb. RM, 162

Luftelektrizitit. Von Prof. Dr. Karl Kihler, wissenschaftlicher Hilfsarbeiter
am PreuBischen Meteorologisch-Magnetischen Observatorium in Potsdam.
Zweite Auflage. Mit 19 Abbildungen. 134 Seiten. 1921. (Sammlung
Goschend BANGAG) S o0 L. L L. . o -« . < » Geb.RM.1.62

Inhalt: Das natiirliche Feld der Erde. Das elekirische Teilvermiogen der
Atmosphare. Die elekirischen Strome in der Luft. Die radioaktiven Vorginge
in der Atmosphire. Elekirische Wirkungen des Sommenlichis. Ursprung der
Luftelektrizitat.

Rintgenspektroskopie und Kristalistrukturanalyse. Von Prof. Dr. Arthur
Schleede und Dr. Erich Schneider. Zwei Binde. Gro8-Oktav. 1929.

1. Band: Mit 249 Figuren und 57 Tabellen im Text. VIII, 336 Seiten.
RM. 18.50, geb. RM. 20.—
II. Band: Mit 553 Figuren und 40 Tabellen im Text. IV, 344 Seiten.
RM. 22.50, geb. RM. 24.—
Das vorliegende Werk behandelt — auf einem Mini: an Vor tzungen
aufbauend —- Theorie und Praxis der Ronigenspektroskopie und Kristallstruktur-
analyse. Zur Beherrschung dieser Methoden ist jedoch eine so grofe Zahl ver-
schiedenartigster Kenntnisse und Fertigkeiten (Ronigensirahlen, Hochspannung,
Vakuum, Atomtheorie usw.) erforderlich, daf es demen, die sie auf irgendein
Spezialproblem anwenden wollen, zur grundlichen Einarbeitung zumeist an Zeit
gebricht. Hier greift das vorliegende Werk ein, das den Gegenstand nach der
praktischen und theoretischen Seite erschopfend behandelt.

Spektroskopie. Von Dr. Karl Wilh. MeiBner, o. Professor d. Experimen-
talphysik an der Universitat Frankfurt a. M. Mit 102 Figuren. 1935.
(Sammlung Goschen Bd. 1091) . . . . . SO SRR Geb. RM. 1.62

Erdmagnetismus, Erdstrom und Polarlicht. Von Prof. Dr. A. Nippoldt,
Direktor des Magnetischen Instituts der Universitit Berlin. Mit 9 Tafeln
und 13 Figuren. Vierte, verbesserte Auflage. 128 Seiten. 1937. (Samm-
lung GaschenMBA IR DL o . o . e e W e Geb. RM., 1.62

Einfilhrung in die Theorie der Wirme. Von Dr. Heinrich Mache, o. 6. Pro-
fessor an der Technischen Hochschule in Wien. Mit 96 Textfiguren.
GroB-Oktav. VIII, 319 Seiten. 1921 . . . . RM.8.—, geb. RM. 9.—

Aus dem Material von Vorlesungen entstanden und auf einem Minimum von
mathematischen und physikalischen Kennini aufb d, ist das Werk eine
Eintuhrung zur streng wissenschaftlichen Behandlung dieses Themas.

Die Physik der Verbrennungserscheinungen. Von Dr. Heinrich Mache,
0. . Professor an der Technischen Hochschule in Wien. Mit 43 Abbil-
dungen im Text und auf 2 Tafeln. GroB-Oktav. V, 133 Seiten. 1918.

RM. 3.—, geb. RM. 3.80

Empfindliche Galvanometer fiir Gleich- und Wechselstrom. Von Dr. Otto
Werner. Mit 23 Abbildungen und 17 Tabellen. GroB-Oktav. VIIIL,
208 Seiten. 1928 .+ « . RM.13.—, geb. RM. 14.—

Der Verfasser erortert Aufbau, Arbeitsweise und Empfindlichkeitsarten der
Gal konstrukiti sowohl fir Gleich- als auch fiir Wechselstrom und
gibt Gesichispunkie fir die Gal: £ hl und kritische Vergleiche der

Galvanometertypen.

Vorlesungen iiber Thermodynamik. Von Dr. Max Planck, Professor der
theoretischen Physik an der Universitit Berlin. Mit 5 Figuren im Te:gt.
Neunte Auflage. GroB-Oktav. X, 288 Seiten. 1930 . . Geb. RM.11.50



Die Grundgleichungen der Mechanik, dargestellt auf Grund der geschicht-
lichen Entwicklung. Vorlesungen zur Einfithrung in die theoretische
Physik, gehalten im Sommersemester 1914 an der Universitit Leipzig.
Von Dr. phil. Arthur Haas, a. 0. Professor an der Universitit Wien. Mit
45 Abbildungen im Text. GroB-Oktav. VI, 216 Seiten. 1914. RM. 7.50

Die Prinzipe der Dynamik. Von Dr. Clemens Schaefer, o. Professor an der
Universitdt Breslau. Mit 6 Figuren im Text. GroB-Oktay. IV, 76 Seiten.

1949 . s s e . RM. 250
»Das gezeichnete Werk behandelt in eingehender, el tarer Weise die
Fragen der Ableitung und Aquivalenz der hied hanischen Prinzipien.

Monatshefte fiir Mathematik und Prhysi.k.

Geschichte der Physik. Von A. Kistner, Professor am Gymnasium zu
Karlsruhe i. B.
I. Die Physik bis Newton. Mit 13 Figuren. Zweite, verbesserte Auflage.
126 Seiten. 1919. (Sammlung Goschen Bd.293) . . . . Geb. RM. 1.62
II. Die Physik von Newton bis zur Gegenwart. Mit 3 Figuren. Zweite, er-
weiterte Auflage. 149 Seiten. 1919. (Sammlung Goschen Bd. 294)
Geb. RM. 1.62
Wilhelm von Siemens. Ein Lebensbild. Gedenkblitter zum 75 jihrigen Be-
stehen des Hauses Siemens & Halske. Von August Rotth. Mit 5 Tafeln
in Lichtdruck. Oktav. V, 224 Seiten. 1922 . . RM. 2.60, geb. RM. 4.—

Die Biographie gibt zugleich ein Bild der Entwicklung der Siemenswerke und
ein Stick Geschichte der deutschen Technik.

Einfiihrung in die Elektrotechnik. Hochschulvorlesungen von Dr. C.Heinke,
Geh. Reg.-Rat, o. Professor der Elektrotechnik an der Technischen Hoch-
schule Miinchen. Zweite, neubearbeitete Auflage. Mit 560 Abbildungen.
Oktay. 490 Seiten. 1924. . . . . . . . . . . . . . Geb. RM. 18.—

Grundiagen der Elektronenoptik. Von Dr. W. Glaser. (a. 224 Seiten. 1937.
Mit ca. 100Fig. . . . . . .. . w .. 'Geb. ca. RM. 10.—

Uber das auferordentlich interessante Gebiet der Optik Fkontinuierlicher
Mittel und speziell de Elektronenoptik fehlte bisher eine zusammenfassende
Darstellung in Lehrbuchform.

Nicht nur dem Theoretiker, sondern vielmehr auch jedem Praktiker wird
dieses Lehrbuch willkommen sein, da vor allem das elektrische und magne-
tische Elekironen-Mikroskop und seine Anwendungsméoglichkerien beschrieben
werden. (Oscillograph, Bildwandler, Fernsehen.)

Die geschickie Texlanoninung und das instruktive Bildmaterial machen
das Buch fir weite Kreise vorziiglich verwendbar.

Grundiagen und Ergebnisse der Ultraschallforschung. Von Dr. E. Hiede-
mann. Ca. 200 Seiten. Mit iiber 100 Fig. . . . Geb. ca. RM. 10.—

In dieser knappen Monographie kommt ein erfahrencr Theoretiker und
Praktiker zu Wort.

Lehrbuch der Elektrotechnik. Von Professor E. Stéckhardt, Diplomingenieu
und Studienrat. Dritte, umgearbeitete Auflage. Mit meh;)eren l%ux?dirz
Abbildungen. Oktav. VIII, 327 Seiten. 1925 + » « + . Geb. RM. 13.—

Elektrotechnik. Einfithrung in die Starkstromtechnik. Von Prof. I. Herr-
mann. (Samml. Géschen Bd. 196—198, 657.)

1. Die physikalischen Grundlagen. Sechste, neubearb. Auflage. Mit
88 Figuren und 16 Tafeln. 128 Seiten. 1933 . . . Geb. l?fM 1.62



II. Die Gleichstromtechnik. Fiinfte, neubearb. Auflage. Mit 121 Figuren
und 16 Tafeln. 135 Seiten. 1928 . . . . . . . - Geb. RM. 1.62
1II. Die Wechselstromtechnik. Fiinfte Auflage. Mit 153 Figuren und
16 Tafeln. 184 Seiten. 1929 . . . . . . . « . - Geb. RM. 1.62
1V. Die Erzeugung und Verteilung der elektrischen Energie. Dritte, neu-
bearbeitete Auflage. Mit 99 Figuren im Text und 16 Tafeln mit 42 Ab-
bildungen. 118 Seiten. 1932 . . . e . . . Geb.RM.1.62

Die Schwingung als Vortriebstaktor in Natur und Technik. Gedanken
eines Ingenieurs iiber das Problem der schwingenden Propulsion in Tech-
nik und Biologie. Von Hans Schramm. Mit 54 Abbildungen. Oktav.
VI, 91 Seiten. 1927 . . . . . . . - Il s RMiA—

MATHEMATISCHE LITERATUR
FUR DEN PHYSIKER

Lehrbuch der Mathematik fiir Studierende der Naturwissenschaften und der
Technik. Eine Einfiilhrung in die Differential- und Integralrechnung
und in die analytische Geometrie. Von Dr. Georg Scheffers, Geh. Re-
gierungsrat, Prof. a.d. Techn. ‘Hochschule Charlottenburg. Mit 438 Fi-
guren. Sechste, verbesserte Auflage. Neue Ausgabe. Lexikon-Oktav.
VIII, 743 Seiten. 1982 . . o' . . ¢ o - e o o » o - Geb. BM. 15.—

Dieses vor allem fiir Studierende der Naturwissenschaften und der Technik
geschriebene Lehrbuch ist in erster Linie fir den Selbstunterricht bestimmt und
geht daher von dem denkbar geringsten Map von Vorkenninissen aus: der Leser
brauchi nur im Buchstabenvechnen, in der® Auflosung von Gleichungen ersten
Grades mit einer Unbekannten und in der niederen Geometrie bewandert zu sein.

Lehrbuch der hheren Mathematik fiir Universititen und Technische Hoch-
schulen, bearbeitet nach den Vorlesungen von Dr. Gerhard Kowalewski,
o. Prof. a.d. Technischen Hochschule zu Dresden, o. Mitglied der Sich-
sischen Akademie der Wissenschaften zu Leipzig. 3 Binde. Jeder Band

ist einzeln kduflich. . . . . . . . o « o o Geb. je RM. 3.80
I. Vektorrechnung und analytische Geometrie.
II. Hauptpunkte der analytischen Geometrie des Raumes. — Grund-

begriffe der Differential- und Integralrechnung.

III. Fortsetzung der Differential- und Integralrechnung. — Differen-
tialgleichungen, Differentialgeometrie. — Funktionen einer kom-
plexen Veranderlichen. — Probleme der Variationsrechnung.

Dieses neue billige Lehrbuch ist aus der Vorlesungspraxis heraus entstanden
und gibt in klarem Aufbau eine hervorragende Einfiihrung in die hohere Mathe-
matik. Die bekannte padagogische Meisterschaft Kowalewski's, die in allen
Mathematikerkreisen grofte Anerkennung gefunden hat, bewdhrt sich auch in
diesem Werk, das sich wirdig seinen fritheren Lehrbiichern anschlieft.

Neue Rechentafeln. Fiir Multiplikation und Division mit allen ein- bis
vierstelligen Zahlen. Herausgegeben von Professor Dr. J. Peters, Obser-
vator am Astronomischen Recheninstitut, Berlin. Folio-Format. VI,
378 Seiten. 1909 . . . . . . . . . Geb. RM. 20.—

Diese Rechentafeln von Peters sind ebenfalls in franzdsischer wie
englischer Ausgabe zu haben . . . . . - - - - Geb. je RM. 20.—

pr. A. L. Crelies Rechentafeln, welche alles Multiplizieren und Dividieren
mit Zahlen unter Tausend ganz ersparen, bei groBeren Zahlen aber die
Rechnung erleichtern und sicherer machen. Neue Ausgabe. Besorgh
Yon O. Seeliger. Mit Tafeln der Quadrat- und Kubikzahlen von 1—1000.
VII, 501 Seiten. Folio. 1930 . . . . . - - = - - * % ° Geb. RM. 26.—
Diese Rechentafeln von Crelle liegen auch in englischer und fran-
zosischer Ausgabe vor . . . . « « -« = =+ ° Geb. je RM. 26.—



Fiinfstellige Logarithmen. Mit mehreren graphischen Rechentafeln und
hiufig vorkommenden Zahlwerten. Von Regierungsrat Professor A. Adler.
Zweite Auflage. 117 Seiten und 1 Tafel. 1929, (Samml. Goschen Bd. 423)

Geb. RM. 1.62

Der Band enthilt die gemeinen Logarithmen der ganzen Zahlen bis 1000, diz
iometrischen Funktic , die wirklichen Werte dieser Funktionen und

die. Reihe von mathematischen, physikalischen und ast ischen Hilfstafzln,

wie sie funfstelligen Logarith nent feln gewohnlich beigegeben sind.

Fiinfstellige Logarithmentafeln der trigonometrischen Funktionen fiir jede
Zeitsekunde des Quadranten. Herausgegeben von Prof. Dr. J. Peters,
Observator am Astronomischen Recheninstitut, Berlin. Lexikon-Oktay.
1V, 828efben. 1912- . . ., . . . . . . + + « » . . Geb.RM, 7.—

Vollstindige logarithmische und trigonometrische Tafeln. Von Professor
Dr. E. F. August, weiland Direktor des Kollnischen Realgymnasiums,
Berlin. Neunundvierzigste Auflage in der Bearbeitung von Dr. F. August,
weiland Professor an der Artillerie- und Ingenieur-Schule, Berlin. Oktay.
VII, 204 Seiten. 1931 . . . . . * e e e s e s ... Geb.BM.2.—

wDie Anordnungen des Zahl terials in den Tafeln, der Elare Druck, hand-
liches Format und gedieg Ausstattung empfenlen das Buch allein.*
Allgemeine Vermessungs-Nachrichten :

Vierstellige Tafeln und Gegentafeln fiir logarithmisches und trigonometri-
sches Rechnen in zwei Farben zusammengestellt. Von Professor Dr.
Hermann Schubert. Neue Ausgabe von Dr. Robert Haussner, o. §. Pro-
fessor an der Universitit Jena. 175 Seiten. Neue Auflage. 1934.
(Samml. Goschen Bd.81) . . . . . .. .. .. .. . Geb.RM. 1.62

»Die vierstelligen Logarithmen sind in der Form recht handlich und gefillig.
Besonders zu_empfehlen sind die Tafeln fir Schulen, wo es von Vorteil ist, die
Lernenden wichi mit umfangreichen Biichern zu belasten.*

Zeitschrift d. Osterr. Ingenieur- und Architekten-Vereins,

Vierstellige Logarithmentafeln. Von Dr. Max Zacharias, Studienrat am
Vereinigten Friedrichs- und Humboldt-Gymnasium in Berlin, und Dr.
Paul Meth, Studienrat an der Herderschule in Charlottenburg. Grof-
Oktav. 44 Seiten. 1927 . . . . . . . . + + « ... Geb.RM. 150

Logarithmische Rechentafeln fiir Chemiker, Pharmazeuten, Mediziner und
Physiker. Gegriindet von Professor Dr. F. W. Kiister t. Fiir den Ge-
brauch im Unterrichtslaboratorium und in der I’raxjs berechnet und

Chemie, Direktor des Physik.-Chem. Instituts der Universitit Marburg.
Einundvierzigste bis finfundvierzigste Auflage. Oktay. 216 Seiten.
T S R e s R e Rl o e e e e LAl - Geb. RM. 6.80

»Die wohl allseitig bekannten Kisterschen Rechentafeln sind dem Chemiker,
der sich ihrer einmal bedient hat, zum ungern entbehrien Werkzeug geworden, das
sich in seiner bewdihrien Anordnung des S toffes zu einem wirklich nutzlichen und

Fiinfstellige Tafeln der Kreis- und Hyperbelfunktionen sowie der Funktionen
eX und e X mit den natiirlichen Zahlen als Argument. Von Dr.-Ing.
Keiichi Hayashi, Professor an der Kaiserlichen Kyushu-Universitat
Fukuoka-Hakosaki, Japan. Oktav. IV, 182 Seiten. Neudruek 1931.

RM. 9.—

wDer bekanmte japanische Verfasser hat aus der Notwendigkeit, die Werte
beider Funktionsarien gleichzeitig sur Verfiigung zu haben, Tafeln berechnet, in
denen nicht nur die Hyj:efbelfunklicmen, sondern auch die Kreisfunktionen mit
verschieden grofien Abstufungen, auf finf Dezimalstellen angewendet sind. Die



Anordnung dieser Tafeln ist auferst praktisch, Druck und Papier sind aus-
gezeichnet, so daf die Benutzung sich bequem und einfach gestaltet. Fur alle,
die zahl apige Rech mit den g ten Funkii héufiger auszu-
fiihren haben, ist der Gebrauch der Tafeln als praktisch und zeitsparend zu emp-
fehlen.* Zeitschrift des Vereins Deutscher Ingenieure.

Mathematische Formelsammlung. Von Professor O. Th. Biirklent. Voll-
stindig umgearbeitete Neuausgabe von Dr. F. Ringleb. Mit 37 Figuren.
Dritte, verbesserte Auflage. 272 Seiten. 1936. (Sammlung Goschen
BB e B s e RN T Gl ML 1062

,Eine sehr geschickt ausgewihlte und recht reichhaltige Sammlung, welche
wohlgeeignet ist, die Abiturienten der Gymmasien und Oberrealschulen bei den
Repetiti U iitzen und ihmen einen klaren Uberblick iiber das ganze
System der Elementarmathematik zu geben.' Fortschritte der Mathematik.

Formelsammlung zur praktischen Mathematik. Von Dr. Giinther Schulz.
Mit 10 Abbild. 1937. (Sammlung Goschen Bd. 1110.) Geb. RM. 1.62

Hohere Algebra. Von Dr. Helmut Hasse, 0. . Professor der Mathematik
an der Universitit Gottingen.

I: Lineare Gleichungen. Zweite, verbesserte Auflage. 152 Seiten.
1933, (Samml. Goschen Bd.931) . . . . - « « - . Geb. RM. 1.62
II: Gleichungen hoheren Grades. Zweite, verbesserte Auflage. Mit
5 Fig. 160 Seiten. 1937. (Samml. Goschen Bd. 932) Geb. RM. 1.62
»Es ist dem Verfasser gelungen, in engst Rah das Gebiude der ,all-
gemeinen’ Algebra vor den Augen des Lesers aufzurichien, einer Algebra, die auf
dem Fundament der Definition der Ringe, Korper und Integritiisbereiche auf-
gebaut ist." Zeitschrift fiir mathem. und naturw. Unterr

Aufgabensammliung zur hoheren Algebra. Von Dr. Helmut Hasse, o. &.
Professor der Mathematik an der Universitit Gottingen. 160 Seiten.
1934. (Sammlung Goschen Bd. 1082) . . . . - - - - Geb. RM. 1.62

Algebra I: Die Grundlagen. Von Dr. Oskar Perron, o. §. Professor an der
Universitit Miinchen. Zweite, verbesserte Auflage. Mit 4 Figuren. VII},
301 Seiten. 1932. (Goschens Lehrbiicherei Bd. 8) . . - Geb. RM. 11.50

Algebra I1: Theorie der algebraischen Gieichungen. Von Dr. Oskar Perron,
0. 8. Professor an der Universitit Miinchen. Mit 5 Figuren. VIII, 243 S.
1927. (Gdschens Lehrbiicherei Bd.9) . . . RM.8.—, geb. RM. 9.50

Band I enthdlt die Grundbegriffe, es folgt ein K apitel iber den polym1schen
und den Taylorschen Saiz und der fir den Ingewiewr wichtige Abschnitt wber
Determinanten. Anschliefend folgen Kapitel tuber symmetrische Funl.ztwnm,
Teilbarkeit und dber die Existenz von Wurzeln. Band II ist der Gleichungs-
theorie gewidmet.

Praxis der Gleichungen. Von Professor Dr. C. Runge. Zweite. Verbf,ssertq
Auflage. Mit 8 Figuren. V, 172 Seiten. 1921. (Gdschens Lehrbiicherei
Bd1 2y akEmte T, . . . BRM.6.— geb. RM.7.—

Eintilhrung in die Determinantentheorie einschlieBlich der Fredholmschen
Determinanten. Von Dr. Gerhard Kowalewski, o. Professor an der Tech-
nischen Hochschule in Dresden. Zweite, verbesserte Auflage. GroB-Oktay.
IV, 304 Seiten. 1925 . . RM. 14.—, geb.RM. 15.50

»Die Kowalewskische Darsiellung des wmfangreichen Gebietes zeichnet szc}t
durch die anschauliche Kraft und Klarheit der Sprache vor anderen aus. Die
Beschiftigung mit diesem Buche gewihrt neben dem wissenschaftlichen Gewinn
einen reichen dsthetischen Genuf.** Schulwart .

Differentialrechnung. Von Prof. Dr. A. Witting, Oberstudienrat i.R. in
Dresden. Zweite, verbesserte Auflage. Mit 94 Figuren und 189 Beispielen.
191 Seiten. 1936, (Samml, Goschen Bd.87) . . . . - - Geb.RM.1.62



Integralrechnung. Von Prof. Dr. A. Witting, Oberstudienrat i. R. in Dres-
den. Mit 63 Figuren und 190 Beispielen. 176 Seiten. 1933. (Samml.
Goschen Bd 88yl T8 I Ll e ot o0 o Geb. RM. 1.62

Repetitorium und Aufgabensammiung zur Differentialrechnung. Von Pro-
fessor Dr. A. Witting. Mit 58 Figuren und 405 Beispielen und Auf-
gaben. 136 Seiten. 1935. (Samml. Géschen Bd. 146). . Geb. RM. 1.62

Grundziige und Aufgaben der Differential- und Integralrechnung nebst den
Resultaten. Von Dr. H. Dolp. Neu bearbeitet von Dr. Eugen Netto.
18. Auflage. Oktav. 214 Seiten 1935. (Verlag von Alfred Topelmann.)
I AR T e s S R e A e RM. 1.95

Das Bandchen stellt eine elementare Aufgabensammlung zur Differential- und
Integralrechnung mit eingefiigten Erliuterungen dar. Der erste Abschnitt, Diffe-
rentialrech g fiir Funkti einer und mehrerer Veranderlichen, bringt die
Differentiation der elementaren Funktionen, einschlieflich implizite Funktionen,
die Ermittlung der Werte unbestimmier Formen, Maxima und M inima, Taylor-
sche Reihe. Der zweite Abschnitt, Integralrechnung, fiihrt das I niegral als un-
bestimmies ein, entwickelt die Integrationsformeln im Bereiche der elementaren
Funktionen und geht dann kurz auf das bestimmie Integral ein. Schlieflich
werden. noch verhilinismafig ausfihrlich geometrische Anwendungen der In-
finitesimalyechnung gebracht: Tangentenbestimmung, singulire Punkte, Kriim-
mung; Quadratur, Rektifikation, Kubatur.

Repetitorium und Aufgabensammliung zur Integralrechnung. Von Prof.
Dr. A. Witting, Mit 32 Figuren und 305 Beispielen. 118 Seiten. 1934.
(Sammlung Goschen Bd.147) . . . . . . . . . .. . . Geb. RM. 1.62

Integralgleichungen. Von Dr. Gerhard Kowalewski, 0. Professor an der
Technischen Hochschule Dresden. Mit 11 Figuren. GroB-Oktayv. 302 Seiten.
1930. (Goschens Lehrbiicherei, I. Gruppe: Reine und angewandte Mathe-
At B V)Lt e S . . RM. 15.—, geb. RM. 16.50

Elementare Reihenlehre. Von Dr. Hans Falckenberg, Professor an der
Universitdt GieBen. Mit 4 Figuren im Text. 136 Seiten. 1926, (Samml.
Goschen Bd.943) . . . . . + s e e e ... .. Geb.RM. 1.62

Das Béndchen will mehr bieten als das, was in jedem Lehrbuch der Infini-
tesimalrechnung iiber unendliche Reihen enthalten ist, und figt deshalb z. B.
der Erorterung tiber das Cauchysche Divergenz- und Konvergenzkriterium auch
solche iiber das Raabesche, das logarithmische und das GaufBsche an.

Komplexe Reihen nebst Aufgaben iiber reelle und komplexe Reihen. Von
Dr. Hans Falckenberg, Professor an der Universitit GieBen. Mit 3 Figuren
im Text. 140 Seiten. 1931. (Samml. Goschen Bd. 1027) Geb.RM. 1.62

Fouriersche Reiheq. Von Dr. W. Rogosinski, Professor an der Universitit
Konigsberg. Mit 4 Figuren. 135 Seiten. 1930. (Samml. Géschen
BARIDEB)NS S AT St e DR R - - « . Geb. RM. 1.62

Reihenentwicklungen in der mathematischen Physik. Von Dr. Josef Lense,
0. 0. Professor der Technischen Hochschule Miinchen. Mit 30 Abbil-
dungen. 178 Seiten. 1933 . . . . . . . . . . . . . Geb. RM. 9.50

Gewdhnliche Differentialgleichungen. Von Prof. Dr. G. Hoheisel. Zweite,
verbesserte Auflage. 159 Seiten. 1930. (Samml. Géschen Bd. 920)

Geb. RM. 1.62

" Gewdhnliche Differentialgieichungen. Von Dr. J . Horn, o. Professor an der

Technischen Hochschule Darmstadt. Zweite, vollig umgearbeitete Auf-

lage. Mit 4 Figuren. 1927, VIII, 197 Seiten. (Gdschens Lehrbiicherei

LI S e e N i Sl i - RM. 9.—, geb. RM. 10.50

Partielle Differentialgleichungen. Von Prof. Dr. G. Hoheisel. 159 Seiten.
1928.(Samml. Goschen Bd. 1003) . . . . . -+« <+ . Geb. RM.1.62



Partielle Differentialgleichungen. Von Dr. J. Horn, o. Professor an der
Technischen Hochschule Darmstadt. Zweite, umgearbeitete Auflage.
Mit 8 Figuren. 1929. VIII, 228 Seiten. (Goschens Lehrbiicherei Bd. 14)

RM. 11.—, geb. RM. 12.—

Aufgabensammiung zu den gewdhnlichen und partiellen Differential-
gleichungen. Von Professor Dr. G. Hoheisel. 148 Seiten. 1933. (Samm-
lung Goschen Bd.1059) . . . . . . . S da o s s - Gebs RM. 1.62

Integralgieichungen. Von Dr. Guido Hoheisel, a. 0. Prof. an der Univer-
sitit Greifswald. 136 Seiten. 1936. (Sammlung Goschen Bd. 1099).
Geb. RM. 1.62
Elemente der Funktionstheorie. Von Dr. Konrad Knopp, o. Prof. an der
Universitit Tiibingen. Mit 23 Fig. 144 Seiten. 1937. (Samml. Goschen
Bd. 1109.) W TSI G . . . . Geb. RM. 1.62
Funktionentheorie. Von Dr. Konrad Knopp, o. Professor an der Universitét
Tiibingen.
Erster Teil: Grundlagen der allgemeinen Theorie der analytischen Funk-
tionen. Mit 8 Figuren. Fiinftes verbesserte Auflage. 136 Seiten. 1937.
(Sammi. Ggschen Bd. 668) . . . e n L Gebl RMLIL 62
Zweiter Teil: Anwendungen und Weiterfithrung der allgemeinen Theorie.
Mit 7 Figuren. Vierte, verbesserte A uflage. 138 Seiten. 1931. (Samml.
GoscheRE BaT 703 el SR s il L L Geh BRML 1,62
Die beiden vollstindig neubearbeiteten Binde seien allen Studierenden der
Mathematik als Muster klarer und strenger Darstellung aufs wirmste empf ohlen..“
Monatsschrift tiir Mathematik und Physik.

Aufgabensammlung zur Funktionentheorie. Von Dr. Konrad Knopp,
o. Professor an der Universitit Tiibingen.
Erster Teil: Aufgaben zur elementaren Funktionentheorie. Zweite,
verbesserte Auflage. 136 Seiten. 1931. (Samml. Goschen Bd. 877)
Geb. RM. 1.62
Zweiter Teil: Aufgaben zur hoheren Funktionentheorie. 143 Seiten. 1928.
(Samml. Géschen Bd.878) . BaRnee T . . Beb.RM. 1:62

Elliptische Funktionen. Von Dr. R. Konig, o. Professor der Mathematik
an der Universitit Jena, und Dr. M. Krafft, a. o. Professor an der Univer-
sitiit Marburg i. H. Mit 4 Figuren. 263 Seiten. 1928. (Gdoschens Lehr-
biicherei Bd. 11) . . . RM.13.—, geb. RM. 14.50

Das Buch will dem Studierenden und Fach die elliptischen Funkti
als Glied eines grofien Orgawismus verstehen lehren, der mit den ez'n/uchst.m
analytischen Funktionen, den rationalen, beginnt und schlieflich zu den Rie-
hen Funkii 4 emporwdchst.

Elliptische Funktionen. Von Dr. Karl Boehm, Professor an der Technischen

Hochschule Karlsruhe.

I. Teil: Theorie der elliptischen Funktionen aus analytischen Ausdriicken
entwickelt. Mit 11 Figuren im Text. XII, 356 Seiten, Neudruck.
1930. (Samml. Schubert Bd. 30) . . . . . . . Geb. RM.20.—
II. Teil: Theorie der elliptischen Integrale. Umkehrproblem. Mit 28 Fi-
guren im Text. VII, 180 Seiten. 1910. (Samml. Scléull))erﬁﬁd.’isgg

eb. S

Potentialtheorie. Von Dr. W. Sternberg. . A
I. Die Elemente der Potentialtheorie. Mit 5 Figuren. 136 Seiten. 1925.
(Samml. Goschen Bd. 901) . . el S Geh  BM. 1,62

IT. Die Randwertaufgaben der Potentialtheorie. Mit 1 Figur. 133 Seiten.
1926. (Samml. Goschen Bd.944) . . . . . . . - . Geb. RM. 1.62

Theorie des Potentials und der Kugelfunktionen. Von Professor Dr.
A. Wangerin in Halle a.d. S.



I Teil: Mit 46 Figuren. VIII, 255 Seiten. Unverinderter Neudruck.

1922. (Samml. Schubert Bd.58). . . . . . . Geb. RM.4.—

II. Teil: Mit 17 Figuren. VIII, 286 Seiten. 1921. (Samml. Schubert

Bd. 59) Bl s BN SRRS L  w GebBM. 4. —

»Wer in die Potentialtheorie eindringen will, findet in dem leichtverstind -
lichen Buch einen zuverldssigen u geneh Fiihrer.

Zeitschrift . d. mathem. u. naturwiss. Unterricht.

Numerische Integration. Von Professor Dr. Fr. A. Willers. Mit 2 Figuren.
116 Seiten. 1923. (Samml. Goschen Bd. 864) . . . . . . Geb. RM. 1.62

Die Darstellung ist sehr wbersichtlich und so el tar als moglich gehalien.
Sie setzt nur die Kenntnisse der Grundgesetze der Differential- und Integral-
rechnung voraus und wendet sich an Mathematiker, Physiker und vor allem an
Ingenieure, fiir die das Buch eine gute Anleitung und Einfahrung ist.

Graphische Integration. Von Professor Dr. Fr. A. Willers. Mit 53 Figuren.
142 Seiten. 1920. (Samml. Géschen Bd. 801) . . . . . . Geb. RM. 1.62
Der Verfasser versucht einem weiteren Kreise die immer noch zu wenig be-
nuizten zeichnerischen Methoden bekanntzumachen. Er seizt dabei so wenig Vor-
kenninisse wie moglich voraus.

Praktisches Zahlenrechnen. Von Professor Dr.-Ing. P. Werkmeister in
Dresden. Mit 60 Figuren. Zweite, verbesserte Auflage. 136 Seiten.
1929. (Samml. Gdschen Bd. 405) . . . . . . . . . . . Geb. RM. 1.62

Das Bucl: gibt eine ubersichtliche Auskunft iiber die in dey Praxis angewendeten
Arien des Rechnens. Es wird daher in allen Kreisen der Technik und Natur-

e

ft ein willk Fiihrer und Ratgeber sein.

Mathematische Instrumente. Von Professor Dr. Fr. A. Willers. Mit 68 Fi-
guren. 144 Seiten. 1926. (Samml. Géschen Bd, 922) . . Geb.RM.1.62
Der Band bringt nicht nur eine Beschreibung der mathematischen I nstr ¢
sondern auch eine genaue Theorie, aus der die Anwendungsmoglichkeiten, die beste
Art des Gebrauchs sowie die Grofe der auftretenden U, g igkeiten abgeleitet
werden.

Nichteuklidische Geometrie. Von Professor Dr. Richard Baldus. Mit 71 Fi-
guren. 152 Seiten. 1927. (Samml. Goschen Bd. 970) Geb. RM. 1.62
Wenn auch der Band durch moglichste Klarkeit und zahlreiche Figuren, auf
die b dere Sorgfalt ver det wurde, zundchst auf den Neuling auf diesem
Gebiet Riicksicht wimmt, so diirfte doch auch der F. achmann manches Neue darin
finden. Daf} bis zu den Ubergi aus dem math tischen in das rein philo-
sophische Gebiet vorgedrungen wird, diirfte Philosophisch interessierten Lesern
willkommen sein.

Nichteuklidische Geometrie. Von Prof. Dr. H. Liebmann in Heidelberg. Mit
40 Figuren. Dritte Auflage. 150 Seiten. 1923. RM. 6.—, geb. RM. 7.—
Das vorliegende Buch will, moglichst wenig an mathematischen Kenninissen
voraussetzend, in die nichteuklidische Geometrie einfiihren, und zwar nur auf
einem Gebiete — dem der Ebene —, auf diesem aber grundlich dargestellt.

Kreis und Kugel. Von Dr. Wilhelm Blaschke, o. Prof. a. d. Univ. Hamburg.
Mit 27 Fig. im Text. GroB8-Oktav. X, 169 S. 1916. RM. 4.40, geb. RM. 5.50

Projektive Liniengeometrie. Von Dr. Robert Sauer, Prof. an der Techn.
Hochschule Aachen. Mit 36 Abbildungen. GroB-Oktav. 1937. (Gdschens
Lehrbiicherei Bd. 23.) Im Druck.

Projektive Geometrie.. Von Dr. Timerding, Prof. an der Technisch. Hoch-
schule Braunschweig. Mit 59 Figuren. 1382 Seiten. 1937. (Sammiung
CischeniB a7 a) LeRXTCN S ARy + - . Geb. RM. 1.62




Anwendung der Differential- und Integralrechnung auf Geometrie. Von
Dr. Georg Scheffers, Geh. Reg.-Rat, Professor an der Technischen
Hochschule Charlottenburg. I. Mit 107 Figuren. Dritte, verbesserte Auf-
lage. XII, 482 Seiten. 1923 . . . . . . . . . . Geb.RM. 14,50

II. Mit 110 Figuren. Dritte, verbesserte Auflage. XI, 582 Seiten. 1922,
RM. 15.—, geb. RM. 16.50

Die besprochenen Probleme werden alle mit grofer Ausfihrlichkeit behan-
delt. Die am Schluf beigefigien Formeltafeln und Regeln erhGhen den Wert
des Werkes, das micht nur einfiihren, sondern auch zu selbstindigen For-
schungen anregen soll.

Grundlagen der Geometrie. Von Professor Dr. Gerhard Hessenberg. Heraus-
gegeben von Dr. W. Schwan. Mit 77 Figuren. 143 Seiten. 1930. (Goschens
Lehrbiicherei Bd.17) . . . . . . . . . . . RM.6.50, geb. RM. 7.80

Hessenbergs Vorlesungen tiber die ,,Grundlagen der Geometrie' stellen eine
besonders einfache wund lesbare Einfihrung in die geometrische Grund-
lagenforschung dar. Sie werden darum allen denen willkommen sein, die zwar
der Sache selbst Interesse enigegenbringen, aber mit der sonstigen Grundlagen-
literatur wicht recht fertig geworden sind. Auch der Kenner wird ihnen manche
Anregung entnehmen. Die ersten beiden Kapitel sind so einfach gehalten, daf
sie selbst math tisch rbeiisg haften an hoheren Schulen Stoff liefern
kénnen. Der Schwerpunkt des Buches liegt in den Erorterungen tiber den Fun-
d talsatz der projekiiven G irie und seine Sonderféille, den Desarguesschen
und Pascalschen Satz.

Darstellende Geometrie. Von Dr. Robert HauBner, o. . Professor der Mathe-
matik an der Universitdt Jena.

Erster Teil: Elemente; Ebenilichige Gebilde. Vierte, verbesserte
Auflage. Mit 110 Figuren im Text. 207 Seiten. 1930. (Samml. Goschen
Bd, 142) e Ll . . . . ... Geb.RM.1.62

Zweiter Teil: Perspektive ebener Gebilde; Kegelschnitte. Dritte, ver-
besserte und vermehrte Auflage. Mit 88 Figuren im Texb. 168 Seiten.
1930. (Samml. Géschen Bd. 143) . . . .. ... .Geb.RM. 1.62

Dritter Teil: Zylinder, Kegel, Kugel, Rotations- und Schraubenflichen,
Schattenkonstruktionen, Axonometrie. Von Dr. Robert HauBner, o. 0.
Professor der Mathematik an der Universitit Jena, und Dr. Wolfgang
Haack, Privatdozent fiir Mathematik an der Technischen Hochschule
Danzig-Langfuhr. Mit 65 Figuren im Text. 144 Seiten. 1931. (Samml.
Goschen Bd.144) . . . . . .. e e . -+ .. ... Geb.RM. 162

Vierter Teil: Freie und gebundene Perspektive, Photogrammetrie, ko-
tierte Projektion. Von Dr. Robert HauBner, o. 6. Professor der Mathe-
matik an der Universitit Jena, und Dr. Wolfgang Haack, Privatdozent
fiir Mathematik an der Technischen Hochschule Danzig-Langfuhr. Mit
76 Figuren im Text. 144 Seiten. 1933. (Sammlung GﬁscGhexl; BIgM10$3é%
eb. e U

Lehrbuch der darstellenden Geometrie. Von Dr. Karl Rohn, Geh.Rat,
weiland Professor an der Universitit Leipzig, und Dr. Erwin Pqppentz,
Geh, Rat, Professor an der Bergakademie in Freiberg i. Sa. Drei Binde.
GroB-Oktav. I. Orthogonalprojektion. Vielfache, Perspektivitit ebener
Figuren, Kurven, Zylinder, Kugel, Kegel, Rotations- und Schrauben-
flichen. Vierte, erweiterte Auflage. Neudruck. XX, 502 Seiten. Mit
351 Riguren. 1982 508 L e ot o s (ihabe e o v Geb.l_%.M.lS.QO
II. Axonometrie, Perspektive, Beleuchtung. Vierte, umgearbeitete Auf-
lage. Neudruck. VI, 194 Seiten mit 118 Figuren. 1932. Geb. RM. 8.55
III. Kegelschnitte, Flichen zweiten Grades, Regel-, abwickelbare und
andere Flichen. Flichenkriimmung. Vierte, unverinderte Auflage. X,
334 Seiten. Mit 157 Figuren. 1923 . . . . . RM.10.80, geb. BM.12.—




Darstellende Geometrie. Von Theodor Schmid, o. 6. Professor an der Tech-
nischen Hochschule in Wien. I. Teil: Eckige Korper, Kugel, Zylinder,
Kegel, Plankurven und Raumkurven mit den zugehorigen Torsen im
NormalriBverfahren und in orthogonaler Axonometrie. Dritte Auflage.
Mit 170 Figuren. 283 S. 1922, (Samml. Schubert Bd. 65) Geb. RM. 6.—
II. Teil: Schiefe und zentrale Projektion. Dreh-, Rohr-, Schrauben- und
Regelfiichen. Gelindedarstellung, Xartenprojektion, Nomographie.
Zwexte Auﬂage Mit 163 Figuren. 340 Seiten. 1923. (Samml. Schubert
BASEE)EES s gk D A e . . . Geb.RM. 7.50

Elementargoometrle der Ebene und des Raumes. Von Professor Max
Zacharias, Studienrat in Berlin. Mit 196 Figuren im Text. GroB-Oktav.
252 8. 1929. (Goschens Lehrbiicherei Bd. 16) RM. 13.—, geb. RM. 14.50

Vorl g iiber allg i natiirliche Geometrie und Liesche Trans-
formationsgruppen. Von Dr. Gerhard Kowalewski, o. 6. Professor der
reinen Mathematik an der Technischen Hochschule zu Dresden. Mit
16 Figuren. GroB-Oktav. 280 Seiten. 1931. (Goschens Lehrbiicherei,
I. Gruppe: Reine und angewandte Mathematik, Bd. 19)

RM. 15. 50, geb. RM. 17.—

Geometrische Transformationen. Von Dr. Karl Doehlemann, weil. Professor
an der Technischen Hochschule Miinchen. Zweite Auflage, heraus-
gegeben von Dr. Wilhelm Olbrich, Professor an der Hochschule fiir
Bodenkultur in Wien. Mit 89 Figuren im Text und 4 Abbildungen.
GroB-Oktav. 254 Seiten. 1930. (Goschens Lehrbiicherei, I. Gruppe:
Reine und angewandte Mathematik, Bd. 15) RM. 13.—, geb. RM. 14.50

Entsprechend dem Programm wvon ,,Goschens Lehrbiicherei wurden aus
dem Gesamigebiete der geometrischen Transformationen diejenigen Kapitel in
nicht zu abstrakter Weise dargestellt, die sowohl fiir den Mathematiker wic
fiir den technischen Wissenschaftler wesentlich sind. Aus diesem Grunde
wurde neben der analytischen Darstellung die zeichnerische Auswertung be-
riicksichtigt.

Wahrschelnllehkeltsrechnung. Von Dr. Otto Knopf, o. Professor der Astro-
nomie an der Universitit Jena. I. 112 Seiten. 1923. II. Mit 10 Figuren.
112 Seiten. 1923. (Samml. Gdschen Bd. 508 und 871) Geb. je RM. 1.62

Graphische Darstellung in Wissenschaft und Technik. Von Prof. Dr. M.
Pirani. Zweite, verbesserte Auflage, besorgt durch Dr. I. Runge.
Mit 71 Abbild. 149 Seiten. 1931. (Samml Goschen Bd. 728)

Geb. RM. 1.62

Graphische Statik mit besonderer Beriicksichtigung der EinfluBlinien. Von
Dipl.-Ing. Otto Henkel, Bauingenieur und Studienrat an der Baugewerk-
schule in Erfurt. 2 Telle (Samml. Goschen Bd. 603 u. 695)

Geb. je RM. 1.62

Vorlesungen iiber graphische Statik. Von Professor Dr. Fr. Schur. Heraus-
gegeben unter Mitwirkung von Wolfgang Vogt. Mit zahlreichen Fi-
guren im Text. GroB- Oktav VIII, 219 Seiten. 1915

RM. 7.—, geb. RM. 8.20

Statik. I. Teil: Die Grundlagen der Statik starrer Korper. Von Professor
Dr.-Ing. Ferd. Schleicher in Hannover. Mit 47 Abblldungen 143 Seiten.
1930. (Samml. Gdschen Bd. 178) . . . . Geb.RM.1.62

II. Teil: Angewandte (techn.) Statik. Von Professor Dipl.-Ing. W. Hauber
in Stuttgart. Mit 61 Abbildungen. Sechster Neudruck 149 Seiten. 1922
(Samml. Goschen Bd. 179) . . . . . . Geb.RBM. 1.62

Ballistik. Von Dr. Theodor Vahlen, o. 6. Professor der reinen und ange-
wandten Mathematik in Berlin. Mit 53 Abblldungen GroB-Oktav. XII,
231 Seiten. 1922 . . . . RM.9.—, geb. RM. 10.—



FlakschuB und Wetter. Ein Unterrichtsbuch fiir den Flakartilleristen und
Deutschlands studierende Jugend. Von Lt.d. R. Dr. P. Lautner, Reg.-
Rat und Ballistiker der Flakartillerieschule Wustrow. Ca. 182 Seiten
Umfang mit ca. 50 Figuren d . Preis ca. RM. 5.—

Festigkeitsiehre. Von Professor Dipl.-Ing. W. Hauber in Stuttgart. Mit
56 Figuren und 1 Tafel. Achter Neudruck. 127 Seiten und 1 Tafel. 1923.
(Samml. Goschen Bd.288) . . . . . . e . ... Geb.RM. 1.62

In dem Band gibt dey Verfasser eine kurze Ubersicht iiber die ¥ undamentalsitze
der elastischen Krafte in ihrer Anwendung auf die einfacheren Falle der Festig-
Iﬁ’t’; soweit sie fiir die gewohnlichen Aufgaben des praktischen Lebens in Frage

men.

Hydraulik. Von Professor Dipl.-Ing. W. Hauber in Stuttgart. Zweite,
verbesserte und vermehrte A uflage. Neudruck. Mit 45 Figuren. 156 Sei-
ten. 1925, (Samml. Goschen Bd.397) . . . . . . . . Geb. RM. 1.62

Das Buch enthilt eine Darstellung der Hydrostatik und bringt aus der Hydro-
dynamik: Ausflup des Wassers aus Gefifen; Uberfall des Wassers iiber Wehre;
Die Bewegung des Wassers in Fliissen und Kandlen; Die Bewegung des Wassers
n Rohren mit konstantem Querschnitt; Stof eines zylindrischen oder prisma-
tischen Wassersirahls auf eine Zylinderfliche. £

Elastizititslehre fiir Ingenieure. Von Professor Dr.-Ing. Max Ensslin an |
der Hoheren Maschinenbauschule EBSlingen. 2 Bde. (Samml. Goschen
Bd.519 und 957) . . . . . . ... . Geb.jeRM.1.62

Band I bespricht die Grundlagen der Elastizitdtslehre sowie Allgemeines iiber
Spannungszustinde, Zylinder, ebene Platten, Torsion und gekrummte Trager.

Band II gibt eine Einfuhrung in die Methoden zur Berechnung der statisch
unbestimmien Konstruktion des Bau- und Maschineningenieurs.

Etymologisches Wirterbuch der Naturwissenschaften und Medizin. Sprach-
liche Erklirung der wichtigeren Ausdriicke und Namen der Anatomie,
Astronomie, Biologie, Botanik, Chemie, Geographie, Geologie, Medizin,
Mineralogie, Naturphilosophie, Paliontologie, Physik, Psychologie und
Zoologie. Von Dr. C. W. Schmidt. Oktav. VIL, 138 Seiten. 1923.

Geb. RM. 2.—
Das Biichlein wendet sich in erster Linie an Nichthumanisten, wird aber auch
ischer und lateini

von Studierenden mit griech: heyr Vorbildung mit Vorteil ge-
braucht.
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