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Mechanik eines Massenpunkts.

§1. Grundbegriffe — Bewegung — Bahn — Weg.

Mechanikist die Lehre von den Bewegungserscheinun -
gen, welche sich auf die Begriffe des Raums, der Zeit und
der Masse zuriickfiihren lassen.

Ein Punkt bewegt sich, wenn er zu verschiedenen Zeiten
gegeniiber einem festgelegten Raum verschiedene Lagen
einnimmt. Die Verbindungslinie siimtlicher Lagen nennt
man die Bahn des Punkts. Nach der Gestalt derselben
unterscheiden wir geradlinige und krummlinige Be-
wegungen. Die Liinge der Bahn, welche von dem Punkt in
der Zeit t zuriickgelegt wird, nennen wir den Weg s.

§2. Geschwindigkeit — gleichférmige und ungleichférmige
Bewegung.
Weg und Zeit stehen also miteinander in Beziehung, was
wir durch die Gleichung
s =f(t)
darstellen kénnen. * f(f) kann nun sehr mannigfaltig sein.
Der einfachste Fall ist

s=ft)=v0t,

wobei v eine Konstante ist. Die Bewegung, welche dieser
Gleichung entspricht, nennen wir eine gleichférmige,
weil in gleichen Zeiten auch immer gleiche Wege zuriick-
gelegt werden. Der Weg v, welcherin der Sekunde beschrie-
ben wird, heiBt die Geschwindigkeit des Punkts. Wir



8 Mechanik eines Massenpunkts. §3

messen also die Geschwindigkeit » durch das Verhiltnis des
Wegs zur zugehérigen Zeit,

S
V= —0
i

Da die Geschwindigkeit nur durch ein Verhiltnis aus-
gedriickt wird, so ist bei deren Bestimmung die absolute
GroBe des Wegs bzw. der Zeit ganz gleichgiiltig. Unsere
Definition der Geschwindigkeit gilt demnach auch fiir einen
unendlich kleinen Weg ds, woraus

ds

(1) V= *d—t

folgt. Auf diese Weise sind wir in der Lage, fiir einen ganz
bestimmten Punkt der Bahn die Geschwindigkeit anzu-
geben, und erkennen weiter, daB sie sich von Punkt zu
Punkt #ndern kann ; in letzterem Fall haben wir dann eine
ungleichférmige Bewegung.

§ 3. Beschleunigung — gleichformig beschleunigte Bewegung.

Wir sahen, daB bei der ungleichférmigen Bewegung
nicht nur der Weg, sondern auch die Geschwindigkeit eine

Funktion der Zeit ist. Wihlen wir wiederum die einfachste
Funktion, setzen wir also

vV=>bt,



§4 Komponenten d. Geschwindigkeit u. Beschleunigung. 9
Auch die Beschleunigung

e
t

ist nu_r.' ein Verhiltnis. Wir konnen deshalb hier ganz die-

selbe Uberlegung wie bei der Geschwindigkeit machen. Fiir

eine bestimmte Zeit, oder an einem bestimmten Punkt der

Bahn ist demnach die Beschleunigung durch den Differen-

tialquotienten der Geschwindigkeit nach der Zeit gegeben.

Wir erhalten so mit Beriicksichtigung von (1) die Gleichung
dv d?s

2 : b= —= ——

® di G

und wir erkennen ohne weiteres, daB auch die Beschleuni-

gung im allgemeinen eine Funktion der Zeit sein wird.

§4. Komponenten der Geschwindigkeit und Beschleunigung
— resultierende Geschwindigkeit und Beschleunigung.

Projizieren wir die jeweilige Lage eines sich bewegenden
Punkts auf die drei Achsen eines rechtwinkeligen Koordi-
natensystems, so besitzen die drei Projektionen ebenfalls
gewisse Geschwindigkeiten und Beschleunigungen. Die
Bahnen der Projektionen sind dabei die drei Achsen. Ihre
Geschwindigkeiten u, v, w lassen sich genau wie oben ent-
wickeln, ebenso ihre Beschleunigungen f, g, h. Wir erhalten
somit

L e U, L
iy G e W s e T

d?z d?y d?z
G Ry R L

SchlieBt die Tangente an einem Punkt der Bahn mit
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den Achsen die Winkel o, B, 7 ein, so erkennt man obne
weiteres, daB

dz ds =

S O S
dt dit 5
dy ds
o
dz ds 3

— = — cos

dt — qi 7

ist. Gleicherweise erhilt man die Beschleunigung nach den
drei Achsen, indem man die wirkliche Beschleunigung mit
dem Richtungskosinus der Bahn multipliziert. Dabei ist je-
doch zu beriicksichtigen, daB die Richtung der Beschleu-
nigung nur bei geradliniger Bahn mit der Ba hnrichtung zu-
sammenfillt. Man erkennt dies ohne weiteres aus den letz-
ten Gleichungen, wenn man sie, um die Komponenten der
Beschleunigung zu erhalten, noch einmal nach der Zeit
differenziert und dabei beachtet, daB die Winkel o B,y
ebenfalls Funktionen der Zeit sind.

Man sieht weiter ein, daB ein Punkt, welcher die Ge-
schwindigkeiten u, v, 2 parallel zu den drei Achsen gleich-
zeitig besitzen soll, nur eine Geschwindigkeit von ganz be-
stimmter GréBe und Richtung im Raum haben kann. Man
nennt diese letztere dieresultierende Geschwindigkeit
der Komponenten %, v, w. Ganz dasselbe gilt wiederum
auch fiir die Beschleunigung.

§ 5. Parallelogramm der Geschwindigkeiten und der
Beschleunigungen,

Was fiir ein rechtwinkeliges Koordinatensystem gilt,
kénnen wir ohne weiteres auf ein schiefwinkeliges iiber-
tragen.



§6 Beharrungsvermogen. 11

Haben wir bloB zwei Geschwindigkeiten (Beschleuni-
gungen), welche gleichzeitig ein Punkt annehmen soll, so
erhalten wir die resultierende Geschwindigkeit (Beschleuni-
gung), wenn wir von dem Punkt aus zweil Gerade ziehen,
welche in Richtung und GréBe den Geschwindigkeiten (Be;
schleunigungen) entsprechen. Ergiinzen wir diesen Winkel
2u einem Parallelogramm, so gibt die von dem beweglichen
Punkt aus gezogene Diagonale die GroBe und Richtung der
resultierenden Geschwindigkeit (Beschleunigung) an.

§ 6. Beharrungsvermigen — Kraft — Massenpunkt —
Krifteparallelogramm.

Bewegt sich ein Kérper mit gleichformiger Geschwindig-
keit geradlinig vorwirts, so sagen wir, er sei frei von allen
Kriiften, hingegen er sei von Kriiften beeinfluBt, wenn die
geradlinige, gleichformige Bewegung gestért wird. Wihrend
uns die gleichférmige, geradlinige Bewegung zum Begriff
des Beharrungsvermégens fithrt, nennen wir jede Ur-
sache der Anderung einer derartigen Bewegung eine Kraft.

Die Erfahrung lehrt, daB nicht jeder Korper in gleicher
Weise von ein und derselben Kraft beeinflut wird. Wihrend
der eine eine groBe Beschleunigung erfihrt, gewinnt der
andere nur eine geringe. Wir schreiben diesen Unterschied
der Masse der Korper zu. Je gréBer seine Masse,
desto kleiner die Beschleunigung, welche dem Kor-
per eine Kraft zu erteilen vermag. Das Produkt aus der
Masse m und der Beschleunigung b kann daher als MaB der
Kraft P gelten. Wir erhalten somit die wichtige Gleichung

dv d2s
P=mb= m—d—t —=m FT

Die Masse eines Korpers haben wir, abgesehen von ge-
wissen Einschriinkungen (§ 52), als eine von der Lage des-
selben und der Zeit véllig unabhingige GroBe zu denken.
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Ist der Korper geometrisch sehr klein, so kénnen wir uns
seine ganze Masse in einem Punkt vereinigt denken, den wir
dann einen Massenpunkt nennen. Nur Massenpunkte
wollen wir vorliufig der Betrachtung unterziehen.

Wie von einer Zerlegung und Zusammensetzun g der
Beschleunigungen, kann man auch von solchen der Kriifte
sprechen, was uns unmittelbar auf das Krifteparallelo-
gramm und dhnliches fithrt. Wir kénnen jede Kraft P
in drei aufeinander senkrechte K omponenten X, Y, Z
zerlegen, welche parallel den Achsen eines Koordinaten-
systems wirken. Das MaB der Teilkrifte ist dann ge-
geben durch

2

m %Zﬁ:i =" X7
2

m _(cii_tg — 0
72

m (dtz A

§ 7. Wurfbewegung — freier Fall.

Wirkt auf einen Massenpunkt eine Kraft von bestimmter
Richtung, so kann dessen Bewegung nur in einer Ebene
stattfinden.

Eine solche Kraft ist die Schwerkraft. Legen wir
durch die Bewegungsrichtung des Massenpunkts eine Verti-
kalebene, so fillt in diese auch die Richtung der Schwere.
Auf den Punkt wirkt keine Kraftkomponente senkrecht zZu
dieser Ebene; er kann diese also nicht verlassen. BloB unter
dem EinfluB der Schwerkraft mull demnach die Bahn ge-
worfener Korper eine ebene Kurve sein. Wir wollen
in unsere Ebene ein rechtwinkeliges ebenes Koordinaten-

system so legen, daB die z-Achgse horizontal, die y-Achse
vertikal ist.



§7 Wurfbewegung. 13

Die Schwerkraft Y wirkt parallel zur y-Achse. Parallel
zu dieser wird also die Bewegung des Korpers durch die
Gleichung

42
m dtg: — )
bestimmt. Parallel zur z-Achse haben wir
a2z
m T =0

Aus der Erfahrung wissen wir, daf die Schwerkraft sich
innerhalb eines beschrinkten Raumes weder mit der Zeit
noch mit dem Ort éindert, und daB sie immer proportio-
nal der Masse m des Korpers ist, auf welchen sie wirkt.
Wir kénnen daher
ME——m.q
setzen, wenn die Konstante g die Beschleunigung der
Schwere ist. Y ist negativ, weil die y-Achse nach oben
gerichtet ist, withrend die Schwere entgegengesetzt nach
unten wirkt. Unsere Bewegungsgleichungen reduzieren sich
daher auf
d%z d?

b dtg
Die Masse ist in den Gleichungen nicht vorhanden, d. h.
die Bewegung ist fiir alle Massen dieselbe. Aus der ersten
finden wir

dz
gy b R s '
(3) o a, (@)= at 4 a';
aus der zweiten
dy gt :
(6) gppe = shaia s G v U Tl

Die vier Konstanten a, a’, b und b’ ergeben sich aus den
Anfangsbedingungen, d. h. aus der Lage, Geschwindig-
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keit und Richtung des Kérpers zur Zeit f — 0. Es ist dem-
nach a die Geschwindigkeit parallel zur z-Achse, o’ die Ab-
szisse, b die Geschwindigkeit parallel zur y-Achse und b’ die
Ordinate unseres Korpers zu Beginn seiner Bewegung. Wir
kénnen durch passende Wahl des Koordinatensystems die
Bewegung immer im Ursprung desselben beginnen lassen.
Esist dann o'= b'= 0. Es geniigen jetzt zur Bestimmung

der Lage des Punkts die Gleichungen
A 2
w—ra 5 and y:bt_‘gztﬂ,.

Eliminieren wir aus diesen beiden Gleichungen die
Zeit t, so erhalten wir die Bahngleichung

bz g x>
Ao el

Es beschreibt daher ein geworfener Kérper, welcher sich
blof unter dem Einfluf der Schwere befindet, eine Parahb el.
y wird auBer im Anfang noch ein zweites Mal gleich Null,

2ab . oA o
wenn x = ~;— wird. Diesist die Wurfweite. Die Wurfhshe
hat der Kérper nach Zuriicklegung der halben Wurfweite
2
erreicht, sie ist demnach 7 — e

Die Gleichungen fiir den senkrecht en Wurf erhalten
wir aus jenen des schiefen, wenn wir einfach @ = 0 setzen.
Fiir den horizontalen Wurf ist hingegen b = 0 anzu-
nehmen. Die Bewegungsgleichung wird dann
g2
2a%

Wahlen wir schlieBlich g — p — 0, so ergeben (5) und (6)
die Gesetze des freien Falls,

Zu gebriuchlichen Formeln gelangen wir auch, wenn wir
anstatt der Komponenten ¢ und b dje Anfangsgeschwin-

Ylssine
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digkeit ¢ selbst und den Winkel o einfiithren, welchen die

Anfangsrichtung mit der z-Achse, d.i. dem Horizont,
bhildet. Es ist danach

@ —ccose, b=csina,
die Wurfweite

262 R
cOS o Sin & ,

L pi—

die Wurfhohe

2

¢
" e D
i sin?o .

Letztere erreicht also ihren groBten Wert fiir o = 90°, d. h.
wenn wir bei sonst gleicher Anfangsgeschwindigkeit den
Korper senkrecht emporwerfen. Die Wurfweite 16t sich
wegen

sin 2. = 2 cos a sin «

auch
2
CEere
g=——sn2u«

schreiben. Thr groBter Wert wird fiir o = -Z— , d. 1. bei

45° Elevation erreicht.
Jede kleinere Wurfweite kann man durch zweiver-

schiedene ¢ erzielen, da bei o= —Z— -+ B sich derselbe

Wert fiir sin 2 ¢ ergibt, wie bei o = % —B.

§ 8. Krummlinige Bewegung — Zentripetal-
beschleunigung — Fliehkraft.
Die Beschleunigung, welche ein Massenpunk®t in irgend-
einem Punkt einer krummlinigen Bahn besitzt, kénnen wir
in eine Komponente, die mit der Tangente der Kurve
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zusammenfillt, und in eine Komponente senkrecht
darauf und zwar nach der Richtung der Normalen in
der Schmiegungsebene zerlegen. Wir betrachten einen
Massenpunkt, welcher sich von M (Fig. 1) nach M’ bewegt.
Seine Geschwindigkeit in M sei v, in M’ o', Die Kompo-
nente der Geschwindigkeit parallel zur Richtung M N ist
demnach in M’ v’ cos @, senkrecht dazu o’ sin @. Auf dem
Weg von M nach M’ verstreicht die Zeit 7. Die Beschleu-

nigunginder Richtung der Tangente ist sodann

L]

DesTh sk il
: i3

inderRichtungderNormalen
Fe o
T
da in M die Geschwindigkeit in
der Richtung der Normalen gleich
Null ist. Beim Grenziibergang
wird cosgp =1, sin P=q@=

) VT 2
Fig. 1. —— . Bsist demnach
3

__do 02
t‘_—dt\y R~

~ Hat der Massenpunkt die Masse m, s0 kénnen die auf ihn
wirkenden Kriifte in eine Tangential- und eine Normal-
kraft zerlegt werden. Erstere wird gegeben sein durch
d?s
="y T A
. ‘e
letztere durch
m v2
AT Hidas N

. r
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N
e

N
~.uas ist die Kraft, welche die Kugel in die Ruhelage 4
Shn

§9 Das Pendel. 17

Diese nennt man auch Zentripetalkraftund die nach
einem allgemeinen Prinzipvonder Gleichheitder Wir-
kung und Gegenwirkung dadurch hervorgerufene eben-
so groe Gegenkraft des beweglichen Massenpunkts dessen
Fliehkraft.

§ 9. Das Pendel — schwingende Bewegung.

Eine kleine schwere Kugel von der Masse m sei an einem
sehr diinnen festen Faden avfgehingt. Die Masse des Fadens
soll gegen jene der Kugel vernachlissigt
werden konnen. Bringen wir die Kugel
aus ihrer Ruhelage und geben sie dann
frei, so beginnt sie zu schwingen. Wir  |p
betrachten bloB die Schwingungen in
einer Vertikalebene. Diese sind vor- 7
handen, wenn die Kugel keinen seit-
lichen Stof erhilt (§7). Auf die Kugel
in M (Fig. 2) wirkt die Schwerkraft

MN=—my. J

Diese zerlegen wir in eine Kompo- <1
nente in der Richtung des gespannten
Fadens, welcher durch die Spannung
des Fadens das Gleichgewicht gehalten
wird, und in eine Komponente senk- Big. 2.
recht darauf. Diese ist

5
?

®
Lo

MC=—mgsing,

uriickzutreiben sucht. Die Bewegungsgleichung wird da-
er sein

-1

(

) Moo == —
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Hier ist der Weg s = I ¢, wobei wir I die Pendelléinge
nennen. Wir wollen ferner nur kleine Schwingungen vor-
aussetzen, so daB sin @ = @ angenommen werden kann.
Dann wird Gleichung (7)

d2¢7_ q
TR i

Die Pendelbewegung ist von der Masse der Pendelkugel
unabhiingig.
Multiplizieren wir beide Seiten dieser Gleichung mit

dp

—— dt und integrieren wir, so folgt

dt
do \? q
(%) T

Die Konstante 4 wird % ®o®, Wenn wir unter g, jenen
Winkel verstehen, bei welchem die Winkel geschwindig-

keit %:0 wird. Das heiit: g, ist der groBte Aus-

schlagswinkel des Pendels oder, wie man auch sagt, die
Amplitude der Schwingung. Dieser Wert ergibt nach
Trennung der Variablen

= ]

L A l/i dt.
Vo — o* l

Das Integral dieser Gleichung ist

L) q7
are sin — — ¢ — -+ B,
(ot ]/; + B,

\

(pz‘%sin(t -Z(L+B/,

oder
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Die Konstante B ergibt sich aus den Anfangsbedin-
gungen. Ist fiir =0, ¢ = @, so muB/sin B=1, d. h.
B =~ sein. Mithin ist

(p:(pocos(‘/lit).

Diese Gleichung bestimmt die Bewegung des Pendels.

Wollen wir die Winkelgeschwindigkeit fiir eine beliebige
Zeit ¢ kennenlernen, so brauchen wir bloB den Winkel nach
der Zeit zu differenzieren, also

dp Gt i
g l/z%s‘“(l/Tt)

zu bilden. -

Fiir l/% t = ist ¢ = — @, d. h. das Pendel hat eine

Schwingung von einer Seite zur andern gemacht. Die dazu
henétigte Zeit, die Schwingungsdauer, ist also

I/T
T=—=TL. SSEEN TS
4

§10. Pendel im widerstehenden Mittel — gediimpfte
Schwingung — logarithmisches Dekrement.

Wir machen jetzt die Voraussetzung, daf} das Pendel in
einem widerstehenden Mittel schwingt, und zwar soll
der Widerstand w proportional der Geschwindig-
keit der Pendelkugel sein. Wir kénnen ihn also als eine
negative Kraft von der Form

W=— o ——
*
2*
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~ darstellen. Die Pendelgleich ung wird somit

d3s : ds
M = —mgsing — o —— .
FIE g di
Wir setzen wiederum nur Kkleine Schwingungen voraus,
kénnen also die Bewegungsgleichung

d* = g o do
TR AT
schreiben. Wir wollen %: a2, —7::— = 2 einfithren. Eg

ergibt sich dann
d2p de i S

Fine Losung dieser Gleichung ist
@ =it

; . de2 ;
indem '?T(f= Ze*t und d‘tf = A%e*l ist, so daB sich die
Gleichung auf
’ 224+2b)4+a2=0
reduziert, woraus

A=—10b+4 Vo2 — @2

folgt. Diese GirdBe ist nur reell, wenn b > aist, d. h. wenn
der Widerstand, den die schwingende Kugel erfiihrt, ein sehr
grofer ist. Dann kommt aber iitberhaupt keine Schwingung
zustande, sondern die Kugel néhert sich einfach allméhlich
der Ruhelage.

Ist hingegen a > b, dann ist 1 komplex, indem

A=—b4iYa2_p2

wird. Die Bewegung des Pendels ist in diesem Fall nach
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bekannten Regeln gegeben durch
= A e-bt+itVe ¥ 4 g o~ bi-itVa -7
= ¢~ b¢(C cos Ja? — b2t + Dsin Ya? — b2E):

Wir haben demnach eine schwingende Bewegung von immer
kleiner werdender Amplitude, eine sogenannte gedimpfte
Bewegung.

Die Schwingungsdauer ist jetzt

V P l/ 4m2

Sie ist also gréBer als beim widerstandsfreien Pendel.
Beginnt das Pendel mit einer Amplitude @, zu schwin-
gen, so ist nach » Schwingungen die Amplitude

Pn= Po € T
Daraus folgt
ALY Ingy,—Ing, ;

nT

Diese Grofle nennt man das logarithmische Dekre-
ment, doch wird auch das Produkt b 7 hiufig so genannt.

§ 11. Bewegungsgrofie — Zeitintegral der Kraft — Impuls.

Lassen wir eine Kraft K wihrend einer kleinen Zeit dt
auf eine Masse m wirken, so wird sich deren Geschwindig-
keit indern, und zwar wird die Anderung um so betricht-
licher ausfallen, je groBer die Kraft und je gréBer di ist.
Die Gesamtdnderung wird demnach dem Produkt K di pro-
portional gesetzt werden kénnen. TFiir eine endliche Zeit
erhalten wir dann den Gesamteinfluf} der Kraft auf die be-
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¢
wegliche Masse m, wenn wir /'K dt bilden. Da nun
0

d?s dv
K=m——=m—,
dt? dt
80
¢ 7

v

fK dilt— mf(‘ dt =mv—mu,,
dit

0 0

wenn die Geschwindigkeit zu Beginn 1o und zu Ende der
Zeit t v war.

Die GroBe m v nennt man die BewegungsgrofBe der
Masse m. Die Binwirkung der Kraft durch eine gegebene
Zeit auf eine bewegliche Masse m kann demnach durch die
Differenz der BewegungsgroBen zu Beginn und zu
Ende dieser Zeit gemessen werden. Die Kraft ist also un-
mittelbar durch den Zuwachs der BewegungsgroBe
bestimmt, welchen das Bewegliche in der Sekunde erfihrt.

¢
Man nennt den Ausdruck /K dt auch das Zeitinte-
0

gral der Kraft oder den Impuls. Auch die Bewegungs-
gréfie wird daher Impuls genannt.

§ 12. StoB unelastischer und elastischer Kugeln.

Vom Zeitintegral der Kraft kénnen wir eine Anwendung
beim ZusammenstoB zweier Kugeln machen. Wir
setzen voraus, dafl die Bewegung der Kugeln in der Ver-
bindungsgeraden ihrer Mittelpunkte erfolgt. Thre Be-
wegungsgrofien seien vor dem ZusammenstoB m ¢ beziiglich
m'¢. Sind die Kugeln vollkommen unelastisch, so
wirken sie beim Zusammenstof so lange aufeinander, bis sie
dieselbe Geschwindigkeit u angenommen haben. Die
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neuen BewegungsgroBen sind also m u und m’ . Mithin
hat die erste Kugel m (¢ — u) an BewegungsgroBe verloren,
wiihrend die zweite m’(u — ¢’) gewonnen hat. Beide Groen
miissen einander gleich sein, da auf beide Kugeln ja dieselbe
Kraft withrend derselben Zeit wirkt. Es ist also
m(c—u)=m'(u—¢),

oder die Geschwindigkeit nach dem Stof3
me-+m' e

m -+ m' )

Sind die Kugeln vollkommen elastisch, so hort die
Binwirkung derselben aufeinander bei gleichwerdender Ge-
schwindigkeit noch nicht auf, da die elastischen Krifte die
Kugeln wieder auseinandertreiben. Und zwar ist das Zeit-
integral vor und nach dem Gleichwerden der Geschwindig-
keiten gleich groB. Sind die Endgeschwindigkeiten v und ',
so werden wir haben

me—u)y=m (u—=¢c)=m@w—v)=m (v —u),
woraus dann folgt
g mc+ m' ¢
o m -+ W
und
me-+m' ¢
m -+ m’
Bei gleichen Massen wird
V=0 — OF
d. h. die Kugeln vertauschen, nach dem Stof ihre Ge-
schwindigkeiten. Ist m' = oo, ¢’ = 0, was wir beim Stof}
gegen eine feste Wand annehmen kénnen, so wird

A v

v"=—¢,

d. h. die Kugel wird mit unveréinderter Geschwindigkeit
zuriickgeworfen. :
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§ 13. Arbeit — Wegintegral der Kraft — kinetische Energie.

Wirkt eine Kraft K auf ein Bewegliches, welches in der
Richtung der Kraft den Weg ds zuriicklegt, so nennt man
K ds die Arbeit der Kraft K auf dem Weg ds. Das
ist z. B. der Fall, wenn wir ein Gewicht von der GréBe K

8y
um die Héhe ds heben. [ K ds ist demnach die Arbeit,

Sy -
welche die Kraft K von s, bis s, leistet. Es ist aber

8 Sy ¥ Sy 8y

S dz
flfds:fm d; ds:mfj—?ds:mfé—jdv
Sy So 8o 8y

m p2

Die Grof3e

nennen wir die lebendige Kraft oder

die kinetische Energie der Masse m. Es ist demnach
die Anderung der lebendigen Kraft des Beweg-
lichen gleich der Arbeit, welche die Kraft auf dem
Weg s,—s, geleistet hat.

Sy
Den Ausdruck /K ds nennt man das Wegintegral

So
der Kraft.

Nun zeigt die Erfahrung, daB keine Arbeit geleistet
wird, wenn eine Kraft senkrecht zur Bahn des bewegten
Punktes steht. Zerlegen wir demnach eine Kraft K, deren
Richtung mit der Bahn den Winkel einschlieBt, in zwei
Komponenten, deren eine K cos ¢ in die Richtung der Bahn
fallt, withrend die andere K sin senkrecht dazu steht, so
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leistet auf dem Weg ds nur erstere eine Arbeit von der
Grofle I cos @ ds.

Sind also Kraft und Weg nicht gleich gerich-
tet, so ist die geleistete Arbeit gleich dem-Pro-
dukt aus Kraft und Weg multipliziert mit dem
Kosinus des von den Richtungen beider einge-
schlossenen Winkels.

Eine jede Kraft K kénnen wir bekanntlich in drei senk-
recht aufeinanderstehende Komponenten X, Y, Z zerlegen.
Die Projektionen des Weges ds auf die Koordinatenachsen
sind entsprechend dz, dy, dz. Lassen wir nun die Kraft I{
auf dem Wege ds wirken, so leisten die drei Kraftkom-
ponenten die Arbeiten X dz, Y dy, Z dz. Wir konnen diese
drei GroBen addieren und zwischen den Grenzen s, und s;
integrieren. Wie leicht ersichtlich, ergibt dies

Sy

flede ordp s B

_f dr d2z }_iyﬂ d2y dz d3z i -
dt arr " dat dee TG ae

Sy
_ om [{d=z)\® dy\? dz\*1  mo? mog
—'2{(717) o (ﬁ)*’(dtﬂ— 9 e

So

Auch so kénnen wir die Beziehung zwischen Arbeit und
lebendiger Kraft darstellen, was besonders dann am Platz
ist, wenn gleichzeitig mehrere Kriifte auf einen Massen-
punkt m einwirken und die verschiedenen Richtungen der
Krifte mit dem Weg des Beweglichen nicht zusammen-
fallen.
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§ 14. Kraftfunktion — Potential — Gesetz der Erhaltung
der Energie.

Es kommt in der Natur der Fall hiufig vor, daB die drei
Kraftkomponenten, welche auf einen Massenpunkt wirken,
sich darstellen lassen durch

. oR _oF _oF
Roretiife el o

Wir nennen dann die Funktion F die Kraftfunktion. Der
negative Wert davon
H—sSap

ist das Potential der Krifte,
Durch Einfithrung dieser Begriffe kénnen wir unsere
Arbeitsgleichung folgendermaBen umgestalten. Ks ist
5
. dz dy dz
f(%z? a +Zﬁf) :

8o
$1

(ﬂ dz oF dy  oF dz)dt

EARF T iy e ok

So
S
ar m v, 2 2
:\/\E‘,—dt:Iﬂ* 40:‘1~—,LUO .
So

Die geleistete Arbeit ist also nicht nur der Anderung der
lebendigen Kraft, sondern auch derAnderungder Kraft-
funktion gleich.

Fiihren wir das Potential ein, so ergibt sich

m v?

n V0,2
et e B 0

2

+H,.
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Die Summe der kinetischen und der potentiellen
Energieist eine konstante GroBe. Man muB nimlich
.das Potential einer Energie gleichwertig erachten, weshalb
man es auch potentielle Energie oder Energie der
Lage nennt, da sie ja durch die Lage des Massenpunkts,
namlich durch seine Koordinaten bestimmt ist. Der von
uns zuletzt gewonnene Satz wird das Prinzip von der
Erhaltung der Energie genannt.

Als Beispiel eines Potentials konnen wir die Funktion
H = m gz 4 const.

ansehen, wenn wir unter ¢ die Beschleunigung der Schwere
auf| die Masse m und unter z die Hohe verstehen, in welcher
sich die Masse befindet. In der Tat ist dann

o0H oH

o0H
pem o LT A e S | I
- oz = oy franit 02

=—mg.
Kin Kérper, welcher lediglich der Schwerkraft unterworfen

ist, wird demnach der Gleichung gehorchen:

m v M 0>

+mgz=

-+ m g 2, = Const .

Das heiB3t: in jeder bestimmten Hohe z hat der Kérper auch
immer eine ganz bestimmte Geschwindigkeit v.

Schreiben wir die Gleichung

m v* m Vy%

2 2

=mg (2 — 2),

50 sehen wir ohne weiteres, daB die zum Heben des Ge-
wichts m g um die Héhe 2z, — #z nétige Arbeit durch die
Anderung der lebendigen Kraft beim freien Fall von 2, bis 2
bestimmt ist.
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§ 15. Keplers Gesetze — Gravitationsgesetz.

Aus den Gesetzen, welche Kepler fiir die Planeten-

bewegung fand, schlof Newton, daB zwei Punkte von den .

Massen M und m und der Entfernung » eine Kraft in der
Richtung r aufeinander ausiiben, die gleich ist

h Mm

r2

Es ist dies das beriihmte Gravitationsgesetz. Wir
wihlen das negative Vorzeichen, weil die Kraft den Ab-
stand » zu verkleinern sucht; % nennt man die Gravita-
tionskonstante.

Wir denken uns M fest und m vollkommen frei beweg-
lich. Da fiir die Lage der Bahn nur die Anfangsrichtung der
Bewegung von m und die Richtung der Kraft, welche in der
Verbindungsgeraden beider Massen liegt, maBgebend ist, so
findet die Bewegung in einer Ebene statt. Esgeniigt daher
zur Bahnbestimmung ein ebenes Koordinatensystem,
id dessen Ursprung die Masse M liegen soll. m habe die
Koordinaten «, y, der Radiusvektor » schlieBe mit der
y-Achse den Winkel ¢ ein; dann ist

T=rsing, y=rcosq.
Die Komponenten der Kraft parallel zur z- und y-Achsesind

- ?r h M m It o hMm g

® e
v @Ry  hMm _  hMm Ty

g T o Ay

Multiplizieren wir die erste dieser Gleichungen mit y, die

zweite mit £ und subtrahieren sie voneinander, so erhalten
wir

a2z %y
dit g dt?

y —0
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d | deo dy
o ar (y ar U a )—0
da dy 4
daher Y dt'_w:tdt_.; = 20,

wobel ¢ konstant ist.

Schreitet unsere Masse m in der Zeit dt um das Wegstiick
ds mit den Komponenten da und dy vorwirts, so be-
schreibt dabei der Radiusvektor » die Fliche

yde—zdy  1de

2 2
In der Zeiteinheit wird er demnach die Fliche
1 dz dy 2 do
9 RS Qs vl O WOR R AT, |t T it il M -
®) 2(”(” xdi) 3 at

bestreichen. Man nennt deshalb die GréBe ¢ auch die
Flichengeschwindigkeit der Masse m, die fiir unsern
Fall eine konstante GroBe ist.

dz

Multiplizieren wir die Gleichungen (8) mit T beziiglich
%-und addieren sie, so ergibt sich
misd I da)|? dy\®|  hMm [ da dy
£2 ﬁz[(m‘) % (m") ] TN e (“?z?+ Y a
hMm  dr v sl
BT T (*) ’
da ja 22 + y? = 12, mithin °
dx dy dr
A T e

ist.



30 Mechanik eines Massenpunlkts. §15

dir )2 dy i 2,
(ﬁ) 17 (W) B
wobei also v die Geschwindigkeit der Masse 7 bedeutet.
Sonach wird durch Integration

Ferner ist

m v2 h Mm

2 7 J e b

Die Konstante 4 finden wir leicht aus den Anfangsbedin-
gungen, fiir welche die Geschwindigkeit v, und der Radius-
vektor 7, gelten soll. Somit ist

U2 h M m
e

A
75
woraus folgt

m v? M Vg2 h M m h M m

(10)

So gestaltet sich der Satz von der Erhaltung der Energie
hMm

fiir unsern speziellen Fall. ¢ —

Potential der Kraft — h?z?i > wobei € eine willkiirliche

ist demnach das

Konstante ist.

Den unendlich kleinen Weg ds kénnen wir nun in zwei
Komponenten in der Richtung des Radiusvektor und senk-
recht darauf zerlegen. Diese sind dr und r dg, und es be-
steht die Beziehung

(d$)* = (dr)2 + (rdg)2,
mithin auch

_ [ds\2 [dr\®  ag)\e
st gedl
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Aus Gleichung (9) und (10) folgt nun leicht
dr dr dp dr 2¢ s, 2hM  2hRM  4c?
Tip el ,«2—i|/vo— S =

Diese (leichung kénnen wir noch verwandeln in

: . 2
To 1 1

2¢cdr
. i
ki 8 —dg.
]/ e e (hM 2c)2
= e s == T
To 4¢ 2¢ 7
Wiihlen wir
s 2h M h? M? =
U = | = or.
< To 4 ¢? =
M Zots
2¢ T b
so gewinnen wir die einfache Form
dz
:l: e — d(p .

Voi— 22
Das gibt integriert

2
arccos;:(p—i—(),
z=uacos(p + C).

Setzen wir nun fiir z wieder seinen Wert ein, so erhalten
wir nach einigen Umformungen

4 c2
h M

1——I—ﬁcos((p—|—0)

Wir wollen den Winkel ¢ so withlen, da8 fiir ¢ = 0 7 ein
Minimum wird. Dies ist der Fall, wenn wir die Konstante
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O = 7 setzen. Unsere Gleichung wird nun
4 c?
0 A e
o= -10—“— cos @
h M
Je nachdem

2¢a =

WM =
ist, haben wirin (11) die Gleichung einer Ellipse, Parabel
oder Hyperbel vor uns. Diese drei Kurven sind also an
die Bedingung

2h M

To

wey

VIA

=0

gekniipft, was man leicht erhilt, wenn man den Wert fiir o
wieder einfithrt.
Sind fiir eine Ellipse die beiden Halbachsen a und b,

: e el .
setzen wir a*> — b2 = ¢2 und — = ¢, so gilt die Gleichung
a o)

La a(l— .92)
1 4 € cos qo
Die Fliche der Ellipse ist f = ab = 7 a2 ]/1 . In

unserem Fall ist die Fliche aber auch gleich ¢ T, wenn T
die Umlaufszeit des Massenpunkts m um M ist. Es ist
demnach

e =ma? ]/ 1 — g2
oder

e R sl e

Gleichung (11) ergibt aber

4 ¢?

h M

=a(l— &P,
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mithin
2
2 M2 __ 2 8
I 7’ a W
oder
a® h M
02 T A

Den von uns gerechneten Fall konnen wir auf die Pla-
netenbewegung anwenden, wenn wir M als die Sonne, m als
cinen Planeten ansehen. Kepler fand dafiir folgende
Gesetze:

,1.Der Radiusvektor von der Sonne nach dem
Planeten beschreibt in gleichen Zeiten gleiche
Flichen.

9.Die Planetenbahnen sind Ellipsen, in deren
einem Brennpunkt sich die Sonne befindet.

3. Die Quadrate der Umlaufszeiten zweier Pla-
neten verhalten sich wie die Wiirfel der halben
groBen Achsen ihrer Bahnen.”

Wir finden diese drei Gesetze in den Gleichungen (9),
(11) und (12).

§16. Prinzip der virtuellen Verschiebungen.

Wirken auf einen Punkt verschiedene Kriifte nach ver-
schiedenen Richtungen und geben wir ihm eine sehr kleine
Verschiebung ds, so werden die Kriifte P dabei eine Ar-
beit 6.4 leisten, welche nach § 13 gegeben ist durch

04 =2Pdscos?,
wenn @ der Winkel ist, welchen Kraft und Verschiebungs-
richtung einschlieBen. Bs ist also
dscos @ =0p
die Projektion der Verschiebung auf die Richtung der Kraft.
Jiger, Theoretische Physik I. 3
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Ist nun
2Pdp—i0,

so wird bei der Verschiebung keine Arbeit geleistet,
d. h. die Kréifte miissen in der Verschiebungsrichtung eine
Resultierende gleich Null haben, sie miissen im Gleich-
gewicht sein.

Zerlegen wir die Kriifte nach den drei Achsen eines Ko-
ordinatensystems, so wird unser Gleichgewichtssatz
(13) 2Pop=Xoz-+YO0y+2%6z2z—0.

Sollen die Krifte nach allen Richtungen des Raums im
Gleichgewicht sein, so mufl

X0x=Yoy=2%02=0,
mithin auch
(14) RV —'7 1)
sein, da wir ja die Verschiebung auch in einer der Koordi-
natenachsen vornehmen kénnen, und dann die Projek-
tionen auf die beiden anderen von selbst gleich Null werden,
Die Krifte heben sich also wirklich gegenseitig auf.

Dieses Prinzip fiir das Gleichgewicht eines Systems von
Kriften nennt man das Prinzip der virtuellen Ver-
schiebungen. Es rithrt von Lagrange her und kann
etwa folgendermaBen formuliert werden: Ein Systemvon
Kriften befindet sich im Gleichgewicht, wenn bei
einer unendlich kleinen Verschiebung des An-
griffspunkts keine Arbeit geleistet wird.

Ist der Punkt nicht nach allen Richtungen frei beweg-
lich, sondern ist er genctigt, auf einer bestimmten Fliiche
oder Linie zu bleiben, so kann dies folgendermafen in Rech-

nung gezogen werden. Die Gleichung der Fliche, welche
der Punkt nicht verlassen kann, sei

H (2,9, 2) =0.
Geben wir daher dem Punkt eine Verschiebung s, deren
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Komponenten § z, 6%, 0z sind, so mufl auch die Gleichung

F(m—l—éw,y—l—éy,z—}—éz)

=F(x,y,z)+gF +——6 +—-6z—0

erfiillt sein und damit auch

oF
n oz —|~ 6 + a—»éz—O

Diese Gleichung laBt swh mlt (13) zu folgender vereinigen:
(X—I—l-—)é —I—(Y—|—l—)6 —l—(Z—l—? )63—0

wobei 1 ein willkiirlicher Faktor ist.
Diese Gleichung kann wegen der Willkiir des Koordi-
natensystems nur bestehen, wenn

(15) - Seb
0y
z+2311 it

Hiitten wir die Bedingung gestellt, der Punkt miisse auf
einer Linie bleiben, so wiren zwei Bedingungsgleichungen,
etwa f (2, 9, 2) = Ound f; (2, ¥, 2) = 0 zu (13) hinzugekom-
men. Das Resultat wire dann

X+ f—l—‘u afs =107

Ers
_Ji s
astang + Ay =0
A+16f o ,;
0z

3*
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4 und g sind ganz willkiirliche Faktoren, deren Wert sich
aus den vorhandenen Kriiften ermitteln 1i8t.

Nehmen wir an, ein Massenpunkt m, auf den nur die
Schwerkraft wirkt, soll auf einer Kugelfléiche bleiben, deren
Gleichung

2242+ 22— a2=0.
Bis ist also
or or oF

X=Y=0, Z=—mg, —a;=2x, »3-:;/-221 e

Nach den Gleichungen (15) ist daher

280 =20y =0,
das heilt
T=19=0.,

Fiir z folgt jetzt aus der Kugelgleichung
z2=-1a.

Der Massenpunkt ist also bloB an zwei Punkten, némlich
auf dem obersten und untersten der Kugel, im Gleich-
gewicht. Danach ergibt sich auch der Wert von 1 aus der
Gleichung

—mg42ia=0.

§ 17. Prinzip von &Alembert.

Dieses lautet: Sind die Krifte, welche auf einen
Punkt wirken, nicht im Gleichgewicht, so kénnen
wir immer eine Kraft hinzufiigen, welche ihnen
das Gleichgewicht halt, und sodann das Prinzip
der virtuellen Verschiebungen anwenden. Die
Komponenten der zugefiigten Kraft miissen natiirlich der
Gr6Be nach gleich, der Richtung nach entgegengesetzt den
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Komponenten der iibrigen Kriifte sein. Sind letztere
d?x ! d*y - d2z
de—AX, m T —7 MW—Z’
so muB} die hinzugefiigte Kraft, welche das Gleichgewicht
herstellen soll, die Komponenten — X, — Y, — Z haben.
Dann 158t sich nach Gleichung (13) das Prinzip in die Form
Kkleiden:

X d Al) ¥ 0 43 0
—m T4 —m—) Y+ —nzﬁ 2=

woraus wiederum leicht die gewchnlichen Bewegungs-
gleichungen

{ i diz d?y d?z
(16) X—?)LW‘:—Y—')N/ a2 =Z—/In-d‘ﬁ‘—_—0

folgen.

§ 18. Lagranges Bewegungsgleichungen erster Art.
Stellen wir die Bedingung, da der bewegliche Massen-
punkt m auf einer Fliche
F(x,y,2))=0
bleiben soll, so verwandeln sich mit Beriicksichtigung von
(16) die Gleichungen (15) nach Lagrange in

d?x oF
m'd——_X_i— oz’
d2y oF
(16a) Mo =Y 41 By’
m_g_z;_ 74 aF

was auf mehr Bedingungsgleichungen erweitert werden
kann. :
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Das Beispiel des § 17 liefert uns also folgende Bewe-
gungsgleichungen :

m——=2%z,

dt

a2
m dtij =21y,

d?z :
md_tz:—mg—i—2/.z.

Nach diesen Gleichungen muB sich demnach ein Massen-
punkt auf einer Kugelfliche bewegen, wenn er bloB der
Schwerkraft unterworfen ist.
Wir nehmen nun an, die Bewegung finde blof in der
(@, 2)-Ebene statt, und setzen
T=asing, z=— acos @ ,

d. h. wir zihlen den Winkel @ von der negativen z-Achse
aus. KEs sei ferner z gegen z immer sehr klein, was nur
méglich ist, wenn sin ¢ sehr klein ist. Es kann dann

sing =g, cosgp=1,
also
T=a@p, z2=—q

gesetzt werden, und wir erhalten die Bewegungsgleichungen

Pep 2]
. m %
und
O=—mg—21a.
Demnach ist 1 = — "9 ,nq
2a
d?e
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Das ist aber die aus § 9 bekannte Pendelgleichung, wobei
wir unter a die Pendelliinge zu verstehen haben. Tatsiich-
lich ist ja auch die dort behandelte Pendelbewegung nichts
anderes als ein spezieller Fall der Bewegung eines Punkts,
welcher auf einer Kugelfliche zu bleiben gezwungen ist.

§ 19. Erhaltung der Energie — Fallbewegung auf
willkiirlicher Bahn.

Wir multiplizieren die Gleichungen (16 a) der Reihe nach

mit d_:c beziiglich th’iJ und % und addieren sie; erhalten

also
L |de @z dy &y dz &
dt  di? t de i at di?

_m d[[dz\® [dy\* [dz\*| _ d m v?
=3 a 71?)+W+ﬁ Ty
oF dz OF dy 6 OF dz

=X+ 42 o (aw'lz7+ay dt "oz dt)

m 2

2
wir unter v seine Geschwindigkeit verstehen. Multiplizieren

wir beide Seiten unserer Gleichung mit dt, so gewinnen wir
die Form

2
d("”; ):de—i—Ydy 1 Zdz
(aF

ist die kinetische Energie des Massenpunkts, in dem

L4 dz +4d +A~dz .

Ts laBt sich nun leicht zeigen, daBl der Klammeraus-
druck auf der rechten Seite der Gleichung verschwindet.
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Wi fiihrten ja frither F¥ (2, 9, 2) = 0 ein. Zu einer spéteren
Zeit haben wir

oF oF oF

Aus diesen beiden Gleichungen folgt aber ohne weiteres,
daB der mit 2 multiplizierte Ausdruck in der Gleichung fiir

2
d ( m; wegfillt und nur bleibt

.2
d("”’ ):Xda:+Ydy+Zd.e,

2

was nichts anderes als der bekannte Satz von der Erhaltung
der Energie ist (§ 14), der somit auch dann gilt, wenn der
Punkt gezwungen ist, auf einer bestimmten Fliche oder
Linie zu bleiben. Wir kénnen daher das Beispiel des § 14
noch dahin erweitern, daB wir sagen: Ein Koérper, der nur
der Schwerkraft unterworfen ist, hat in jeder bestimmten
Hohe eine ganz bestimmte Geschwindigkeit. Wie be-
schaffen dabei die Bahn ist, auf welcher der Korper fillt
oder steigt, ist ganz gleichgiiltig.

Mechanik starrer Korper.

§ 20. Punktsystem.

Alle Lehrsitze, welche wir in den vorhergehenden
Paragraphen fiir die Bewegung eines Massenpunkts
kennengelernt haben, gelten auch fiir ein Punkt-
system. Unter einem solchen versteht man einen Kom-
plexvonMassenpunkten,derenBewegungdurch gegen-
seitige als auch durch #uBere Krifte beeinfluB3t wird. Wir
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brauchen zur Lésung eines speziellen Falls nur die Bewe-
gungsgleichungen unter Beriicksichtigung aller vorkom-
menden Krifte fiir einen jeden Punkt aufzustellen.

Erst an einem System materieller Punkte kénnen wir
so recht den Nutzen der verschiedenen Prinzipien erkennen.
So geniigt z. B. zur Gleichgewichtsbestimmung der ein-
fachen Maschinen vollkommen das Prinzip der virtuellen
Verschiebungen.

§ 21. Sehwerpunkt — Massenmittelpunkt.

Ist die gegenseitige Lage der materiellen Punkte
unverinderlich, so haben wir einen starren Korper
vor uns. Auf diesen wirke nur die Schwerkraft, und wir
stellen uns die Frage, ob es einen Punkt gibt, welcher unter-
stiitzt den Kérperin jeder beliebigen Lage im Gleichgewicht
halt.

Wir benutzen zur Beantwortung dieser Frage das Prin-
zip der virtuellen Verschiebungen. Nach § 17 muB fiir ein
Punktsystem die Gleichung

2(Xox+Yoy+2Z0dz)=0

gelten. Fiir die Schwerkraft reduziert sich diese Gleichung
auf
' X4 03—0

da diese ja nur parallel zur z-Achse wirkt, weshalb von
vornherein

N— YV —0
zu setzen ist.

Wir verlegen den Unterstiitzungspunkt in den Ur-
sprung des Koordinatensystems und geben dem Kéorper nur
eine kleine Drehung d ¢ um die y-Achse. Ein Punkt in der
Entfernung r von der y-Achse von der Masse m und der
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Abszisse x erhiilt die Verschiebung

: 0s=rogp,
deren Komponente

&z:&s%:xé(p

ist. Die Schwerkraft leistet dabei die Arbeit — m gzop,
welche fiir siimtliche vorhandenen Massenpunkte zusam-
mengenommen gleich Null sein muB. Daraus folgt

Z—mgrdp=—gépEma—0,
also auch
Zmzr=0.

Vollfithren wir die Drehung um die z-Achse, so erhalten
wir als Gleichgewichtsbedingung

2my=0.

Da es nun fiir den Unterstiitzungspunkt gleichgiiltig sein
soll, welche Lage immer der Korper einnimmt, so folgt,
daB auch

2Zmz=0
sein muf.

Selbstverstiindlich gibt es fiir jeden Korper einen Punkt,
welcher diesen Bedingungen geniigt. Man nennt ihn den
Schwerpunkt des Kérpers oder auchdenMassenmittel-
" punkt; denn man kann sich in ihm die gesamte Masse
des Kérpers vereinigt denken, da nur dieser Punkt
unterstiitzt zu werden braucht, um der Schwerkraft das
Gleichgewicht zu halten.

Liegt der Schwerpunkt nicht im Ursprung des Koordi-
natensystems, sondern hat er die Koordinaten &, 7, €, 80
kénnen wir die Koordinaten der einzelnen Massenpunkte

L= +&; Y=Yitn 2=z -+
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setzen. Wiederum muf} dann gelten

Drme By— 2 Y— 2 ey —0%

also auch
Zm(z—& =0,
woraus folgt
2Zmx=£&EXm,
oder
Zma Zmy Xmz
= STe Al s Sl s R o T

Das sind die Formeln, nach welchen man den Schwer-
punkt des Korpers findet.

§ 22. Schwerpunkt einer Linie.

Haben wir einen linienférmigen Kérper, etwa einen
Draht, dessen Lingeneinheit die Masse y besitzt, so ist fiir
denselben _

2m=fudl=pl,
Zmz=fuzdl=pypfzdl,

wenn wir unter [ die Linge des Kérpers verstehen. Danach

wird
£ Sedl  [fzdl
SH AR
s liege z. B. ein Kreisbogen von der Linge ! und dem
Offnungswinkel 2 ¢, symmetrisch zur 2-Achse in der (z, 2)-
Ebene. Fiir ihn ist 2 = r cos ¢, dl = r d, daher
+ @o

fwdl:fr2cosq)d(p=21'2sin(po
~ Po
und
£— 27%sing,  cor

l l
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wenn ¢ die Linge der Sehne ist. Fiir den Halbkreis gilt
somit, da ¢ = 2 ¢ und | = 7 7 ist,
2r
S

JT

§ 23. Schwerpunkt einer Fliche.

Nach demselben Vorgang wie bei einem linienférmigen
Kérper erhalten wir fiir einen flichenférmigen die Glei-
. chung
Z £ SzdF
i
< wobei ' die Fliche des Korpers
bedeutet. Analoge Formeln er-
geben sich fiir 7 und ¢.
Wir wollen z. B. aus einer
Fig. 3. Parabel, deren Gleichung
22=2pz

ist, eine Fliche herausschneiden, welche von den Strecken
a, ¢ und dem Parabelbogen (Fig. 3) begrenzt ist. Wir finden

a a
o= Z(lx:fvzi?ﬁd-’t:%]/ﬂa]/ﬁ: 2ac,
0 0
ferner

[zar= fmdmdz:fxzdw = [2V2p o dz = 312pat.

Das ist zwischen den Grenzen 0 und ¢ zu nehmen, daher

JzdF = Z2a%c

und
JSxdF ‘

= — 2,

é F e ]
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Gleicherweise finden wir

(=4%2¢.
Tragen wir & und { als Abszisse und Ordinate auf, so haben
wir den Schwerpunkt S (Fig. 3) gefunden.

§ 24. Schwerpunkt eines Korpers.

Fiir einen Korper ist

_ J=adV _ Sydv _ frzdV
5—7177: n——r/*, C_' Vv >

wobei V das Volumen des Korpers bedeutet.

Als Beispiel fiir eine derartige Schwerpunktsberechnung
moge folgende Aufgabe gelost werden. Es ist der Schwer-
punkt eines Kugelsegments zu
bestimmen. Die Gleichung der - e
Kugel sei :

mz—[—y2—|—zz-———a2.v :

Wir legen durch den PunktA X
(Fig. 4) eine Ebene senkrecht
zur z-Achse und in der Ent-
fernung d« eine parallele dazu.

Dadurch wird aus der Kugel Fig. 4.
eine Scheibe vom Volumen
nACtdz=m (a®— z2) dz

herausgeschnitten. Das Volumen des Kugelsegments ist
demnach

a
2 a® 3)
V:ﬂf(az—xz)dm:n _;___aﬁa_l_%_ A

wobei ¢ der kleinste Wert von z ist. Ferner haben wir zu
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bilden a
§V=fffxdmdyd~=fnx(a2— z?)dz
bt et et
e R 4
Betrachten wir den Fall der Halbkugel, so & = 0, dann
3a
E N

§ 25. Guldins Theorem.

Wenn die ebene Kurve 4B (Fig. 5) um die Achse o z
rotiert, so erzeugt sie eine Rotationsfliche vom Inhalt

O0=2axfz2dl.
Z
ds. B 2
A
>4
X u§ “ X
Fig. 5. TFig. 6.

Fiir die Ordinate des Schwerpunkts gilt

5 zdl
p= il

daher ist
O0—2mw71.
Das heift: alle Kurven von derselben Linge und
demselben Schwerpunkt erzeugen Rotations-
kérper gleicher Oberfliche.
Es rotiere z. B. ein Halbkreis (Fig. 6). Die dadurch
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entstehende Kugeloberfliche ist
dga?=2xnl - ma=2na%al,
woraus
2a
7

e

folgt, was wir bereits im § 22 gefunden haben.
Durch die Rotation des Kreises (Fig. 7) erhilt man
einen Wulst. Dessen Oberfliche mufl nach unserer Regel

0=2mb-2mc=4nm2bec 7z
sein.
Lassen wir anstatt einer
Kurve ein beliebig begrenztes
Stiick I der z z-Ebene um die
z-Achse rotieren, so gilt fiir X

dessen Schwerpunktsordiné,te
die Gleichung Fig. 7.

GH—=fiddzdz.
Das Volumen des Rotationskérpers ist
Jf2mzdxdz=2nlF .

Als Beispiele dafiir konnen uns die bereits betrachteten
Tille dienen. Der Inhalt der durch Rotation des Halb-
kreises (Fig. 6) entstehenden Kugel ist

47ma® T a?
el
woraus folgt
4a
‘= Bwl

Fiir den Inhalt des Wulstes (Fig. 7) ergibt sich

2mb-we2=2nm2bc?.
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Diese Beziehung zwischen Oberfliiche und Tnhalt eines
Rotationskérpers und der Schwerpunktordinate der er-
zeugenden Kurve resp. Fliche bildet den Inhalt des nach
seinem Entdecker Guldin benannten Theorems.

§ 26. Ortsveriinderung eines starren Korpers.

Jede Lageniinderung eines starren Kérpers kann in
zwel Vorgiinge zerlegt werden, nimlich in eine Ortsver-
dnderung des Schwerpunkts, wobei sich alle itbrigen
Punkte parallel zum Schwerpunkt und zu sich selbst be-
wegen, und in eine Drehung um den Schwerpunkt.

Jedes Kriiftesystem, das eine Resultierende gibt, die
nurim Schwerpunkt angreift, wird nur eine Parallel-
verschiebung des Kérpers bewirken konnen, aber keine
Drehung, wie wir dies am Beispiel der Schwerkraft gesehen
haben. Umgekehrt diirfen Krifte, welche nur eine Dre-
hung des Korpers um den Schwerpunkt hervorbringen
sollen, keine Komponente besitzen, welche im Schwer-
punkt angreift.

§ 27. Kriiftepaar.

Zwei Krafte, welche gleich grof} und entgegen-
gesetzt gerichtet an zwei verschiedenen Punkten
eines Korpersangreifen, nennt man ein Kriftepaar.
Dieses hat die Eigenschaft, keine Schwerpunktsbewe-
gung bewirken zu kénnen, was man unmittelbar aus einer
virtuellen Parallelverschiebung des Korpers erkennt. Jede
Kraft leistet dabei dieselbe Arbeit, aber in entgegen-
gesetztem Sinn, d. h. die Gesamtarbeit ist gleich Null, be-
ziiglich des Schwerpunkts befinden sich die Krifte im
Gleichgewicht. Die Drehung des Kérpers muB um eine
Achse vorsich gehen, welche durch den Schwerpunkt geht.
Die Bestimmung ihrer Lage zur Ebene des Kriftepaars soll
spiter (§ 37) erortert werden.
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§ 28. Drehungsmoment — Triigheitsmoment.

Infolge des Kraftepaars 4B (Fig. 8) dreht sich ein
Korper um die feste Achse O, welche senkrecht zur Bild-
ebene zu denken ist. 4 und B seien die Angriffspunkte der
Krifte P. Thr Abstand
von O sei ¢ und b und
die Senkrechten von O
auf P entsprechend p;
und p,.

‘Wir lassen den Korper
eine Drehung um den
Winkel d¢ machen. Da-
bei leisten die Krifte P
die Arbeit

Padgpcosae = Pp0¢

und

Pbogpcosff= Pp,0g.

Die Gesamtarbeit ist also
Pp+p)dg=Ppog,

wenn wir mit p den Abstand 4’ B’ der parallelen Krifte

bezeichnen.

Ein Massenpunkt m im Abstand r von der Drehungs-
achse beschreibt den Weg

Fig. 8.

s=10¢Q.
Die Kraft, welche auf ihn wirkt, ist gegeben durch
d?s 2

m W:m'rﬁz—-

Das Produkt aus Kraft und Weg ergibt sodann die ge-
2

leistete Arbeit m 12 %—tg 0 . Die Summe davon fiir alle
dt*

Jiger, Theoretische Physik I. 4
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Massenpunkte muB gleich der Arbeit des Kriftepaars sein:

2
E?)L.rz%;—p-—étpzljpé(p

oder
R
am) 71—272»” = P

Die GréBe Pp wird das Drehungsmoment des
Kriftepaars genannt, Die GroBe m %, d. h, das Produkt
aus der Masse eines Punkts in das Quadrat seiner Ent-
fernung von der Drehungsachse nennt man sein Trig-
heitsmoment. Die Summe aller Trigheitsmomente X1
heilt dann das Triigheitsmoment des Kérpers beziiglich
der Achse O,

§ 29. Ahnlichkeiten zwischen geradliniger und drehender
Bewegung — Drehimpuls.

Falls ¢ der Drehungswinkel ist, welchen ein Kérper in
einer bestimmten Zeit beschreibt, so kénnen wir in Analogie

d
zur geradlinigen Bewegung (% seine Winkelgeschwin-
12 ) A 3
digkeitund %g seine Wlnkelbeschleunlgung nennen.

Fiir eine bestimmte Lage der Drehungsachse ist das
Trigheitsmoment eine konstante GréBe. Wir erfahren dann
aus Gleichung (17), daB das Drehungsmoment einfach pro-
portional der Winkelbeschleunigung zu setzen ist. Wir
kénnen also die drehende Bewegung eines Kérpers mit der
Bewegung eines Massenpunkts in vollstéindige Analogie
bringen, wenn wir die Begriffe der Masse, Beschleunigung
und Kraft durch jene des Trigheitsmoments, der Winkel.
beschleunigung und des Drehungsmoments ersetzen. Das
Zeitintegral (§ 11) des Drehungsmoments ist das
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Produkt aus Trigheitsmoment und Winkelgeschwindig-
keit, das man mit dem Namen Drehimpuls bezeichnet.

Die Analogie geht noch weiter. Projizieren wir die
Tliche, welche der Radiusvektor eines Massenpunkts bei
der Drehung um einen gewissen Winkel beschreibt, auf
die drei Ebenen eines rechtwinkeligen Koordinatensystems,
so kénnen wir die so erhaltenen Flichen als von Drehungen
herrithrend ansehen, welche der Punkt um die z-, y- und
s-Achse macht. Es sind das also die drei Komponenten,
wihrend umgekehrt die urspriingliche Drehung die Re-
sultierende dieser drei Komponenten ist.

Dasselbe gilt auch fiir das Drehungsmoment P p. Wir
kinnen es durch ein Rechteck von den Seiten P und p
darstellen. Die Projektionen auf die drei Koordinaten-
ebenen bilden dann wieder Parallelogramme, deren Fliche
die GroBe der Drehungsmomente um die z-, y- und
z-Achse darstellt.

Unsere Gleichung (17) sagt gar nichts dariiber aus, wo
die Angriffspunkte der Krifte zu liegen haben und wie
diese gerichtet sind. Daraus geht ohne weiteres hervor,
daB man ein Kriftepaar, ohne seine Wirkung zu
indern, in jeder Weise verschieben kann, wofern
nur die Normale zu seiner Ebene immer dieselbe Rich-
tung behalt.

§ 30. Kriifte, welche nicht im Schwerpunkt eines
starren Korpers angreifen.

Wir lassen nun ganz allgemein eine Kraft K (Fig. 9) in
einem beliebigen Punkt 4 eines starren Korpers von der
Masse M angreifen. Im Schwerpunkt S bringen wir zwei
neue Krifte K’ und K" an, welche entgegengesetzt ge-
richtet, im iibrigen jedoch der Kraft K parallel und gleich
sein sollen. Infolge der Kraft K’ = K wird der Korper
eine fortschreitende Bewegung erhalten, fiir welche wir

4%



59 Mechanik starrer Korper. §31

die Gleichungen aufstellen kénnen, als wire die ganze
Masse M im Schwerpunkt vereinigt.  Gleichzeitig erhiil
der Kérper aber auch durch das Kriifte-
paar K 4 S eine Drehung um den Schwer-
punkt, wie sie im § 27 erortert wurde.
Die Kraft K habe die Komponenten

X, Y, Z, der Angriffspunkt die Koordi-
naten z, y, 2. Die Kraft X erzeugt somif
um die y-Achse ein Drehungsmoment
Fig. 9. X 2z, um die z-Achse das Moment — Xy,
Ahnlich verhiilt es sich mit den Kriiften Y

und Z, so daB wir um die z-Achse das Drehungsmoment-

Zy—Yz

und gleicherweise um dje y-Achse das Moment
Xez—Zg

und um die z-Achse
Yz— Xy

erhalten. Wir miissen nimlich ein Drehungsmoment positiv
oder negativ setzen, je nachdem es, gegen den Ursprung
des Koordinatensystems betrachtet, eine Drehung im Sinne
des Uhrzeigers oder eine entgegengesetzte hervorbringt.

§ 31. Triigheitsmoment um eine beliebige Achse.

Wir hiingen einen Kérper so auf, daf er sich nur um
eine Achse senkrecht zur Bildebene 4 (Fig. 10) drehen
kann. Wir suchen beziiglich dieser Achse das Triigheits-
moment X' 72,

Den Schwerpunkt O machen wir zum Ursprung eines
rechtwinkeligen Koordinatensystems. Die 2-Achse geht also
durch 4 und es sei 0 4 — d. Dann ist

M= g9 rdcosa ,
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und das Triagheitsmoment
Zmrt=Xmr24+d2Zm—2dXmrcosx.

Nun ist aber Xm= M, d. i. gleich der Masse des Korpers,
withrend

Zmricosa=2mz=0

ist, da die Koordinatenachse durch
den Schwerpunkt geht. Es bleibt also

Zmrt—=2mrd = Ma>:

Das Triigheitsmoment um eine will-
kiirliche Achse setzt sich also aus zwei
Trigheitsmomenten zusammen. Das
eine M d? wire vorhanden, wenn wir Tig. 10.

uns die gesamte Masse des Korpers

im Schwerpunkt vereinigt déchten. Dazu kommt noch
ein Triigheitsmoment beziiglich einer Achse, die durch den
Schwerpunkt des Kérpers geht und zur eigentlichen Dre-
hungsachse parallel ist.

§ 32. Physisches Pendel — reduzierte Pendellinge.

Fin starrer Korper soll sich nur um die y-Achse drehen
konnen. Das Drehungsmoment ist dann nach §30 Xz—Z 2.
Drehende Kraft sei nur die Schwere. Ein Massenpunkt be-
sitzt daher die Kraftkomponenten

X=0, Z=—mg,
die ein Drehungsmoment m g z erzeugen. Das gesamte
Drehungsmoment des Korpers wird also
Zmgz=gME§
sein, wenn M seine Masse und & die Schwerpunktsabszisse ist.
Nach (17) gilt nun die Gleichung
e
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wenn wir das Trigheitsmoment des Kérpers X m 12 — K
setzen. Ist der Abstand des Schwerpunkts von der Dre-
hungsachse @ und schlieBt sein Radiusvektor mit der
z-Achse den Winkel ¢ ein, so & = ¢ sin @, der Winkel mit
der negativen z-Achsey =z — @. Die Gleichung wird jetzt

A2y gMa .
Siet s Y
Das ist aber genau dieselbe Gleichung, wie wir sie fiir das

gMa
K

durch Tq ersetzen. Wir nennen daher einen in dieser Weise

einfache Pendel in § 9 erhalten haben, wenn wir

schwingenden Korper ein physisches Pendel im Gegen-
satz zum einfachen oder mathematischen Pendel.
Dieses hat eine Schwingungsdauer

t=xn]/—,

das physische hingegen

A Ho
e gM a

Fiir gleiche Schwingungsdauer muf also

W 8

" Ma
sein, weshalb man diese Grife auch die reduzierte
Pendellinge nennt.

§ 33. Reversionspendel.
Wir wissen bereits, daB das Trigheitsmoment,
K =T M g2
ist, wobei wir unter T das Triigheitsmoment beziiglich einer
parallelen Achse durch den Schwerpunkt verstehen.
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Die reduzierte Pendelléinge ist demnach
Vi e - el
" Ma Ma

Zur Bestimmung von ¢ erhalten wir eine quadratische
Gleichung

(18) az——al—]—jfg:o,

l +a.

Die Wurzeln dieser Gleichung seien a; und a,. Ziehe ich
daher um den Schwerpunkt zwei Kreise in der (z, z)-Ebene
mit den Radien a, und a,, so hat der Kérper fiir jeden Auf-
hiingepunkt, der in eine solche Kreisperipherie fillt, dieselbe
Schwingungsdauer, deren reduzierte Pendelléinge, wie aus
(18) folgt, I = a, -+ @, ist.

Sucht man daher zwei Punkte auf, welche mit
dem Schwerpunkt in einer Geraden liegen, vom
Schwerpunkt verschiedene Entfernung haben,
aber gleiche Schwingungsdauer besitzen, so ist
der Abstand dieser Punkte die reduzierte Pendel-
linge. Ein solches Pendel nennt man ein Reversions-
pendel, und es dient dazu, die Beschleunigung der Schwere
¢ zu ermitteln.

Kenne ich den Schwerpunkt, so ist mir auch a; und a,,
folglich auch nach der Gleichung

4¢
M
welche aus (18) folgt, das Trigheitsmoment bekannt.

=0y do;

§ 34. Trigheitsmoment eines Parallelepipeds.

Wir nehmen den Mittelpunkt des Parallelepipeds als Ur-
sprung eines Koordinatensystems an, dessen Achsen parailel
den Kanten des Parallelepipeds liegen. Die Drehachse falle
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mit der y-Achse zusammen. Das Trigheitsmoment £ m 12
ist daher gegeben durch

+a +b +ec
T=f‘/‘fg(:c2+22)dwdydz=Lagcg(a2+-c2)
-a —-b —e¢

= @,
wenn wir die Kanten des Parallelepipeds 2 a, 2 b und 2¢
nennen, ein Massenteilchen -
: m=opdzrdydz
setzen, wobei g also die Masse der Volumeinheit, die Dichte
des Kérpers ist, und iiberlegen, daBl 72 = 22 - 22 igt,

Wir nehmen nun an, das Prisma sei sehr schmal, so daf
@ gegeniiber ¢ vernachléissigt werden kann., Dann ist

Fiir dieses Prisma suchen wir zwei Aufhiingepunkte, die ein
Reversionspendel ergeben.. Nach Gleichung (18) haben wir
2

az—la,—}——;—::o,

DTS
! Sl
i l/z :
() e L A ——
2

Ist die Gesamtlinge des Stabes 2 ¢ — L, so erhalten wir
fiir ¢ nur dann einen méglichen Wert, wenn

Y
2

3 < 12,
Ferner muB aber auch

Wi

e > a

2
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sein, woraus fiir ein Pendel von gegebener Schwingungs-
dauer ganz bestimmte Grenzen der Stablinge folgen. Fiir
ein Sekundenpendel liegen dieselben ungefihr zwischen 150
und 170 cm.

§ 35. Triigheitsmoment einer Kugel.

Der Mittelpunkt der Kugel sei der Ursprung eines recht-
winkeligen Koordinatensystems. Wegen der aliseitigen
Symmetrie ist natiirlich fiir jede Achse durch den Mittel-
punks das Triigheitsmoment dasselbe. Fiir eine Kugelschale
vom Radius r gilt daher

T=Xm(y?+ 22 =2Zm(a?+22) =Zm(a + y?) .
Alle drei Summen addiert, ergibt
3T=23m(x2+y®+22)=22mq?,

oder
BE= g m .

kénnen wir

m=4mor2dr
setzen, und es wird L

4 IE=g 2|
Z’mrzzxi-ngffr"d*r———‘_?’,‘nék%; RS | <
0 \\ \ e /@/

AN AT T

wenn 7 jetzt der Radius der Vollkugel ist. Die-Matsetoser

Kugel ist
M=4%mord.
Das Triigheitsmoment der Vollkugel kann daher auch ge-
schrieben werden
T=%2Zmr2=% M7

Hingen wir demnach eine Kugel an einem sehr diinnen
Draht von der Linge L auf, dessen Masse gegeniiber jener
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der Kugel vernachléissigt werden kann, so wird die redu-
zierte Pendellinge
2 2 2
l——~£= 2 M +(L+T)M:L+r—{—3—7—-
Ma M (L + 7) 5 L+r

Es ist die reduzierte Pendellinge also gréBer als die Ent-
fernung des Kugelmittelpunkts vom Authéingepunkt, doch
wird der Unterschied fiir eine kleine Kugel sehr gering,

§ 36. Trigheitsellipsoid.

Die Achse 04 (Fig. 11) werde als Drehungsachse ge-
wiiblt. Sie bilde mit den Koordinatenachsen die Winkel o,
B, y. Ein Massenpunkt m
habe die Koordinaten z, 9,
z, also 72 = 22 | 92 | 22,
und es schlieBe » mit 04
den Winkel $ ein. p sei die
Entfernung des Punkts m
von der Drehachse. Dann
ist das Trigheitsmoment

2'm p? = X m 92 sin2
fae. 1. =2m (2 — r2cos? ).

Wir wissen weiter, daB

x z
cos ¥ = TCOSOL—}—lCOSﬁ—{—h@OSy,
r T

wonach wir fiir das Trigheitsmoment erhalten
K = 2Xm (r* — 12 cos? 9)
=2m (224 y2+ 22 — g2 cog? o — Yy cos® f — 22 cos?y

—2yzcos fcosy — 2z x o8 y cosa — 2 y cosa cosf).
Bedenken wir noch, daB

cos® o + cos? f + cos?y =1,
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also
2% — 22 cos? o0 = 22 cos? } -+ 22 cosZy
usw. ist, so konnen wir das Triigheitsmoment leicht auf die
Form bringen:
K =: cos?a X m (y2 + 2%) + cos? f X m (22 + x?)
+ cos?y X'm (2% + y?) — 2 cos feospy Zmy 2z
— 2cosycosaXmza— 2cosacosfrmay.
Wir wollen nun von O aus auf der Achse O 4 die Strecke

AN
VK

abschneiden. Es ist daher

1
= A cos?a 4 Bcos?ff + Ccos>y — 2D cos f§ cosy

ot

N.:

Q)

— 2 Ecosy cosoe — 2 F cos o cos ff .

Wir haben hier 2'm(y? + 22) = 4 usw. gesetzt.

Fiir N seien die Koordinaten &, #, §, also ON cos «
= &, usw. Dann folgt fiir unsere Gleichung, wenn wir beide
Seiten mit ON? multiplizieren,

1=A482 4+ B2+ 02—2Dnl —206C0&—2F&q.

Das ist die Gleichung eines Ellipsoids. Ein Hyperboloid
kann sie nicht darstellen, weil sonst auch Trigheitsmomente
von beliebig kleiner GréBe vorhanden sein miifiten, was ein
Widerspruch wiire.

Fallen die Koordinatenachsen mit den Achsen des Ellip-
soids zusammen, so erhalten wir eine einfachere Gleichung,
welche nur die Glieder mit £2, %2 und {2 enthalt.

Fiir einen jeden Kérper ist also fiir jede beliebige Dre-
hungsachse durch obiges Ellipsoid das Trigheitsmoment
gegeben, weshalb man es auch das Tragheitsellipsoid
nennt, Dasselbe kann fiir spezielle Fille natiirlich auch ein
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Rotationsellipsoid oder eine Kugel sein. Die drei Achsen
des Ellipsoids nennt man die Hauptachsen des Trig-
heitsmoments oder kiirzer die Hauptachsen der
Tréagheit.

§ 37. Bewegung eines starren Korpers um einen festen
Punkt — Eulersche Gleichungen.

Wir machen den festen Punkt, um welchen die Drehung
des Kérpers stattfinden soll, zum Koordinatenursprung
eines rechtwinkligen Koordinatensystems. Die Winkel-
geschwindigkeit 4 habe die Kom-
ponenten p, g, 7. Die Bewegung,
welche ein Punkt infolge einer
Kkleinen Drehung um die z-Achse
macht, ergibt sich leicht aus
Fig. 12. 1In derselben ist die z-
Achse senkrecht zur Bildebene
gedacht. In der Zeit d¢ gelange
der Punkt M nach M’. Diesen
Weg zerlegen wir in die Kompo-

nenten M P parallel zur y-Achse
und PM’ parallel zur z-Achse. Nun ist

MP:—W“sin(p:—éﬂpdtsincp:—zpdt,

Fig. 12.

da O M sin @ = zdie Ordinate des Punktes M ist, Gleicher-
weise ergibt sich parallel zur z-Achse

PTW’:ypdt.

Auf analoge Weise konnen wir die Drehungen um die y- und
z-Achse in Bewegungen parallel zu den drei Achsen zerlegen,
Infolge séimtlicher drei Drehungen wird also der Punkt

) skl g
eine Geschwindigkeit [T;c parallel zur z-Achse usw. erlangen,




§ 37 Bewegung eines starren Kérpers usw. 61

welche wir leicht erhalten, wenn wir den gesamten Weg
parallel zur Achse durch die Zeit dt dividieren. Das Er-
gebnis ist v

d:z:_ "

H—QZH'Z/,
%zti:ra:——pz,
dz__ ey
dt _“py ql.

Erinnern wir uns nun, daf das Drehungsmoment um
die z-Achse durch Z y — Y z (§ 30) gegeben ist, wobei
Y=2m @y und Z = X uts

= 2 =

az " "
wegungsgleichungen des Korpers finden, wenn wir unsere

so koénnen wir die Be-

d
Werte fiir d—f usw. benutzen,

Wir bilden vorerst

y%—Z%%'=pyz~qu—v‘wz+p32
=P+ —2z(qy -+
:p(z2+y2+z2)—m(g)x+qy+7'z)
=pe*--z(prt+qy+re),
wobei 22 - y? + 22 = p2 gesetzt wurde.

Durch Differentiation dieser Gleichung nach ¢ erhalten
Wir nun

&z Ay
Vae 7 ap

_dp dz dp , dg dr)
T il dp BRI A G T s



62 Mechanik starrer Korper. §37

Das Glied
dx dy dz
e e e
Es sind nimlich P “y 4 ? D die Richtungskosinus der
w’ ow’ w

Drehungsachse, und das vernachlissigte Glied stellt demnach
nichts anderes als die mit w multiplizierte Geschwindigkeit
parallel dieser Achse dar. Eine solche Geschwindigkeit ist
aber nicht vorhanden.

Wir setzen nun anstatt = wieder seinen Wert g z — 1y

ein, multiplizieren ans, summieren iiber simtliche Massen-
punkte und lassen die Koordinatenachsen mit den drei
Haupttrigheitsachsen zusammenfallen. Fiir diesen Fall
werden alle Glieder, welche die Koordinaten nicht als Qua-
drate enthalten, gleich Null, und es bleibt uns nur

d*z  d?g d
Zm(yw —z#) = %Zm (2 4-2%) + qr Zm (y2 — 22).

Nennen wir nun die Drehungsmomente um die drei
Achsen L, M, N, die Trigheitsmomente 4, B, C, so er-
halten wir die drei Gleichungen

1
A%+(0_B)qo-:L :
d
(19) B—dg——i-(A—C)rp:l\il,

dr
c i TB—4)pg=N.
Wir kénnen nimlich X'm (y2 — 22) = X (22 - y2— x2—22)
= (' — B setzen. '

~ Diese Gleichungen wurden von Euler aufgestellt. Sie
setzen voraus, da$ die Haupttriigheitsachsen mit den Ko-
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ordinatenachsen zusammenfallen. Das wird aber, wenn die
Drehungsachse mit der Zeit ihre Lage iindert, im all-
gemeinen nicht der Fall sein. Dem kénnen wir jedoch aus-
weichen, wenn wir einfach nach dem Vorgang Eulers
wihrend der Rotation des Kérpers das Koordinatensystem
sich ebenfalls so bewegen lassen, daB die aufgestellte Bedin-
gung erhalten bleibt.

§ 38. Freie Achse.

Ein Kérper drebe sich sehr rasch um die z-Achse, habe
hingegen sehr geringe Winkelgeschwindigkeiten um die z-
und y-Achse. Hsist also r gegen p und g sekr groB, so daf
wir das Produkt p g gegen r vernachlissigen kénnen. Ferner
soll an unserm Korper kein Drehungsmoment angreifen,
also = M = N = 0 sein. Wir erhalten dann aus den
Gleichungen (19)

dr
TR
7 = const.
Setzen wir nun
Gl P 4—-C e
F e Beriae
so ergibt sich weiter
dp
il =0
g T4
dq
= =0
dr THD
Differenzieren wir die erste Gleichung nach #, so
d*p aq _
T e b,
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und fiir % seinen Wert aus der zweiten Gleichung eingesetzt
d?p
dt?

Nach dieser Gleichung ist p eine periodische Funktion
der Zeit, wenn 1 u negativ ist, eine exponentielle, wenn ] U
positiv (§§ 9, 10). In letzterem Fall wird unsere Gleichung
aber wertlos, da wir sie ja unter der Bedingung abgeleitet
haben, dall p immer klein bleibe. Wir haben also lediglich

: (C—B)d— 0)r? .
zu untersuchen, wann 4y = — T R negativ

ek 3 A
ist. Dies trifft in zwei Fillen zu, entweder wenn ¢ > B’

A . : : : 4
oder wenn C < B ist. Das eine Mal ist also die Rotations-

=lup.

achse die groBte Hauptachse der Trigheit, das andere Mal
die kleinste.

In diesen beiden Fillen kann ein rasch rotierender Kor-
per kleine St68e und sonstige Stérungen erleiden, ohne daf
dadurch seine Rotationsachse eine wesentliche Lagen-
dnderung erleidet, sondern sie macht nur kleine Schwan-
kungen um ihre urspriingliche Lage. Ein solcher Korper
behilt also seine Lage im wesentlichen bei; wir sagen, er
rotiert um eine freie Achse.

Jeder Rotationskérper hat als Trigheitsellipsoid ein
Rotationsellipsoid. Wir kénnen daher, wenn wir die Achse
des Korpers als Drehungsachse mit der Winkelgeschwindig-
keit » withlen, 4 = B setzen und erhalten strenge

dr
0
di
Die Achse eines solchen Kérpers kénnen wir also nach Be-
lieben drehen und wenden, ohne seine Winkelgeschwindig-
keit zu verindern.
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§39. Kreiselbewegung — Priizession — Nutation.

Einrechtwinkeliges Koordinatensystem O X YZ (Fig.13)
legen wir fest, so daBl die Z-Achse vertikal steht. O sei der
Unterstiitzungspunkt des Kreisels. Er drehe sich um die
Achse 0C, welche die eine Achse des beweglichen Koordi-
natensystems sein und mit OZ den Winkel 9 einschliefen
soll. 04 und O B seien die beiden andern Achsen. Die Ge-
rade, in welcher die 4 B-Ebene die X Y-Ebene schneidet,

nennen wir O U, eine zweite Gerade senkrecht auf O U in der
AB-Ebene OV. OU bilde mit O X den Winkel y, mit O 4
den Winkel ; diesen Winkel bildet auch OV mit OB. Es
gehoren nun zu den Achsen 04, OB, OC die Winkel-
geschwindigkeiten des Kreisels p, ¢, 7; zu den Achsen OU
und OV die Winkelgeschwindigkeiten « und v. _

Bei einer Drehung um O #indert sich in der Zeit dt
blof} der Winkel @ um 7 dt, bei der Drehung um O U nur der
Winkel ¢ um u dt, bei der Drehung um O V der Winkely um

IJ—U’ 2L UUI s o )] df

sind  sind’

ot

Jiger, Theoretische Physik I.
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der Winkel ¢ um

— U0 = — U0 cos$ = — .vdt cos ¥ .
sin 9

Wir erhalten demnach folgende Winkelgeschwindigkeiten:
de ~ wcos?d :
AT
a9
=
dy v
Y

oder

e 48
e

dy

Q—Tsingp -l
dis

_ 99  dy
¥ = W —l— Tt cos .

Die Winkelgeschwindigkeiten P und g setzen sich blof
aus den Winkelgeschwindigkeiten % und ¥ zusammen,
welche um Achsen in derselben Ehene O 17 4 V B vorhanden
sind. Danach ist :

P=ucosp 4 vsing,
q=vcosep —using.

Wir bilden nun die kinetische Energie K unseres Krei-
sels. Sie ist gleich der Summe der Energien um drei auf-
einander senkrechte Achsen (8§ 13,29) und wird dargestellt
durch das halbe Produkt aus dem Triigheitsmoment in das
Quadrat der Winkelgeschwindigkeit, also

K=%(4p* 4+ Bg 4 Cry).
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Wir setzen voraus, der Kreisel sei ein Rotationskorper, so-
mit 4 = B und
E=34(@+¢@) +10r=34 @ +v)+30*.

Fiihren wir die Winkel ¢}, ¢, v ein, so wird

Fin A e dy |* dd \* 1 (142
K'—= 5 [sm ﬂ(dt ) +(dt ) ]+301 i

Auf unsern Kreisel wirke nur die Schwerkraft. Dieselbe
erzeugt ein Drehungsmoment M g asind, wenn M die
Masse, a der Abstand des Schwerpunkts vom Unter-
stiitzungspunkt O des Kreisels ist.

Die geleistete Arbeit muB immer gleich der Anderung
der kinetischen Energie sein, also

dK =M gasind dd ,

was integriert

K=0,—Mgacos®=Cy — D cos
ergibt, wenn wir M ga = D einfithren. Setzen wir den
Wert fiir K ein, so erhalten wir die Gleichung

i T o : ,

ool (] e
und da 1 C r2 ebenfalls konstant ist, indem wir ja kein Dre-
hungsmoment um die OC-Achse haben, so wird unsere

Gleichung ;
; 2 \2 )
(20)  sin?® (d—"’) v (ﬁ) SRy

Y

dt di A

Die Schwere kann natiirlich kein Drehungsmoment um
eine Vertikalachse hervorbringen. Es muf deshalb die
Komponente des Drehimpulses (§ 29) des Kreisels beziigl.
einer Vertikalachse eine konstante GroBe bleiben. Fir
unser Beispiel ergibt dies

Creosd - Avsind = Cy,
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und fiir » seinen obigen Wert wieder eingesetzt,

7 d
(21) A sin2 9 TZ’ + Creosd=C,.

Fiir { = 0 bilde die Kreiselachse mit der Z-Achse den
Winkel ¢,. Ferner sei %z? =0 und %} = 0. Fiir diese

Werte wird Gleichung (20)
(O — % cos 9,
und Gleichung (21)
C3 = Crcosd,.
Mit Einfiihrung dieser Ausdriicke fiir die Konstanten Cyund
C, in die Gleichungen (20) und (21) erhalten wir nun

] ly\2 15\ 2D
(22) sin29 (‘(dtf) - (h(dt ) T (cos Py — cos 9) ,
g d S
(23) sin? 9 Tz) = % (cos Py — cos ) .

Aus Gleichung (22) folgt, daB bestindig cos 9, > cos
sein muB, da alle iibrigen GréBen dieser Gleichung positiv

sind. Damit folgt aber nach (23) auch fiir (2‘1‘; ein positiver

Wert, d. h. die Achse des Kreisels dreht sich bestindig im
selben Sinn um die Vertikalachse. Aus (22) und (23) kénnen
wir leicht finden

ad o ERRTITT TR R
T :{:l/(cosﬂo — cosz‘))ﬂj — m (cosd,— cosﬂ)}.

Es wird demnach mit wachsender Zeit 9 zuerst zunehmen,

bis es einen gewissen Wert erreicht hat, bei welchem tjl—ﬁ

gleich Null, weiterhin dann negativ wird, Das negative
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Vorzeichen der Wurzel springt wieder in das positive um,
sobald @ wieder 9, geworden ist. @ ist daher eine perio-
dische Funktion der Zeit. Dasselbe finden wir aber dann
auch fiir den Winkel . Unsere Kreiselachse macht zwei

d ) e
Bewegungen. Die Winkelbewegungd—f nennen wir die

. d 5 1 :
Nutation, Tf die Prizession des Kreisels.
Ist der Kreisel im Schwerpunkt unterstiitzt, so 1stia=—=0,

ay
also auch D = 0, dann muB konstant ¢ = 0, T 0 und

%Pt_ — 0 bleiben. Ein solcher Kreisel

zeigt weder Priizession noch Nutation
im obigen Sinn. In gleicher Weise
kann 9 von ¥, um so weniger ver-
schieden werden, je grofer die Win-
kelgeschwindigkeit » des Kreisels ist.
Wir kénnen daher bei einem rasch
rotierenden Kreisel zwar die Pri-

zession, nicht aber die Nutation TEsLL
beobachten. a9 ;
Bilden wir durch Division von =rs durch —(;f— den Aus-

d
druck ‘ﬁ , so erhalten wir die Gleichung der Bahn, welche

der Schwerpunkt beschreibt. Projizieren wir dieselbe auf
eine Horizontalebene, so nimmt sie, wie wir aus der Dis-
kussion der Gleichung leicht erkennen, die in Fig, 14 wieder-
gegebene Gestalt an. ;

Unsere Erde ist ebenfalls ein Kreisel, und da die An-
ziehungskraft der Sonne, weil die Erde keine vollkommene
Kugel ist, ihren Angriffspunkt nicht in deren Schwerpunkt
hat, so zeigt auch die Erdachse die bekannte Frscheinung
der Priizession und Nutation.
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Mechanik nichtstarrer Punktsysteme.

§ 40. Prinzip der Erhaltung des Schwerpunkts.

Wir erwihnten bereits, daB wir alle Lehrsitze, welche
wir fiir einen Massenpunkt gefunden haben, ohne weiteres
auf ein System von Punkten anwenden konnen, falls wir
nur fiir jeden einzelnen auch alle auf ihn wirkenden Kriifte
in unseren Formeln beriicksichtigen (§20). Wir werden
daher  die Bewegungsgleichungen eines Punktsystems
schreiben kénnen

A2z d?y d*z
ZmW—Z'X, Zmth—ZY, Z'md?_ZZ,
Sind nun gar keine Krifte vorhanden, so ist

a2z dzy y d2z
Zm TP —Z'mfﬁ-—Zmth: 0.
Integrieren wir, so resultiert _
Fide d & ,

Ahnliche Gleichungen ergeben sich fiir die iibrigen Koordi-
naten. Wir sehen daraus, daB die Geschwindigkeit und
Richtung des Schwerpunkts (§ 21) unseres Systems vollig
unveréndert bleibt, sobald keine Krifte auf die Punkte ein-
wirken. j ; RIS '
Wir kinnen aber diesen Satz noch erweitern. XX usw.
wird néimlich ebenfalls gleich Null, wenn nur innere Kriifte
vorhanden sind, d. h. Kriifte, welche die Punkte des
Systems aufeinander austiben.  Die Komponenten einer
jeden solchen Kraft kommen dann immer zweimal, einmal
positiv und einmal negativ, in den Summen vor, sie tilgen
sich also gegenseitig. Der Satz, daf sich der Schwerpunkt
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eines Systems, auf welches keine duBeren Krifte
einwirken, mit konstanter Richtung und Ge-
schwindigkeit bewegt, nennt man das Prinzip
der Erhaltung des Schwerpunkts.

Dasselbe 1i8t sich auf unzéhlige bekannte Bewegungs-
erscheinungen anwenden. Ist der Schwerpunkt von vorn-
herein in Ruhe, so bleibt er es auch weiterhin. Feuern wir
aus einem sehr leicht beweglichen Geschiitz ein GeschoB ab,
so erhiilt das Geschiitz den sogenannten RiickstoB. Der
gemeinsame Schwerpunkt von Geschof und Geschiitz
bleibt bei vollstindig freier Beweglichkeit beider vor und
nach dem Schufl unbeweglich an derselben Stelle. Explo-
diert ein fliegendes GeschoB, so bewegt sich der Schwerpunkt
simtlicher Sprengstiicke bei Vernachléssigung des Luft-
widerstands genau so weiter, als es das unversehrte Geschol3
getan hitte.

Auf dem Satz der Erhaltung des Schwerpunkts basieren
alle sogenannten Reaktionserscheinungen.

§41. Prinzip der Erhaltung der Flichenriiume.

Das Drehungsmoment, welches ein Punktsystem um die
a-Achse eines Koordinatensystems erhilt, 1iBt sich durch
die Gleichung

d2z d>y
27(7J—Yz)—2m(dt2 Y= p )
d dz dy
Z’nl(dty“—‘d—tz)

darstellen (§ 30). Slnd keine #uBeren Krifte vorhanden, so
sind nach dem vorigen Paragraphen die Komponenten Y
und VA glelch Null, daher ist

/dz' dy  _,
Zm\ﬁ _dt ) @
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dz
dt
welche der Radiusvektor in der Zeiteinheit beschreibt, oder
kurz die doppelte Flichengeschwindigkeit. Analog nennen

Yy — %2 ist nichts anderes als die doppelte Fliche,

wir den Ausdruck m Z—f Y — (2—‘;/ z) das doppelte Flichen-

moment des Punktes m beziigl. der X-Achse (§ 15). Wir
erhalten demnach den Satz, daB die Summe aller
Flichenmomente beim Fehlen #uBerer Krifte
eine konstante GroBeist. Man nennt dies das Prinzip
der Erhaltung der Flichenriume.

Ein Beispiel dafiir lernten wir in der Planetenbewegung
kennen. Infolge der Erhaltung der Flichenriume fillt eine
Katze immer auf die FiiBe. Indem sie nimlich wiihrend
des Fallens mit den FiiBen eine drehende Bewegung be-
schreibt, zwingt sie ihren Kérper, sich entgegengesetzt zu
drehen.

§ 42. Lagranges Bewegungsgleichungen zweiter Art —
generalisierte Koordinaten.
Nach dem Prinzip von d’Alembert gilt fiir ein System
von Massenpunkten folgende Gleichung:

e SR ( d?y
2[(); —m W) oz -+ (Y— m Eig) oy

d?z
- (Z—m dtz) 6z]:0
(§18). Wir fithren nun anstatt der Koordinaten 5,0
beliebige andere GroBen, die sogenannten generalisierten
Koordinaten ¢, v, .. ein, welche mit den urspriinglichen
Koordinaten durch Gleichungen verbunden sind. Die Zahl
der generalisierten Koordinaten muf natiirlich gleich der
Zahl der rechtwinkligen sein, da die Bewegung eines Systems
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ja immer durch eine bestimmte Minimalzahl von Koordi-
naten gegeben ist, die dann voneinander véllig unabhingig
sind. Man pflegt deshalb diese Zahl auch die Zahl der Frei-
heitsgrade des Systems zu nennen (Bd.V, §14). Esseialso

=T lgw i ),

y=filp:y.--)
usw. Danach wird
ox Jx

Analoge Ausdriicke ergeben sich fiir 0y und dz.
Wir konnen demnach folgende Gleichung bilden:

2 2 2 2
m (M-6w+—d 4 oy + U 62) :fm(—i—z (iw—é(p
d?*y [0y

di dt e ae |og
ox
-{——a;&p—l— e ) +m—— (Z’E

ay
2 2 2
_—_m(dw b oy o az)5¢+...

ir 9g | ar dp ' d* 3¢
d (da; dx  dy oy ngi)aw

dt 9 ' dt o ' dt ¢
dy oy _ dz 9%z \

(dm 02x

= —"\atr atoe

FR T At

Setzen wir

dx y dol .

i TR
usw., S0

L OTr oz .
woraus folgt

O 5ol

op  dg
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Es ist demnach
dx oz .0z 0 2
e |
daher weiter
d (da: dz  dy 0y , dz Bz)___ d ik (mvz)
a )

"at\dat g " ai oy dt 3| dt a¢ | 2
da ja

22 + jz + 2'2 e ,02
ist, wenn wir unter » die Geschwindigkeit des Punkteb m
verstehen.
Fiirdie lebendige Kraft

L einfithren. Man sieht leicht, ein, daB

dz %z  dy @y  dz 9% o (mov?| AL
G drog s Tt o ] gl
ist. Mit Beriicksichtigung alles dessen konnen Wir unsere
obige Glelchung demnach schreiben:

d 9L oL
f (dt2 st T a2 0 +dt2 a ) (dt op <p)6¢+
Ahnliche Gleichungen ergeben sich natiirlich fiir d1e iibrigen
Massenpunkte.
Fithren wir die potentielle Energie V' des Systems als
Funktion von P, ... ein, so liBt sich die Arbeit, welche
die Kriifte bei einer virtuellen Verschiebung lelsten (§ 14),

e wollen wir den Buchstaben

auch darstellen durch — §7 — _ ﬂ690 Em oY —
dg v
und es gilt die Glei chung
ov ov

2 i I 54 =— _—0p—— Opy—...
¥ a:—}- dt’ J+dt2 o op 0 oy




§43 Gleichungen fiir die relative Bewegung usw. 75

Beziehen wir die kinetische Energie L auf siimtliche Massen-
punkte, so erhalten wir nach der Uberlegungsweise, die im
§17 beniitzt wurde, schlieBlich die Gleichungen

dy ol .0,y 0V
G5 oy Iy
ds BL" WAL B
at oy oy oy

die man die Bewegungsgleichungen von Lagrange
zweiter Art nennt. :
Die Kriifte, die auf die einzelnen Magsenpunkte wirken,

ov

lassen sich darstellen durch X = — ——.... Man pflegt
R
daher die GroBen — =, — ——, ... auch die generali-
. 0 oy

sierten Krifte zu nennen. Analog spricht man von gene-
ralisierten Geschwindigkeiten (¢, ¥, . . .) usw., die natiirlich
im allgemeinen nicht Krifte, Geschwindigkeiten usw. im
gewohnlichen Sinne sind.

. §43. Gleichungen fiir die relative Bewegung eines

 Korpers auf der Erdoberfliiche.

Ein Punkt der Erdachse sei der Ursprung eines festen
Koordinatensystems OEHZ, die H-Achse gehe durch den
Siidpol. Es dreht sich also die Erde um diese Achse im
positiven Sinn. Die Koordinaten eines Punktes M bezogen
auf dieses feste Koordinatensystem seien &, 1, C. Fest mib
der Erde verbunden denken wir uns jetzt ein zweites Koor-
dinatensystem O @’ ' 2/, welches mit dem ersten den Ur-
sprung gemeinsam hat. Ferner fillt die 7'-Achse mit der
H-Achse zusammen, die z/-Achse wird hingegen zu einer
bestimmten Zeit mit der Z-Achse einen bestimmten Win-
kel o einschlieBen, welchen auch die z/-Achse mit der Z-
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Achse bildet. o @ndert sich bestéindig mit der Drehung der
Erde. Esist % = o nichts anderes als die Winkelgeschwin-

digkeit der Erddrehung. Auf das neue Koordinatensystem
bezogen wird also

&=zl cosm 2 sina,

n=a

(=2 coso — &' sina.

Wit verschieben nun das bewegliche Koordinatensystem
parallel zu sich selbst in der Richtung der z’-Achse, bis der
Ursprung auf die Erdoberfliche zu liegen kommt. Er hat
dabei die Strecke p zuriickgelegt; und wir wollen nun die
neue Lage des Koordinatensystems mit oz’ y'' 2" be-
zeichnen. Die neuen Koordinaten z', 3", 2"’ des Punktes M
stehen also mit den fritheren in folgender Beziehung:

a;l e xl/’ yl — yll, Zl = le + IJ g
E=2a"cosa+ (p+7')sina,
77 - ‘Z/" 5

L= (p+2")cosa — 2" sinw .

Wir drehen jetzt das ganze Koordinatensystem um die
z'"-Achse, bis die 2"/-Achse vertikal steht. Der Winkel ,
um welchen zu drehen ist, ist demnach nichts anderes als
die nordliche Breite des Ursprungs unseres Koordinaten-
systems. Die jetzige Lage sei 0 2 y z mit den zugehorigen
Koordinaten z, y, z, welche also folgenden Bedingungen
unterliegen. s ist '
=%, y'=ycosy—zsiny, =z cos Y - y sin y,
folglich

E=uazcosa + (p + zcosy + ysiny) sina ,
7 =ycosy — zsiny ,
C=(p+zcosy + ysiny) cosoe — asina.
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Aus diesen Gleichungen wollen wir nun

S i§_2 dn\® ilgz
e (dt) +(dt) i (dt)

bilden.
Die Winkelgeschwindigkeit unserer Erde ist so klein, daf
wir das Quadrat derselben %)-: ®? in unserer Formel

vernachliissigen konnen. Damit vernachlissigen wir aller-
dings auch die durch die Erdrotation auftretenden Flieh-
krifte, die jedoch durch die Abweichung der Erde von der
Kugelgestalt wieder aufgehoben werden. Mit Riicksicht
darauf erhalten wir, wie man sich leicht iiberzeugen kann,

o[22\ (dy\*
! (dt)+ dt >
\ dot

dz dj %
— 2% (dtcosy: —}—Wsmz‘u Ak

Ez—{—zfﬁ()—l—zcog)—|—zsin1‘i°E
dt dtl £pthe Y P’dt

Mit Zuhilfenahme dieser Gleichung fiir 2 bilden wir nun
die Bewegungsgleichungen von Lagrange, indem wir als Ko-

ordinaten die z, 7, zeinfiihren. Fiir diesen Fall ist — e X

die Kraft nach der z-Achse usw. Wir erhalten demnach

d oL 0L
e gy ek
dt o0z o
usf., wenn wir % — i setzen. Wir geben der Einfachheit
halber unserem Punkt M die Masse Eins. Seine lebendige

g v2 ) Lo dPo
Kraft ist also L = o Beachten wir noch, dafl A 0

ist, da ja die Rotation der Krde mit konstanter Winkel-
geschwindigkeit @ vor sich geht, so kdnnen wir folgende
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Gleichungen bilden:
2y
d oL 9L d2y dz .
@0y Ty T LT am o A0 Y
il,a‘L_@_:Z an wﬂcosy).
dt 9z 0z di? dt

§ 44. Fall und Wurf mit Beriicksichtigung der Erddrehung.

Auf unseren Massenpunkt wirke nur die Schwerkraft;
dann ist X =Y =0, Z=—g. Die im vorhergehenden
Paragraphen gefundenen Bewegungsgleichungen werden
demnach

a2z dz ek
W:—2wcoswﬁ—2cosmy)7§/,
da? &t Sl

(24) -dTg:Qco Sln’l_,‘)d‘f;
d?z d
Eﬁ:_g—{—choswpﬁ-

Daraus folgt

dx :
d—tz——2(ocos1p-z—2wsm1p-y—{—a,
dy 2 w si t
i D Sin ‘
Tt smy - x4 b,
dz
W:—gt+2wcosy)-x+c.

Fithren wir nun diese Ausdriicke in die obigen Glei-
chungen ein und vernachlissigen wir wieder alle Glieder
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mit 2, so
Bl ( 9 e siftyieb
»Eﬁs—2wcoswp\c—gt)— wsiny-b,
a2 ;
dt—g:2awsm1p,
(lz—i—— + 2 a w cos
dEL AT ik
Durch Integration erhalten wir
dx t? :
m—:—2wcoswp(ct# 92 )——‘.Zwsmy}-bt—i—al,
dy :
ﬁt—:2awsmy)-t+b1,
dz
(Tt:—gt—l—ﬂ-awcosq)-t—kcl,

was abermals integriert ergibt:
i : : ‘
T = — COSY (ctz—g?) —@sny-bi*+at+a,

y=awsny- 2 4+bt+ by,

gt
z:——~2—+awcosq)~t2+clt—§—c.:.

Es sei nun fiir ¢ = 0 der Korper in der Hohe hin relativer
Ruhe, also e =y =0, 2=h, folglich ay = by = 4, = liki
=g=b=c=0,=h a= 2 @ cosy - h. Dann bleibt
von unseren Gleichungen nur

gt
9:=wcosy;-~§~,
y=0=
; gt
gy —

2
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librig, indem wir die Glieder mit ? wieder vernachlissigen.
Wir haben also die gewéhnlichen Fallgesetze, jedoch
fallt der Kérper nicht vertikal, sondern er erhilt eine
kleine Abweichung nach Osten, da ja die z-Achse nach
Osten gerichtet ist.

Werfen wir den Kérper mit der Anfangsgeschwindigkeite
senkrecht nach oben, so gestalten sich, wie leicht zu finden,
unsere Gleichungen folgendermaBen :

t3
= — w cosy (ctz—g—),
3
y=0,
gt
z=¢t 9,
S

- 2¢ ;
Nach der Zeit 1 — _gg kommt der Korper wieder auf die

: ; 1
Erde. Dann ist 2 = — 3 @cicosy, d. h. der Korper fillt

westlich vom Aufstiegort nieder.
Multiplizieren wir die Gleichungen (24) der Reihe nach
o Sdyidz ; . . 5
mit g ) und addieren sie, so ergibt dies

B2
& (?) dz

T

d. h. wir erhalten fiir das Energieprinzip dieselbe Gleichung,
als wiire gar keine Erdrotation vorhanden (§ 14). Es lift
sich also durch keinen Mechanismus, der auf der Erde selbst

ruht, die lebendige Kraft der Erddrehung in Arbeit um-
setzen, s
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§ 45. Horizontalbewegung mit Beriicksichtigung der

Erddrehung.

Wir wollen jetzt bloB die Bewegung in einer Horizontal-
ebene betrachten. Wir setzen deshalb % = 0. Es bleibt
uns dann von den Gleichungen (24) nur

d*x g dy
[ W-_——Zwsmy} 7T
(25)
d*y . T
l 7 i 2 wsiny FT

T e
at positiv, er

erhiilt eine Beschleunigung nach Siiden, d. h. er weicht von

Bewegt sich der Punkt nach Osten, so ist

dz :
der geraden Bahn nach rechts ab. Ist % negativ, so erfolgt

eine Ablenkung nach Norden, also wiederum nach rechts.
Dasselbe geschieht bei der Bewegung nach Siiden und

Norden, wobei %7:/ positiv beziiglich negativ ist. Bs erlangt

dadurch der Punkt eine Beschleunigung nach Westen, be-
zichungsweise nach Osten.

Wir haben also das Resultat, daB, wohin immer sich ein
Korper auf der nérdlichen Halbkugel bewegt, er infolge der
Frddrehung eine Ablenkung nach rechts erhilt; auf
der siidlichen Halbkugel ist y negativ, daher die Ablenkung
nach links.

Das hat einen gewissen BinfluB auf die Bewegung der
Winde. Auch will man damit erkliren, daB das eine Ufer
der Fliisse mehr ausgewaschen wird als das andere.

Jiger, Theoretische Physik L. 6



82 Mechanik nichtstarrer Punktsysteme. §46

§ 46. Fouecaults Pendelversuch.
Aus den Gleichungen (25) wollen wir folgende bilden:

d?y AP ; dy
® g ‘ymz—:“’mn"’(g”A* %)
oder integriert
P2 2 g :
dt dt = (224 y) osiny 4 C.

: ; dz
Wir haben hier wieder 7;— = 0 angenommen. Des-

gleichen soll C'= 0, d. h. eine Flichengeschwindigkeit be-
zogen auf den als ruhendes System angenommenen Fix-
sternhimmel nicht vorhanden sein.

Setzen wir 2% 4- % = p?, so konnen wir die doppelte
Fliichengeschwindigkeit auch folgendermaBen darstellen:

d(p dy dz

— —_ - == p2 ‘. _E
by g ey
oder
de g
gy T @siny.

Das heifit: konnen wir ein System unabhingig von

der Erddrehung fixieren, so scheint dieses sich
e ad

mit einer Winkelgeschwindigkeit 79: = @siny um

eine Vertikalachse zu drehen.

Eine solche fixierte Lage hat z. B. die Schwingungsebene
eines Pendels. Dieselbe scheint sich also im Lauf der Zeit
zu drehen, und es wies ja Foucault bekanuntlich auf diese
Weise die Erdrotation nach.
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Die spezielle Relativitéitstheorie.

! § 47. Die Galileitransformationen.

Wir denken uns zwei rechtwinklige Koordinatensysteme
Sund S’ (Fig. 15). Die z-Achse des Systems S falle mit der
#'-Achse des Sy-
stems S’ zusam- i v
men. S’ bewege sich
relativ zu S mit der

’

Geschwindigkeit »

inder Richtung der S s’

#-Achse. Hin Punkt b——'—' Y/
habe im System S et 2]

die Koordinaten «,
Y, 2, analog ', ¥,
7 im System S’ il v
Zur Zeit t = 0 falle Fig. 15.
(' mit O zusammen. : ’
Fiir den Punkt O’ ist dann z. = fv.t, y=z=4a =y
=7 =0. Fir jeden andern Punkt ist
(26) Pl gl gy =y, e = .
Die Bewegungsgleichungen fiir einen Massenpunkt im
System S lauten
d?z - d*y : d*z

Mmoo = i, m—e = N T a Z
(§6). Nun folgt aber aus den Gleichungen (26), den so-
genannten Galileitransformationen, dafl

2z Az dazy APy aze  d*z

e~ ae’ ar ~ ae’ ar ~ de
ist, so daB fiir das System S’ genau dieselben "Gesetze der
Mechanik gelten wie fiir das System S. Wir kénnen daher

6*
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an den Bewegungsvorgingen in S nicht erkennen, ob es
relativ in Ruhe ist, oder ob es sich mit einer beliebigen kon-
stanten Geschwindigkeit gegen S bewegt. Alle Erschei-
nungen der Mechanik verlaufen, bezogen auf ein
ruhendes oder auf ein mit konstanter Geschwin-
digkeit sich bewegendes Koordinatensystem, in
genau derselben Weise.

§48. Einsteins spezielle Relativitiitstheorie —
Lorentztransformationen.

Kénnen wir also nach dem vorigen Paragraphen aus
mechanischen Krscheinungen nicht erkennen, ob der
Schwerpunkt unseres Sonnensystems ruht oder sich mit
konstanter Geschwindigkeit im Weltenraum vorwiirts be-
wegt, so wire nach Analogie akustischer Erscheinungen
vielleicht an optischen Vorgingen die Moglichkeit des Nach-
weises vor. Ruhe oder Bewegung gegeben. Fahren wir durch
die Luft, so entfernt sich eine von uns ausgehende Schall-
welle in der Richtung unserer Bewegung langsamer von uns
als in entgegengesetzter. Wir beobachten verschiedene
Schallgeschwindigkeiten. Auf das Licht iibertragen miiBte
sich bei der Bewegung durch den Ather die Lichtgeschwin-
digkeit in der Bewegungsrichtung kleiner ergeben als in der
entgegengesetzten Richtung. Der im 4. Bdch. zu bespre-
chende Michelsonsche Versuch hat aber folgendes ergeben.
Wir konnen auch an optischen Erscheinungen
nicht erkennen, ob ein System sich in Ruhe oder
in gleichférmiger Bewegung befindet.

Aus diesem Resultat zog A. Einstein den Schluf, daB
nicht nur bei rein mechanischen, sondern bei sim#tlichen
physikalischen Vorgéingen man nicht erkennen
kann, ob sie in einem ruhenden oder mit kon-
stanter Geschwindigkeit bewegten System statt-
finden. Danach sind die Gleichungen der Galileitrans-
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formationen so zu erweitern, dafl sie dem genannten Ein-
steinschen ,,Relativititsprinzip® geniigen.

Es ist dies moglich, wenn wir nicht nur das Geschehen
im Raum, sondern auch in der Zeit als rein relativ auffassen.
Wenn wir daher im System S (Fig. 15) einen Punkt durch
Angabe von z, y, z und der Zeit ¢ festlegen, so geschieht dies
im System S’ durch die analogen GréSen ', ¥, 2° und #',
wobei#’ nichtidentisch mit#ist. Nach Einsteins Prin-
zip miissen wir die Lichtgeschwindigkeit als eine
konstante GréBe ¢c=3,101° ecm auffassen, in welchem der
heiden Systeme S oder S’ wir sie auch messen. Wenn wir so-
mitin dem Moment, wo in Fig. 15 O und O’ sich decken, von
dort ein Lichtsignal ausgehen lassen, so wird dies fiir einen
Beobachter in O eine Kugelwelle um O erzeugen, deren
Radius ¥ = ¢ ¢ ist. Gleicherweise wird eine analoge Kugel-
welle fiir einen Beobachter in O’ vorhanden sein vom
Radius 7’ = ¢ #'. }

Wir erkennen ohne weiteres, daf die Galileitransforma-
tionen gelten, sobald wir die relative Geschwindigkeit v ver-
schwindend klein gegen ¢ annehmen. In diesem Fall wird
sich bei endlichem Radius der Kugelwelle O’ von O so wenig
entfernt haben, da OO’ gegen r vernachlissigt werdenkann
und bejde Kugelwellen als zusammenfallend angesehen
werden kénnen. Fiir diesen Fall kann ¢’ = # gesetzt werden.
Es miissen somit die neuen Transformationsgleichungen die
Figenschaft haben, daB sie fiir unendlich kleine v in die Glei-
chungen !

r=z—0t,y=y,d=2,1=1

iibergehen, was wir noch umformen kénnen in

z=1z +ot,y=1vy, z=2z,t=1.
Einstein setzt nun voraus, daB die gestrichenen Buch-

staben durch lineare Transformationen der ungestri-
chenen dargestellt werden kénnen und um gekehrt, nur dafl
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dann — v durch v zu ersetzen ist. Wir wollen also vorerst
annehmen, daf

(27) o' =g (z—nt)
gesetzt werden kann. Es mul dann
(27a) =z + o)

sein. Wir betrachten jetzt jenen Punkt unserer Kugelwelle
der auf der positiven z-Achse liegt. Fiir diesen ist

T="C1
und gleicherweise nach dem fritheren
Dot Eii—cit

Daraus folgt

Diese Werte fiir ¢ und ¢’ setzen wir in d1e fritheren Glei-
chungen ein, erhalten somit

;u;'___-ﬁx(1~%J, m:ﬁx'(1+l’_).

Durch Multiplikation der linken und rechten Seiten dieser
Gleichungen erhalten wir die neue Gleichung

woraus

(28) R e

B
folgt. p ist also wirklich eine fiir jeden bestimmten Fall
konstante, nur von » und ¢ abhingige GroBe, wie es unsere

Voraussetzungen verlangen. Setzen wir den Wert, von '
der Gleichung (27) in die Gleichung (27 a) ein, so finden wir
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leicht

Gl e

Nun ergibt sich aber aus Gl (28), daB
2 2 =t
i TR zl_(l_v_):v_,

Pl e
folglich
: VX
und weiter
e A
§=8 (t s )

ist, indem wir die ‘gestrichenen mit den ungestrichenen
Buchstaben vertauschen und nach der fritheren Festsetzung
— v an Stelle von v einfiihren.

Aus der allgemeinen Symmetrie um die 2-Achse er-
kennen wir, daf fiir y und z die gleichen Transformationen
gelten, ferner erkennen wir, da g und z in den Gleichungen
fiir 2’ und ¢’ nicht vorkommen, daB auch in den Transfor-
mationen fiir y und z die GréBen 2, «', ¢ und ¢’ nicht auf-
treten konnen. Wir kénnen daher schreiben

=Bl — b
und nach den Forderungen der Relativitit
‘ =y = bz,

wobei b fiir jeden bestimmten Fall eine konstante Gréfie
sein muf. Durch Multiplikation von g’ mit y erhalten wir
aber

yy =b2yy’,

folglich 18t b = 1. Wir konnen also folgende Gleichungen
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aufschreiben
7 =f(xz—0i,
¥y=y,

(29) 7 =z,
; v
=B (t =z _cz‘) )

wenn wir die gestrichenen Buchstaben durch die unge-
strichenen ausdriicken. Umgekehrt haben wir

z=f( +ot),

y=y,

(29&) g =1t
)
=ﬁ(t et o }

Die Gleichungen (29) und (29a) wurden auf Grund einer
ganz anderen Betrachtungsweise zuerst von H. A.Lorentz
aufgestellt, weshalb man sie die »lorentztransforma-
tionen‘ nennt.

§49. Liinge und Zeit.

Im System S’ (Fig. 15) ruhe ein Stab in der z'-Achse.
Sein Anfangspunkt sei in 0, sein Endpunkt in 2/ —1.
Diese Liinge ergibt sich fiir einen Beobachter, der in S’ ruht.
Wir fragen nach der Linge des Stabs fiir einen in S ruhen-
den Beobachter. Fiirt=0 falle 0’ mit 0 zusammen. Dann
liegt auch der Anfangspunkt des Stabs in O und der End-
punkt hat die Abszisse 7 — B (2" 4~ 1'), wobei nach der
letzten der Gleichungen (292)i=0=p (t’ + ?;Tx) , also

T v, : :
t - o 0 oder ¢ = — — 5 18t. Wir ersehen aus diesem
c
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Beispiel, inwiefern ¢ und ¢’ nicht identisch sind. Mit dem
letzten Wert fiir ¢’ erhalten wir

Der bewegte Stab erscheint also gegeniiber dem
ruhenden verkiirzt. Wir nennen diese Verkiirzung die
,Lorentzkontraktion®. Sie zu beobachten ist wegen
ihrer Kleinheit bei den praktisch in Betracht kommenden
Geschwindigkeiten ausgeschlossen. Bei Lichtgeschwindig-
keit schrumpft die Léinge auf Null zusammen. Jeder Kérper
wird zu einer unendlich diinnen Scheibe, die senkrecht auf
der z-Achse steht.

Im System S’ sollen in Zeitabstéinden von A+ Zeichen
gegeben werden. Ein Beobachter in S nimmt dann nach
Gleichung (29a)

At — B
wahr. Das heiBt: Fiir den ruhenden Beobachter im
System S erfolgen die Zeichen langsamer als fiir
jenen in S’. Die bewegte Uhr erscheint uns
langsamer zu gehen. Diese sogenannte ,,Einsteinsche
Zeitdilatation® ist praktisch ebenfalls so gering, daB sie
nicht wahrgenommen werden kann.

§50. Das Additionstheorem der Geschwindigkeiten.
Nach den Gleichungen (29a) konnen wir bilden

Toaplzibet) v

ﬂ(t'+%) B S

Wir nennen
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die Geschwindigkeit eines Punkts parallel zur z’-Achse im
System S’. % setzt sich zusammen aus der Geschwindigkeit

des Systems S" und der Geschwindigkeit v’. Wie man sieht,
geschieht das nicht durch eine gewdhnliche Addition, son-
dern wir finden die resultierende Geschwindigkeit

v+ v

= S
1+ i :

Es ist dies das Einsteinsche Additionstheorem
der Geschwindigkeiten. Nach diesem ist die resul-
tierende Geschwindigkeit sonach immer kleiner als die
Summe v + v'. Ferner kann u nie grofler als ¢ werden;
denn setzen wir v = ¢, so bleibt auch u fiir jedes hinzu-
kommende v’ gleich der Lichtgeschwindigkeit ¢. Eine Uber-
licktgeschwindigkeit gibt es nicht.

§ 51. Das Kraftfeld.

Wir denken uns einen Massenpunkt, auf den eine Kraft
wirkt. Deren Richtung und GroBe 1iBt sich durch einen
Vektor darstellen. Bewegen wir den Punkt in der jeweiligen
Richtung des Vektors, so beschreibt er eine Linie, die den
Namen Kraftlinie fithrt. Sie hat die Eigenschaft, daB in
jedem ihrer Punkte die zugehérige Tangente mit der Rich-
tung der Kraft zusammenfiillt. Man kann sich den Raum
also ganz mit Kraftlinien erfiillt denken. Wir nennen ihn
dann ein Kraftfeld. Die Zahl der Kraftlinien 1iBt sich so
wihlen (Bd. IIT, § 16), daB ihre Dichte, d. i. die Zahl der
Linien, die durch die Flicheneinheit einer auf der Kraft-
richtung senkrechten Fliche gehen, die Gréfe der Kraft
wiedergibt. Ein besonderer Fall ist das homo gene Feld.
In einem solchen sind die Kraftlinien geradlinig, zueinander
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parallel und haben ‘an allen Punkten des Felds dieselbe
Dichte.

Die Kraftlinien eines homogenen Felds seien parallel zur
z-Achse (Fig. 15) und beziiglich des Systems S in Ruhe.
Die Liniendichte, d.i. die Zahl der Linien, welche durch
die Flicheneinheit einer auf der z-Achse senkrechten Ebene
gehen, definiere die Grofe der Kraft X. Im System S’ sei
die entsprechende Kraft X'. Da Dimensionen senkrecht
zur 2'-Achse keine Lingensinderungen erfahren, éindert sich
die Kraftliniendichte nicht und es ist somit

XO==SX
Wir denken uns jetzt ein homogenes Feld parallel zur -
Achse, seine Intensitit sei Y. Wir begrenzen die Flichen-
einheit in einer zur y-Achse senkrechten Ebene so, dafl wir
ein Quadrat von 1 cm Seitenléinge mit seinen Seiten parallel
zur z- beziigl. z-Achse legen. Fiir das gestrichene System
verkiirzen sich (§49) die Seiten parallel zur z-Achse im

Verhiltnis l Im gestrichenen System erhéht sich daher

die Zahl der Kraftlinien pro Flichenheinheit im Verhiltnis
B:1. Das heifit: Im System S’ ist die Feldintensitit

Y —BY"

§ 52. Longitudinale und fransversale Masse.

Wir denken uns in O’ (Fig. 15) den Massenpunkt 7z,.
Wir haben also eine in S’ ruhende Masse m,. Auf den
Massenpunkt wirke parallel zur 2'-Achse die Kraft X'. KEr
wird also von O’ aus eine Bewegung in der z'-Achse voll-
fithren. Die Gleichung dafiir ist

di
o gps =

7t

Infolge der Lorentzkontraktion kénnen wirda' = f dx
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beziehungsweise d22’ = f d%x schreiben und erhalten die
Gleichung

d*z 5
My B I — X
Nun ist
d?z _ 4 {dz)\ d [dz at Gt o O] G
av® — ar' \dt | ar \at ar) " P ay dt) ’
da nach der letzten der Gleichungen (29a)
dt 0 da
ar = F (1 #5 =
und T 0 ist, indem wir den Punkt zu Beginn der Wir-

kung der Kraft X’ betrachten, wo er noch keine Geschwin-
digkeit im System S” besitzt. Ferner ist
d (d'c) S a2 [10idBT4i0dt a2z

av \dt| —dtdt — ag dar P ag
folglich
Bz g, &2
di'? dt? |
und
d2z s Bz > ‘
m‘,ﬂﬁz Mgy f g = X',

wofiir wir nach dem vorigen Paragraphen auch ‘
d*x
mygy B3 =X
0 ﬁ diz

schreiben kénnen. Danach gilt nicht ohne weiteres die
Newtonsche Gleichung

2
T >
m ”dft'zf =X 5
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wobel m als die konstante Masse des Korpers aufgefaBt
werden muB, sondern diese ist eine Funktion der Geschwin-
digkeit von der Form

=My B,
wobei m, die sogenannte ,,Ruhmasse® ist.

Anders wird die Beziehung zwischen m und m,, wenn
wir eine Kraft senkrecht zur z-Achse in Betracht ziehen.
Wir kénnen dann schreiben

azy’
Mg qre

= M

Nun ist aber, da y' = y [GL. (29)],
@y _ &y _ 4 [dy) a (diy.dt _g % [dy
ar: = darr - dv\dv)  dr \dt at) v at \di

_p B _ &y at_ g, By
dtdt ~ Pde ar de’

folglich
d?y .
moﬁz?tz‘i — ¥ — Y
(§51) oder '
a2 4y
my T Y2

In diesem Fall haben wir also
m = my f}

zu setzen. Wir haben somit zu unterscheiden, ob die Kraft
in der Richtung der Bewegung oder senkrecht dazu wirkt.
Im ersten Fall haben wir an Stelle der Masse die GroBem, 32,
im zweiten mg f# einzufiithren. Man pflegt m, > deshalb
die longitudinale, m, die transversale Masse zu
nennen.
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§ 53. Der Impuls.

Wir bilden das Zeitintegral (§ 11) beziiglich der KraftX,
die auf einen Massenpunkt von der Ruhmasse m,, wirkt und
der parallel zur 2-Achse die Geschwindigkeit v besitzt. Es
ist dann nach dem vorigen Paragraphen

o do

427 dt
fth =it o % dt = m, F R TR dt

dv My V
e 771'0 W = I 0‘2 + kOllSt.

p2
c2

=my f v + konst.
Auf denselben Massenpunkt, wirke jetzt die Kraft Y, die

also senkrecht zur Geschwindigkeit » des Punkts steht.
Dann ist das Zeitintegral (§ 52)

dz .
fY dt = my, ﬂfd—tgdtz moﬂ/‘% dt=my, f w -+ konst.,

wenn w die Geschwindigkeit parallel zur y-Achse bedettet.
Wir erhalten also in jedem Fall den richtigen Ausdruck fiir
den Impuls, wenn wir die Formel der ,klassischen®
Mechanik noch mit f multiplizieren.

Wir kénnen auch so sagen: Wir erhalten den richtigen
Impuls, wenn wir
(30) m = my f
setzen, d.h. wenn wir als Masse die mit p multiplizierte
Ruhmasse annehmen. Aus dem Impuls gewinnen wir dann
die Bewegungsgleichungen, wenn wir bhilden

d d
E(’mnﬂv)=X, ﬁ('moﬁw):Y.
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§ 54. Energie und Masse.

Wirkt auf einen Massenpunkt eine Kraft, so bewegt sich
der Punkt in einer Ebene, die durch die Richtungen der
Geschwindigkeit und der Kraft bestimmt ist. Wir legen
in diese Ebene ein rechtwinkliges Koordinatensystem. Die
Anderung d I der kinetischen Energie des Punkts ist dann
durch die Arbeit gegeben, die die Kraft leistet (§13). Wir
haben also ;

dL=dd =Xdz -} Y dy.

Nach § 53 kénnen wir nun schreiben

aL” _dz . dy d dz\ dx 4| _dy\ dy
at —“m”ﬂ—d‘t(%ﬂ 77) dﬁdt(’”oﬁ P

da &z dy dzy) dp “’dw)z (dy)g]

= MoB ((It az as ae) T |\ dt
i dv " 3 do
] m. —_ e
dv 12 d‘ﬂ e di 1 b di
= 7 Rist—— ‘ S =
Mg 3 v T +7710'L‘ i o2 p2 ¥
]
My v o .
i % 7 2 Mo v (I[f 5 (Z Mg CZ
7o 2 2 i3 2 3/2—(ﬁ "",
Vom g g 2
¢ (i = il
folglich
(31) L=—79% tjonst

T —_— i
¥ ,DZ
62

Die Konstante kénnen wir bestimmen, indem wir die Energie
des ruhenden Punkts gleich Null setzen. Daraus folgt
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konst. = — m, ¢2 und
(32) L=y c* (B =1
Entwickeln wir 3, schreiben also
1 pRii=ih 02 3 ot
i = o PR e RN EL T
Sk 02 (1 c?) TomTs At
)i-%
so kann I auch dargestellt werden durch
L e T e
L= ¢ (1+202+804 ... 1

. 2 2] 4
Ny D 2 Mg 1
) 0 0

B ' 82

Fiir praktische Fille konnen wir das zweite Glied schon als
verschwindend klein ansehen und erhalten so die ,klassi-
sche® Formel der kinetischen Energie.

Es mag bemerkt werden, da8 fiir v — ¢ T, — 0o wird,
woraus wir die Folgerung in § 50 machen konnen, daB man
einem Massenpunkt keine ,,Uberlicht geschwindigkeit®
erteilen kann.

Die Gleichungen (30) und (32) ergeben

J

L = (m — my) ¢
oder

e

m— My = Y =

1 bedeutet eine Massenvermehrung infolge Bewegung, d.h.
eine Massenzunahme infolge Zunahme der kinetischen
Energie. Es liegt nahe, jede Masse derart zu definieren, daf
sie einer Energie dividiert durch c2 gleich ist. Es Liuft dies
darauf hinaus, daB wir in der (leichung (31) die Konstante



§565  Allgemeine Relativititstheorie und Gravitation. 97

gleich Null setzen. Es wird dann
02 ST
L:?]L002(1+202 50—4 ...),
wobei das erste Glied die Energie der Ruhmasse dar-
stellt das zweite die klassische Form der Energie gibt.

§ 55. Allgemeine Relativititstheorie und Gravitation.

Das spezielle Relativitdtsprinzip sagt aus, daB
alle Naturgesetze dieselben sind, ob wir die Erscheinungen
auf ein ruhendes oder auf ein gleichférmig bewegtes System
beziehen. Die rotierenden Korper scheinen durch die auf-
tretenden Fliehkréifte einen sogenannten absolutenRanm
zu bendtigen. Ahnliches tritt ein bei Systemen, die gegen-
einander zwar keine drehende aber eine beschleunigte Be-
wegung ausfithren. Das von uns betrachtete Relativitéts-
prinzip sagt zwar aus, daf} es keine Moglichkeit gibt, aus
den Naturerscheinungen auf unserer Erde zu erkennen, ob
wir uns im Weltenraum in Ruhe oder in gleichférmiger Be-
wegung befinden, wolil kénnte dies aber méglich sein, wenn
wir rotierende oder beschleunigte Bewegungen in Betracht
zogen. A. Einstein baute seine Relativitiitstheorie aber so
aus, daB die Naturgesetze auf ein beliebig be-
wegtes System bezogen sich nicht &ndern. Diese
Hortentwicklung der speziellen nannte er die allgemeine
Relativititstheorie. Sie enthilt gleichzeitig eine
Theorie der Gravitation. Experimentell bestitigte Fol-
gerungen sind die Perihelbewegung des Merkur, die Ab-
lenkung der Lichtstrahlen der Fixsterne durch das Schwere-
feld der Sonne, deren Beobachtung bei Sonnenfinsternissen
moéglich ist. Die Folgerung, daB alle Vorgéinge im Schwere-
feld verlangsamt erscheinen, wurde durch die Verschiebung
der Spektrallinien des Sonnenlichts gegen das rote Ende des
Spektrums bestitigt.

Jiger, Theoretische Physik I. 7
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Hitten wir in einem kriftefreien Raum einen Kasten,
der sich normal zu seinem Boden gleichférmig beschleunigt
bewegt, so wiirden alle Gegenstiinde dieses Raums eine
Kraft analog der Schwerkraft senkrecht gegen den Boden
erfahren. Tm Innern des Raums kénnten wir nicht ent-
scheiden, ob es sich um Trigheits- oder Gravitationskrifte
handelt. Jede geradlinige Bewegung wiirde im Kasten be-
trachtet zur parabolischen analog der Wurfbahn eines Kér-
persim Schwerefeld. Aber auch die Bahn eines Lichtstrahls
miifite im Kasten sich als gekriimmt erweisen. Identifi-
zieren wir also das Gravitations- mit einem Schwerefeld
(Einsteinsches A'quivalenzprinzip), 80 ergibt sich die
Holgerung der Kriimmung der Lichtstrahlen im Schwere-
feld.

Nach dem allgemeinen Relativitéitsprinzip sind, wie er-
wihnt, die Naturgesetze so zu formulieren, daB sie, bezogen
auf ein bewegtes System, die gleichen bleiben. Unter dieser
Voraussetzung wird dann der Begriff eines absoluten
Raums véllig kinfillig. Mit dem uns zur Vertiigung
stehenden Darstellungsraum sowie den beschrinkten Dar-
stellungsmitteln sind wir jedoch nicht in der Lage, den
liickenlosen Gedankengang der allgemeinen Relativitiits-
theorie wiederzugeben.

Elastizititstheorie.

§ 56. Normal- und Tangentialspannungen.

Wirken auf einen elastischen Kérper Zug- und Druck-
kriifte, so wird er deformiert und in seinem Innern treten
Spannungen auf. Fassen Wwir ein Elementarparallelepiped,
dessen Kanten parallel den drei Achsen eines rechtwink-
ligen Koordinatensystems sind, ins Auge, so werden wir die
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Krifte, welche auf eine Fliche des Parallelepipeds wirken,
immer in eine Normal- und eine Tangentialkraft zerlegen
kénnen. Die Grofle der Kraft wird proportional der Gréle
des Flichenelementes sein, auf welches sie wirkt. Wir
kénnen daher auch von der Kraft per Flicheneinheit
sprechen. Diese Kriifte per Flicheneinheit wollen wir im
folgenden in Betracht ziehen.

Dle Kraft, welche normal zu einem Fléichenelement, das
senkrecht zur z-Achse steht, wirkt, wollen wir mit X, be-
zeichnen. Analog werden wir die Normalkrifte parallel zur
y- und z-Achse Y, baw. Z, schreiben. Die Tangentialkraft,
welche in das Flichenelement selbst hineinfillt, konnen wir
immer in zwei Komponenten parallel zu den Koordinaten-
achsen zerlegen. Nehmen wir z. B. die Tangentialkraft,
welche ein Flichenelement, das senkrecht zur z-Achse steht,
angreift, so erhalten wir eine Komponente parallel zur y-
und eine parallel zur z-Achse. Wir wollen sie dement-
sprechend mit Y, und 7, bezeichnen. Analog werden wir
die Tangentialkriifte, welche auf ein Element wirken, das
senkrecht zur y-Achse steht, mit X, und 7, die fiir ein
Flichenelement senkrecht zur z-Achse mit X,, Y, be-
zeichnen. Man pflegt gewéhnlich die Kriifte per Flichen-
einheit X,, Y,, Z, die Normalspannungen die Kriifte
Xy X Yo Y,,Zm,Z die Tangentialspannungen zu
nennen.

§ 57. Deformationen durch Normalspannungen —
Lingsdilatation — Querkontraktion — Volumsdilatation.
Nach dem Hookeschen Gesetz ist die Dehnung eines
Prismas proportional der dehnenden Kraft. Gleichzeitig
zeigt sich, dafl neben der Dehnung eine Querkontrak-
tion eintritt, welche zwar kleiner als die Dehnung, aber
proportional derselben ist. Denken wir uns einen Wiirfel
von 1 cm Kantenlinge, die Kanten parallel den Achsen
75
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wihnt, die Naturgesetze so zu formulieren, daB sie, bezogen
auf ein bewegtes System, die gleichen bleiben. Unter dieser
Voraussetzung wird dann der Begriff eines absoluten
Raums véllig kinfillig. Mit dem uns zur Vertiigung
stehenden Darstellungsraum sowie den beschrinkten Dar-
stellungsmitteln sind wir jedoch nicht in der Lage, den
liickenlosen Gedankengang der allgemeinen Relativitiits-
theorie wiederzugeben.

Elastizititstheorie.

§ 56. Normal- und Tangentialspannungen.

Wirken auf einen elastischen Kérper Zug- und Druck-
kriifte, so wird er deformiert und in seinem Innern treten
Spannungen auf. Fassen Wwir ein Elementarparallelepiped,
dessen Kanten parallel den drei Achsen eines rechtwink-
ligen Koordinatensystems sind, ins Auge, so werden wir die
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Krifte, welche auf eine Fliche des Parallelepipeds wirken,
immer in eine Normal- und eine Tangentialkraft zerlegen
kénnen. Die Grofle der Kraft wird proportional der Gréle
des Flichenelementes sein, auf welches sie wirkt. Wir
kénnen daher auch von der Kraft per Flicheneinheit
sprechen. Diese Kriifte per Flicheneinheit wollen wir im
folgenden in Betracht ziehen.

Dle Kraft, welche normal zu einem Fléichenelement, das
senkrecht zur z-Achse steht, wirkt, wollen wir mit X, be-
zeichnen. Analog werden wir die Normalkrifte parallel zur
y- und z-Achse Y, baw. Z, schreiben. Die Tangentialkraft,
welche in das Flichenelement selbst hineinfillt, konnen wir
immer in zwei Komponenten parallel zu den Koordinaten-
achsen zerlegen. Nehmen wir z. B. die Tangentialkraft,
welche ein Flichenelement, das senkrecht zur z-Achse steht,
angreift, so erhalten wir eine Komponente parallel zur y-
und eine parallel zur z-Achse. Wir wollen sie dement-
sprechend mit Y, und 7, bezeichnen. Analog werden wir
die Tangentialkriifte, welche auf ein Element wirken, das
senkrecht zur y-Achse steht, mit X, und 7, die fiir ein
Flichenelement senkrecht zur z-Achse mit X,, Y, be-
zeichnen. Man pflegt gewéhnlich die Kriifte per Flichen-
einheit X,, Y,, Z, die Normalspannungen die Kriifte
Xy X Yo Y,,Zm,Z die Tangentialspannungen zu
nennen.

§ 57. Deformationen durch Normalspannungen —
Lingsdilatation — Querkontraktion — Volumsdilatation.
Nach dem Hookeschen Gesetz ist die Dehnung eines
Prismas proportional der dehnenden Kraft. Gleichzeitig
zeigt sich, dafl neben der Dehnung eine Querkontrak-
tion eintritt, welche zwar kleiner als die Dehnung, aber
proportional derselben ist. Denken wir uns einen Wiirfel
von 1 cm Kantenlinge, die Kanten parallel den Achsen
75
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Hitten wir in einem kriftefreien Raum einen Kasten,
der sich normal zu seinem Boden gleichférmig beschleunigt
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liickenlosen Gedankengang der allgemeinen Relativitiits-
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Krifte, welche auf eine Fliche des Parallelepipeds wirken,
immer in eine Normal- und eine Tangentialkraft zerlegen
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des Flichenelementes sein, auf welches sie wirkt. Wir
kénnen daher auch von der Kraft per Flicheneinheit
sprechen. Diese Kriifte per Flicheneinheit wollen wir im
folgenden in Betracht ziehen.

Dle Kraft, welche normal zu einem Fléichenelement, das
senkrecht zur z-Achse steht, wirkt, wollen wir mit X, be-
zeichnen. Analog werden wir die Normalkrifte parallel zur
y- und z-Achse Y, baw. Z, schreiben. Die Tangentialkraft,
welche in das Flichenelement selbst hineinfillt, konnen wir
immer in zwei Komponenten parallel zu den Koordinaten-
achsen zerlegen. Nehmen wir z. B. die Tangentialkraft,
welche ein Flichenelement, das senkrecht zur z-Achse steht,
angreift, so erhalten wir eine Komponente parallel zur y-
und eine parallel zur z-Achse. Wir wollen sie dement-
sprechend mit Y, und 7, bezeichnen. Analog werden wir
die Tangentialkriifte, welche auf ein Element wirken, das
senkrecht zur y-Achse steht, mit X, und 7, die fiir ein
Flichenelement senkrecht zur z-Achse mit X,, Y, be-
zeichnen. Man pflegt gewéhnlich die Kriifte per Flichen-
einheit X,, Y,, Z, die Normalspannungen die Kriifte
Xy X Yo Y,,Zm,Z die Tangentialspannungen zu
nennen.

§ 57. Deformationen durch Normalspannungen —
Lingsdilatation — Querkontraktion — Volumsdilatation.
Nach dem Hookeschen Gesetz ist die Dehnung eines
Prismas proportional der dehnenden Kraft. Gleichzeitig
zeigt sich, dafl neben der Dehnung eine Querkontrak-
tion eintritt, welche zwar kleiner als die Dehnung, aber
proportional derselben ist. Denken wir uns einen Wiirfel
von 1 cm Kantenlinge, die Kanten parallel den Achsen
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eines rechtwinkligen K oordinatensystems. Es wirke auf ihn
lediglich die N ormalspannung X, welche wir normal Zur
linken und rechten Seitenfliche in entgegengesetzter Rich-
tung wirkend annchmen miissen. Die Kanten parallel zur
2-Achse erfahren dadurch eine Verlingerun g, dic sogenannte
Lingsdilatation .

X

E b

hingegen jene, die senkrecht zur x-Achse stehen, das sind
die Kanten parallel zur o- bzw. z-Achse, eine Verkiirzung,
die Querkontraktion

S

EX,
Yy == ZET

wobei k ein Bruch ist, der nach der Erfahrung zwischen
‘!5 und 1, liegt und die Konstante B gewshnlich der

Elastizititsmodul genannt wird.

Wirken auf den Wiirfel die drej Spannungen X, Y. 2,

so erfahren die Kanten parallel zur 2-Achse die Verliingerung
Xo i Y, +2) :
B E

Analog ist die V. erlingerung der Kanten parallel zur y-Achse
17::/ k (Xo: S Z;.)

(33) by e

LA e
und parallel zur z-Achgse
FR S e S

Wﬁ.hrend im. neutralen Zustande unser Wiirfel den Tnhalt
von einem Kubikzentimetey hat, ist sein Volumen nach Ein-
wirkung der Normalspannungen

(l‘f‘%)(l*}—yg)(l +zz)=1+mw—}—yy+z,,,
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da Wegen der Kleinheit der Dehnungen Produkte derselben
vernachlissigt werden kénnen. Die Volumszunahme
(34) 0=%+?/y+zz

nennt man die Volumsdilatation.

§ 58. Deformationen durch Tangentialspannungen —
Schiebungen.

Wir denken uns einen Elementarwiirfel (Fig. 16) eines
elastischen Kérpers. Soll er unter dem Einflu der Tan-

Zye
zZ

¥ Zy
Fig. 16.

gentialspannungen im Gleichgewichte sein, so geniigen die
Spannungen X, nicht, da dieselben, wie man sieht, ein
Drehungsmoment ergeben wiirden. Es miissen daher auch
die Tangentialspannungen Z, vorhanden sein, welche ein
entgegengesetzt gerichtetes Drehungsmoment ergeben. Nur
wenn

X, =75
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ist, wird Gleichgewicht vorhanden sein.  Analog muB
immer gelten
Xy=Y, und Y, = Zi
Die Tangentialkriifte deformieren ebenfalls den Korper.
Sténde ein Wiirfel von der Kantenlinge Eins nur unter dem
EinfluB der Tangentialkraft X, (Fig. 17), indem seine untere
Fliche etwa festgehal-
Xz ten wiirde, so wiirde die
Seitenfliche 4 BC'D die
Form A4'B'CD anneh-
men. Die Strecked 4'—
BB’ =z, nennen wir
die Schiebung oder
c ' Scherung, indem man
die Tangentialkraifte
auch scherende Kriifte
nennt. Die Schiebungz,
gibt fiir einen Wiirfel von der Kantenlinge Eins direkt den
Weg an, um welchen sich durch den EinfluB der Kraft X,
die Punkte der oberen Wiirfelflsiche relativ zur unteren
verschieben, Da die Strecke 4 (' — 1 ist, so ist

T, = AA" = 3= 404",
Gleicherweise wird die Kraft Zy die Schiebung z, hervor-
bringen, und da X, =Z,, so auch

A A Il e 7i s

Fig. 17.

T—ie
und analog

Ly = Yy, Yo = 2,.

%

§ 59. Beziehung zwischen Normal-, Tangentialspannungen
und Schiebungen.

Denken Wir uns ecinen Wiirfel unter demi EinfluB der

Tangentlalspannungen X, und Z,, so nimmt die Seiten-

fliche ABCD vparallel zur (%, z)-Ebene des Koordinaten-
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systems (Iig. 18) die Form A’B’C’D’ an. Diese Defor-
mation kénnen wir in einem Kérper aber auch noch auf
andere Weise, nimlich durch Normalspannungen erzielen.
EFGH (Fig. 19) sei der Querschnitt eines quadratischen
Prismas von der Héhe Eins. Parallel den Seiten B@, B H
sei die Normalspannung N vorkanden. Es wirkt somit auf

die Fliche GH nach abwirts ein Zug N -GH, ein gleich

Fig. 18.

grofler in entgegengesetzter Richtung auf EF. Dadurch
erleidet das Quadrat KFGH eine Deformation und geht
- liber in das Rechteck "G’ H', wihrend sich das Quadrat
ABCD in den Rhombus 4’ B'C’ D’ verwandelt. Dieselbe
Deformation erzielen wir, wenn wir den Zug, der an der
Flache G'D angreift, gleichmiiBig iiber 4D verteilen. Diesen
Zug konnen wir beziiglich 4D in eine Tangential- und eine
Normalspannung zerlegen, die gleich groB sind, da der Win-
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kel ¢ = 459, Dasselbe, was wir mit der Fliche 4D taten,
kénnen wir bei den Flichen 4B, BC und CD wiederholen,
Wir erhalten so vier einander im Gleichgewicht haltende
Normalkriifte, die keine Schiebung hervorrufen kénnen,
ferner die durch Pfeile angedeuteten Tangentialspannungen
T, welche also die Schiebung verursachen.

I 7T

I B’ I

i T

Fig. 19.

Die urspriingliche Normalspannung N, welche auf die
Fliche EB die Kraft N- 7§ ausiibt, wird per Einheit der
Fliche 4 B eine Kraft § zur Folge haben, welche gegeben
ist durch :
N-EB=S8-41B S-EB-y2,

oder

S =

5_{2 I
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Somit ist die Komponente

T-:Scos—yzzi ﬁ

¥
Durch die Deformation des Quadrates EFGH in das Recht-
eck B'F'G'H’ geht der Winkel ¢ in ¢’ iiber. Es ist

EA
tgp = BB = 1
N N
= EA(1+T)_t l—l—f
din e
E E
(§48). Wegen der Kleinheit von % konnen wir schreiben

N k N
tgo' = tggp (1 +E7) (1+CTN) = tgqv[l + (1 +k)f],

oder

o d N

was man alles sofort erhélt, wenn man bedenkt, daB ¢’ und
@ sehr wenig voneinander verschieden sind, daB ferner

@ = % » also tgp =1, cos? p = List. Es ergibt sich somit

o Nt (ef &)
d‘P—(l“"’f)?'E——‘—*E x.
da wir ja T:E- fanden.

Durch eine Drehung um 45° kénnen wir das Quadrat
ABCD (Fig.19) mit dem Quadrat (Fig. 18) zur Deckung
bringen und sehen ohne weiteres, daB die Tangential-
spannung 7' dann mit X, bzw. Z,, die Winkelverinde-
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rung d mit der Schiebung 2, = 2, identisch wird. Danach
erhalten wir also

1+k _ 14

ebenso ergibt sich

1B L 1-+k
Ly = Yz = I7 Ay:TYm
und
1+Ek
e -+ = 1ﬂlﬂkZ

o T S

§ 60. Gleichgewicht und Bewegung elastischer Korper. '

Auf ein Elementarparallelepiped eines elastischen iso-
tropen Korpers — nur fiir solche haben wir unsere Unter-
suchungen angestellt — sollen Normal- und Tangential-
spannungen und auBerdem #uBere Kriifte wirken. Letztere
seien, wie etwa die Schwerkraft, proportional der Masse des
Korpers. Nennen wir die Komponenten der suBeren Kriifte
auf die Masseneinheit X, Y, Z, so wirkt parallel zur z-Achse
auf unser Prisma die fuBere Kraft o « f X, wenn wir mit
¢ die Dichte des Korpers, mit a, B, v die Prismenkanten
bezeichnen, welche parallel den Achsen des Koordinaten-
systems zu denken sind. Es wirkt ferner auf die linke Seite
des Prismas infolge der Normalspannung X, die Kraft
—pyX,, auf die rechte analog f3 y X,'. Da wir die
Spannungen als stetige Funktionen der Koordinaten aut-
fassen, go ist

Xm,:Xm_}—ﬂ“:
oz
also
X-’L"_Xa;: aAa‘ &,

dx
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woraus fiir das Prisma die Kraft ocff i resultiert. Ganz

ebenso steht es mit den Tangentlalspannungen X, und X,.

Sie ergeben die Kriifte o fy

0X,
oy

Fall des Gleichgewichtes muB die Summe aller dieser
Krifte gleich Null, fiir den Fall der Bewegung gleich der
Masse multipliziert mit der Beschleunigung des Elementar-
parallelepipeds sein. Im ersten Falle erhalten wir somit

0 Xy 10X, 0X, v,
“ﬁ"(a:z o 2y 2 dz +TaX

oder
X, 0X, X, P
(36) = 3y g e X = 0.

Im Falle der Bewegung muf} der vorletszte Ausdruck
2

gleich oo 7 0 e oder es muf}

P

ST ey Y R
37 — £ e - \
(57) L ol e e

. o . T .
sein, indem wir mit # die Beschleunigung parallel zur

z-Achse bezeichnen, wihrend « f§ ¢ ¢ die Masse des Volums-
elementes ist. Dabei haben wir angenommen, dafl nicht
nur, wie wir im § 58 bewiesen haben, im Ruhezustand, son-
dern auch bei der Bewegung fiir jeden Punkt des Kérpers
N7
usw. gilt. DaB dies tatsichlich zutrifft, ergibt uns sofort die
Fig. 16. Hat der Elementarwiirfel daselbst die unendlich
kleine Kantenliinge o, so ist das Drehungsmoment der X,
gleich «3X,, jenes der Z, gleich o®Z,. Das Trigheits-
moment des Wiirfels ist X m 2 (§ 28), wird also, wie man
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leicht findet, von der GroBenordnung 8. Sollen demnach
keine unendlich groBen Winkelbeschleunigungen vorkom-
men, 5o ist das nur méglich, wenn X, und Z, im physi-
kalischen Sinne einander gleich sind.

Nach Gleichung (33) (§ 57) kénnen wir bilden
aus den Gleichungen (33) und (34)

Y s s
E T (‘Xm"‘l‘" Yy +Az) =

Danach ergibt sich fiir die friithere Gleichung
: EEO E z,

TR IR TE R

Ozzm_i'y'y_}_zzf:i

oder
wenn wir
kE
A+k@—2k
setzen. Gleicherweise erhalten wir
Y,=i0+2uy,, Z,=20+4+2pz,.

Ferner ergeben die Gleichungen (35) (§ 59) fiir die Tan-
gentialspannungen

E
— =y

il
5.6 o= BT

X, = Yx:2.ux'y:2;u?/m’

(39) Xee— 7 =203, =20z,

Y. =2, =2uy,=2uz,.
Wir depken uns nun wieder ein Elementarparallelepiped
ei.nes elastischen Kérpers, Im neutralen Zustande habe es
die Kanten o, £, 7. Nach der Deformation soll der Anfangs-

punkt der Kante o einen Zuwachs der z-Koordinate um &,
der Endpunkt um &’ erfahren haben. Die Kante o hat da-
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durch eine Verlingerung & — & erlangt, und wir kénnen
wiederum

0
T .
setzen, so dal also
cape
3 e

die Verlingerung von «, L daher die Verlingerung der

0z
Liingeneinheit, d. h. die Dehnung parallel zur z-Achse ist.

Analog erhalten wir fiir die Dehnung parallel zur y- und
z-Achse die Ausdriicke Z—J und BC

Wir kénnen somit die

Gleichung (38) und die zugehomgen auch schreiben:

o0&
X, =24042u Tt

a,;
. Y,=10+2u )

T 2y

s
=10+ 2u = S

Desgleichen ist

.05 Qi ag

~ 9z ' 9y ' 9z
Ist infolge der Tangentialspannung X, (Fig.17) der

Punkt 4 um die Strecke 4 A’= x, verschoben worden, so
konnen wir, da «, nichts anderes als die Tangente des Win-

kels AC' A" gleich ?}aé ist,

LT
IS AR PR T
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oder auch

x.=zw=,i(i§—+ aC)

S

2 \ 0z oz

setzen. Danach lassen sich die Gleichungen (39) auch
schreiben:

a7 =,u(a’7 +ﬁ) :
und wir finden unmittelbar
0X, a0 02&
—— —_— 2 LSS
ox : ox Sl ox2’
X, 20 0%¢& 0%y
oy 55 ‘(azﬂ + away)"

oA W g2 E 02
FURe e T dz oz
Durch Addition dieser drei Gleichungen ergibt sich
0X X, 0X,
az 5y ay of %
00 0 877 o¢
= A — } P —
la:r ,‘u,AE—I—,uax( az)
00
= (1+u Z7 HwAdé
03¢
oy? L 6“

verstehen. Sonach erhalten wir nach Glelchuno (36) fiir
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das Gleichgewicht eines elastischen Korpers die Be-
ziehungen

00

(l“l“,u)*a; +udéE L o0X=0,
a0

(l+,u)@ +pdn+eY¥Y=0,

a0 .
(7»+M)W +pdi+o0Z =0,

fiir die Bewegung hingegen
d2& 00 5
ear = (}”+”)_é?,;— +pudéE+oX,

d?n 00
(40) th—z:(lﬂLﬂ)W"l'HA??'FQY’
d=3 ; a0
9‘(1?:(’*‘1"“)37“{‘.“4] G oz

Um spezielle Beispiele sowohl des Gleichgewichts als
der Bewegung elastischer Kérper zu berechnen, ist es oft
angezeigt, nicht von den allgemeinen Gleichungen aus-
zugehen, sondern, wie wir z. B. in der Akustik sehen wer-
den, die Gleichungen fiir die Krifte direkt aus der Ge-
stalt des Korpers zu entwickeln. [Als Beispiel fiir die An-
wendung der Gleichung (40) siehe Bd. IT § 26.]

Hydromechanik.

§ 61. Hydrostatische Grundgleichungen.

In der Hydromechanik behandeln wir die Lehre vom
Gleichgewicht und von der Bewegung der Fliissigkeiten
und Gase.
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Legen wir durch irgendeine ruhende Flissigkeit eine
Ebene, so wird auf sie von jeder Seite, und zwar senkrecht
zu ihr, ein Druck ausgeiibt. Dieser Druck p per Flichen-
einheit ist von der Richtung der Ebene unabhéngig, d. h.
er ist nach allen Richtungen gleich grof3.

Denken wir uns ein Elementarparallelepiped der Fliissig-
keit, dessen Kanten o, p, v parallel den Achsen eines
rechtwinkeligen Koordinatensystems sind. Die Kriifte,
welche parallel zur z-Achse wirken, sind der Druck P,
welcher auf der linken Seite /8y lastet, entgegengesetzt der
Druck p" auf der rechten Seite und dann die z-Kom-
ponente der uBeren Kriifte. Diese sollen, wie etwa die
Schwerkraft, proportional der Masse der Fliissigkeit sein
und ihre Komponenten auf die Masseneinheit seien X,
Y, Z. Dann wirkt also auf unser Element parallel zur
z-Achse die Kraft g o 9 X, wenn o die Dichte der Fliissig-
keit ist. Alle Krifte sollen im Gleichgewicht, d. h. es muB

PRy — P By +oapyX=0
sein. Wir nehmen nun an, der Druck p sei eine Funktion
der Koordinaten, so

Lo o
P =p +W o .
Fiihren wir diesen Wert in unsere Gleichung ein, dividieren
wir durch o £y und iiberlegen wir, daB wir in ganz dhn-

licher Weise auch bei den iibrigen Komponenten vorgehen
kénnen, so ergeben sich die Gleichungen

ap
X— -~ —
0 am 3
op
45]- —_— =
(41) 4 8
A 6p:ol
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Diese Gleichungen bedingen das Gleichgewicht einer
Flissigkeit, weshalb man sie die hydrostatischen
Grundgleichungen nennt.

Wir kénnen unsere Gleichungen auch aus der Gleichung
(36) fiir das Gleichgewicht eines festen elastischen Kérpers
gewinnen, wenn wir bedenken, 6 daf in Flissigkeiten
scherende Kriifte vernachlissigt werden kénnen. Glei-
chung (36) wird dann

00X,
0w
X, ist eine Normalspannung. Den Druck p kénnen wir

als negative Normalspannung einfithren. Unsere Gleichung
wird also

FoX=0%"

ap
et il ik BB iy
g ,

was mit den Gleichungen (41) identisch ist.
oy

Haben die Krifte ein Potentialy, ist mithin X = — 5u

usw., so nehmen unsere Gleichungen die Form
dyp , Op
el 4SS et e P
¢ o ST ox
usf. an und lassen sich in

dp= —pdy
zusammenziehen.

§ 62. Abhiingigkeit des Drucks von der Schwere in tropi-
baren Fliissigkeiten — hydrostatisches Paradoxon.

Lassen wir die z-Achse vertikal nach oben gghen upd
fithren wir als duBere Kraft nur die Schwere ein, so ist

X% =0, G=tg.

Jiger, Theoretische Physik I.
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Unsere (leichungen werden
dp ep ap
FErars [T ki et i

~ Fiir tropfbare Fliissigkeiten kénnen wir die Dichte als vom
Druck unabhiingig ansehen; die Integration der Glei-
chungen ergibt daher

P = const.

fiir alle Punkte einer Horizontalebene, welche man auch
eine Niveaufldche nennt, und

P==i6—=.0 9.4
fiir die Abhéingigkeit des Drucks von der Héhe,

Die Oberfliche der Flissigkeit muB daher eine Hori-

zontalebene sein. Legen wir sie in die  y-Ebene, so ist
Pisw =00,

d. h. der Druck ist proportional der Tiefe. Die
Form des GefiBes spielt in den Gleichungen gar keine
Rolle, d. h. sie ist fiir den Druck der Flussigkeit
vollstindig gleichgiiltig, eine Erscheinung, die man
das hydrostatische Paradoxon nennt.

Dasselbe Resultat erhalten wir natiirlich auch, wenn wir

die Gleichung dp = — o d integrieren. Da o konstant,
so ist
(42) P=c—oyp,

withrend y = ¢ 2 ist.

§ 63. Gleichgewichtsfigur einer rotierenden Fliissigkeit.

Dreht sich ein teilweise mit Fliissigkeit angefiilltes zylin-
drisches Gefif um seine Achse, so rotiert bald die ganze
Fliissigkeit mit und bildet dabei eine einwiirts gewolbte
Oberfliche. Lassen wir ein Koordinatensystem, dessen z-

Achse die Zylinderachse ist, in gleicher Geschwindigkeit mit
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dem Gefif} rotieren, so kénnen wir die Fliissigkeit in bezug
auf dieses System als ruhend ansehen und unsere Glei-
chungen darauf anwenden. Ist die Winkelgeschwindigkeit
o, so erlangt ein Teilchen infolge der Fliehkraft die Be-
schleunigungen

X —pdcis e w2yl 4— —¢.
Fiir diese Kriifte haben wir das Potential

1
q):___?aﬂrz_l_gz,

wenn wir 22 -+ 32 = 72 einfiihren. Nach Gleichung (42) ist
somit der Druck

1t
p=c+o 50 RSy o)

Die Flichen konstanten Drucks oder die Niveau-
flichen und damit auch.die Oberfléiche sind Rotations-
paraboloide.

§ 64. Barometrische Hohenformel.

Wollen wir die hydrostatischen Grundgleichungen auf
(tase anwenden, so haben wir zu bedenken, daf bei diesen
die Beziehung zwischen Druck und Dichte durch das Boyle-
sche Gesetz

IR

0

gegeben ist, wobei R eine Konstante bedeutet.

Lassen wir bloB die Schwerkraft mit dem Potential
y = ¢ 2 wirken, so wird die Gleichung dp = — ¢ dy sich
verwandeln in

K%
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oder
ﬂ:_idz_
P R

Durch Integration erhalten wir
Inp = ~%—z+ InC,

g
p:Ce—fz

Fir 2 = 0 sei p = p, . Dann wird

g
—-—z
P Poe ik
Nach dieser Gleichung nimmt der Luftdruck mit wach-
sender Hohe ab.

§ 65. Kapillarititskonstanten.

Man nimmt an, daB die kleinsten Teilchen einer Fliissig-
keit Anziehungskrifte, die sogenannten Kapillarkriifte, auf-
einander ausiiben, die allerdings nur auf sehr kleine Ent-
fernungen wirksam sind. Das hat zur Folge, daB ein Teil-
chen im Innern einer Fliissigkeit sich so verhélt, als wiiren
derartige Kriifte nicht vorhanden, weil sie nach allen Rich-
tungen gleichmiiBig wirken, sich daher gegenseitig auf-
heben. Die Teilchen an der Oberfliche erfahren jedoch
einen Zug gegen das Innere der Fliissigkeit. Es ist daher
eine Arbeit zu leisten, um ein Fliissigkeitsteilchen aus dem
Innern an die Oberfliche zu bringen. Die VergroBerung
der Oberfliche erfordert Arbeit, '

Befindet sich eine Fliissigkeit in einem GefdB, so ist sie
im allgemeinen teils von der freien Oberfliche, teils von
den GefiBwiinden begrenzt. Diese dem GefiB und der
Fliissigkeit gemeinsame Fliche nennen wir die gemein-
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same Oberfliche. Wollen wir die freie Oberfliche um die
Flicheneinheit vergroBern, so haben wir die Arbeit « zu
leisten, ebenso bei der VergréBerung der gemeinsamen Ober-
fliche um die Flicheneinheit die Arbeit 8. o und f nennt
man die Kapillarititskonstanten der Fliissigkeit.

§ 66. Erste Hauptgleichung der Kapillaritit.

Um die Gleichgewichtsfigur der freien Oberfliche einer
Fliissigkeit zu finden, benutzen wir wieder das Prinzip der
virtuellen Verschiebungen. Wir denken uns ein Gefil} ge-
fiillt mit einer Fliissigkeit. Wir machen eine virtuelle Ver-
schiebung der freien Oberfliche, ohne dabei die gemeinsame
Oberfliche zu veréindern. Arbeit werden also leisten der
dufere Druck (Luftdruck), die Schwerkraft und die Kapil-
larkrifte.

Auf der Oberfliche der Fliissigkeit laste der Druck P.
Einer Verschiebung 07 in der Richtung der Normalen ent-
spricht demnach die Arbeitsleistung der Krifte.

— [ Péndo.

Diese Arbeit ist gleich Null, wenn, wie wir annehmen
wollen, sowohl der Druck P als auch das Volumen der
Flissigkeit konstante GroBen sind. Es ist dann

SPOondO=P f6nd0 =0,
da ja
S6nd0 =0
nichts anderes als die Volumsinderung ist.

Wir legen durch unsere Fliissigkeit eine Horizontalebene
als (z, y)-Ebene eines rechtwinkligen Koordinatensystems.
Uber dem Fliichenelement dF dieser Ebene befinde sich
eine Fliissigkeitssiule von der Héhe 2. Bei der virtuellen
Verschiebung werde das obere Ende unserer Fliissigkeits-
siule um 6z gehoben, sie erfihrt also eine Volumsver-
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mehrung dF dz. Da das gesamte Volumen der Fliissigkeit
unverindert bleiben soll, muf sich an irgendeiner andern
Stelle die Fliissigkeit senken derart, daB dF oz ~+ dF' 6z'=0
ist. Wenn wir ¢z als positiv ansehen, wird also 62/ negativ
sein.
Die Arbeit, welche von der Schwere geleistet wird,
kénnen wir uns so berechnen, daB wir annehmen, die beiden
lissigkeitsséiulen bilden kommunizierende Rahren, die in
_ der (, y)-Ebene durch ein Horizontalrohr verbunden sind.
Die Arbeit der Schwere ist dann
—092dF0z— g2 dF' 62 = — 9 g (2 — Z)dF dz.
Dieser Ausdruck enthiilt nur die Differen” der Fliissigkeits-
hohen. Es ist somit gleichgiiltig, in welcher Hohe sich die
(2. y)-Ebene befindet, was die obige Annahme zur Berech-
nung der Arbeit der Schwere rechtfertigt. Die Gesamt-
arbeit ist also gegeben durch

(43) S—o0gz0zdF.
Die Arbeit der Kapillarkrifte ist (§ €5)
(44) — 200,

wenn wir unter 40 die Anderung der freien Oberfliche bei
der virtuellen Verschiebung verstehen.

Fir ein Oberflichenelement d0 kénnen wir
nach einem Lehrsatz der Geometrie zwei senkrecht aut-
einander stehende Ebenen angeben, deren eine
die Kurve des gréBten, die andere jene des klein-
sten Krimmungsradius des Flichenelements ent-
hilt. Diese Radien seien  und +'. Wir lassen sie von den
entspreckenden Kriimmungsmittelpunkten aus die Winkel
dg bzw. dy beschreiben und erhalten so das Oberflichen-
element,

dO=rv' dpdy .

Verschieben wir das Element nach der Normalen um dn,

|
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so erhalten wir das neue Element

= (r40m) ('+on) dp dy=rr"de dy (1+ e 6”)
Der Zuwachs des Oberflichenelements ist mithin

d0" — d0 = dO (% -+ 7—1,) on,

oder

(45) 00 ——f(% -+ %,) on do .

Das zur Fliissigkeitssiule iiber dF gehorige Oberflédchen-
element dO bildet mit dF einen Winkel, der gleich dem
Winkel der Normalen ¢ (Fig. 20) %
ist. Folglich ist

dF' = dO cos ¢ .
Desgleichen ist

on = dzcos
daher
dF 6z = d0 on .
Die Summe der Ausdriicke (43) -
und (44) ist die Gesamtarbeit der Fig. 20.

Krifte bei der virtuellen Verschie-
bung. Mit Riicksicht auf Gleichung (45) haben wir also

—f0g282dF —a 00 = — fpqgzdzdF

= f(i—{—i,) ondO =0,
7 r

oder nach der letzten Bemerkung

fggzézdF-l»ocf(—t_«—k—})éndO
*f[og —|—J( + ﬂézdI'_O
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mehrung dF d2. Da das gesamte Volumen der Fliissigkeit
unverindert bleiben soll, muf sich an irgendeiner andern
Stelle die Fliissigkeit senken derart, daB dF oz + dF' §2'=0
1st. Wenn wir 9z als positiv ansehen, wird also 62’ negativ
sein.

Die Arbeit, welche von der Schwere geleistet wird,
konnen wir uns so berechnen, daB wir annehmen, die beiden
Fliissigkeitssiulen bilden kommunizierende Rohren, die in

_ der (2, y)-Ebene durch ein Horizontalrohr verbunden sind.
Die Arbeit der Schwere ist dann

—@92dFdz— g2 dF' 82 = — 9 g (2 — Z)dF dz.

Dieser Ausdruck enthiilt nur die Differen” der Fliissigkeits-
héhen. Es ist somit gleichgiiltig, in welcher Hohe sich die
(z. y)-Ebene befindet, was die obige Annahme zur Berech-
nung der Arbeit der Schwere rechtfertigt. Die Gesamt-
arbeit ist also gegeben durch

(43) JS—0gzdzdF.
Die Arbeit der Kapillarkrifte ist (§ €b)
(44) — w00,

wenn wir unter 60 die Anderung der freien Oberfliche hei
der virtuellen Verschiebung verstehen.

Fir ein Oberflichenelement dO koénnen wir
nach einem Lehrsatz der Geometrie zwel senkrech? auf-
einander stehende Ebenen angeben, deren eine
die Kurve des groBten, die andere jene des klein-
sten Kriimmungsradius des Flichenelements ent-
halt. Diese Radien seien r und ¢, Wir lassen sie von den
entspreckenden Kriimmungsmittelpunkten aus die Winkel
dg bzw. dy beschreiben und erhalten so das Oberflichen-
element

dO = ry' do dy .

Verschieben wir das Element nach der Normalen um dn,
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so erhalten wir das neue Element
= (r+0m) (r'+on)dp dy=rr"de dy (1+ =1 6”)

Der Zuwachs des Oberflichenelements ist mithin

d0’ — d0 = do (% e %) on,

oder

(45) 00 —f( ) ondo .

Das zur Flissigkeitssiule uber dF gehorige Oberflachen-
element dO bildet mit dF' einen Winkel; der gleich dem
Winkel der Normalen ¢ (Fig. 20) &
ist. Folglich ist

dF' = dO cos ¢ .
Desgleichen ist
on = dzcosq,
daher
dF 6z = d0 én .
Die Summe der Ausdriicke ( 43) a
und (44) ist die Gesamtarbeit der Fig. 20.

Krifte bei der virtuellen Verschie-
bung. Mit Riicksicht auf Gleichung (45) haben wir also

—f0g202dF — 000 = — fpqgzdzdF

o f(%—l—%)éndO:O,

oder nach der letzten Bemerkung

fggzézdF-kozf(—lf—l- -17) on dO
_f[og —|—¢( 4 )]6zdF—0
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Da
JS0zdF =0
1st, S0 geniigen wir unserer Gleichung, wenn wir
. 1 1
(48} 5 Q{/Z‘f‘“(?-f-?):G

setzen, wobei die Konstante ¢ aus bekannten Werten von
7, 7" und z gefunden werden muf.

Gleichung (46) nennt man die erste Hauptgleichung
der Kapillaritit.

§ 67. Oberﬂﬁchenspa.nnung.

Wir denken uns die Oberfliche einer Fliissigkeit recht-
eckig begrenzt (Fig. 21). Die Seiten 4 B und C'D seien 1 cm
lang. Verschieben wir C'D um die Strecke ds, so vergréBern

wir die Oberfliche 4 BCD um ds,

---;  Iniissen somit eine Arbeit ¢ ds leisten.
i Folglich muB aufCD in der Richtung
st CA eine Kraft wirken, die wir die

B D Oberfléichenspannung S nennen.
Fig. 21. Ihre GréBe ist also
S v,
Die Fliissigkeitsoberfliche ist wie eine gespannte Haut zu
betrachten. Denken WIT uns eine beliebige Linie in ihr, so
wirkt senkrecht dazu per Lingeneinheit die Kraft S.

§ 68. Zweite Hauptgleichung der Kapillaritiit,

In Fig. 22 treffe im Punkt ¢ die Oberfliche C'D einer
Fliissigkeit unter dem Winkel 1, dem Randwinkel, die
GefiBwand 4 B. Die Flitssigkeit schneidet also die Gef:if-
wand in einer Geraden, welche senkrecht zur Bildebene
durch den Punkt ¢ gehend zu denken ist. Per Lingenein-
heit dieser Geraden wirkt in der Richtung €D infolge der
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Oberflichenspannung die Kraft «. Da man aber fiir die
gemeinsame Oberfliche genau dieselbe Uberlegung machen
kann, so wirkt auf die Léngeneinheit der Peripherie der
Oberfliche der Fliissigkeit in der Richtung €' 4
auch noch die Kraft f. Fiir das Gleichgewicht
der Fliissigkeit an der GefiBwand kommen

nur jene Kraftkomponenten in Betracht, ¢ S\
z

B

welche parallel zur Wand wirken, deshalb
muf

owecost + =0 D
sein. Das ist die zweite Hauptgleichung I
der Kapillaritit. Fig. 22.

§ 69. Steighthe in Rohren und zwischen Platten.
Wir kénnen die erste Hauptgleichung in der Form

*1,‘) +c
i
schreiben. Dabei ist der Kriimmungsradius » positiv,
wenn erinnerhalb der Fliissigkeit liegt, wenn wir also eine
konvexe Oberfliiche haben. Dies ist bei Quecksilber in
einer Glasrohre der Fall. Ist die Rohre eng genug, so
kénnen wir die Oberfliche des Quecksilbers, den Menis-
kus, als Halbkugel ansehn, deren Radius mit jenem der
Réhre iibereinstimmt. Wiihlen wir die Quecksilberober-
fliche in einem weiten GefiB als = y-Ebene, so ist fiir die-
selbe 2= 0, r = 1" = 00, also ¢ = 0, und wir erhalten
il 1
et

1 7

16
99’3:—“(7"}‘

Fiir eine enge Réhre vom Radius 7, die wir in das Queck-
silber eintauchen, wird diese Gleichung

2«

e
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Haben wir zwei parallele ebene Platten vom Abstand 27,
so bildet die Quecksilberoberfliche eine Zylinderfliche,
deren einer Kriimmungsradius gleich », wihrend der andere
gleich 0o ist. Fiir diese Anordnung erhalten wir demnach

ng:—i.
r

Zwischen zwei Platten, deren Abstand gleich dem Durch-
messer einer Rohre ist, steht also die Quecksilberoberfliche
halb so tief unter dem normalen Niveau als in der Rohre.

Ist die Oberfliiche nicht konvex, sondern konkav, so
liegen die Kriimmungsradien auBerhalb der Fliissig-
keit. Wir miissen sie dann alsnegativ ansehen, d. h. eine
benetzende Fliissigkeit steigt in einer engen Réhre,
und zwar ist die Steighohe verkehrt proportional dem
Krimmungsradius und im obigen Sinn doppelt so grof als
zwischen zwei Platten. Dies alles gilt jedoch nur dann,
wenn wir den Durchmesser der Réhre gegeniiber der Steig-
hohe vernachlissigen konnen. Eine genauere Formel
werden wir im § 71 kennen lernen.

§ 70. Blasen und Tropfen.
Wir betrachten die Gestalt der Oberfliche lings einer
geraden Wand. Wir erhalten eine Zylinderfliche, der eine
Kriimmungsradius ist da-
her v = oo. Fiir die Leit-
linte OC der Zylinder-
fliche (Fig. 23) gilt
rde = ds
X oder

Fig. 23.

ds

Da aber nach unserer ersten Hauptgleichung ¢ g 2 — 5,
-
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50 auch

d d
ggz:aﬂ: ol ﬁ:occomp—d(—i—-

ds dz " 'ds
Wir haben ferner —j? = tg @, also
de

dz_ C tg fﬂ sin
Bfigs = oioosp ig g oo = wsing oo

=
Durch Integration dieser Gleichung erhalten wir
eg#®

- acosp + C.
Fir 2=0 wird auch A
@ = 0, daher C = ¢ und h{g )
092 i i
g & (1 —cosg). Fig. 24.

Fiir den Punkt an der Gefiwand erkennt man ohne
weiteres, dal der Winkel ¢ das Komplement des Rand-
winkels ¢ ist. Die Erhebung 2z, der Fliissigkeit am Rand
itber das normale Niveau ist also durch

094®
2

gegeben. Infolge der quadratischen Form der Gleichung
erkennt man jedoch nicht, ob die Erhebung positiv oder
negativ ist, aber wir wissen, daB} eine Erhebung nur bei
benetzenden Fliissigkeiten vorhanden ist.

Eine nichtbenetzende Fliissigkeit auf eine ebene Unter-
lage gebracht bildet einen Tropfen. Ist er so groB, daf wir
seine Héhe gegeniiber seinem Durchmesser vernachlissigen
konnen, so 148t sich auf ihn unsere Gleichung anwenden.
Im Punkt C (Fig. 24) stehe die Tangente an die Durch-
schnittskurve des Tropfens senkrecht. Der Winkel ¢ ist 909,

= o (1 — sin7)
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cos @ = 0. Der Punkt C liegt daher um  tiefer als der
héchste Punkt des Tropfens. Wir erhalten fiir ihn die
Formel

20

eg’
nach welcher wir die Kapillaritéitskonstante berechnen
kénnen. Die Fig. 24 kénnen wir umkehren und haben dann
den Fall einer Luftblase unter einer Glasplatte, welche die

Fliissigkeit oben abschlieBt. Solche Blasen ergeben also
ebenfalls ein Mittel zur Berechnung der Konstanten a.

h? —=

§ 71. Kapillarrghren.

Tauchen wir einen beliebig begrenzten Zylinder vom
Umfang I mit seiner Achse senkrecht in eine Fliissigkeit
und machen wir jetzt, indem wir entweder die Fliissigkeit
oder den Zylinder heben oder senken, eine virtuelle Ver-
schiebung, so muB fiir den Fall des Gleichgewichts die
Summe séimtlicher Arbeiten gleich Null sein,

Bei einer Kapillarrshre vom Radius » kénnen wir fol-
gendermafen verfahren. Wir heben die Fliissigkeit in der-
selben um 6h. Dabei erhalten wir eine VergroBerung
der gemeinsamen Oberfliche 2770k, Die Arbeit ist
— 27 Broh. Die Arbeit, um die Flussigkeitssiule vom
Gewicht G zu heben, ist ( 0h, und fiir den Fall des Gleich-
gewichts mul3

—2787r0h—Goh=0
sein, was wir auch so schreiben konnen :
G=—2mBr.
Haben wir keinen Kreiszylinder, so brauchen wir blof

27 r durch den Umfang L zu ersetzen und erhalten die all-
‘gemeinere Formel

G=~ﬁL=occos’i'L,
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welch letztere Beziehung unmittelbar aus der zweiten
Hauptgleichung folgt.

Benetzt eine Fliissigkeit die GefiBwand vollkommen, so
konnen wir © = 0, cos © = 1 setzen. Dann wird fiir einen
Kreiszylinder

G=2mro.

Fiir ein gentigend enges Rohr 4Bt sich der Meniskus als
Halbkugel auffassen. Nennen wir die Hohe des tiefsten
Punkts des Meniskus iiber dem normalen Niveau h, so ist
das gehobene Gewicht

09@rh+mr®-r—2ned)=pg(@r2h+ 17 r3)
o
oder
2
egr
Es ist dies eine genauere Formel fiir die Steighthe von
Fliissigkeiten in Kapillarrohren.

Nach ganz demselben Vorgang liBt sich das Gewicht
der gehobenen Fliissigkeit berechnen, wenn man eine kreis-
runde Platte aus ihr herauszieht, was eine Methode ergibt,
mit Hilfe der Wage die Kapillaritiitskonstante zu bestim-
men, indem man das Gewicht sucht, welches zum AbreiBen
einer Platte von der Fliissigkeitsoberfliiche erforderlich ist.

Ebenso kénnen wir einen EinfluB der Kapillarkriifte auf
den Stand des Ariometers nachweisen, da das Gewicht des-
selben scheinbar um das Gewicht der gehobenen Fliissigkeit
vermehrt wird.

h4 Lr=

§ 72. Hydrodynamische Grundgleichungen.

Kin Elementarparallelepiped von den Kanten o, f, 7
parallel zu den 3 Achsen eines Koordinatensystems hat die
Masse p o f . Die Kraft, welche parallel der z-Achse auf
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dasselbe wirkt, kann also gemessen werden durch
dir . du
: 0afy am=exfy——;
wenn wir mit u, v, w die Geschwindigkeitskomponenten der
Fliissigkeit bezeichnen. Die Kriifte auf die Masseneinheit

1 .
seien wieder dieselben wie in § 61, also X — — —g% - Wir
‘ o 0:
erhalten demnach
Gz L0
dt o 0%

was nach den Bemerkungen des § 61 auch aus der Elastizi-
titsgleichung (37) zu gewinnen ist. Es ist nun
du  ou ouw dux ou dy ou dz
dt T 9¢ " 9w di "oy @t "o it
ou ou ou ou
Ty o ey

Durch Einfithrung dieses Werts in unsere Gleichung er-
halten wir

ou ou ou ou 1 0
T TR T e S 1
ov av ov dv 1 ap
47 e ey 00y L OV ot FL g
b at+“ax+”ay+waz‘y o dy
0w ow ow ow 1dp=
Dk Sl TR e e

wobei die zwei letzten Gieichungen analog der ersten ge-
bildet sind. Zu diesen Gleichungen kommt noch die soge-
nannte Ko ntinuitéitsgleichung. Séamtliche Gleichungen
nennt man die BEulerschen Grundgleichungen der
Hydrodynamik.
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Die Kontinuititsgleichung gibt uns die Massen-
inderung oder, wenn man will, die Dichtendnderung
an einem bestimmten Ort an. Dieselbe ist fiir die Zeit dt

f 0
in unserem Elementarparallelepiped gleich o —6—§ dt, und

sie muf} gleich sein der in das Volumelement wihrend der
Zeit dt einstrémenden Flissigkeit vermindert um die
withrend derselben Zeit ausstrémende. Von links strémt
durch die Fliche Py die Menge f Y oudt ein, rechts
By o w dt aus. Ahnlich verhilt es sich mit der oberen
und unteren, vorderen und hinteren Fliche des Parallel-

epipeds.
Nun ist
- 2(ou
9 Wil == 9 u + % o,
daher

ﬂygudt-ﬂyg’u’dt::—ocﬂya—é%ﬂdt.

Der Gesamtmassenzuwachs ist daher

0 0
aﬁya—idt: ——aﬁydt[ (agxu) +

woraus wir die Kontinuititsgleichung

90 , d(ow) , d(ov) , d(ow)

- Ty il e 8 ()

ot T ox < 2y + 0z
erhalten.

d (o v)

8y+

d (o w)
0z

§ 73. AusfluBgeschwindigkeit einer tropfbaren Fliissigkeit.

Wir machen in den Boden eines GefiBes ein Loch, aus
welchem senkrecht nach unten die Fliissigkeit stromen soll.
In die Richtung des Strahls legen wir die z-Achse. Es ist
damn X =Y =u=0v=0, 2 = g. Die Gleichungen (47)
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reduzieren sich demnach auf iy
ap _ 9p
o w
ow ow 1 ap
R TR

Ist die GroBe des Lochs im Vergleich zum Querschnitt
des GefiBes zu vernachlissigen, so konnen wir fiir eine be-
stimmte Zeit das Fliissigkeitsniveau als konstant, also auch
den ganzen Stromungsvorgang als stationir ansehen. Dann

wird aa% = 0, und es bleibt uns nur

waw ik dpﬁ(
oo a3

‘was integriert ergibt
w2 P
ot TP 0

Wir legen die zy-Ebene in die Fliissigkeitsoberfliche.
Im GefiB hat die Fliissigkeit eine so geringe Geschwindig-
keit nach abwiirts, daB wir w? = 0 setzen kénnen. Fin be-
liebiger Punkt der Fliissigkeit habe die Ordinate 2. Is
herrscht dort der hydrostatische Druck p — Q g 2. Zur Be-
stimmung der Konstanten ' haben wir also 92 =gz +0C,
woraus C = 0 und

w? P
5 S 5o gz
folgt.

Unmittelbar unter der Offnung ist der Druck auf die
Flissigkeit gleich Null. Fiir diesen Punkt setzen wir
2z = h. Wir erhalten daher

2

w Sk
?zhg oder 'w:]/2gh,

das bekannte AusfluBgesetz von Torricelli. -
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Es 1Bt sich natiirlich dieses Gesetz auch ohne weiteres
aus dem Prinzip von der Erhaltung der Energie ableiten.
Es muB ja die lebendige Kraft der Teilchen beim Ausflufl
gleich der Arbeit sein, welche die Schwere beim Wandern
der Teilchen von der Fliissigkeitsoberfléiche bis zum AusfluB
leistet. Dies ergibt dann fiir die AusfluBgeschwindigkeit ein-
fach die Geschwindigkeit, wie sie die Fallgesetze verlangen.

§ 74. Ausflugeschwindigkeit der Gase.

Wir nehmen an, ein Gefif} enthalte komprimierte Luft,
welche durch ein feines Loch in diinner Wand ausstrémt.
Die Ausstrémungsrichtung sei die z-Achse, duBere Kriifte
seien nicht vorhanden. Dann haben wir nach den Glei-
chungen (47), vorausgesetzt, daB wir die Stromung wieder-
um als stationdr ansehen kénnen,

= duw 1 dp
dziail pildw
gma Ndpn g
dy dz
Nach Boyle ist
et B
e
(§ 64), also
5 du R dp ,
dadi ipiide
oder integriert
W iine
lnp — ——2—E —']— n .

Im Innern des Gefifles sei p = p; und u = 0, auBlerhalb
P = po- Dann wird C = p,, also

In }/11— — Y

== )

2R

Jiger, Theoretische Physik I.
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wonach wir fiir die Ausstromungsgeschwindigkeit U, die
Gleichung

P %y’
lnpo " 2R

erhalten. Wir lassen nun zwei verschiedene Gase unter
ganz denselben Bedingungen ausstrémen. Die Ausstro-
mungsgeschwindigkeiten seien 1, und y’. Die zugehérigen

B sind demnach gund g, » woraus die Gleichungen folgen:

Es verhalten sich die Quadrate der AusfluBge-
schwindigkeiten wie umgekehrt die Dichten, ein
Gesetz von Graham, nach welchem Bunsen seine
bekannte Methode, die Dichte der Gase zu bestimmen,
begriindete.

§ 75. Transformation der Eulerschen hydrodynamischen
Grundgleichungen,

Die Fliissigkeitsmenge, welche in einem Elementar-
parallelepiped enthalten ist, wird infolge der verschiedenen
Strémungsgeschwindigkeiten in den einzelnen Punkten der
Fliissigkeit mit der Zeit ihre Gestalt nicht beibehalten
konnen, was zur Folge hat, daB neben der fortschrei-
tenden auch noch eine drehende Bewegung der Fliissig-
keit in Betracht zu ziehen ist. Es sei z. B. 4 BCD (Fig. 25)
die der z z-Ebene parallele Fliche des Fliissigkeitselements
mit den Seiten dx und dz, Die Geschwindigkeit « parallel
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zur z-Achse sei in B groBer als in 4, die Geschwindigkeit w
parallel zur z-Achse groBer in D als in 4. Nach der Zeit dt
hat daher unser Rechteck die Gestalt 4 B'C'D’ angenom-
men. Es hat sich die Seite 4 B = dz um den Winkel ¢, die
Seite AD = dz um — f gedreht. Wir konnen daher als
mittlere Drehung des gesamten Rechtsecks um die y-Achse

setzen.

2

Nun ist
o« 0z= (u — w)dt,

wenn wir unter w die Geschwindigkeit der Flissigkeit
parallel zur z-Achse in 4, unter «’ dieselbe GréBe in B ver-
stehen. Es ist also

P
0z @
und analog )
Gl g ;
oz D
Die mittlere Drehung um die dx it
y-Achse in der Zeit dt ist Fig. 25.

demnach
S L B0 WCCEMUCNE o
2 2 \0z ox
Durch zyklische Vertauschung der Buchstaben finden
wir dann fiir den mittleren Drehungswinkel um die z-Achse

1 [odw ov : 1 [ov ou P
= e : e A T
3 (W az)dt’ um die 2z-Achse 2 (a? 7y
Dividieren wir die Drehungswinkel durch die Zeit dt, so
erhalten wir die Winkelgeschwindigkeiten des

Fliissigkeitselements um die drei Achsen
9*
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1 [ow ov
i)

oy 0z

1 [du Jdw
48 = Bt STRE il B
i # 2(62 ax)
C—l dv  du).

2|9z oy

Werden diese drei GroBen Null, so findet in der Fliissig-
keit keine Rotation der Teilchen um sich selbst statt.
Fiir diesen Fall muB demnach

ow ov ou Jw ov ou

T TR T TR
sein, Konnen wir eine Funktion ¢ angeben von der Kigen-
schaft, daBl

(49)

op e Op o

P e Pl
1st, so sind damit die Gleichungen (49) erfiillt. Die Funktion
@ steht hier in demselben Verhiltnis zu den Geschwindig-
keiten u, v, w, wie das Potential einer Kraft zu deren Kom-
ponenten. Man nennt daher nach v. Helmholtz @ auch
das Geschwindigkeitspotential.

In der ersten der hydrodynamischen Grundglei-
chungen (47)

W=

ou ou ou ou > 1 adp
T e R
konnen wir nach den Gleichungen (48)
ou ov
oy~ aw 2%
und
ou 01

0
9z 9s T 27
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setzen und erhalten dann

ou ou ov ow i i
P e e P B e Sl o
Zwei dhnliche Gleichungen erscheinen beziiglich der beiden
anderen Achsen. Beachten wir noch, daf}

ou v dw 1 o 1 0O¢2
. [ T e 2 2 2\l
“aw“ax “"ax 2 dz hetset 4o 2.9

ist, wenn wir u2 - v% 4 w? = ¢2 einfithren, so erhalten wir
das Gleichungssystem

ou =
S t2n—o)=x——L_ 2

ov ap 0c?
(50) 7t—+2(uc—w§)_y_za_y- TP
1= 0ip 1% .de¢?

ow
e e

Wir differenzieren nun die zweite dieser Gleichungen nach z,
die dritte nach y, beachten, daB nach den Gleichungen (48)

0& _ 0 [dw __a_v)

9t ot \oy 0z

und erhalten so durch Subtraktion der zweiten von der
dritten der Gleichungen (50) bei konstantem g

0 0 0 10X aY)
ETY @(1)5“1“])—52—(@54‘—105)— 3 (

ay 0z
Fiir eine inkompressible Fliissigkeit — nur mit solchen
befassen wir uns hier — ist die Kontinuititsgleichung (§ 72)
ou ov dw
ety T
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Die Gleichungen (48) ergeben
G on o¢
9z ' 9y ' oz
Damit kénnen wir unsere Gleichung verwandeln in

0& 0& o0& a_g ou u : ou

=0.

s s e Uiy
wAlder gy
TN T

Fassen wir ein ganz bestimmtes Fliissigkeitsteilchen ins
Auge, so sind seine Winkelgeschwindigkeiten Funktionen
der Zeit ¢ und der Koordinaten Z, Y, 2. Ist daher zu einer
bestimmten Zeit ¢

‘S:f(t, z, Y, 2) ,
so haben wir nach Verlauf der Zeit dt
S it dt, z+udt, y+odi, 2+ wdi).
Daraus folgt
dé 0& 0& o0& 0
T gy gy F g,
und wir erhalten schlieBlich

af  , ou ou ou 1" {:0Z oY
W—EW+"W+5E+E(W—W)
und dhnliche Ausdriicke fiir % id %.

Haben die Kriifte ein Potential 17 (§ 14), so daB
0
i 7
0z 0y
ist ferner zu irgendeiner Zejt

f=y=C(=0,
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d. h. ist keine Rotation der Fliissigkeitsteilchen
vorhanden, so tritt in einer idealen Flissigkeit —
das ist eine ohne innere Reibung — nie eine drehende
Bewegung der Teilchen ein. Hingegen werden jene
Teilchen, welche rotieren, nie ihre Rotations-
bewegung verlieren.

§ 76. Wirbelbewegung.

Wir denken uns eine Fliissigkeit, welche so um die z-Achse
rotiert, daf alle Teilchen einer konzentrischen Zylinderfliche
denselben Bewegungszustand haben. Istin der Entfernungr
von der z-Achse die Winkelgeschwindigkeit der Fliissigkeit
w, 80 isb

U—=—@y, v=0z, w=0.
Daraus folgt
ou dw~ar__w_£.d_w
g gy oy r r
d s arise ; .
a wegen z2 1+ y% = 72, 77 v ist. Desgleichen wird
ov 2?2 do
T b e T
folglich wird
1 [ov ou 1 do
CZE‘(a—m—@‘)zw+7’W'

Es soll nun fiir » < 7y { = ¢, und fiir r > 7y { = 0 sein,
wobei £, und r, Konstanten bedeuten. Innerhalb des Zy-
linders vom Radius 7, haben wir demnach

1 do
CO_w+_.2_T dr ’
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was wir umformen kénnen in
2dr dw

——— =0
7 ' — &

Durch Integration erhalten wir
Ins2 4 In (0 — Go)i="1né]

oder
1‘2(co~é,‘o):A,
A
o =7, 'i—?'

Dain der z-Achse selbst die Rotat-ionsgeschwindigkeit nicht
unendlich werden soll, so haben wir A = 0 zu setzen. Wir
erhalten also

By—=Cy .

Das heiBt: der Flissigkeitszylinder vom Radius 7,
rotiert wie ein fester Kérper um die z-Achse.
Setzen wir hingegen ¢ = 0, so haben wir die Gleichung

1 do
o + 3 7 77 =)
zu losen. Dies ergibt
c
i &

Da wir eine Unstetigkeit ausschlieBen, so miissen fiir
7 =1, die beiden o einander gleich werden, d. h. es muB
C
i
sein. Die Geschwindigkeit, mit welcher sich die Fliissig-
keit um die z-Achse bewegt, ist sonach
T = g ——= —L) 7.()2 .
r r
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Wir haben also wohl zu unterscheiden zwischen der Ge-
samthewegung der Fliissigkeit und der rotierenden
Bewegung der einzelnen Teilchen um sich selbst.

§ 77. Stationiire Bewegung einer idealen Fliissigkeit.

Ist die Geschwindigkeit und deren Richtung in
jedemPunkteinerFlﬁssigkeitvonderZeitunabhangig,
s0 nennen wir dies einen stationdiren Zustand. Fiir

diesen wird also
o ov ow

= —=——=0

ot ot ot
werden. Wir fithren nun das Geschwindigkeitspotential
und fiir die Kriifte das Potential V ein, multiplizieren die
Gleichungen (47) der Reihe nach mit dz, d ¥, dz, addieren
und integrieren sie und erhalten so

2
_C__{_V_{_ﬂzc,
2 0

wobei ¢ = 42 + v2 1 w? bedeutet. Wirkt nur die Schwere,
50 ist

V=g 2z
daher der Druck

.2
p:Q(C’—{/Z’#(’?)'

Diege Gleichung wollen wir beniitzen, um den Druck
zu berechnen, welchen eine Fliissigkeit, die parallel zur
2-Achse mit der Geschwindigkeit u, flieBt, ausiibt, wenn
wir in dieselbe einen kreiszylindrischen Stab vom Radius R
stecken. Die Stabachse bilde die z-Achse eines Koordinaten-
systems. Hs wird natiirlich dadurch in der Umgebung des
Stabs die Geschwindigkeit und Bewegungsrichtung der
Fliissigkeit geéindert. Denken wir uns den Stab jedoch
unendlich lang, so wird sich diese Anderung nur auf % und v,
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nicht aber auf w beziehen. Es bleibt also w = 0, und wir
brauchen blof den Vorgang in der z y-Ebene der Betrach-
tung zu unterziehen. ]
Wir setzen 22+ y2= 172 . Nach der Kontinuitits-
gleichung
ou v ow
s oy T
muB also fiir das Geschwindigkeitspotential ¢ die Glei-
chung

=—1()

?’¢ 0% | d%

Jar oy h 0220 ¢

existieren, welche sich in unserm Fall auf
2¢ 0%¢

(51) =l 0

reduziert, da ja w = 0 ist. :
Diese Bedingungsgleichung wird erfiillt durch

p=P—uz,
wenn fiir r = o0 @_8@_0 ird ! i
R e wird, und die Beziehung
besteht
02D D 0

0.z? 012
Wir haben dann in der Tat im obigen Sinne nur eine Stri-
mung parallel zur z-Achse mit der Geschwindigkeit u,. Bs
wird sich im spiiteren zeigen, daB die Funktion
i Az

rz

mithin
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allen gestellten Anforderungen geniigt. Vorerst sieht man
durch Differentiation ohne weiteres, daB Gleichung (51)
erfiillt ist.

Senkrecht zur Oberfliche des Zylinders kann natiirlich
keine Geschwindigkeitskomponente vorhanden sein, d. h.

es muB
o ’
EWL—O

i . z
sein. Wir wollen — = cos y setzen und erhalten so
7 g

A
P=——008y —ruycosy,

mithin
(%—)R = — %cosy~— Ugcosy = 0.
Daraus fol
g A = — u, R?
R2
und (p:—uo.'c(l—l— 72),
daher
op R? 2y 23 R2
u=__a?=un(l+ 1'2)— ,"4 )
L
R, rt
Fiir die Oberfliche des Zylinders erhalten wir nun
4 2y y? )

q s X 2 == e
Cp=Up +v5 = T2

Setzen wir diesen Wert in die Gleichung fiir den Druck ein,
so ergibt dies schlieBlick

¢ 2 uy? 2
p;g(C—gz—-—zlt;) :Q(O—g.z—?
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Es wird demnach auf die linke Seite des Zylinders
genau derselbe Druck wie auf die rechte ausgeiibt.
Dasselbe ist der Fall, wenn sich in ruhender Fliissigkeit der
Zylinder parallel zu sich selbst fortbewegt. Er erfihrt dann
gar keinen Widerstand. Man kann iibrigens fiir jeden
beliebigen Korper diese auffallende Erscheinung nach-
weisen. Allerdings muB die Fliissigkeit eine ideale sein,

d. i. eine solche, die keine innere Reibung (§79) besitat.

§ 78. Wasserwellen.

Wir denken uns Wasserwellen, welche in der Richtung
der z-Achse fortschreiten. Die Wasserteilchen machen also
nur Bewegungen parallel zur z- und z-Achse. Es verwan-

delt sich daher die Kontinuitéitsgleichung
du ov dw
By

an oo
wegen a—y =—0'in

ou dw
T T
oder, wenn wir dag Geschwindjgkeitspotential einfiihren,
0%p 02
Bes g =

Wir untersuchen nun, ob die Wellenbewegung eine har-
monische sein kann, Wir setzen demnach

<p=8cosa(:c—ct),
wobei 3 eine Funktion von 2 allein darstellen soll. Esist also

03%p
Bz~ 9 Bcosa(z— ¢y,
Pp @2

922 gg2 0sa(z—cy).
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Beide Gleichungen addiert miissen Null geben, was zur
Folge hat
a3

dz2

= qAd

Als Losung dieser Gleichung haben wir
B3=4e*2 4 Beaz
Am Boden des GefiBes, d. h. fiir 2 — 0 kann nun keine

Bewegung parallel zur z-Achse stattfinden, es muB hier
w =20, also auch

sein. Es ist aber

%: a(4de**— Be= %) cosa(xr—ct).
z

Soll dies fiir 2= 0 ebenfalls Null werden, so muB
A —B
sein, woraus resultiert
@ =24 (%> +e~%)cosa(x—ct).
Zur Bestimmung der Geschwindigkeit ¢ bedienen wir
uns der hydrodynamischen Grundgleichungen (47), in wel-
chen wir die Geschwindigkeiten durch die entsprechenden

Ableitungen ihres Potentials ersetzen wollen. Ferner wollen
wir annehmen, daB wir es nur mit kleinen Amplituden zu

ou
tun haben, so daB wir die Produkte u a—musw. vernach-
lissigen kénnen. Wir erhalten dann

9. jdp.\ .0 0¥ (1.2
<%
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und zwei analoge Gleichungen nach den beiden anderen
Richtungen des Koordinatensystems. Unter ¥ verstehen
wir das Potential der Krifte X, Y, 7. Durch Integration
erhalten wir also

dg Dot
i e e

Auf die Flissigkeit wirke bloB d&e Schwere. Dann ist
V=gz und

Da wir nur kleine Amplituden annehmen, so kénnen
wir den Druck an irgendeiner Stelle der Fliissigkeit als un-
abhingig von der Zeit ansehen, so daB wir durch Differen-
tiation nach ¢ die Gleichung

0%p 0z
Cgi e =0
erhalten. Nun ist aber
0z op
T age
mithin
p e

o 795, =0.

Aus unserer Losung fiir @ finden wir jetzt

22
e a2 c?id (€2 4 e—a2) cos a (z — c¢f)
und
)
af =ad (s%z — e7i%P)cos alle — ct).

Setzen wir hier fiir 2 eine beliebige Hohe 7 der Fliissigkeit
ein und bilden mit den so erhaltenen Werten die Gleichung
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o2
Eg - g% = 0, so erhalten wir daraus den Wert der
Fortpflanzungsgeschwindigkeit ¢ fiir die betreffende
Héhe & der Fliissigkeit. Dieser ist gegeben durch
ey Mfi i
a eah HLT— ah

Den Wert fiir @ kénnen wir sehr leicht finden, wenn wir
die Wellenléinge A einfithren. Wichst niimlich z um A, so
muf sich derselbe Zustand wiederholen. Es muB also
al = 2, folglich

27

a4=—

A

sein, woraus folgt
27 h 2z h
gL e AN e A
2=

Q7w 27z h _2nh
e * +e i

Es ist also die Fortpflanzungsgeschwindigkeit
vonder Wellenléinge abhingig, was zur Folge hat, daB
Dispersion der Wellen eintritt. Ferner éndert sie sich
mit der Hohe der Fliissigkeit. Jede Stérung in einer Fliissig-
keit wird daher bei der Fortpflanzung sofort ihre Gestalt
indern, wenn sie nicht einer harmonischen Kurve ent-
spricht. Ist & gegeniiber 4 sehr groB, so wird

ol WA
2 o

Diese Formel gilt demnach an der Cberfliche tiefer Ge-
Wwasser. Hs ist dort also die Fortpflanzungsgeschwin-
digkeit der Wellen einfach der Wurzel aus der
Wellenlinge proportional.
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§ 79. Innere Reibung — Ausflu aus engen Rohren.

Eine bewegte Fliissigkeit, welche in einem Gefi8 sich
selbst iiberlassen wird, kommt allméhlich zur Ruhe. Die
Ursacle davon ist die innere Reibungder Fliissigkeit.
Stromen néimlich zwei parallele Fliissigkeitsschichten mit
verschiedener Geschwindigkeit, so iibt die schnellere
auf die langsamere eine Beschleunigung, die lang-
samere auf die schnellere eine Verzégerung aus.

Wir nehmen der Einfachheit halber ebene Schichten an.
Die Geschwindigkeit éindere sich von Schicht zu Schicht in
linearem Verhéltnis. Nach Newton ist dann die innere
Reibung

du
(52) Rz_nfﬁ.

Diese Gleichung besagt folgendes. Andert sich die Ge-
schwindigkeit u der Schichte senkrecht zu ihrer Bewegungs-

ebene im Verhsltnis (2—:, so iibt auf eine Ebene von det

GroBe f die darunter befindliche Fliissigkeitsschicht in der

Richtung der Bewegung einen Zug —n f % aus. 7)isteine
2

Konstante der Fliissigkeit. Man nennt sie die Reibungs-
konstante oder den Reibungskoeffizienten.

Wir wollen den EinfluB der inneren Reibung auf
die Bewegung von Fliissigkeiten in engen Rohren
untersuchen. Beziiglich der Réhrenachse sei alles Symme-
trisch angeordnet. Wir bilden uns einen Elementarzylinder,
indem wir um die Achse zwei Zylinderflichen vom Radius 7
und » 4 dr legen. Die Léinge des Zylinders sei £ Die Be-
wegung der Flissigkeit sei stationir, d. h. die Summe aller
Krilfte, welche an unserem Zylinder angreifen, muf Null
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sein. Auf die linke Seite des Zylinders, dessen Achse wir
uns horizontal denken, wirke der Druck p, das ergibt die
Kraft 277 v dr - p. Von der rechten Seite her haben wir die
Kraft — 27 rdr p’. Nun ist

i dp
mithin der resultierende Druck

2 rdr(p —p) = — an&'%i—dr.

Zu dieser Kraft kommen noch die Reibungskrifte. Fiir
die innere Zylinderfliche haben wir nach Gleichung (52)

h="— 2n1‘§7]3—:f 2
fiir die #uBere

R =R+

dR
e dr.

Beide Krifte wirken aber in entgegengesetztem Sinn, wes-
halb wir sie voneinander zu subtrahieren haben, wonach
wir erhalten

du

d
dr = 27'6577—5(’)'?) dr.

dR

Sl dr

Die Summe aller Kriifte, welche an unserem Elementar-
zylinder angreifen, ist also

dp et
—27!7'5%(17 +2n§17—‘zT(T'71r—) d’l’—O,
woraus folgt
dp d du
G ritae (T) .

Jiager, Theoretische Physik I, 10
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Da der Druck p von » véllig unabhiingig angenommen
werden soll, so geniigt fiir unsere Gleichung

dp
A
was zur Folge hat, daf
d du 0
ar n W (T W) =
und integriert
ar? du

B s

wird. Schreiben wir diese Gleichung
ar du c

R O ey

und integrieren nochmals, so bleibt

ar?
4

Fiir r = 0 kann nun die Geschwindigkeit « nicht unendlich
grol werden, es muB also ¢ — 0 sein. Ferner sei die Ge-
schwindigkeit an der Réhrenwand N ull, d. h. fiir y = 7, ist

2
% =0, daher D — ¢ 21 . Demnach wird unsere Gleichung

—nu=Clhrt D.

a
AT —-4—(r12——-r2).

Diese Formel fiir die Geschwindigkeit der Fliissigkeit
kénnen wir nun benutzen, um die Ausflug menge zu be-
stimmen. Durch das Querschnittselement 2 7t rdr wird in
der Sekunde das Fliissigkeitsvolumen

2nurdr= — % (1% — 12 rdr
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flieBen, Durch den ganzen Querschnitt stromt daher die
Menge

R R e s Sl
7 =12 rder—= oF 3 righ 18
0
F2lE: manr' fith 7 (pr — po) 15"
87 87l 1

wenn wir unter p; den Druck am Anfang, unter p, jenen am
Ende verstehen, und [ die Linge der Robre ist, da ja dann

a=— L—l-pﬂ wird. Die von uns gewonnene Gleichung
enthilt das Gesetz von Poiseuille, nach welchem die
AusfluBmenge der 4. Potenz des Radius und dem
Druckunterschied am Anfang und Ende der Réhre

direkt, ihrer Linge verkehrt proportional ist.

10*
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Literatur zur Physik

Mit einem Anhang: Mathematische Literatur
fiir den Physiker

WALTER DE GRUYTER & C0O. / BERLIN W 35

Lehrbuch der Physik. Von Eduard Riecke, weiland Geheimer Regierungs-
rat, o. Professor an der Universitit Gottingen. Zu eigenem Studium
und zum Gebrauche bei Vorlesungen herausgegeben von Professor Dr.
Ernst Lecher t, Vorstand des I, Physikalischen Lnstituts der Universitit
Wien, und Dr. Adolf Smekal, 0. Professor an der Universitit Halle a.8.
Siebente, verbesserte und um eine Darstellung der Atomphysik ver-
mehrte Auflage. GroB-Oktav.

L. Band: Mechanik und Akustik. Wirme. Optik. Mit 458 Figuren im Text.
XVI, 656 Seiten, 1923 . . . . . . . . . RM. 12.60, geb. RM. 14.—
11. Band: Magnetismus und Elektrizitit. Atomphysik. Mit einem Bildnis
von E. Lecher f und 319 Figuren im Text. XVI, 725 Seiten. 1928.

RM. 15.—, geb. RM. 17.—

Lehrbuch der Physik. Nach Vorlesungen an der Technischen Hochschule
zu Miinchen. Von H. Ebert, weil. Professor an der Technischen Hoch-
schule Miinchen.

1. Band. Mechanik. Wirmelehre, Mit 168 Abbildungen. Zweite Auflage.
GroB-Oktav. XX, 661 Seiten. 1917. Anastatischer Neudruck. 1920.

RM. 20.—, geb. RM. 21.50
II. Band, I.Teil. Die elektrischen Energieformen. Fertiggestellt und
herausgegeben von Professor C. Heinke. Mit 341 Abbildungen im Text.
GroB-Oktav. XX, 687 Seiten. 1920, . . . RM. 22.—, geb. RM. 24.—
I1. Band, II.Teil. Die strahlende Energie. Fertiggestellt und heraus-
gegeben von Professor C. Heinke. Mit 196 Abbildungen im Text. GroB-
Oktav. XII, 416 Seiten. 1923 . . . . . . RM. 15.—, geb. RM. 16.50

Einfiihrung in die theoretische Physik. Von Dr. Clemens Schaefer, Professor
an der Universitdt Breslau.

I Band. Mechanik materieller Punkte, Mechanik starrer Korper, Mecha=
nik der Kontinua (Elastizitit und Hydromechanik). Mit 272 Figuren

im Text. Dritte, verbesserte und vermehrte Auflage. GroB-Oktav.
XTI, 991 Seiten. 1929 . , . . . . . . RM. 45.—, geb. RM. 48.—
II. Band. Theorie der Wirme. Molekular-kinetische Theorie der Materie.
Mit 88 Figuren im Text. Zweite, verbesserte und vermehrte Auflage.
1929. GroB-Oktav. X, 660 Seiten . . RM.28.—, geb. RM 30.
III. Band, 1.Teil. Elektrodynamik und Optik. Mit 235 Figuren im Text.
GroB-Oktav. VIII, 918 Seiten. 1932. RM. 37.50, geb. RM. 40.—

2. Teil. Qunatentheorie. GroB-Oktav. Mit 83 Abb. im Text. VII,
bLONSeIten 937 A - T RM. 26.—, geb. RM. 28.—
»Das vorliegende Werk fillt eine merkbare Liicke in der bisher vorliegenden
Literatur diber theoretische Physik aus. Was es von seinen Vorgangern unter-
scheidet, ist einmal die Verwendung aller modernen Methoden wnd zum sweiten
die klare und ausfihrliche Darstellungsweise, welche auch das Studium schwieriger
Kapitel zu einem Genuf macht.* Amnnalen der Physik.

Einfiihrung in die theoretische Physik, mit besonderer Beriicksichtigung
ihrer modernen Probleme. Von Dr. phil. Arthur Haas, a. 0. Professor an
der Universitidt Wien.




I. Band. Fiinfte und sechste, vollig umgearbeitete und vermehrte Auf-
lage. Mit 67 Abbildungen im Text, GroB-Oktav. X, 396 Seiten. 1930.
RM. 8.50, geb. RM. 10.—
II. Band. Fiinfte und sechste, villig umgearbeitete und vermehrte Auf-
lage. Mit 85 Abbildungen im Text und auf sechs Tafeln. GroB-Oktav.
VIIIL, 448 Seiten. 1930 . . . . . . . . . . RM. 8.50, geb. RM. 10.—
nDer Vorzug des Buches liegt zweifellos in dem Umistande, daf es dem Ver-
fasser gelingt, den Leser unter Vermeidung jedes iberfliissigen Wissensballastes
bis an die Probleme der modernen theoretisch physikalisch Forschung heran-
aufihren. Es gibt gewif kein anderes Buch dhnlichen Umfanges, das den Studie-
renden gleichzeitig mit den Elementen der theoretischen Physik und mit den
wichtigsten modernen Forschungsergebnissm, wie Rﬁntgmpektroskopz’a, Kristall-
lyse, Isotopenbestis 18 USw., vertraut macht.*
Monatshefte ftir Mathem. u. Physik.
Theoretische Physik. Von Dr. Gustav Jiger, Professor an der Universitit
Wien. 5 Binde.
I Mechanik. Mit 25 Figuren. Sechste, verbesserte Auflage. 150 Seiten.
1930. (Sammlung Goschen Bd.76) . . . . . . + - . Geb.RM. 1.62
I1. Schall und Wirme. Mit 7 Figuren. Sechste, umgearbeitete und ver-
mehrte Auflage. 133 Seiten. 1930. (Samml. Goschen Bd. 77) Geb. RM. 1.62
III. Elektrizitit und Magnetismus. Mit 35 Figuren, Sechste, verbesserte
Auflage. 151 Seiten. 1930. (Sammiung Géschen Bd. 78) Geb. RM. 1.62
IV. Optik. Mit 44 Figuren. Sechste, umgearbeitete und vermehrte Auf-
lage. 148 Seiten. 1930. (Sammlung Géschen Bd. 374) . . Geb. RM. 1.62
V. Wirmestrahlung, Elektronik und Atomphysik. Mit 16 Figuren.
Sechste, umgearbeitete und vermehrte Auflage. 130 Seiten. 1930.
(Sammlung Goéschen Bd. 1017) . . . . . . . . . . . Geb. RM.1.62
Kieiner GrundriB der theoretischen Physik. Kleine, besonders bearbeitete
Ausgabeder Einfiihrung in die theoretische Physik. Von
Dr. Arthur Haas, Professor fiir Physik a. d. Univ. Wien. Mit 22 Figuren.

Oktav. VIIL, 183 Seiten. 1934 . . s sele oy . . Geb.. RM. 5.30
Dieser ,,Kleine Grundrif** ist fir die Leser bestimmt, die die Physik nicht als
Hauptstudium, sondern nur als Erga; g eines and Faches betreiben und

deshalb auf die wmfangreiche, aweibandige, schon in 6. Auflage vorliegende
sinfihrung in die theoretische Physik* desselben Verfassers verzichten kinnen.
Fiir Studierende der Physik selbst sollder »Kleine Grundrif* als erste Einleitung
oder als Repetitorium dienen. Selbstverstindlich ist der ,,Kleine Grundrif ein
n sich abgeschlossenes, einheitliches und selbstandiges Buch. Das Haupigewicht
wurde auf die Verstandlichmachung der Grundlagen der theoretischen Physik
gelegt — auf die Grundgleichungen der B, gung und des elekiromagnetisch

Feldes sowie auf die fundamentalen Prinzipe der Wirmelehre und der Atom-

Physik. Die modernen Probleme sind stark h gestellt. Fiir die B g
des Grundrisses werden b dere Vork isse nicht vorausg s es genugt
die K is der Grundid, der Differential- und Integralrechnung sowse dey

wichtigsten Ergebnisse der Experimentalphysik.

Das Naturbild der neuen Physik. Von Dr. phil. Arthur Haas, a. 0. Professor
an der Universitit Wien. Dritte, vermehrte und verbesserte Auflage.
Mit 8 Figuren im Text. Oktav. V, 129 Seiten. 1932. RM. 5.—, geb. RM. 6.—

Atomtheorie. Von Dr. phil. Arthur Haas, Professor fiir Physik an der
Universitit in Wien. Mit 81 Figuren im Text und auf 5 Tafeln. Dritte,
vollig umgearbeitete und wesentlich vermehrte Auflage. GroB-Oktav.
VIIIL, 292 Seiten. 1936 . . + + + « .« . . . RM.8.50, geb. RM. 10.—

Die Welt der Atome. Zehn gemeinverstindliche Vortrige. Von Arthur
Haas, Dr. phil., a. 0. Professor fiir Physik an der Universitit Wien. Mit
37 Figuren im Text und auf 3 Tafeln. Oktav. XII, 130 Seiten. 1926,

RM. 4.80. geb. RM. 6.—

Kiinstliche Verwandlung der Elemente (Zertriimmerung der Atome). Von
Dr. Hans Pettersson in Goteborg (Schweden). Aus dem Schwedischen
libersetzt von Elisabeth Kirsch. Mit 59 Figuren im Text. GroB-Oktav.
VIII, 151 Seiten. 308G LR ++ . . RM.8.—, geb. RM. 9.—



Die Umwandiungen der chemischen Elemente. Won Dr. Arthur Haas, Pro-
fessor der Physik an der Universitdat Wien. Mit 31 Abbildungen. Oktav.
VLT, 118 | Seltens 1985 7. . Wit o % L RM. 4.30, geb. RM. 5.—

Unter den wissenschattlichen Leistungen der letzten drer Jahre (1932 bis 1934)
haben vielleicht wenige so viel Interesse in weitesten Kreisen erweckt wie die wm-
walzenden Entdeckungen, die wn dieser Zeit dey physikalischen Forschung glickien :
die Auffindung neuer Urbausteine der Materie (Neutron und Positron), der
expervmentelle Nachweis der Entstehung von Materie aus Licht, die Feststellung
und Isolicrung des schweren Wassers, die ungeahnten und durch neue Methoden
ermoglichten Erfolge der Atomzertrimmerung und die kinstliche Erzeugung von
Radioaktivitat. ’

Von diesen neuen Entdeckungen berichtet fassend, kurz und moglichst
leicht verstindlich das Biichlein von Haas in der Form von tinf Vortrigen:
1. Die Materialisation des Lichtes — I1. Die Grundstoffarten — I111. Die Mittel
der Atomzertritmmerung — IV. Die Ergebnisse der Atomszertrimmerung —
V. Die kinstliche Radioaktivitat. 31 Abbildungen, fast durchweg Wiedergaben
nach Photographien, gewihren einen anschaulichen Einblick in die Welt der
Atome.

Experimentalphysik. Von Professor Robert Lang, Rektor des Realgym-
nasiums in Stuttgart.

I. Mechanik der festen, fliissigen und gasigen Kérper. Dritte Auflage.
Mit 125 Figuren im Text. 146 Seiten. 1927. (Sammiung Goschen Bd. 611)

Geb. RM. 1.62
II. Wellenlehre und Akustik. Mit 69 Figuren im Text. Zweite Auflage.
96 Seiten. 1920. (Sammlung Géschen Bd.612) . . . . Geb. RM. 1.62
III. Warmelehre. Mit 55 Figuren im Text. 98 Seiten. 1919, (Sammlung
Goschen Bd.613) . . . . . . S s et i L Geb. RM. 1.62
IV. Lehre vom Licht. Mit 90 Figuren im Text. 110 Seiten. 1925. (Samm-
lung Goschen Bd.614) . . . . . . o wvie o Geb. RMIE 62

Methoden der praktischen Analysis. Von Professor Dr. Fr. A. Willers.
Mit 132 Figuren. GroB-Oktay. 344 Seiten. 1928. (Goschens Lehr-
biicherei Bd.12) . . . . . . . . . . RM.20.—, geb. RM. 2150

Vektoranalysis in ihren Grundziigen und wichtigen physikalischen An-
wendungen. Von Dr. phil. Arthur Haas, a. 0. Professor an der Universitit
Wien. Mit 37 Abbildungen im Text. Zweite, verbesserte Auflage. GroB-
Oktav. VI, 147 Seiten. 1929 . . . . . . . . RM.5.—, geb. RM. 6.—

Vektoranalysis. Von Dr. Siegfried Valentiner, Professor fiir Physik an der
Bergakademie Clausthal. Mit 16 Figuren. Vierte, umgearbeitete Auflage.
136 Seiten. 1929. (Sammlung Gdschen Bd. 354) . . . . . Geb. RM. 1.62

Ein far Studwum und Praxis mit Erfolg benuiztes Hilfsmittel sur Losung
techwischer Aufgaben.

Punkt- und Vektor-Rechnung. Von Dr. Alired Lotze, a. o. Prof. fiir
Mathematik an der Technischen Hochschule Stuttgart. Mit 7 Figuren.
GroB-Oktav. 132 Seiten. 1929. (Goschens Lehrbiicherei Bd. 13.)

RM. 12.—, geb. RM. 13.—

Die Grundiagen der Physik. Synthetische Prinzipien der mathematischen
Naturphilosophie. Von Dr. Hugo Dingler, Professor an der Universi-
tit Miinchen. Zweite Auflage. Oktav. XIV, 336 Seiten. 1923,

RM. 4.—, geb. RM. 5.—
Aus dem Inhalt: Das Geltungsproblem. Das Zweckprinzip. Die Logik. Raum
und Zeit. Kausalitii. Die Mechanik.

Physik und Hypothese. Versuch einer induktiven Wissenschaftslehre nebst
einer kritischen Analyse der Fundamente der Relativititstheorie, Von
Dr. Hugo Dingler, Professor an der Universitit Miinchen. Oktay.
XI, 200 Seiten. 1921 . . . . . . . .. . . RM.3.— geb.RM. 4 —

Wirterbuch der Physik. Von Professor Dr. Felix Auerbach. Mit 267 Figuren,
Oktav. X, 466 Seiten. 1920 . . . . . . . . . . Geb. RM. 450

Ein unentbehrliches Nachschlagewerk fir Wissenschaft und Praxis der Phy-
siker, Chemiker, Mediziner und Techniker.




Physikalische Formeisammiung. Von G. Mabhler, t Professor der Mathema-
tik und Physik am Gymnasium in Ulm. Sechste Auflage, besorgt von
Prof. K. Mahler, Studienrat an der Oberrealschule Aalen in Wiirttem-
berg. Mit 71 Figuren. 1562 Seiten. 1933. (Sammlung Goschen Bd. 136)

Geb. RM. 1.62
Das Buch gibt fertige Resultate und ermoglicht einen raschen Uberblick dibey
die Teilgebiete der Physik.

Physikalische Aufgabensammlung. Von G. Mahler, + Professor der Ma-
thematik und Physik am Gymnasium in Ulm. Mit den Resultaten.
Neu bearbeitet von Prof. K. Mahler, Studienrat an der Oberrealschule
Aalen. Fiinfte, verbesserte Auflage. 128 Seiten. 1936. (Sammlung Goéschen

T o 8 L e o T . . Geb. RM.1.62
Zum Studi und Selbststudium fiir den Anfinger und zum Gebrauch in der
Ingenieurpraxis.

Physikalische Messungsmethoden. Von Professor Dr. Wilhelm Bahrdt in
Berlin-Lichterfelde. Mit 54 Figuren. Zweite, verbesserte Auflage. Durch-
gesehener Neudruck. 147 Seiten. 1921. (Sammlung Goschen Bd. 301)

Geb. RM. 1.62

Einfiihrung in die Differentialgleichungen der Physik. Von Professor Lud-

wig Hopf. Mit 49 Abbildungen. 1933. (Sammlung Goschen Bd. 1070)
Geb. RM. 1.62

Kristallographie. Von Dr. W. Bruhns, weil. Professor an der Bergakademie
Clausthal. Dritte Auflage, neubearbeitet von Dr. P. Ramdohr, o. Pro-
fessor an der Universitit Berlin. Mit 192 Abbildungen. 109 Seiten.
1937. (Sammlung Géschen Bd. 210) . . . . . « . . . . Geb. RM. 1.62

Einfiihrung in die Kristalloptik. Von Dr. Eberhard Buchwald, Professor an
der Technischen Hochschule Danzig. 3., neubearb. Auflage. Mit 116 Fig.
134 Seiten. 1937. (Sammlung Goschen Bd. 619) . . . Geb. RM.1.62

Einfilhrung in die geometrische Optik. Von Dr. W. Hinrichs in Berlin-
Wilmersdorf. Zweite, verbesserte Auflage. Mit 56 Figuren. 1924. (Samm-
imgRGoscHen I Bd 5 32) 8 e HL TR T W SRR . Geb. RM. 1.62

Das Buch gibt die Grundlagen des Gebicts bis zur Brechung durch ein zen-
triertes System von Kugelflichen und zu den einfachsten Linsenfdllen. Jedem
Abschnitt sind Ubungsbeispiele beigegeben.

Radioaktivitat. Von Dr. Karl Przibram, Professor an der Universitit Wien.

Mit 31 Abbildungen. 142 Seiten. 1932. (Sammlung Goschen Bd. 317).
Geb. RM. 1.62

Rintgenstrahlen. (Physik, Technik und Anwendung.) Von Dr. phil. nat.
Richard Herz in Frankfurt a. M. Mit 48 Figuren im Text und 36 Abbil-
dungen auf 16 Tafeln. 1926. (Samml. Goschen Bd. 950) Geb. RM. 1.62

Das Buch wendet sich an Arzte, Rontgenassistenten, Ingenieure, Techniker
und vor allem an Studierende der Medizin und Naturwissenschaften.

Teilchenstrahlen (Korpuskularstrahlen). Von Dr. H. Mark, Professor an der
Universitit Wien. Mit 59 Abbildungen. 1934. (Sammlung Goschen
BAA088) " e < e T T SR e e Geb. RM. 1.62

Luftelektrizitit. Von Prof. Dr. Karl Kiihler, wissenschaftlicher Hilfsarbeiter
am Preuflischen Meteorologisch-Magnetischen Observatorium in Potsdam.
Zweite Auflage. Mit 19 Abbildungen. 134 Seiten. 1921. (Sammlung
Goschen Bd.649) . . . . . . . .. e s+ s - v s o Geb. RM. 1.62

Inhalt: Das natiirliche Feld der Erde. Das elektrische Téilvermogen der
Atmosphare. Die elektrischen Strome in der Luft. Die radioaktiven Vorginge
in der Atmosphire. Elekirische Wirkungen des Sonmenlichts. Ursprung der
Luftelektrizitat.

Réntgenspektroskopie und Kristallstrukturanalyse. Von Prof. Dr. Arthur
Schleede und Dr. Erich Schneider. Zwei Binde. GroB-Oktav. 1929,

I. Band: Mit 249 Figuren und 57 Tabellen im Text. V111, 336 Seiten.

1 RM. 18.50, geb. RM. 20.—
IT. Band: Mit 553 Figuren und 40 Tabellen im Text. IV,’ 3%:4 Seiten.
M. 22.50, geb. RM. 24.—



Das vorliegende Werk behandelt— auf einem Mini, an Vor z
aufbavend — Theorie und Praxis der Rontgenspektrosk pie und Kristallst: uktur-
analyse. Zuy Behzrrschung dieser Methoden ist jedoch eine so grofe Zahl ver-

hiedenartigster Kennt und Fertigkeiten (Ronigenstrahlen, Hochspannung,
Vakuum, Atomtheorie usw.) erforderlich, daf es demen, die sie auf rgendein
Spezialproblem anwenden wollen, zur grumilwhm L‘mmbeztung wumeist an Zeit
gzbrwht Hier greift das vorliegende Werk ein, das den Gegenstand nach der
praktischen und theoretischen Seite erschopfend behand

Spektroskopie. Von Dr. Karl Wilh. MeiB3ner, o. Profevsor d. Experimen-
talphysik an der Universitit Frankfurt a. M. Mit 102 Figuren. 1935.
(Sammlung Goéschen Bd. 1091) . . . « « v « « « « & . Geb. RM. 1.62

Erdmagnetismus, Erdstrom und Polarlicht. Von Prof. Dr. A. Nippoldt,
Direktor des Magnetischen Instituts der Universitit Berlin. Mit 9 Tafeln
und 13 Figuren. Vierte, verbesserte Auflzwe 128 Seiten. 1937. (Samm-
lung Gdschen Bd 175) . C b e LT S L e T Geb. RM. 1.62

Einfiihrung in die Theorie der Warme. Von Dr. Heinrich Mache, o. §. Pro-
fessor an der Technischen Hochschule in Wien. Mit 96 Textfiguren.
GroB-Oktav. VIIT, 319 Seiten. 1921 . . . . RM. 8.—, geh. RM.9.—

Aus dem Material von Vorlesungen entstanden und auf einem Minimium von
mathematischen und physikalischen Kenntnissen aufbauend, ist das Werk eine
Einfihrung sur streng wissenschaftlichen Behandlung dieses Themas.

Die Physik der Verbr hei gen. Von Dr. Heinrich Mache,
0. &. Professor an der Technischen Hochschule in Wien. Mit 43 Abbil-
dungen im Text und auf 2 Tafeln. GroB-Oktav. V, 133 Seiten. 1918.

RM. 3.—, geb. RM. 3.80

Empfindliche Galvanometer fiir Gleich- und Wechselstrom. Von Dr. Otto
Werner. Mit 23 Abbildungen und 17 Tabellen. GroB-Oktav. VIII,

208 Seiten. 1928 . . s RM. 13.—, geb. RM. 14.—
Der Verfasser erortert Au/bau Arbeitsweise und Empfindlichkeitsarten der
Gal terkonstrukii sowohl fiir Gleich- als auch fir Wechselstrom und

gibt Gesichispunkte fir die Galvanometerauswahl und kritische Vergleiche der
Galvanometertvpen.

Vorlesungen iiber Thermodynamik. Von Dr. Max Planck, Professor der
theoretischen Physik an der Universitit Berlin. Mit 5 Figuren im Text.
Neunte Auflage. GroB-Oktav. X, 288 Seiten. 1930 . . Geb. RM. 11.50

Die Grundgleich der Mechanik, dargestellt auf Grund der geschicht-
lichen Entwlcklung Vorlesungen zur Emfuhrun«r in die theoretische
Physik, gehalten im Sommersemester 1914 an der Universitit Leipzig.
Von Dr. phil. Arthur Haas, a. o. Professor an der Universitit Wien. Mit
45 Abbildungen im Text. GroB-Oktav. VI, 216 Seiten. 1914. RM. 7.50

Die Prinzipe der Dynamik. Von Dir. Clemens Schaefer, o. Professor an der
Universitdt Breslau. Mit 6 Figuren im Text. GroB-Oktav. IV, 76 Seiten.
a3 KSR L e ..RM200

»Das ichnete Werk behandelt in ei gehender, zlementaref WZ‘ISB dw
Fragm der Ableitung und Aquivalenz der verschied ]
Monatshefte fiir Muthemahk und Phymk

Geschichte der Physik. Von A. Kistner, Professor am Gymnasium zu

Karlsruhe i. B.
I. Die Physik bis Newton. Mit 13 Figuren. Zwgite, verbesserte Auflage.
126 Seiten. 1919. (Sammlung Goschen Bd. 293) . . . . Geb. RM. 1.62
II. Die Physik von Newton bis zur Gegenwart. Mit 3 Figuren. Zweite, er-
weiterte Auflage. 149 Seiten. 1919. (Sammlung Goschen Bd. 294)
Geb. RM. 1.62

Withelm von Siemens. Ein Lebensbild. Gedenkbiitter zum 75 jihrigen Be-
stehen des Hauses Siemens & Halske. Von August Rotth. Mit 5 Tafeln
in Lichtdruck. Oktav. V, 224 Seiten. 1922 . . RM. 2.60, geb. RM. 4.—

Die Biographie gibt zugleich ein Bild der Entwicklung dzr Siemenswerke und
ein Stiick Geschichie der deutschen Technik.




Einfiihrung in die Elektrotechnik. Hochschulvorlesungen von Dr. C.Heinke,
Geh. Reg.-Rat, o. Professor der Elektrotechnik an der Technischen Hoch-
schule Miinchen. Zweite, neubearbeitete Auflage. Mit 560 Abbildungen.
Oktav. 490 Seiten. 1924 . . . . . . . e+ + . . Geb.RM. 18.—

Lehrbuch der Elektrotechnik. Von Professor E. Stockhardt, Diplomingenieur
und Studienrat. Dritte, umgearbeitete Auflage. Mit mehreren hundert
Abbildungen. Oktav. VIII, 827 Seiten. 1925 . . . . . Geb. RM. 13.—

Elektrotechnik. Einfilhrung in die Starkstromtechnik. Von Prof. I. Herr-
mann. (Samml. Goschen Bd. 196—198, 657.)

I. Die physikalischen Grundlagen. Sechste, neubearb. Auflage. Mit

88 Tiguren und 16 Tafeln. 128 Seiten. 1933 . . . Geb. RM.1.62

II. Die Gleichstromtechnik. Sechste. neubearb. Auflage. Mit 121 Figuren

und 16 Tafeln. 135 Seiten. 1988 . . . . . . . . Geb. RM.1.62

III. Die Wechselstromtechnik. Sechste, neubearb. Auflage. Mit 147

Figuren und 16 Tafeln. 184 Seiten. 1938 , . . . Geb. RM. 1.62

IV. Die Erzeugung und Verteilung der elektrischen Energie. Dritte, neu-

bearbeitete Auflage. Mit 99 Figuren im Text und 16 Tafeln mit 42 Ab-

bildungen. 118 Seiten. 1932 . . . . . . . . . . . Geb.RM.1.62

Die Schwingung als Vortriebsfaktor in Natur und Technik. Gedanken

eines Ingenieurs iiber das Problem der schwingenden Propulsion in Tech-

nik und Biologie. Von Hans Schramm. Mit 54 Abbildungen. Oktav.

WECOT Belton. 1927 . . . .. L D e s e s e . BMA—

In Vorbereitung befinden sich:

Grundlagen der Elektronenoptik. von Dr.
W. Glaser, Dr.-Ing. Bodo von Borries und Dr. E.
Ruska. Mit ca. 100 Abbildungen. ca. 320 Seiten.

Geb. ca. RM. 11.—

Uber das auferordentlich inieressante Gebiet der Optik kontinuier-
licher Mittel wund speziell der Elektronenopiik fehlte bisher eine
susammenfassende Darstellung in Lehrbuchform.

Nicht nur dem Theoretiker, sondern vielmehr jedem Praktiker
wird dieses Lehrbuch willkommen sein, da vor allem das elekirische
und magnetische Elektronen-Mikroskop und seine Anwendungs-
moglichkeiten beschrieben werden (Oscillograph, Bildwandler, Fern-
sehen).

Die geschickte Textanordnung und das instrukiive Bildmaterial
macken das Buch fir weite Kreise vorziiglich verwendbar.

Grundlagen und Ergebnisse der Ultraschall-

forschung. Von Dr. E. Hiedemann. Ca. 200
Seiten mit iiber 100 Abbildungen.
Geb. ca. RM. 10.—

In dieser knappen Monographie kommi ein erfahrener Theoretiker
und Praktiker zu Wort.

Bei der noch ‘unibersehbaren Auswirkungsmoglichkeit des Ulira-
schalles wird sich jeder Physiker, Mathematiker und Chemiker,
vor allem aber auch jeder Biologe und Mediziner mit diesem
Material beschiftigen miissen. Das Buch wird hier Fiihrer sein
und sur Weiterarbeit auf allen Gebieten der Naturwissenschaft
in starkstem Mafe anregen.




MATHEMATISCHE LITERATUR
FUR DEN PHYSIKER

Lehrbuch der Mathematik fiir Studierende der Naturwissenschaften und der
Technik. Eine Einfithrung in die Differential- und Integralrechnung
und in die analytische Geometrie. Von Dr. Georg Scheffers, Geh. Re-
gierungsrat, Prof. a.d. Techn. Hochschule Charlottenburg. Mit 438 Fi-
guren. Sechste, verbesserte Auflage. Neue Ausgabe. Lexikon-Oktav.
VIII, 743 Seiten. 1932 . . . . . « . + - + = . : . Geb.RM.16.—

Dieses vor allem fiir Studierende der Naturwissenschaften und der Technik
geschriebene Lehrbuch ist in erster Linie fiir den Selbstunterricht bestimmt und
geht daher von dem denkbar geringsten Mafs von Vorkenninissen aus: der Leser
braucht nur im Buchstabenrechnen, in der Auflosung von Gleichungen ersten

Grades mit einer Unbekannten und in der niederen Geomelrie bewandert zu sein.

Lehrbuch der hoheren Mathematik fiir Universitdten und Technische Hoch-
schulen, bearbeitet nach den Vorlesungen von Dr. Gerhard Kowalewski,
o. Prof. a.d. Technischen Hochschule zu Dresden, o. Mitglied der Sich-
sischen Akademie der Wissenschaften zu Leipzig. 3 Binde. Jeder Band
ist einzeln kiuflich. . . . . . . . + « = » . Geb.je RM. 3.80

1. Vektorrechnung und analytische Geometrie.

II. Hauptpunkte der analytischen Geometrie des Raumes. — Grund-
begriffe der Differential- und Integralrechnung.

III. Fortsetzung der Differential- und Integralrechnung. — Differen-
tialgleichungen, Differentialgeometrie. — Funktionen einer kom-
plexen Verinderlichen. — Probleme der Variationsrechnung.

Dieses meue billige Lehrbuch ist aus der Vorlesungsprazxis heraus entstanden

und gibt in klarem Aufbau eine hervorragende Einfihrung in die hohere Mathe-

matik. Die bekannte padagogische Meisterschaft Kowalewski’s, die in allen

Mathematikerkreisen grofte Anerkennung gefunden hat, bewdhrt sich auch in

diesem Werk, das sich wirdig seinen friheren Lehrbiichern anschlieft.

Neue Rechentafeln. Fiir Multiplikation und Division mit allen ein- bis
vierstelligen Zahlen. Herausgegeben von Professor Dr. J. Peters, Obser-
vator am Astronomischen Recheninstitut, Berlin. Folio-Format. VI,

378 Seiten. 1909 . . . o « .« = « - - = « s + - . Geb.RM, 20.—
Diese Rechentafeln von Peters sind ebenfalls in franzgsischer wie
englischer Ausgabe zu haben . . . Geb.je RM. 20.—

Dr. A. L. Crelles Rechentafeln, welche alles Multiplizieren und Dividieren
mit Zahlen unter Tausend ganz ersparen, bei groBeren Zahlen aber die
Rechnung erleichtern und sicherer machen. Neue Ausgabe. Besorgh
von 0. Seeliger. Mit Tafeln der Quadrat- und Kubikzahlen von 1—1000.
VII, 501 Seiten.Folio.1930. . . . . . « . « « « « - Geb. RM. 22,—
Diese Rechentafeln von Crelle liegen auch in englischer und fran-
zésischer Ausgabe vor . . . . . . . . - . . Geb. je RM. 22.—

Rechen-Resultate. Tabellen zum Ablesen der Resultate von Multiplika-
tionen und Divisionen bis 100x 1000 = 100000 in Bruchteilen und
ganzen Zahlen sowie fiir Rechnen mit Zahlen jeder GroBe, Radizieren
(Wurzelsuchen) nach vereinfachtem Verfahren. Von F. Triebel, Tech-
nischem Oberinspektor der Reichsdruckerei i. R. Sechste Auflage,
21.—25, Tausend. Mit Seitenregistern. 290 Seiten. (Verlag von M.
Kiayn, Berlil)e c b s Tl (6 o e a3 o e e Geb. RM, 18.—

Fiinfstellige Logarithmen. Mit mehreren graphischen Rechentafein und
hiufig vorkommenden Zahlwerten. Von Regierungsrat Professor A. Adler.
Zweite Auflage. 117 Seiten und 1 Tafel. 1929. (Samml. Goschen Bd. 423)

Geb. RM. 1.62

Der Band enthilt die gemeinen Logarithmen der ganzen Zahlen bis 1000, die
der gowiometrischen Funkti , die wirklichen Werte dieser Funkiionen und
die Reihe von th tisch hysikalischen und ast ischen Hilfstafeln,

, Phy
wie sie finfstelligen Logarithmentafeln gewohnlich beigegeben smd

Fiinfstellige Logarithmentafeln der trigonometrischen Funktionen fiir jede
Zeitsekunde des Quadranten. Herausgegeben von Prof. Dr. J. Peters,



Observator am Astronomischen Recheninstitut, Berlin, Lexikon-Oktay.
IV. 82 Seiten. 1912 , . senZenplm el ki i on T Geh. BRM. 7. —
Volistéindige logarithmische und trigonometrische Tafeln. Von Professor
Dr. E. F. August. weiland Direktor des Kéllnischen Realgymnasiums,
Berlin. Neunundvierzigste Auflage in der Bearbeitung von Dr. F. August,
weiland Professor an der Artillerie- und Ingenieur-Schule, Berlin Oktav.
VII, 204 Seiten. 1931 . . . soemw i e Sl oSl D iGeh, RM. 2 —
»Die Anordnungen des Zahlenmaterials in den Tafeln, der klare Druck, hand-
liches Format und gediegene Ausstattung empiehlen das Buch allein.*
Allgemeine Vermessungs-Nachrichten.
Vierstellige Tafeln und Gegentafeln fiir logarithmisches und trigonometri-
sches Rechnen in zwei Farben zusammengestelit. Von Professor Dr.
Hermann Schubert. Neue Ausgabe von Dr. Robert Haussner. 0. §. Pro-
fessor an der Universitit Jena. 175 Seiten. Neue Auflage. 1938,
(Samml. Géschen Bd. 81) S s s es e e 4. . . . Geb. RM.1.62
»Die vierstelligen Logarithmen sind in der Form recht handlich und gefillig.
Besonders zu empfehlen sind die Tafeln fiir Schulen, wo es von Vorteil ist, die
Lernenden nicht mit umfangreichen Biichern zu belasten.
Zeitschrift d. Osterr. I ngenieur- und A rchitekien-Vereins,
Vierstellige Logarithmentafeln. Von Dr. Max Zacharias, Studienrat am
Vereinigten Friedrichs- und Humboldt-Gymnasium in Berlin. und Dr.
Paul Meth, Studienrat an der Herderschule in Charlottenburg, Gro-
Oktav. 44 Seiten. 1927 . S s T e e LU s o o Geb RM. 1.50
Legarithmische Rechentafeln fiir Chemiker, Pharmazeuten, Mediziner und
Physiker. Gegriindet von Professor Dr. F. W_ Kiister t. Fiir den Ge-
brauch im Unterrichtslaboratorium und in der Praxis berechnet und

Einundvierzigste bis fiinfundvierzigste Auflage. Oktav. 216 Seiten.
1935.........................prARMS.SO
»Die wohl allseitig bekannten K. usterschen Rechentafeln sind dem Chemirker,

der sich threr einmal bedient hat, zum ungern entbehrien Werkzeug geworden, das
sich in seiner bewdihrien Anordnung des Stoffes zu einem wirklich niitzlichen und
fast notwendigen Hilfsbuch entwickeli hat. Die Neuauflage erscheini wie 1iblich nach
dem neuesten Stande der Forschung.* Zettschrift tir angewandte Chemie,
Fiinfstellige Tafeln der Kreis- und Hyperbelfunktionen sowie der Funktionen
eX und e—X mit den natiirlichen Zahlen als Argument. Von Dr.-Tng.
Keiichi Hayashi, Professor an der Kaiserlichen Kyushu-Universitat
Fukuoka-Hakosaki, Japan. Oktav, IV, 182 Seiten. Neudruck 1931,
BRM. 9.—

nDer bekannte japanische Verfasser hat aus dey Notwendigkeit, die Werte
beider Funktionsarten gleichzeitig rur Verfiigung zy haben, Tafeln berechnet, in
denen nicht nur die Hyﬁeibel/unktianen, sondern auch die K. reisfunktionen mit
verschieden grofien Abstutungen, auf finf Dezimalstellesn g det sind. Die
Anordnung dieser Tafeln st Guferst praktisch, Druck und Papier sind aus-
gezeichnet, so daf die Bmutzung sich bequem und einfach gestaltet. Fiiy alle,
die zahlenmapPige Rechnungen mit den genannten Funktionen hdufiger auszu-
fithren haben, ist der Gebrauch der Tafeln als praktisch und zeitsparend zu emp-
fehlen.* Zeitschrift des Vereins Deutscher Ingenieure.
Mathematische Formelsammlung. on Professor (. Th. Biirklen t. Voll-
- stiindig umgearbeitete Neuausgahe von Dr. F. Ringleb. Mit 87 Figuren,
Dritte, verbesserte Auflage. 272 Seiten. 1936, (Sammlung G§schen
Bd.ﬁ:l)......-...‘....-.......GPb.RIH.I.GZ
wEine sehr geschickt ausgewahlie und recht reichhaltige Sammlung, welche
wohlgeeignet ist, die A biturienten dey Gymnasien und Oberrealschulen bei den
Repetitionen su unterstitzen und ihnen einen klaren Uberblick siber das ganze
Svstem der Elemmtarmnthtmntik 2u geben.** Fortschritie dey Mathemaiik.
Forrgelsammlupg zur praktischen Mzthem atik. Von Dr. Giinther Schulz.
Mit 10 Abbild. 1937, (Sammlung Géschen Bd. 1110.) Geb, RM. 1.62




Hihere Algebra. Von Dr. Helmut Hasse, 0. 0. Professor der Mathematik
an der Universitit Gottingen.

I: Lineare Gleichungen. Zweite, verbesserte Auflage. 152 Seiten.
1933 (Samml. Goschen Bd.931) . . . . . . . . Geb. RM. 1.62
II: Gleichungen hoheren Grades. Zweite, verbesserte Auflage. Mit
5Fig. 160 Seiten. 1937. (Samml. Géschen Bd. 932) Geb. RM, 1.62
»Es ist dem Verfasser gelungen, tn engstem Rahmen das Gebiud e der sall-
gemeinen' Algebra vor den Augen des Lesers aufzurichien, einer Algebr a, die auf
dem Fundament der Definition der Ringe, Korper und I ntegritatsber eiche auf-
gebaut ist.** Zeitschrift fiir mathem. und naturw. Unterr.

Auigabensammiung zur héheren Algebra. Von Dr. Helmut Hasse, o. 6.
Professor der Mathematik an der Universitit Gottingen. 160 Seiten.
1934, (Sammlung Goschen Bd. 1082) . . . . . . . . Geb RM. 1.62

Algebra I: Die Grundlagen. Von Dr. Oskar Perron, o. 6. Professor an der
Universitit Miinchen. Zweite, verbesserte Auflage. Mit 4 Figuren. VIII,
301 Seiten. 1932 (Géschens Lehrbiicherei Bd.®) . . . Geb. RM. 11.50

Algebra I1: Theorie der algebraischen Gieichungen. Von Dr. Oskar Perron,
0. 0. Professor an der Universitit Miinchen. Mit 5 Figuren. VIII, 243 S.
1927. (Goschens Lehrbiicherei Bd.9) . . . RM. 8.—, geb. RM. 9.50

Band I enthilt die Grundbegriffe, es folgt ein Kapitel iiber den polynomischen
und den Taylorschen Satz und der fiir den Ingenieur wichtige Abschniti diber
Determi Anschliefend folgen Kapitel iiber symmetrische Funktionen,
Teilbarkeit und iiber die Existenz vow Wurzeln. Band II ist der Gleichungs-
theorie gewidmet.

Praxis der Gleichungen. Von Professor Dr. C. Runge. Zweite, verbesserte
Auflage. Mit 8 Figuren. V, 172 Seiten. 1921. (Géschens Lehrbiicherei
Rd 2) B e L s s . o RM.6.— geb. RM. 7.—

Beispielsammiung zur Arithmetik ued Algebra. Von Professor Dr. Hermann
Schubert. Vierte, neubearbeitete und erweiterte Auflage von Professor
P. B. Fischer, Studienrat am Gymnasium in Berlin-Steglitz. Mit
8 Figuren. 139 Seiten. Neudruck. 1931. (Sammlung Goschen Bd. 48)

Geb. RM. 1.62

Einfiihrung in die Determinantentheorie einschlieBlich der Kredholmschen
Determinanten. Von Dr. Gerhard Kowalewski, o. Professor an der Tech-
nischen Hochschule in Dresden. Zweité, verbesserte Auflage. GroB-Oktay.
IV, 304 Seiten. 1925 . . , . . o laviay oti o R 14—, geb.I{M. 15.50

»wDie Kowalewskische Darstellung des umfangreichen Gebietes zeichnet sw]z
durch die anschauliche Kraft und Klarheit der Sprache vor anderen aus. Die
Beschaftigung mit diesem Buche gewdhrt neben dem wissenschaftlichen Gewinn
einen reichen dsthetischen Genuf,* Schulwart.

Diﬂerentialre:hnung. Von Prof. Dr. A. Witting, Oberstudienrat i. R in
Dresden. Zweite, verbesserte Auflage. Mit 94 Figuren und 189 Bexsmonefl_).
191 Seiten. 1936. (Samml. Goschen Bd. 87) . . . . - . Geb.RM. 1.62

Integralrechnung. Von Prof, Dr. A. Witting, Oberstudienrat i. R. n Dres-
den. Mit 63 Figuren und 190 Beispielen. 176 Seiten. 1933. (.‘n:um-{’)-
Goschen Bd.88). . . . Sl e s s S SR L B U S RN

Repetitorium und Aufgabensammlung zur Differentiairechnung. Von Pro-
fessor Dr. A. Witting. Mit 58 Figuren und 405 Beispielen und Auf-
gaben. 136 Seiten. 1935. (Samml. Goschen Bd. 146). . Geb. RM. 1.62

Repetitorium und Aufgabensammiung zur Integrairechnung. Von Prof.
Dr. A. Witting, Mit 32 Figuren und 305 Beispielen. 118 Seiten. 1934.
(Sammiung Goschen Bd. 147) . « +» »  + o v« + - « - Geb. RM. 1.62

Grundziige und Aufgaben der Differeatizi- und Integralrechnung nebst den
Resultaten. Von Dr. H. Dolp. Ncu bearbeitet von Dr. Eugen Netto.
18. Auflage. Oktav. 214 Seiten 1935. (Verlag von Alfred Tépelmann.)
BeplaWis s E R i gas - = I BN 1.9

Das Bindchen stellt eine elementare Au feabensammlung zur Differential- :zmd
Intzgmlrechmmg mit eingefiiglen Erliuterungen dar. Der erste Abschniit, Diffe-
Tentialrechnung fiir Funkti einer wnd mehrerer Verdnderlichen, bringt die
Differentiation der elementaren Funktioncn, einsclilieflich implizite Funktionen,




die Ermittlung der Werte unbestimmier Formen, Maxima und Minima, Taylor-
sche Reile. Der sweite Abschnitt, Integralrechnung, fihrt das Integral als un-
bestimmies ein, entwickelt die Integrationsformeln im Bereiche der elementaren
Funktionen und geht dann kurz auf das bestimmie Integral ein. Schlieflich
werden nock verhilinwismafig ausfihriich geometrische Anwendungen der In-
finitesimalrechnung gebracht: Tangentenbeslimmung, singulire Punkte, Krim-
mung; Quadratur, Rektifikation, Kubatur,

Integralgleichungen. Von Dr. Gerhard Kowalewski, o. Professor an der
Technischen Hochschule Dresden. Mit 11 Figuren. GroB-Oktav. 802 Seiten.
1980. (Goschens Lehrbiicherei, I. Gruppe: Reine und angewandte Mathe-
gl e ) BRI - © 7 15.—, geb. RM. 16.50

Elementare Reihenlehre. Von Dr. Hans Falckenberg, Professor an der
Universitit GieBen. Mit 4 Figuren im Text. 136 Seiten. 1926, (Samml.
RoschentBd.948). | 2 . T e T T s Geb. RM. 1.62

Das Bandchen will mehy bicten als das, was in jedem Lehrbuch der Infini-
tesimalrechnung tiber unendliche Reihen enthalten ist, und figt deshalb z.B.
der Erdrierung viber das Cauchysche Divergens- und K onvergenzkriterium auch
solche wber das Raabesche, das logarithmische und das Gaufische an.

Komplexe Reihen nebst Aufgaben iiber reelle und komplexe Reihen. Von
Dr. Hans Falckenberg, Professor an der Universitit GieBen. Mit 3 Figuren
im Text. 140 Seiten. 1931. (Samml. Goschen Bd. 1027) Geb.RM. 1.62

Fouriersche Reihen. Von Dr. W. Rogosinski, Professor an der Universitit
Konigsberg. Mit 4 Figuren. 135 Seiten. 1930. (Samml. Goschen
1 Gl A N A O <ol . Geb. RM. 1.62

Reihenentwickiungen in der mathematischen Physik. Von Dr. Josef Lense,
0. 0. Professor der Technischen Hochschule Miinchen. Mit 30 Abbil-
dungen. 178 Seiten. 1933 . . . ... .. .. ... Geb. RM. 9.50

Gewdhnliche Differentiaigleichungen. Yon Prof. Dr. G. Hoheisel. Zweite,
verbesserte Auflage. 159 Seiten. 1930. (Samml. Goschen Bd. 920)
Geb. RM. 1.62

Gewdhnliche Differentialgleichungen. Von Dr. J. Horn, o. Professor an der
Technischen Hochschule Darmstadt. Zweite, vollig umgearbeitete Auf-
lage. Mit 4 Figuren. 1927, VIII, 197 Seiten. (Gdschens Lehrbiicherei

10 )

Lo ) NI PSS R RM. 9.—, geb. RM. 10.50
Partielle Differentialgleichungen. Von Prof. Dr. G. Hoheisel. 159 Seiten.
1928. (Samml. Goschen Bd. 1003) . . . . . . . . . . . Geb. RM. 1.62

Partielle Differentialgleichungen. Von Dr. J. Horn, o. Professor an der
Technischen Hochschule Darmstadt. Zweite, umgearbeitete Auflage.
Mit 8 Figuren. 1929. VIII, 228 Seiten. (Goschens Lehrbiicherei Bd. 14)

RM. 11.—, geb. RM. 12.—

Aufgabensammlung zu den gewbhnlichen wund partiellen Differential-
gleichungen. Von Professor Dr. G. Hoheisel. 148 Seiten. 1933. (Samm-
lung Goschen Bd. 1059) . . . . . . . . ... ... . Geb. RM. 1.62

Integralgleichungen, Von Dr. Guido Hoheisel, a. o, Prof. an der Univer-
sitidt Greifswald. 136 Seiten. 1936. (Sammlung Goschen Bd. 1099).

Geb. RM. 1.62

Elemgnte }Igr Fu“nlgtionstheorie. Von Dr. Konrad Xnopp, o. Prof. an der
Universitit Tiibingen. Mit 23 Fig. 144 Seiten. 1937. (Samml. Goschen
Lo 0 R R e s « + + . . Geb. RM. 1.62

Fu;{l;{)i_onenthuorie. Von Dr. Konrad Knopp, o. Professor an der Universitit
ingen.
Erster Teiil: Grundlagen der allgemeinen Theorie der analytischen Funk-
tionen. Mit 8 Figuren, Fiinfte, verbesserte Auflage. 136 Seiten. 1937.
(Samml. Goschen Bd. 668) . . s s+ % sie s s o .., Geb.RM.1.62
Zweiter Teil: Anwendungen und Weiterfiihrung der aligemeinen Theorie.



Mit 7 Figuren. Vierte, verbesserte Auflage. 138 Seiten. 1931. (Samml.

GoRphenBaF0B) 55 < Jet v T B L ST S S e S RN 180

,Die beiden vollstandig neubearbeitetenn Binde seien allen Studierenden der

Mathematik als Muster kiarer und strenger Darstellung aufs warmste empfohlen.*

Monatsschrift tir Mathemaiik und Physik.

Aufgabensammiung zur Funktionentheorie. Von Dr. Konrad Knopp,
0. Professor an-der Universitdt Tiibingen.

Erster Teil: Aufgaben zur elementaren Funktionentheorie. Zweite,
verbesserte Auflage. 136 Seiten. 1931. (Samml. Goschen Bd. 877)

i Geb. RM. 1.62
Zweiter Teil: Aufgaben zur héheren Funktionentheorie. 143 Seiten. 1928.
(Samml. Goschen Bd.878) . . . . . . . .. . . . . Geb.RM.1.62

Elliptische Funktionen. Von Dr. R. Konig, o. Professor der Mathematik
an der Universitiit Jena, und Dr. M. Krafft, a. o. Professor an der Univer-
sitit Marburg i. H. Mit 4 Figuren. 263 Seiten. 1928. (Goschens Lehr-
biicherei Bd.11) . . . . . . . .« « « « RM.13.—, geb. RM. 14.50

Das Buch will dem Studierenden und Fachmann die elliptischen Funkiionen
als Glied eines grofen Organismus versiehen lehren, der mit den einfachsten
analytischen Funkti , den rationalen, beginni und schlieflich zu den Rie-

hen Funkii & emporwachst.

Elliptische Funktionen. Von Dr. Karl Boehm, Professor an der Technischen
Hochschule Karlsruhe.

1. Teil: Theorie der elliptischen Funktionen aus analytischen Ausdriicken
entwickelt. Mit 11 Figuren im Text. XII, 356 Seiten, Neudruck.

1930. (Samml. Schubert Bd.30) . . . . . . . Geb.RM. 20.—

II. Teil: Theorie der elliptischen .Integrale. Umkehrproblem. Mit 28 Fi-
guren im Text. VII, 180 Seiten. 1910. (Samml. Scl&ulﬁerﬁﬁd. 681)

eb. . 7.80

Theorie des Potentials und der Kugelfunktionen. Von Professor Dr.
A. Wangerin in Halle a.d. S.

I. Teil: Mit 46 Figuren. VIII, 255 Seiten. Unverdnderter Neudruck.

1922. (Samml. Schubert Bd. 58) . . .+« . . Geb.RM. 4.—

I1. Teil: Mit 17 Figuren. VIII, 286 Seiten. 1921. (Samml. Schubert

s AP SN RS SET T S Gy RIS =

Wer in die Potentialtheorie eindringen will, findet in dem leichtverstand-

lichen Buch einen zuverlissigen und angenehmen Fiihrer." : :
Zeitschrift f.d. mathem. u. naturwiss. Unterricht.

Numerische Integration. Von Professor Dr. Fr. A. Willers. Mit 2 Figuren.

116 Seiten. 1923. (Samml. Goschen Bd. 864) . . . . . . Geb. RM.1.62

Die Darstellung ist sehr ibersichilich und so elementar als_méglu:h gehalten.

Sie setzt nur die Kenninisse der Grundgesetze der Differential- und Integral-

rechnung voraus wnd wendet sich an Mathematiker, Physiker und vor allem an
Ingenieure, tir die das Buch eine gute Anleitung und Einfithrung ist.

Graphische Integration. Von Professor Dr. Fr. A. Willers. Mit 53 Figuren.
142 Seiten. 1920. (Samml. Goschen Bd. 801) . . . . . . Geb. RM. 1.62
Der Verfasser versucht einem weileren Kreise die immer noch zu wenig be-
nutzien zeichnerischen Methoden bekannizumachen. Er setzt dabei so wenig Vor-
kenninisse wie moglich voraus.

Praktisches Zahlenrechnen. Von Professor Dr.-Ing. P. Werkmeister in
Dresden. Mit 60 Figuren. Zweite, verbesserte Auflage. 136 Seiten.
1929. (Samml. Goschen Bd.405) . . . . . . . - . . . Geb.RM. 1.62

Das Buch gibt eine iibersichtliche Auskunjt aber die in der Praxis angewendeten
Arten des Rechnens. Es wird daher in allen Kreisen der Technik und Natur-
1 haft ein willk Fiihrer und Ralgeber sein.




Mathematische Instrumente. Von Professor Dr. Fr. A. Willers. Mit 68 Fi-
guren. 144 Seiten. 1926. (Samml. Géschen Bd. 922) , . Geb. RM. 1.62
Der Band bringt nicht nur eine Beschreibung der mathematischen I nsirumenie,
sondern auch eine genaue Theorie, aus der die A nwendungsmaoglichkeiten, die beste
Art des Gebrauchs sowie die Grife der auftretend, Ung igkeiten abgeleitet
werden.

Ebene und sphérische Trigonometrie. Von Prof. Dr. F. Bohnert in Ham-
burg. Zweite Auflage. Dritter Neudruck. Mit 63 Figuren. VIII, 167
Seiten. 1919. (Samml. Schubert Bd.3). . . . , . . . Geb. RM, 4.40

Ebene und sphérische Trigonometrie. Von Professor Dr. Gerhard Hessen-
berg. Mit 59 Figuren. Vierte Auflage. 171 Seifen. 1934, (Samml.
Gosched s BISo0) IR s gl oag ey i P - . Geb. RM. 1.62

wDer Verfasser hat seine Aufgabe, in dem engen Rakmen nicht blof alle
wichtigen Formeln mitzuteilen, sondern auch die Grundgedanken, auf welchen
dieselben beruhen, klar darzustellen und den Zusammenhang derselben, ihic

Bedeutung und A dbarkeit hervorzuheb s vortrefflich gelost.<
Archiv der Mathematit und Physik.

Nichteuklidische Geometrie. Von Professor Dr. Richard Baldus. Mit 71 Fi-
guren. 152 Seiten. 1927. (Samml. Goschen Bd. 970)  Geb. RM. 1.62

Wenn auch der Band durch moglichste Klarheit und sahlreiche Figuren, auf
die b dere Sorgfalt ver det wurde, undchst auf den Neuling auf diesem

finden. Daf bis su den Ubergiingen aus dem mathematischen in das rein philo-
sophische Gebiet vorgedrungen wird, dirfte Philosophisch interessierten Lesern
willkommen sein.
Nichteuklidische Geometrie. Von Prof. Dr. H. Liebmann in Heidelbers. Mit
40 Figuren. Dritte Auflage. 150 Seiten. 1923, RM. 6.—, geb. RM 7.—
Das vorliegende Buch will, moglich wenig an math tischen Kenninissen
" end, in die wichteuklidicch Geometrie einfihren, und war nur auf
einem Gebiete — dem der Ebene — auf diesem aber grindlich dargestellt.

Kreis und Kugel. Von Dr. Wilhelm Blaschke, o. Prof. a. d. Univ. Hamburg.
Mit 27 Fig. im Text. GroB-Oktav. X, 169 §. 1916. RM. 4.40, geb. RM. 5.50
Projektive Liniengeometrie. Von Dr. Robert Sauer, Prof. an der Techn.
Hochschule Aachen Mit 36 Abbildungen. 194 Seiten, GroB-Oktav. 1937.
(Goschens Lehrbiicherei Bd. Rl B N - - Geb. RM. 9—

Projektive Geometrie. Von Professor Er. Karl Doehlemann.  Neye ein-
bindige Ausgabe von Dr. H. Timerding, Prof. an der Technischen Hoch-
schule Braunschweig, it 37 Figuren. 131 Seiten. 1937. (Samml.
B ) i, e Geb. RM. 1.62

Aufgabensammiung zyr projektiven Geometrie. Von Dr. H. Timerding,
Profess.or an der Technischen Hochschule Braunschwcig. Mit 65 Figuren.
140 Seiten. 1933. (Sammlung Géschen Bd. 1060) . . . Geb. RM. 1.62

Anwendung der Differential- und lntegralrechnung auf Geometrie. Von
Dr. Georg Scheffers, Geh. Reg.-Rat, Professor an der Technischen
Hochsehule Charlottenburg. 1. Mit 107 Figuren, Dritte, verbesserte Auf-
lage. XII, 482 Seiten. d92gm e . il - . Geb. RM. 14.50
II. Mit 110 Figuren. Dritte, verbesserte Auflage. XTI, 582 Seiten. 1922,

- RM. 15.—, geb. R, 16.50

delt. Die am Schluﬁ beigefiigien Formeltafeln und Regeln erhchen den Wert
des Werkes, das nicht nur cz'n/ﬁlzren, sondern auch selbstandigen For-
schungen anregen soll,

Grundlagen der Geometrie. Von Professor Dr. Gerhard Hessenberg. Heraus-

gegeben von Dr. W, Schwan. Mit 77 Fj uren. 143 Seiten. 1930. (G
Lehrbiicherei Bd.ag) &l e h .g. -« « RM, 6?50, gebf%‘ﬁ?}’li?gg



Hessenbergs Vorlesungen diber die ,,Grundlagen der Geometrie' stellen eine
besonders einfache und lesbare Einfithrung in die geometrische Grund-
lagenforschung dar. Sie werden darum allen denen willkommen sein, die zwar
der Sache selbst Interesse entgegenbringen, aber mit der sonstigen Grundlagen-
literatur nicht recht fertig geworden sind. Auch der Kenner wird ihnen manche
Anregung eninehmen. Die ersten beiden Kapitel sind so einfach gehalten, daf

sie selbst math tischen Arbeitsg haften an hoheren Schulen Stoff liefern
konmen. Der Schwerpunkt des Buches liegt in den Eriorterungen tiber den Fun-
d talsatz der projektiven G trie und seine Sonderfille, den Desarguesschen

und PascalschmPSa'tz.

Differentialgeometrie I: Raumkurven und Anfinge der Flichentheorie.
Von Dr. Rudolf Rothe, o. Professor an der Technischen Hochschule
Berlin. Mit 32 Abbildungen. 132 Seiten. 1937. (Samml. Goschen
BAREEESY, S s o P SR PR SRS <« . . Geb. RM. 1.62

Affine Differentialgeometrie. Von Dr. Erich Salkowski, 0. Professor an’ der
Technischen Hochschule Berlin. GroB-Oktav. Mit 23 Figuren. 200 Seiten.
1934. (Goschens Lehrbiicherei Bd. 22) . . . . . . . . Geb. RM. 1.62

Die vorliegende Darstellung ist aus Vorlesungen hervorgesangen, die der
Verfasser an den 1 echnischen Hochschulen Hannover und Berlin gehalten hat.
Das Ziel dieses newen Bandes von Goschens Lehrbicherei ist, den Anfzinge?',
dem nur die Grundtatsachen der Vektorrechnung und der Differentialgeometrie
gelaufig sein miissen, mit den Begriffsbildungen der Tensorrechnung vertraut
zu machen, die fiir das Verstandnis der neueren differential-geometrischen und
mathematisch-physikalischen Forschung unentbehrlich sind. Dabei wurde
darauf Bedacht gemommen, von den einfachsten, allgemein bekannten Tat-
sachen ausgehend und in dauernder Verbindung mit dev geomctnsc/zc{z An-
schauung den Formelapparat dey Ricci-Rechnung allméhlich so zu entwickeln,
dafl er den Lernenden nicht als ein analytisches Kunststick emg,_:gentntt,
sondern sich als ein naturgemdfes Hilfsmitte, der geomeirischen Forschung
aufbaut. Aus diesem Grunde wurde die Uniersuchung auf die ez’n/uc/{slen
Gegenstande beschrankt und grundsdtzlich wur zweidimensionale analytische
Gebilde betrachtet.

Darstellende Geometrie. Von Dr. Robert HauBner, o. 6. Professor der Mathe-
matik an der Universitit Jena.
Erster Teil: Elemente; Ebenflichige Gebilde. Vierte, verbesserte

Auflage. Mit 110 Figuren im Text. 207 Seiten. 1930. (Samml. Goschen
Bd. 142) ....,g................Geb.nm.l.sz

Zweiter Teil: Perspektive ebener Gebilde; Kegelschnitte. Dritte, ver-
besserte und vermehrte Auflage. Mit 88 Figuren im Text. 168 Seiten.
1930. (Samml. Goschen Bd.143) . . . . . . . . . - Geb.RM.1.62

Dritter Teil: Zylinder, Kegel, Kugel, Rotations- und Schraubenflichen,
Schattenkonstruktionen, Axonometrie. Von Dr. Robert HauBner, 0. 0.
Professor der Mathematik an der Universitit Jena, und Dr. Wolfgang
Haack, Privatdozent fir Mathematik an der Technischen Hochschule
Danzig-Langfuhr. Mit 65 Figuren im Text. 144 Seiten. 1931. (Samml.
Goschen BA.144) . . o o . . . 2+« o« o+ + - - Geb. RM.1.62

Vierter Teil: Freie und gebundene Perspektive, Photogrammetrie, ko-
tierte Projektion. Von Dr. Robert HauBner, o. 6. Professor der Mathe-
matik an der Universitit Jena, und Dr. Wolfgang Haack, Privatdozent
fiir Mathematik an der Technischen Hochschule Danzig-Langfuhr. Mit

76 Fi i . iten. . (Sammlung Goschen Bd. 1063.)
6 Figuren im Text. 144 Seiten. 1933. (Sammlung Jm v

Lehrbuch der darstellenden Geometrie. Von Dr. Karl Rohn, Geh. Rat,
weiland Professor an der Universitit Leipzig, und Dr. Erwin Pqppgrl&Z,
Geh. Rat, Professor an der Bergakademie in Freiberg i. Sa. Drei Binde.



Grofi-Oktav. I. Orthogonalprojektion. Vielfache, Perspektivitit ebener
Figuren, Kurven, Zylinder, Kugel, Kegel, Rotations- und Schrauben-
flichen. Vierte, erweiterte Auflage. Neudruck. XX, 502 Seiten. Mit
e R S S S Geb. RM, 18.90
II, Axonometrie, Perspektive, Beleuchtung. Vierte, umgearbeitete Auf-
lage. Neudruck. VI, 194 Seiten mit 118 Figuren. 1932. Geb. RM. 8.55
ITI. Kegelschnitte, Flichen zweiten Grades, Regel-, abwickelbare und
andere Flichen. Flichenkriimmung. Vierte, unverinderte Auflage. X,
334 Seiten. Mit 157 Figuren. 1923 . . , . . RM. 10.80, geb. RM, 12.—

Darstellende Geometrie. Von Theodor Schmid, o. 6. Professor an der Tech-
nischen Hochschule in Wien, I. Teil: Eckige Kdrper, Kugel, Zylinder,
Kegel, Plankurven und Raumkurven mit den zugehérigen Torsen im
NormalriBverfahren und in orthogonaler Axonometrie. Dritte Auflage.
Mit 170 Figuren. 283 S. 1922, (Samml. Schubert Bd. 65) Geb. RM. 6.—
II. Teil: Schiefe und zentrale Projektion. Dreh-, Rohr-, Schrauben- und
Regelflichen.  Gelindedarstellung, Kartenprojektion, N omographie.
Zweite Auflage. Mit 163 Figuren. 340 Seiten. 1923. (Samml. Schubert
ety 0 eI R TR S S e il Geb. RM. 7.50

Elementargeometrie der Ehene und des Raumes. Von Professor Max
Zacharias, Studienrat in Berlin. Mit 196 Figuren im Text. GroB-Oktay.
252 8. 1929, (Géschens Lehrbiicherei Bd. 16) RM. 13.—, geb. RM. 14.50

Vorlesungen iiber allgemeine natiirliche Geometrie und Liesche Trans-
formationsgruppen. Von Dr. Gerhard Kowalewski, o.d. Professor der
reinen Mathematik an der Technischen Hochschule zu Dresden. Mit
16 Figuren. GroB-Oktav. 280 Seiten. 1931. (Goschens Lehrbiicherei,
L. Gruppe: Reine und angewandte Mathematik, Bd. 19)

RM. 15.50, geb. RM. 17.—

Geometrische Transformationen. Von Dr. Karl Doehlemann, weil. Professor
an der Technischen Hochschule Miinchen. Zweite Auflage, heraus-
gegeben von Dr. Wilhelm Olbrich, Professor an der Hochsehule fiir
Bodenkultur in Wien. Mit 89 Figuren im Text und 4 Abbildungen.
GroB-Oktav. 254 Seiten. 1930. (Goschens Lehrbiicherei, I. Gruppe:
Reine und angewandte Mathematik, Bd. 15) RM. 13.—, geb. RM. 14,50

Entsprechend dem Programm von ,,Géschens Lehrbiicherei wurden aus
dem Gesamtgebiete dey geometrischen Transformationen diejenigen Kapitel in
nicht su abstrakter Weise dargestellt, die sowohl fiir den Mathematiker wie
fir den techwischen Wissenschaftler wesentlich sind. Aus diesem Grunde
wurde neben der analytischen Darstellung die zeichnerische Auswertung be-
riicksichiigi.

Wahrscheinli:hkeitsrechnung. Von Dr. Otto Knopf, 0. Professor der Astro-
nomie an der Universitit Jena. I. 112 Seiten. 1923, II. Mit 10 Figuren.
112 Seiten. 1923. (Samml. Géschen Bd. 508 und 871) Geb. je RM. 1.62

Graphische Darstellung in Wissenschaft und Technik. Von Prof. Dr. M.
Pirani. Zweite, verbesserte Auflage, besorgt durch Dr. I Runge.
Mit 71 Abbild. 149 Seiten. 1931. (Samml. Goschen Bd. 728)

Geb. RM. 1.62

Graphische Statik mit besonderer Beriicksichtigung der EinfluBlinien. Von
Dipl.-Ing, Otto Henkel, Bauingenieur und Studienrat an der Baugewerk-
schule in Erfurt. 2 Teile, (Samml. Goschen Bd. 603 u. 695)

Geb. je RM. 1.62

Vorl gen iiber graphische Statik. Von Professor Dr. Fr. Schur. Heraus-
gegeben unter Mitwirkung von Wolfgang Vogt. Mit zahireichen Fi-
guren im Text. GroB8-Oktav, VII, 219 Seiten. 1915

RM. 7.—, geb. RM. 8.20




Statik. I. Teil: Die Grundlagen der Statik starrer Korper. Von Professor
Dt.-Ing. Ferd. Schleicher in Hannover. Mit 47 Abbildungen. 143 Seiten.
1930. (Samml. Goschen Bd. 178) . . . . . . . . . « . Geb.RM. 1.62

II. Teil: Angewandte (techn.) Statik. Von Professor Dipl.-Ing. W. Hauber
in Stuttgart. Mit 61 Abbildungen. Sechster Neudruck. 149 Seiten. 1922.
(Samml. Goschen Bd.179) . . . . . .. . .. . . . Geb. RM.1.62

Ballistik. Von Dr. Theodor Vahlen, o. 8. Professor der reinen und ange-
wandten Mathematik in Berlin. Mit 53 Abbildungen. GroB8-Oktav. XII,
231 Beltemy 1988 =, "L 0L R L L RM. 9.—, geb. RM. 10.—

Hydraulik. Von Professor Dipl.-Ing. W. Hauber in Stuttgart. Zweite,
verbesserte und vermehrte Auflage. Neudruck. Mit 45 Figuren. 156 Sei-
ten. 1925. (Samml. Goschen Bd.397) . . . . . . . . Geb.RM. 1.62

Das Buch enthdlt eine Darstellung der Hydrostatik und bringt aus der Hydro-
dynamik: Ausflufl des Wassers aus Gefiflen; Uberfall des Wassers tiber Wehre:
Die Bewegung des Wassers in Fliissen und Kandlen; Die Bewegung des Wassers
in Rohren mit konstantem Querschmitt; StoP eines zylindrischen oder prisma-
tischen Wasserstrahls auf eine Zylinderfliche.

Elastizitatsiehre fiir 1 ieure. Von Professor Dr.-Ing. Max Ensslin an
der Hoheren Maschinenbauschule EBSlingen. 2 Bde. (Samml. Géschen
Bd, 519 und FOb7)F NI ISR E ST « « « o« o o Geb.je RM.1.62

Band I bespricht die Grundlagen der Elastizititslehre sowie All, ines iiber
Spannungszustinde, Zylinder, ebene Platten, Torsion und gekrimmie Triger.
Band 11 gibt eine Einfiihrung in die Methoden wur Berechnung der statisch
unbestimmien Konstruktion des Baw- und Maschineningenieurs.

Etymologisches Wirterbuch der Naturwissenschaften und Medizin. Sprach-
liche Erklirung der wichtigeren Ausdriicke und Namen der Anatomie,
Astronomie, Biologie, Botanik, Chemie, Geographie, Geologie, Medizin,
Mineralogie, Naturphilosophie, Paldontologie, Physik, Psychologie und
Zoologie. Von Dr. C. W. Schmidt. Oktav. VII, 138 Seiten. 1923, '
o Geb. RM, 2. —
Das Biichlein wendet sich in erster Linie an N ichthumanisten, wird aber auch
ZM ittudmmden mit griechischer und lateinischer Vorbildung mit Vorteil ge-
rauUcit.
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Geistige Arbeit
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