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I. GENERALITATL.

A) Elemente de constructie.

Toate constructiunile ce le avem de facut le confectiondm
din_diferite corpuri ce le avem la indemana. Materiile prime sau
prelucrate, de cari ne servim la facerea constructiilor, sunt: lemnul,
piatra, carimida, cimentul, fierul, fonta, otelul, arama, bronzul,
aluminiul, etc. Ele poarta numele de materiale de construcfie. Cu
ajutorul lor confectionim piese de diferite forme, cu cari, combinan-
du-le intre ele in anumite moduri, legindu-le si imbinindu-le dupa
anumite norme, ajungem si facem orice constructie de care avem
nevoie, precum: case, poduri, masini, ete.

Formele geometrice ale acestor piese diferd dupi nevoile ce le
avem si dupd proprietatile materialelor din cari le facem. In acest
mod, avem o varietate nemisurat de mare de forme de piese.

Toate acestea le putem grupa in trei mari categorii:

L. Piese cari au o lungime relativ mare iar latimea si grosimea
micd. Aceastd categorie de piese poarti numele de bare, grinzt,
stalpi, coloane, cable, fire, etc. Daca facem o sectiune plana trans-
versald in piesd, normald pe axa el, aceasta poartd numele de sec-
fiunea piesei. Ea are o valoare oarecare, pe care o notam cu
litera greceasci Q §1 care se exprima de obiceiu in em?, mm? si
uneori in m® Sectiunea aceasta are st diferite forme ca: drept-
unghiu, cerc, coroana circulard, in forma literilor |, U, T sau Z, ete.

Forma sectiunii se masoard, dupa cazuri, prin momentele ej
statice, prin momentele de inerie equatoriale sau polare, sau prin
alte elemente cari se vor vedea ulterior in curs.

Succesiunea centrelor de greutate, a diferitelor sectiuni a unei
bare, ne fixeaza aza barei. Aceastd axa poate fi o linie dreapta



sau curbd si vom avea corespunzitor: bare drepte, bare curbe,
in plan sau in spatiu, cérora le zicem tot asa de bine grinzi drepte,
grinzi curbe, etec.

Sec;lunlle plane transversale le vom considera totdeauna normale
pe axa piesel.

Prin urmare, elementele cari vor caracteriza din punct de ve-
dere geometric o grinda sau o bara vor fi: aza, ca lungime si forma
si secfiunea, ca valoare si forma.

Exemplu: o bucatd de lemn de 4 m lungime si cu o sectie trans-
versala in forma de dreptunghiu si cu laturi de 20 X 15 em, este
o grinda sau o bara.

2. A doua categorie de piese sunt acelea la cari lungimea §i la-
timea lor este mare fatd de grosime. Ele poartd numele de pldct,
table, tole, dale, pdrefi, tuburi, etc. Suprafata care imparte peste
tot grosimea placii in doud parii egale, este suprafaja mediand
a plicii. Grosimea se misoard totdeauna normal pe aceastd su-
prafatd. Suprafata mediand a placii poate fi un plan, un cilindru,
un con, o sferd, ete.

Elementele cari vor caracteriza din punct de vedere geometric
o placi vor fi: forma si dimensiunile suprafefei mediane §L gro-
simea.

O piesa de ofel plana, de 3 m lungime, lata de 1,50 m §1 groasd
de 8 mm, este o placd sau o tabla.

3. A treia categorie de forme de piese sunt acelea cari au o lun-
gime, latime si grosune cam de acelasi ordin de mérime. Ele poarté
numele de piese masive sau blocuri. Exemplu o bucatd de piatra
de forma paralehplpedlca, de 1,20 m x 1,00 m x 0,80 m, este un
bloc sau un masiv. Acela§1 lucru este si cu o bila sferica plina.

Sunt insd multe cazuri, cind nu putem hotéri limite distincte
pentru fiecare categorie de piese, si nu o si putem spune dela in-
ceput daci o piesd face parte din cutare sau cutare categorie. Dupa
oarecare practicd vom putea face aceasta clasificare, ramAnandu-ne
totusi un mare numir de cazuri in cari nu ne vom putea pronunia.

Aceastd clasificare este necesard, din punctul nostru de vedere,
fiinded pentru fiecare categorie de piese avem o anumitd norma
de calcul.

Datele geometrice, aratate mai sus, nu sunt suficiente pentru
a caracteriza o piesi oarecare. Pentru a o caracteriza complet va
trebui si spunem si materialul din care este facuta. Fiecare ma-
terial are o serie de constante, cari rezulta din proprietatile sale.
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Aceste constante, fmpreuni cu cele ce rezultdi din dimensiile
geometrice ale piesei, o vor caracteriza complet din punctul de
vedere al Rezistentei Materialelor.

B) Notiuni asupra vectorilor.
1. Definitii si notatii.

In toate stiintele aplicate avem de facut operatiuni asupra unor
mdrimi sau cantitdfi.

Acestea se pot grupa in doud categorii: marimi scalare si mdrimi
vectoriale.

a) O marime scalard sau un scalar este acea mirime sau cantitate
care este complet definitd numai prin valoarea ei.

Valoarea unui scalar este numirul care ne arata de cite ori acel
scalar cuprinde unitatea de masura respectiva.

Cantitati scalare sunt: masa, densitatea, temperatura, lucrul
mecanic, cantitatea de caldurid, ete.

Scalarul fiind un simplu numér urmeazi legile algebrei si analizei
obisnuite.

b) O mdrime vectoriald sau un vector este acea mirime sau can-
titate care este complet definitd prin valoarea §t direcfiunea ei.

Prin urmare pentru a defini un vector avem nevoie de doud
elemente.

Valoarea vectorului este, ca si la cantitatile scalare, numairul
care ne aratd de cate ori unitatea de misurd respectiva se cuprinde
in marimea vectorului.

Direcfiunea ne arati sensul in care, sau linia dupa care, este
dirijatd mérimea vectoriali. Exemple de vectori avem: drumul
parcurs de un mobil, iuteala, acceleratia, forta, fluxul magnetic,
fluxul de cilduri, ete.

Vectorul care are ca valoare unitatea poartd numele de vector
unitate sau pur si simplu direcfiunea vectorului.

¢) Ca sa facem diversele operatiuni asupra marimilor trebue sa
le reprezentim sau si adoptim o notafiune care si reprezinte acele
cantitati.

Pentru cantitatile scalare s’au adoptat notatiunile din algebra
cari reprezintd numerile. Se intrebuinteaza literile mari sau mici
ale alfabetului latin. De exemplu 3° temperaturd se noteazi in mod
general cu t°; 7 m? se noteazi cu V md, etec.




6

Vectorii au o valoare sau o parte scalard. Aceasta este natural
sd fie notatd intocmal ca g§i cantitatile scalare.

In privinta notarii sau reprezentarii directiunilor vectorilor nu
s’a cizut pAnd acum de acord asupra unei notatiuni unitare.

Pentru a putea reprezenta directiunea vectorului evident c¢a nu
se dispune de alte semme decdt tot de literile diferitelor alfabete.

Pentru a marca directiunea vectorului 1 a o deosebi de canti-
titile scalare, se intrebuinteaza diferite semne distinctive ce se
aplica literilor alfabetului.

Autorii germani, in cértile tiparite, noteaza directiile vectorilor
cu literile grase ale alfabetului lor () ; alfii cu literile grase ale alfa-
betului latin cu indicele (a,), altii eu notatia de mai sus cu o liniuta
sau o sigeatdi mich deasupra (a), altii cu literile alfabetului
grec: (a),ete,

Fiecare din ele au avantagiile si inconvenientele lor. In cele ce
urmeazd vom nota o directiune oarecare in spatiu, cu o litera a
alfabetului grec cu o liniutd deasupra, de ex. a. O alta directiune
se reprezinti de exemplu cu f.

Daci vectorul care are valoarea 1 se noteazd astfel, atunci
vectorul a cirui valoare va fi a se va nota a a.

Aceastd notatiune are §i ea inconvenientul cd pentru a repre-
zenta un vector avem nevoie de doud litere, i avantajul ca ne
aratd distinct elementele componente ale unui vector. Se no-
teazd atunci prescurtat acest vector cu o literd cu o liniuta dea-
supra, deci
(1) a =aa

d) Grafic un vector se reprezintd printr'o dreapta pe care se
ia la scara stabiliti un segment egal cu a. Dreapta are un sens
positiv, sensul opus fiind cel negativ. Segmentul de dreapta are
doui capete A si B. Daci sensul pozitiv este dela A spre B se zice
ci A este originea vectorului iar B extremitatea lui. Pe desen sensul
se insemneazd cu o sdgeatd pusd chiar pe directia vectorului.

2. Algebra vectoriala.
a) Egalitatea vectorilor.

Doi vectori unitate sau doud directiuni se zic ¢a sunt egale
atunei cand sunt paralele.

Doi vectori sunt egali cAnd au aceeasi valoare si aceeasi di-
rectiune adici sunt i paraleli.



Doi vectori sunt egali §i de sens contrar, atunci cind au aceeasi
valoare insd directia unuia este opusi directiei celuilalt.

Daci a este un vector, atunci vectorul egal si de sens contrar
va li —a.

b) Adunarea si sciiderea vectorilor.

Daca la extremitatea unui vector a punem originea altui vector
b, atunci vectorul ¢ care uneste originea lui @ cu extremitatea lui b
este, prin definitie, suma vectorilor @ §i b si se scrie:

c=a-+b
Diferenta @ —b este suma lui @ cu—b. In insumarea mai
multor vectori recunoastem daci {i adunam sau ii scidem, par-
curgdnd in acelagi sens, din origine spre extremitate, atit vectorul

sumd cat si vectorii adunati sau scizuti. Vectorii parcursi in sens
positiv se adundi, cei in sens negativ se scad.

Fig. 1 ne reprezinta:

e=a+b—ct+d

Figura 1

Se demonstreazi ci suma vectorilor este independentda de or-
dinea in care se face insumarea si ca putem inlocui doi sau mai
multi vectori prin sumele lor partiale, adica:

a+b=b4+a
E+E+Z a+d
daca: =b+e.

Insumarea mai multor vectori este o operatie comutativi s
asociativa sau distributiva.

Daci, insuménd mai mulii vectori, ajungem cu extremitatea ul-
timului in originea celui dintdiu suma este nuli.

Pentru un contur inchis avem totdeauna:

(2) .fd';: 9,

cind integrala se face plecind dintr’un punct si parcurgind intreg
conturul in acelasi sens, revenim in punctul de plecare.




¢) immultirea unui veetor cu un scalar.

Cand vectorul are valoarea egald cu unitatea el se reprezinta
numai prin directiunea lui: a.

Daca are valoarea a atunci vectorul va fi:
(1) a = aa

De aci rezulti chiar regula immultirii unui vector cu o canti-
tate scalara oarecare m.

Rezultatul va fi:

maa

Vectorul va fi paralel cu vectorul inifial, insd valoarea lui va
fi de m ori mai mare.
Rezulta evident si:
maa =ama

m (a + p) =ma+mpB
(m+a)(—1 —ma-+aa.

Operatiunea este comutativdi §i asociativa.

d) Immultirea scalard a doi vectori.

Produsul scalar a doi vectori este o marime scalard care re-
zultd din immulfirea valorilor numerice a celor doi vectori cu co-
sinul unghiului pe care il fac intre ele directiile lor positive. Este
exact definitia care se dd lucrului mecanic.

Acest produs se noteaza

(3) ab sau (a b)
Asa dar:
(4) ab = ab cos (a, p),
Din aceasta rezultd imediat:
ab = ba

(@+b)c =ac+ be
Sa considerdm in special doud directiuni, vom avea:
a B = cos (a, B)
deci produsul scalar a doud directiuni este egal cu cosinul unghiului
celor doua directiuni, bine inteles a sensurilor positive.
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Avem deci:
=1
al =gt =4t
Daci doud directiuni sunt paralele, avem evident:
(5) dpi=14
Se mai zice in acest caz, ci cele doui directiuni sunt egale.
Aceasta este si conditia de paralelism a doui directiuni.
Daca doi vectori sau dous directiuni sunt perpendiculare, avem
iarasi evident:
() ab =0 aff =o,
care reprezintd conditia de perpendicularitate a doi vectori sau a
doua directiuni.

e) Immultirea vectoriali a doi vectori.

Produsul vectorial a doi vectori este gectorul definit precum
urmeaza:

@) Are ca valoare numericid produsul dintre valorile vectorilor
asib multiplicat cu sinusul unghiului ce directiunile lor positive
fac intre ele, adica:

¢ = ab sin (a, f) = ab sin (a, b)

b) Este normal pe planul determinat de & si b.

¢) Are sensul pozitiv '
asa fel incat, un obser-
vator, cu picioarele in
originea lui ¢ §i cu
capul in extremitatea
lui, parcurge cu ve-
derea conturul a + b (fig. 2) in sensul acelor unui ciasornie, sau
pentru a suprapune a peste b, observatorul vede rotindu-se @ spre b
tot in sensul acelor unui ciasornic.

Ori, aceasta este tocmai definitia momentului unei forte in ra-
port cu un punect.

Daca directiunea normali pe planul determinat de & si b este 7,
atunci
(6) ¢ =y absin (a, b)

§1 se noteazi:
(M ¢ = ab = [ab]

Figura 2
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Din figuré si din definitie se vede ca daci schimbédm in produs
ordinea vectorilor se schimbd sensul de rotire si deci si semnul
lui e, si avem:

¢ =—ba =—[ba]

Ordinea factorilor nu este indiferenta in acest produs, deci
operatia nu este comutativi.

Valoarea numericd ¢ este egald, dupa definitie, cu suprafata
paralelogramului format de vectorii a si b, sau cu dublul supra-
fetei triunghiului format de aceleasi laturi si suma lor.

Daca cei doi vectori sunt paraleli, dupa definifia datd, avem:
(8) ab =o af=o
care reprezinti conditia de paralelism a doi vectori.

Sa consideram doud directiuni a si ff, atunci vectorul

7—af
este vectorul normal pe planul format de cele doud directiuni 51
are ca valoare numerica sinusul unghiului celor doud directiuni.

Sa presupunem cd ludm un element de suprafatd dQ si ca ne
fixam un sens in care parcurgem conturul ei. Suprafata are o ma-
rime d2 si o directiune. Directiunea ei este perfect cunoscuta cand
cunoastem direcfiunea normalei » la aceastd suprafatd. Direcfiunea
pozitivd a normalei » va fi aceea, din extremitatea cireia privind
conturul, il parcurgem cu vederea in sensul acelor unui ciasornic.
Prin urmare, §i suprafata este un vector §i se poate reprezenta
prin:

»dQ

Orice suprafata are doud fefe: una pozitiva, alta negativi. Fata
pozitivd se considerd totdeauna aceea dela suprafata corpurilor
si ca fald negativd aceea dinspre interiorul lor. In acest condifii:

a = [rdQ
reprezintd lardsi un vector.

Pentru o suprafati inchisa, cum ar fi suprafata ce margineste
un corp oarecare, avem in virtutea relatiei (2):

(9) [rdQ =o

Cu ajutorul acestei relatii se demonstreazi ca produsul vecto-
rial a doi vectori este o operatie distributiva si asociativa, deci:

ac +be =(a+ b)c=[(a+b)c
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f) Immultirea a trei vectori intre ei.

Aci avem mai multe cazuri, cici intre trei vectori putem face
mai multe combinatiuni in ce priveste operatiile de immuliire.
a) Doi dintre vectori putem si-i immul{im scalar intre ei si
rezultatul va fi evident un scalar. Aceastd cantitate immultita cu
al treilea vector ne da un vector paralel cu acesta din urma. Deci:
d = a.be
este un vector paralel cu directia a i a cirui valoare numerici este:
d = abc cos (b, c)

§1 putem deci scrie:

d = a.abc cos (b, ¢)

Cu totul altceva este:

a carui valoare numerici este:
d, = abc cos (a, b)

§i ca vector este:

d, = y.abe cos (a, b)

paralel cu .

Aceste doud produse n’ar putea fi egale decit atunci cind «
ar fi paralel cu .

Prin urmare produsul depinde de ordinea in care facem ope-
ratiile de immultire.

Pozitia punctului din produsele:

d=a.bc,d =ab.c,dy—ac.h

indicdi modul cum grupam aceste operatii.

Produsele de mai sus sunt trei produse diferite.

b) Doi dintre vectori putem si-i immultim vectorial intre ei
si rezultatul va fi un vector. Acesta putem sa-l immultim scalar
cu al treilea vector si rezultatul va fi un scalar. Deci:

(10) V =a.be = a[be

Insi be este suprafata paralelogramului format pe laturile sic
§i e reprezentati printr'un vector normal pe aceasta suprafati.

Aceastd suprafatd tmmulfita scalar cu a, adici cu proiectia lui a
pe be, ne di toemai volumul paralelipipedului format de latu-
rile a, b, c.
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Acest volum este unul si acelasi, deci:

V =a.bc =b.ca =c.ab

(107) b: g
=ab.c =bc.a = ca.b

trecand dela o expresie la alta prin permutiri circulare. Dacé schim-

bam ordinea factorilor se schimba si semnul volumului, deci:

ab.c = — ba.c, etc.

Pentru ci expresia volumului se poate seri conform formulei (10)
in 12 moduri diferite, se obignueste a se nota mai simplu §i anume:

" = abe
in care se suprimd complet punctul i liniuja.
Daca cei trei vectori sunt complanari, V = o, deci

(11) el

exprimi conditia ca cei trei vectori sd fie cupringi in acelasi plan.
¢) Doi dintre vectori ii immultim vectorial intre ei si obfinem
un vector. Acesta la randul lui putem sa-l inmul{im vectorial cu

al treilea. Rezultatul va fi evident un vector. Acest produs se no-
teaza:

= a.bc = [a.bc] = [a[bc]],
Pozitia punctului sau parantezelor ne indicd modul de grupare

al operatiunilor. Formula ne aratd ca produsul vectorial be il mul-
tiplicam vectorial cu a.

Vectorul d este pervendicular pe planul determinat de vectorii
a si be. Insa vectorul be, la randul lui, este perpendlcular pe planul
determinat de vectorii D si ¢ si deci vectorul d este cuprins in planul
determinat de b §i ¢ ¢. Descompunand pe d in acest plan dupd cele
doud directii b si ¢ vom avea o expresie de forma:

d=yb+ze
y si z fiind doudt cantitati scalare, deci:
a.be = ﬂ =+ zc
Sa inmultim aceastd relatie scalar cu a.
Produsul a.a.bc = o in virtutea relatiei (11), deci:

y.ﬁz + z. ac = o,
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din care rezulti: th o
y/ac + z/ab =o
y =k.ac, z = —kab

in care k este un factor de proportfionalitate care trebue determinat.
Vom avea deci:

g G Wl
Aceastd relatie este adevirata oricari ar fi valorile si directiile
celor trei vectori, deci si intr’un caz special, §i anume cind b este
normal pe ¢ si cand a coincide ca directie cu c¢. Atunci:

a.be = B.abe
k (b.ac —c.ab) = k (B.abc — o)

de unde rezultd &k =1, si deci:
(12) a.bc =b.ac—c.ab

Formula aceasta este foarte importanta si serva de bazi pentru
immulfirea grupelor mai mari de trei vectori.

In rezumat avem trei operaiii distincte de fmmultire a trei
vectori:

a.bc , a.be si a.be

S& se observe ci pentru deosebirea operatiilor plasarea punc-

tului joacd un foarte mare rol, precum si intinderea liniutei de

deasupra literilor. Notatiunea be inseamni ci fac produsul scalar

al vectorilor b si ¢, iar be sau [be] inseamni ca fac produsul lor
vectorial. y

Plasarea punctului sau parantezei ne arata ci produsul a.be =

a (be) este distinct de ab.c — (ab) c. Primul ne da un vector pa-
ralel cu a, al doilea unul paralel cu 7, Prin urmare cipiatim rezul-
tate complet deosebite. ‘

De asemenea produsele:
a.be =b.ac—c.ab
b.ca = c.ab—a.be
c.ab =a.bc—b.ac
sunt complet diferite unul de altul.
In treacit se observd ca suma lor e nuld, deci:

a.be + b.ac + c.ab = o
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Descompunerea unui vector dupd o direcjie oarecare si o normald

la aceasta (fig. 3).
Componenta vectorului b dupd directia a este a.ba. Compo-

nenta dupi normala la a este a.ba, deci:
/3 i b = a.ba + a.ba
s Daci. se efectuiazia produsul vectorial
din ultimul termen se ob{ine o identitate.

Figura 3

¢) Immultirea a patru veetori.
Produsele a trei vectori:
abe , adbe si a.be

le putem immulti cu al patrulea vector scalar sau vectorial.

a) Produsul a.bc este un vector paralel cu a. Acesta multi-
plicat scalar sau vectorial cu d ne va da:

R R gt

cari sunt respectiv un scalar si un vector. N'au nimic deosebit
in ele in afara de faptul, ci nu putem schimba intre ei vectorii
din cele doua grupe, fara ca rezultatul si nu se schimbe. Produsele
ad.bc si ab.cd sunt complet diferite intre ele. Ele nu sunt egale
decat in cazul special cind a este paralel cu ¢ sau cand b este pa-
ralel cu d.

b) Produsul a.bc care este un scalar, multiplicat cu vectorul d
ne di un vector paralel cu d.

Acest produs (a bc) d = abe.d se poate pune si sub alta forma.

Dacii notez be = e, avem: ae.d care dupd formula (12) ne da:

d.ac = a.de —e.ad

ins&
e.ad =c.bad —Db.cad
si deci:
(13) abe.d = a.bed + b.cad + c.abd
sau:
(13) PR s A B S (el

Aceasta ne serveste la descompunerea vectorului d dupa direc-
tiunile a, b, c.

¢) Produsul a. 1.bc se poate multiplica scalar cu d. Daci notdm
bc = e, vom avea:

d.ae =da.e =da.bc
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Pe de altd parte in virtutea relatiei (12) avem:

J.mzz".aa_;,z.az:='é‘i ba
led  ca
si deducem:
(14) p oy ool P oML ’:ff‘

cd ca

Coloanele determinantului le formeazi
iar liniile factorii celuilalt produs be.

Se poate acum da o reguld simpla pentru memorarea produsului
vectorial a trei vectori. Presupunem ca avem simbolul 4 — 1 §1 ci

acest simbol nu opereaza prin imultire asupra vectorului.
Avem:

factorii produsului da

d) Se vede de asemenea numaidecat ci:
[ab.cd] =b.acd — a.bed = ¢.dab — d.abe

Acesta este un vector dirijat dupa intersectia planelor deter-
minate de a cub si ccu d.

h) Produse de mai mult de patru vectori.

Mai interesant este produsul:

V ¥V, = abe.abye,

a carui valoare se giseste:
a ay 1 ac

(15) VVi=lba, bb, b

cay cbléeg

oy el
b il

in care liniile sunt formate din termenii lui V,iar coloanele din ter-
meni Jui V. '

Pentru a efectua acest produs procedim astfel: produsul scalar
ay.byc,, trebue multiplicat cu scalarul V. Pentru aceasta e suficient
sa multiplicim unul din vectori si vom avea:

ay.byey V
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conform formulei (13) avem:
bio,.V = a.be.byoy+ b.ca.byer+ c.ab.bicy
—3.5¢.byey+ boca.byey+ c.ab.byey
VV,=aay.be.biey+ b ay.ca.byey+ cay.ab.biey
Daca se desvoltd produsele be.bye, dupa formula (14), se gasesc
termenii determinantului ardtat.

Observatie.

Cu cunostintele cipatate pdnd acum putem transforma orice
expresie vectoriala in una scalara.

Pentru ca din expresiunile vectoriale si deducem valort nu-
merice, se cautd a le transforma prin operajiile indicate pdnd act in
expresiuni scalare. Aceasta este norma generald si este totdeauna
posibila.

Sa presupunem ci am gasit vectorul . Ca si-i avem valoarea
i1 multiplicim scalar cu o directie cunoscutd sa zicem f. Atunci
capatam af = a.af adica proiectia lui a pe . E mai simplu daca
ridicam la patrat: @ = a*a® = a’.

De asemenea a b ridicat la patrat ne da a*b>— (ab)?, expresie
scalara.

Avand doud directiuni a si B.

Vectorul

cy=ap
are valoarea egald cu sin (a, p)-

In cazul nostru ajungem la rezultat ridicdnd expresia de mai sus

la patrat §i avem:

aa, =0

2P2= (af)? = Fa BP =1— (ap)

Deci
3 ¢® =1— cos® (a, p) =sin® (a, )
cunoscuta relatie trigonometrica.

Analog V = abc pentru a o transforma in o expresie scalard
wavem decat sa o ridicim la patrat si avem dupa formula (15):

dofab; d¢
Ve —lba Bb be = a2 ab.bo.ca—at (bobt (@@ —oHab)
ca ¢b cc

Asa putem proceda cu orice expresie.
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3. Operatiuni diferentiale.

Operatiunile diferentiale se fac asupra marimilor scalare sau
vectoriale. Acestea la rdndul lor sunt functiuni de o marime scalara
sau vectoriala.

Chestiunea care se pune este de a géisi cregterea cantitatii scalare,
sau vectoriale, cAnd variabila de care depinde, scalarid sau vecto-
riala, a crescut cu o cantitate oarecare.

Se vede ca aceste operatiuni sunt de natura caleulului diferential.

Se deosebesc doud cazuri principale: cind variabila este o can-
titate scalard sau vectoriali.

Operatiuni diferentiale in raport cu o variabild scalari.

Aci vom deosebi iarigi alte doud cazuri.

a) Cdnd funcfiunea este o cantitate scalard. Sa presupunem ci
miérimea scalard b este functiune de cantitatea scalari a.

Se poate gasi in acest caz o functie db/da =¥’ asa fel incat,
multiplicatd cu cresterea da a variabilei sa ne dea cregterea func-
tiunii b, adica pe db.

Litera d, pusd inaintea functiunii b, inseamni ci trebue si facem
0 anumitid operatiune asupra functiunii b.

Raportul db/da poarta numele de derivata functiunii b in raport
cu a, iar db este diferentiala functiunii b,

Aceasta nu e decat calculul diferential obisnuit.

b) Cind funcfiunea este un vector oarecare b. Sa presupunem ci
vectorul b=0b§ este functie de scalarul a. Daca variabila a crescut
cu cantitatea da, atunci vectorul a crescut cu o cantitate oarecare db.

Se defineste:

db/da =V, dzz/dazzz”, ete.
Sa vedem mai de aproape cresterea vectorului b. Avem evident :
db=(b+db) B+ df)—bf=db.B+b.dP

daca se neglijeaza infinitul mic: db.d (fig. 4).

Daca fmparfim ambele parti ale egalitatii cu da, avem:
(16) V=VB+bF =B =dFb)/da

2. 1934, Gh. Em. Filipescu, Statica construcfiunilor §i Rezisten{a materialel

Cortral@ Universiic

Bacurast!
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Din aceasta se vede ca diferentierea, sau derivarea unui vector
in raport cu un scalar, urmeazd regula obignuita a calculului di-
ferential.

84 considerdm in special un vector de lungime constanta, avem:

=P pr=1b=
De aci rezulta:
(17) db*=2b.db =0

sau dacd am considera o directiune f a
cirei lungime este egala cu 1, atunci

(17) f.dB =0
Relatiile (17) si (17") arata ca dife-

; rentiala, sau cresterea unei directiuni sau
Figura 4 vector, este o direcfie sau un vector
normal pe directia data.

De pe fig. 4 se vede ca partea scalard a lui d f este unghiul d ¢,
care-l fac intre ele directiunile bsi b+ db, sau ceea ce este tot una
cu unghiul intre f si f -+ dp.

Tot de pe figurd rezultd ca db este suma celor doi vectori

bdf + ﬁdb daca se neglijeaza infinitul mic db.d f de care am

pomenit mai sus.

dbdi

O aplicatie. Sa avem o curba oare-
care. Ea este perfect determinatd dacd cu-
noastem, in fiecare punct al ei, valoarea si
directiunea razei vectoare r, ce pleaca dintr'un
pol O arbitrar ales, la fiecare din punctele P
ale curbei. Cand trecem dela punctul P la P;,
arcul s misurat dela o origine oarecare a
variat cu cantitatea ds. La limitd cind punc-
tele se confunda directia P P,, coincide cu
tangenta 6 la curba, (fig. 5) si putem seri:

Figura 5

dP=0ds=dr
sau dDP[ds=0=dr/ds
sau (18) P=0=7
caci putem scri ¢i §i un punct este un vector de o directiune oarecare §i a cirui
valoare sau mdirime este zero.
Dacd mai derivim inca odati, avem:
(19) P [dst=d*r [ds* = d 0/ ds

Pr=7=T0
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insd vectorul d 0 este normal pe 6, deci coincide cu normala o la curbd si are
ca marime unghiul d o, ce-l fac tangentele 7 sl 0 + db inlinit vecine, ceea ce
este tot una cu unghiul normalelor in punctele P si Py, deci

(20) db = o de
Pe de alti parte, daci notim cu r. raza de curburd, se stie ¢d avem:
(21) ds =rc do
Rezulta deei
a6 lde = o [ re
§i atunci relatiile de mai sus se completeaza precum urmeazi:

(19" @ P)ds*=dr[dst=¢/r

P'=p"=0=wfr,
ecuatia generald a oricirei curbe plane.

Altd aplicatie. Sia avem un arc de cuxbd i un sistem de axe rectangular
format din tangenta 6, normala puncxpala v si bmornmla ﬂ la curbd, mobil
pe curbd. Se stie ¢d planul determinat de § §i v este planul osculator.

Avem evident:

[)"A:()v' ., P /‘30 5 Frv‘ﬂ

Cand parcurgem arcul in sensul lui positiv aceste directiuni vor varia.
Din prima relatie deducem:

B =00+0v
# fiind paralel cu v, produsul 0» =0, deci

B = v

Aceasta ne arati ¢a fi’, perpendicular pe B, _deci cuprins in planul osculator
e normal si pe 0, deci dirijat dupa normala » la curba,
Unghiul intre § si B+ dB il notim cu d y, si dacd ry este raza de risu-
cire, atunci se defineste:
ds =ry dy
deei:

o |

B=v/n

Dacd derivim relatia doua si finem cont de ralatille de pana aei, avem:
v=—0[rc —B|r

In rezumat pentru orice curbi avem:

O =wirc ; B=virn ;3 v =—8lrc—flr
Acestea sunt formulele lui Frenet.
Am avut si avem:

‘" i oty

i
-
-
~
o
'
-
i
—
il
o

ecuatia generali a curbelor in spatiu.




C) Fortele care actioneaza constructiunile.

Cu ajutorul pieselor aratate mai sus facem orice constructie.
Ceea ce trebue si avem in vedere, este ca ea si nu se dardme sau
sa se distrugd. Aceasta are loc, sau din faptul ci ea nu are stabi-
litate si atunci se migcd intr’o directiune oarecare, sau din cauza
ci e prea slabd §i atunci se rupe in un punct oarecare, fapt care
determini distrugerea unei portiuni sau a constructiei intregi.

Pentru ca aceasta si nu se intdmple, trebue ca in orice moment
constructia sd fie in echilibru, sub actiunea fortelor cari lucreazi
asupra el.

Sa evaludm aceste forte:

1. Inainte de toate, orice constructie are o greutate a ei, pentru
ca e facutd din materiale cari toate au proprietatea de a fi grele.
Prin urmare, o constructie va trebui si nu se dirdme sau sa nu
se turteascd, cel putin sub actiunea fortelor cari rezultd din
greutatea ei. Actiunea acestor forfe este continud, permanentd
(tot timpul cit dureazd constructiunea) si de aceea ele se numese
jorte permanente, sau sarcini permanente sau inca incdrcdry per-
manente.

2. Orice constructie are o utilitate oarecare, nu e facuta numai
pentru a-si susfine greutatea ei, ci trebue sa sustini si alte incarcari.
De ex. un pod trebue si mai sustind si greutatea trenului sau a
camioanelor cari trec pe el. Aceste forte poarti numele de forje
mobile, sau sarcini mobile, sau incdrcdri mobile. Se numesc aga pentru
ca ele se misca pe constructie. Ele nu luereaza continuu ci inter-
mitent.

3. In afard de acestea mai avem o serie de forte cari lucreaza
“in mod inutil pentru noi, dar pentru a asigura stabilitatea si soli-
ditatea constructiunilor trebue neapirat si {inem seamd de ele.
In aceasti categorie intrd greutatea zdpezii §i presiunea vantului.
In special aceasta din urma, pentru unele constructii, precum co-
suri de fabrica sau poduri de mari deschideri, are o importantd
covarsitoare. Ele poartd numele de forfe accidentale.

4. Mai exista o serie de forfe, cari lucreaza in mod deosebit asupra
constructiunilor sau numai asupra unor parti din ele. In special
organele in miscare ale maginilor dau nastere, datorita acceleratiel,
la forte ce actioneazi asupra diferitelor piese. Acestea poartd nu-
mele de forfe dinamice. Exemplul il avem in o tocild de gresie, ca-



reia i se dd miscarea de rotatie cu un motor. Daci am invirti-o
prea repede, forfa centrifugi ar provoca ruperea tocilei.

Uneori avem piese cari lucreazi la incirciri cu totul speciale,
necesitate de natura destinatiei lor. Asa avem cildarea cu aburi,
teava de tun, etc. Si solicitirile acestor fel de piese le putem clasa
in una din categoriile de mai sus.

La calculul pieselor, cari compun o constructiune, va trebui
sd tinem seami de toate aceste incaredri, sarcini sau forfe, cum
le numim noi.

Cu toate acestea, de foarte multe ori neglijim una sau mai multe
din ele, din cauzi ci sunt mici, fata de altele cari au o valoare re-
lativ mare. Aceasta o putem face, intru cat calculele noastre, dupi
cum vom vedea, nu sunt riguros exacte §i suntem nevoiti a face
unele aproximatii. In aceste condifii, ne este permis a face chiar
dela inceput unele neglijiri, cari dau erori inferioare aproximatiei
calculelor. De ex. o coloana de ofel, care sustine un perete de 40 t
de deasupra unei vitrine de pravalie, are dupa cazuri, si zicem,
cel mult o tona greutate. In calculul coloanei nu vom fine cont
de greutatea ei proprie pentru ca e mici. Pentru un incepitor nu
se pot da indicatii cind anume si se facd cutare suprimare, fara
a nu face un calcul prea de tot aproximativ. Dupa oarecare
experientd de calcul, se capiti o astfel de practica incat, dupa un
timp, putem face suprimarile juste, fira a face erori apreciabile
pentru calcul.

Toate incircirile sau sarcinile aritate mai sus se exprimi in
tone, kilograme, tone pe metru, kilograme pe metru, tone pe metru
patrat, kilograme pe centimetru patrat, etc., dupd natura re-
partifiei lor, notdndu-le respectiv: t, kg, t/m, kg/m, t/m?
kg/em?, etc.

Aceste incircari sunt aplicate in mod continuu, pe anumite su-
prafete sau volume. Cand ele se aplica pe suprafete, pot avea di-
ferite valori in diferite puncte ale suprafetii. Cand dela un punct
la altul ele variaza continuu fara discontinuitati, zicem ci avem
de-a-face cu fnedredri continuu repartizate. Uneori ele se reparti-.
zeazd pe suprafefe mici, cum ar fi de exemplu greutatea unei roti
de locomotivé care ar transmite 12 t sinei pe o suprafata de cdtiva
mm?. Aci avem tot o sarcind continuu repartizata. Pentru calcule
este comod, de foarte multe ori in aceste cazuri, de a presupune
cd aceastd incdrcare a rofii se transmite sinel printr'un singur
punct. Aceasta este numai o ipotezd simplificatoare, adoptati in
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calculele noastre, insi aceasta nu este in realitate. Cind facem
aceasta simplificare zicem ci avem o sarcind concentrati. E bine
si se stie dela inceput c& aceasta este numai o conventiune.

Cum evaluim aceste forfe?

Greutatile proprii ale constructiei le evaluam in modul urmator:
Facem volumul ei, descompunénd-o in figuri geometrice simple pe
cari le calculaim cu usurintd. Volumul multiplicat cu greutatea spe-
cifici respectivid ne da greutatea, deci forta cautata. In manualele
de inginerie gasim greutatile specifice ale materialelor de constructie.
Mai mult, pentru bare sau plici, cari se intrebuinteazi curent, gisim
in aceste manuale direct greutatea pe m sau m?® Asa gisim cd o
bard de otel, de 4 cm X 4 cm sectiune, cantareste 12,56 kg/m.
Mai mult, pentru constructiuni curente, gisim direct in manualele
speciale chiar greutatea pe m? a constructiei, sau pe metru liniar,
s. a. m. d.

Incircirile mobile ar trebui si le evaluam prin céntérire. Nu
se face asa ci de obiceiu manualele de inginerie si regulamentele
de politie tecnicd, prescriu, pentru fiecare fel de construcie i dupa
destinatia ei, ce fincércari mobile trebue sa ludm.

In aceleasi manuale gasim datele necesare si asupra incarcérilor
accidentale.

Toate aceste incarciri, sarcini sau forte, pe cari le aflam imediat
ce ni se di construcfia ce avem de calculat §i menirea ce are sa o
indeplineasca, poarta numele de incdrcdri, sarcini sau forfe date.
In problemele de stabilitate §i rezistenta constructiilor, acestea vor
fi datele problemelor noastre.

D) Echilibrul constructiunilor.

Constructiunile pe cari le facem se gasesc, dupa cum am spus,
sub acfiunea forfelor date. Pentru ca echilibrul sa existe va trebui,
ca asupra constructiunii, sa mai lucreze o serie de forte: reacfiunile.
Natura acestor reactiuni depinde de modul de rezemare sau spri-
jinire a constructiei date, pe pAmant sau pe reazim anume facute.
Oricum s’ar dezvolta aceste reactiuni, pentru ca constructiunea
noastra sa fie in echilibru, trebue neaparat ca ecuatiile:

(1) ZF =0, 2ZM=3aF=0
sa fie satisfacute.
Sub semnul sumei intrd evident fortele date si reactiunile.
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Aceste condifiuni sunt necesare, in cazul corpurilor reale din
naturd, dar nu si suficiente.

O constructie, chiar din cele mai simple, nu se face din o sin-
gurd bucatd ci din mai multe, cari se leagi sau se imbini intre ele.
La legitura intre ele si dupd natura acestor legituri, unele piese
dezvolta asupra celorlalte niste actiuni, egale evident cu reacfiunile
acestora din urmé asupra primelor. Or, si fiecare piesa in parte
trebue si fie in echilibru sub actiunea fortelor date i a reactiu-
nilor cari actioneazi numai asupra ei; cu alte cuvinte, fiecare piesd
in parte trebue si satisfaca ecuatiile (1). In definitiv, pentru o
constructiune din mai multe piese, va trebui sa aplicim de atatea
ori ecuatiile (1) cite piese avem. Rezolvind acest sistem de ecuafil,
vom gasi conditiile de echilibru a fiecirei piese constitutive sl a
constructiei intregi.

Pentru corpurile reale din naturd, aceste condifiuni sunt de
asemeni necesare dar nu si suficiente,

Se mai stie, din mecanici rafionald, ci pentru determinarea
reactiunilor la legaturi putem sa aplicdm si ecualia deplasarilor
virtuale sau a lucrului mecanic virtual:

(2) ZFj4+2ZM.0=0,

care ne permite cu ajutorul deplasirilor infinit mici, compatibile
cu legiturile sistemului de piese, sa aflim valoarea reactiunilor sau
a fortelor de legatura.

Dacé in ecuatiile (1) punem in evidenta reactiunile, fie ele forte
pe cari le notim in mod general V sau momente pe cari le notam
M,, vom avea:

ZF+2V=0, ZaF4+ZaV=3IM+2M, =0,
Insa ZF si X M;sunt forta i momentul rezultant al sistemului
de forte dat.

Din ecuatiile acestea rezultd ca pentru a gisi reactiunile (fie
ele forfe sau momente) intr'o constructiune datd, sau intr'un grup

de piese, va trebui si gisim mai intdiu forta §i momentul rezultant
al fortelor date.

Vom vedea in urmd cum din acestea putem gisi reacfiunile.



Il. COMPUNEREA $I DESCOMPUNEREA FORTELOR.
A) Coordonatele fortei.

Vom reaminti ci o fortd are o mdrime, o direcfiune si o pozifie
oarecare in spatiu.

Pentru ca sa putem supune calculului aceste notiuni, va trebui
sa gasim un sistem de reprezentare a lor. Fiecare din aceste notiuni,
fiind reprezentata prin unul sau mai multe simboale, calculele se
vor face asupra acestora. Simboalele vor trebui astfel alese ca sa
le putem introduce in sistemul obisnuit de calcul, pe care ni-l da
algebra, geometria, analiza, etc.

Alegerea simboalelor, cari vor reprezenta aceste nofiuni, nu este
altceva decat alegerea sistemului de reprezentare a fortei.

Numarul simboalelor cari vor defini forta complet, deci no-
tiunile indicate mai sus, este numirul de coordonate ce vor defini
forta in fiecare sistem de reprezentare.

Putem avea mai multe astfel de sisteme.

1. Sistemul cartezian.

O forta e definitd complet prin:

a) Marimea si directiunea ei, cari se pot fixa prin:

) valoarea numerici a fortei si cosinurile directoare ale direc-
tiunii ei @, B, y intre cari existd relatia a®4 f2-+ y*=1, sau

#) prin componentele fortei dupd directiunile celor 3 axe.

Oricum ar fi, avem 3 coordonate.

b) Pozitiunea ei in spafiu, care se fixeazi prin:

a) Coordonatele 2, y, zale unui punct a liniei de ac{iune a fortei.

) Dreapta care leagd originea cu un punct oarecare al liniei
de actiune a fortei si care se fixeaza prin mirimea ei si cosinurile
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directoare 4, u, v, intre cari existi relatia 22 u2+ 12=1, sau prin
momentul forfei in raport cu reperul §i care se fixeaza prin:

7) o valoare numericd §i o directiune, sau prin

9) componentele acelui moment dupi cele 3 axe.

Prin urmare pozitia se fixeaza inca prin 3 coordonate.

Deci avem in total 6 coordonate.

Daci se urmeaza acelasi rajionament, se giseste c@ in acest
sistem de reprezentare o fortd raportatd la un sistem de axe din
planul ce confine forta are in total 3 coordonate, §si anume: dou#
pentru mirimea §i directiunea ei si una pentru pozitia ei. Celelalte
trei coordonate definesc pozifia si directia planului in spatiu.

Acest sistem se preteazi bine calculului numeric.

2. Sistemul vectorial.

Mérimea forfei este o cantitate scalard §1 se miasoard, ca si in
sistemul precedent, in unititile din mecanica, adici in kgr. sau
multiplii §i submultiplii sai. Marimea fortei 0 vom nota in genere
cu litera F sau orice alta litera majusculd a alfabetului latin. Di-
rectiunea fortei este un vector pe care il vom
nota in genere cu ¢ sau orice altid litera a al-
fabetului grec. Forta in marime st directiune
se noteaza:

(1) F=Fg

Pozitia fortei se fixeaza fatd de un reper
oarecare. Dacd ne alegem punctul O (fig. 6) ca
reper si dack a =a «, este vectorul care leaga
punctul O cu un punct oarecare de pe directia
fortei, atunci pozitia ei este complet fixata
fatda de reperul O. In acest sistem de reprezen- Figura 6
tare, forja are patru coordonate: F, ®, asia

Pozitia fortei F mai poate fi fixata s1 prin momentul ei in raport
cu punctul 0, adicd prin produsul vectorial:

(2) M =aF = My,

in care:

M=aF |, p=ao

Am putea reprezenta forta si pozitia ei numai prin F si a. In
acest caz ea are numai douid coordonate.
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3. Sistemul grafic.

Sa presupunem ci avem de-a face cu o serie de forte cuprinse
intr'un plan. Daci pe o foaie de hartie, care ar reprezenta acel
plan, tragem o directie si pe ea fixim un segment, la o scard
oarecare, proportional cu marimea forfei, atunci acel segment, in
marime, directie si pozitie, ne fixeazi forfa data. Tot agsa, pe
alta directiune fixdim alta forta, ete.

Pe foaia de hértie, planul inchipuit, avem marimile, directiunile
si pozitiile relative ale fortelor.

In acest sistem de reprezentare fiecare forta din plan are cate
o coordonati.

Pentru fortele din spatiu, dacd dupd norma din geometria de-
scriptivi intrebuintam doua plane de proiectie, o fortd va fi de-
finitd prin doud coordonate.

Se vede, din cele de mai sus, cd numarul de coordonate al
unei forte, depinde de sistemul de reprezentare. Cu cat vom avea sis-
teme cu mai putine coordonate, cu atat calculele noastre se vor sim-
plifica. Grafic, in genere, vom lua sistemul urmdtor: Valoarea st
direcfiunea forfei o coordonatd si pozijia forfei alta coordonatd. Acestea
la randul lor, c¢ind va fi nevoie, le vom fixa prin altele.

Din cele de mai sus, se vede care este avantajul calculului grafic
asupra calculului numeric. In calculul grafic o fortd fiind fixata
prin, sa zicem, doud coordonate, vom opera numai asupra ace-
stora, pe cind in cel numeric asupra a 6 coordonate. Prin urmare,
chiar din modul de reprezentare, rezulta o concentrare a opera-
tiilor de calcul.

In cele ce urmeazia vom cduta a face compunerea si descom-
punerea de forte prin metode grafice si prin calcul vectorial, lisand
pe cit posibil de o parte rezolvirile in coordonate carteziene.

B) Forte concurente.
1. Compunerea fortelor concurente complanare.

Toate fortele trecand prin un acelasi punct §i rezultanta lor va trece
prin acel punct, prin urmare, pozitia rezultantei este fixata, deci cu-
noscutd. Ceea ce trebue aflat este numai marimea §i directiunea ei.

Pe o foaie de desen, care inchipue planul ce contine fortele,
luam din un punct O, in o directie paralela cu directia forfei "
un segment de dreapta egal cu F;. Pe desen acest segment nu se



poate masura decdt in ¢cm sau mm, pe cind forfele se misoard in
kg. Pentru a putea face aceastd reprezentare ne vom fixa o asa
numitd scard de reprezentare a fortelor, de ex. 1¢ =1 ¢cm. Daca
am o forta de 7,35 ¢, pe desen vom lua o lungime de 7,35 cm. Aceasta
este scara- fortelor.
Compunerea se face dupa
legea paralelogramului. Com-
punem F; cu F, (fig. 7 a) s
cipatim rezultanta Ry, aceasta
la rdndul ei 0 compunem cu
Fj si capataim rezultanta R,
§1 asa mal departe pana com-
punem si pe F, si capatim re-
zultanta R,,. R,,, in marime s

o
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Figura 7

constructia, se vede ci nu este nevoie si completim paralelogramul,
ci n‘avem decat, prin extremitatea lui F, sia ducem o paralela

egald cu F,, la extremitatea acesteia o paralela egala cu Fj si
asa mai departe.

Dreapta care uneste originea, adica punctul de plecare al fortei
F,, cu extremitatea lui F,, este tocmai rezultanta R

Dacé facem o analogie cu insumarea cantitatilor algebrice, care
se face addogind la o cantitate oarecare o alta si suma lor fiind
valoarea acelor cantita{i la un loc, se vede si aci ca la forta F; am
addogat, in mirime i directiune, forta I7, iar la capatul acesteia
pe Fy si asa mai departe. Prin urmare, rezultanta forfelor concu-
rente nu este altceva decat suma lor.

Aceastd sumd mai poartd numele si de suma geometrica.

Avem de ficut trei observatii:

a) Aceastdi construcgie,in loc si o facem incepand din punctul O,
putem sd o incepem din orice alt punct O (fig. 7 b) arbitrar ales, re-
zultanta sau ceea ce este tot una cu a zice suma capatata, este
aceiasi, insd va trebui sd o aplicim in O.

Aceasta ne aduce adesea simplificari in operatiunile noastre.

b) Dacé ingiram fortele una dupa alta asa cum s’a spus si daca
cu extremitatea lui F, ajungem in originea lui F,, atunci suma
fortelor este nula.
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Aceastd constructie grafici a adunarii fortelor, asa cum s’a
aratat, poarta numele de poligonul fortelor F, pentru ci ingirand
fortele una dupa alta se capata un poligon, evident de’ forte.

Aceastd suma, o vom denumi poligonul forjelor si prin calcul
0 vom nota:

(3). R =3F

¢) Pentru ca punctul de concurentd al forelor sa fie in echi-
libru, va trebui ca ZF = o sau, ceea ce este tot una cu a zice, ca
poligonul fortelor si fie un poligon inchis.

2. Descompunerea unei forte dupa directiuni concurente
complanare.

In acest caz, pozitia fortelor dupa care vom face descompu-
nerea, este cunoscutd (trec prin punctul de intersectie) si prin ur-
mare nu putem face uz de aceasta datd, pentru cd aceastd po-
zitie raméine aceeasi oricare ar fi valoarea componentelor dupa
directiile date.

Ceea ce trebue aflat este va-
loarea fortelor dupa directiunile date.
Observam insa, ca in acest caz forja
datd are doud coordonate, mdrimea §i
direcfiunea et sau, ceea ce este tot
una, componentele ev dupd doud aze
de coordonate date. Nimic nu ne im-
piedica si ludm ca axe de coordo-
nate doud din directiunile date. Prin
urmare, o forjd nu se poate descom-
pune in planul et decit numar dupd
doud direcjiunt concurente. Putem des-
compune o fortd §i dupa mai multe
directiuni, insd atunci avem o infinitate de solufiuni. Statica, in
acest caz, nu ne da un numir suficient de ecuatii sau date pentru
a rezolva problema, adicd de a gasi componentele fortei dupa mai
mult decdt doud direciiuni §i se zice ca problema este static ne-
determinata.

Descompunerea numai dupd o singurd directiune este o impo-
sibilitate.

Constructia grafici este simpld. Prin extremitatile fortei R
(fig. 8) se duc doud paralele respectiv la directiunile @, si ¢, dupa
care vrem si descompunem forta R. Acestea se tae intr'un punct

Y

Figura 8



29

care determind pe ¢, un segment F, si pe @, segmentul F,. Seg-
mentele ' si Fy, masurate la scara adoptata, ne dau respectiv mi-
rimea componentelor F, si F,, ale fortii R, dupa o, si ¢
Constructia aceasta ne di valori infinite cand ¢, si ¢, sunt
paralele, adicd sunt aceleasi.
Putem face aceastd descompunere si prin calculul vectorial. Avem :
(4) R =F, +F, sau Re=F o +F, o

care multiplicata vectorial succesiv cu ¢; si ¢, ne da:

(5) R-W—‘HZFZ e 51 R ?9_?_2=F1 ¢1 Yo

pentru cd ¢, ¢; = ¢ ¢, = 0. Ecuatiile (5) sunt scalare e, pentru ci
vectorii ¢, ¢; si ¢, fiind complanari, vectorii ¢¢;,00, si ¢ ©s
sunt dirijati dupd normala la planul lor comun. Din ele, deducem
valorile componentelor Fy si F, calculind in prealabil produsele
vectoriale ¢, @@, si m, dand sensuri arbitrare directiilor
¢1 §i ¢y, sensul directiei ¢ fiind determinat de sensul fortei . Daca
pentru Fy si F, vom capata valori pozitive, inseamna ci ele au
acelagi sens cu directiile alese, iar daca vom capata valori ne-
gative, ele au sensuri contrare.

3. Compunerea fortelor concurente in spatiu.

Vom urma exact metoda aratata la fortele in plan. Daca com-
punem pe F; cu F, cipatam rezultanta Ry, care putem si o ci-
patam direct, du-
cand in extremi-
tatea lui F; un
segment egal si
paralel cu Fy si
asa mai departe.
Rezultanta va fi
st aci linia de in-
chidere a poligo-
nului  de forte
iyt By gl
Vom scri aceasta
totdeauna

(3) R=2ZF., Figura 9

Poligonul de forte va fi un poligon in spatiu. Constructia lui
se face cu ajutorul a doud plane de proiectie (fig. 9), intocmai cum
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se arata in geometria descriptivd. Valoarea numerica a rezultantei
se va gasi proiectdnd, prin o rotatie, pe unul din planele de proiectie
rezultanta in adevirata ei marime.

Se evaluiaza apoi aceasta numeric cu ajutorul secarii for-
telor.

Vom avea si aci de facut observatia ca dacd poligonul fortelor
se inchide rezultanta este nuli, deci X F = o.

4. Descompunerea unei forte in spatiu dupa directiuni
concurente.

Pozitiile fortei R si a componentelor ei Fy, I,...F, sunt cunos-
cute, tree prin acelasi punct. Directiunile lor ¢, ¢, ¢y .. ¢, sunt
date, deci cunoscute. Ceea ce nu cunoastem sunt valorile compo-
nentelor Fy, F,,...F,.

Pozitia fortei R si a componentelor ei fiind cunoscutd, pentru
determinarea acestora dispunem numat de trev coordonate: mdrimea
st direcfiunea jorfei R, sau ceea ce este tot una cu a zice: com-
ponentele et dupd tret axe de coordonate oarecari. Nimic nu
ne impiedicd sa ludm ca axe de coordonate trei din directiu-
nile date. Deci jorfa nu se poate descompune decdt numat dupa trei
direcfiunt. ;

Putem descompune for{a si dupa mai mult de trei directiuni
date, insd atuneci problema este static nedeterminata.

Daca cele trei directiuni ¢;, ¢,, ¢y sunt intr’un plan, sau daci ¢
este paralela cu oricare din cele trei directiuni, problema este res-
pectiv 1mposibila sau componentele dupa celelalte doud directiuni
sunt nule.

Daca doua din directiunile date si cu ¢ sunt in acelasi plan,
problema se reduce la descompunerea fortelor in plan, dand pentru
cea de-a treila o componentd nula.

Daci toate cele patru directiuni sunt intr’un plan, problema
are o infinitate de solutiuni, deci este static nedeterminata, asa
cum s’a ardtat la fortele in plan.

Pentru executarea graficd a acestor descompuneri intrebuintam
mai multe cai, dupd cum se aratd mai la vale, utilizdnd cunostin-
tele din geometria descriptiva.

a) Putem da oricind o rotatie intregului sistem asa ca pe unul
din planele de proiectie, una din directiunile date sa se proiecteze



| 31

i

intr'un punct (fig. 10). In acest plan de proiectie vom avea de des-
compus o fortd numai dupd doud directiuni, ceea ce putem face
foarte usor. Acestea fiind cunoscute, le transpunem in celalalt plan
si inchizdnd poligonul
vom avea §i compo-
nenta dupa directiunea
ultimd. Gasim acum
prin metode descrip-
tive cunoscute mari-
mile adevarate.

b) Putem dease-
menea face ca un plan,
determinat de doua
din directiunile date,
sd se proiecteze dupa
o linie dreapta pe unul
din planele de pro-
iectie. Si presupunem Figura 10
(fig. 11) ca planul deter-
minat de ¢, si ¢, se proiecteazd dupad o linie dreaptd pe planul
vertical. In planul vertical, componenta lui Fg va fi evident dreapta

care pleaca din extremitatea lui R la planul determinat de @1 P,
paralela cu ¢,

Prin urmare, in
planul vertical, fa-
cem descompunerea
dupa doud direc-
tiuni si avem pe F,/,
pe care o raportam
in planul orizontal
cu o linie de ordine.
In planul orizontal
rezultanta fortelor
R si— F; o descom-
punem dupa cele
Figura 11 doua directii ¢ 51 ¢,
si capatam pe F,

si Fy, pe cari le raportam in planul vertical.
Aceste doud metode sunt foarte simple, insi necesitd opera-
tiuni prealabile de aducere a sistemului in pozitiile indicate.
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Nu vom intrebuinta aceste metode decat atunci cind problema
propusd direct prezintd una din aceste dou# particulariti{i, pentru
motivul cid avem i alte metode mai simple indicate mai la vale.

¢) Ducem cite un
plan prin directiile ¢ ¢,
$i @y 0y cari se taie
evident dupa o dreapta
0A (fig. 12).

Inplanul ¢ ¢, , putem
descompune pe R dupi
0A si ¢ s avem
astfel pe F,. Com-
ponenta dupd O A,
care este si in planul
¢s ¢35, 0 descompu-
Figura 12 nem dupi ¢, §i ¢

si astfel avem si com-

ponentele dupa aceste directiuni. :

Metoda este foarte simpli si convine mai ales atunci, cAnd putem
lesne construi intersectia celor doua plane. Pe fig. 12 se vede foarte
lesne mersul operatiilor.

d) Putem construi poligonul fortelor direct, care fiind unul si
acelagi, are proiectiile varfurilor lui, pe cele doud plane de > proiectie,
pe aceleasi linii de ordine. Ducem prin extremitatile lui R (fig. 13)
paralele cu ¢, si ¢, atat in planul vertical cat i in planul orizontal.

In poligonul fortelor, din planul orizontal, ducem o dreapta
paraleld cu g, si formam, in acest plan, , poligonul de forte R=F, +
F, -~ F,. Punctul de 1ntersec;1e a lui F; si F, il raportim in planul
vertical pe forfa F’ si din acest punct—in planul vertical — du-
cem o paralela cu ¢, _

Aceasta dreaptd se taie in punctul A cu linia de ordine dusi
prin intersectia lui F, si Fy din planul orizontal. Daca cumva acest
punct A ar fi cézut, in proiectie verticald, pe Fy, atunci problema
ar fi fost rezolvatd. Ori aceasta, in genere, nu se intAmpla pentru ¢i
pe I, din planul orizontal l-am luat arbitrar. Vom lua atunci un
alt Fy 51 vom repeta aceeasi constructie. Cind repetim aceastd
noud construcie, observim ci poligonul format de cele doua linii
de ordine, cari trec prin intersectiile lui F; F, si Fy Fy, precum si drep-
tele Fy si Fy ramAn mereu _paralele 5i cd trei din varfurile lui se
miscid pe trei drepte date, I}, Fy si Fy.
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Exista o teoremi, pe care o vom demonstra mai tirziu §1 care
sund astfel: Dacd in plan — aci planul epurei — un poligon de n
laturi se deformeaza astfel incit, toate laturile sale raman para-
lele cu ele insasi si daca n— 7 varfuri se migcd pe nigte drepte
date, atunci si varful al n-lea se va misca pe o dreapti, si reciproc.

Vom face uz aci de aceasti proprietate.

In cazul nostru, patru-
laterul format de cele doui
linii de ordine, de F, si F,
cand trecem dela prima con-
structie la a doua, se defor-
meazd aga fel incat laturile
lui ramén mereu paralele
intre ele si trei din varfurile
lui se misca pe niste drepte
date, atunci si cel de al pa-
trulea varf, adici punctul
A, se va misca pe o dreapta.

Un punct al acestei
drepte este A, e destul si
mai gasim ined unul. Am

Figura 13

putea repeta aceeasi constructie si si gasim alt punct, A,.
Putem simplifica si aceasta ducand pe F, in planul orizontal prin
intersectia lui F; si Fy; atunci cele doui linii de ordine se confunda
in una singurd i la intersectia lor cu Fy din planul vertical
gasim pe A;. Dreapta AA, tae pe Fy, in planul vertical, in
punctul A,

Daca prin A, ducem o dreaptd paralela cu ¢, capatam in
proiectie verticala pe Fy,limitat la cele doua drepte, F\’ si Fy. Co-
borim acestea in planul orizontal prin linii de ordine §1 gasim pe
F,. Pentru controlul constructiei, Iy, astfel obtinut, in planul ori-
zontal trebue si fie paralel cu g,

Cu toate ca expunerea acestei metode este cea mai lungd, in
practici insa ne da rezultatele cele mai repezi si cu cel mai mic
numar de constructii auxiliare, daci ne raportam, bine inteles, la
cazul general.

e) Analitic cu ajutorul vectorilor putem proceda astfel:
Ecuatia:

(6) R;=F1;1+F2;2+F3 5—93

3. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica construciiunilor §i Rezistenta materialelor.
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o multiplicim scalar cu produsul vectorial ¢; ¢, s1 pentru ca:

1 ¢ @1 P2 = 0,

S |

I
S
o
RS
©

capatam:

(7 R¢

1

=F;. ¢3 01 ¢

I 6
S
e

Produsele ¢ ¢; ¢, si ¢35 ¢; ¢ fiind niste cantititi scalare, de-
ducem numai decat pe Fls.

Produsul ¢ ¢; ¢, nu este altceva decit volumul paralelipipe-
dului format cu directiunile ¢, ¢;, ¢, si ale carui laturi sunt egale
cu unitatea.

Ecuatia (7) ne mai aratd cad proiectia lui F, pe normala pla-
nului format de celelalte doud directiuni (g, §i @) este egala cu
proiectia lui R pe aceeasi normala.

Din aceste douad interpretiri se poate scoate inca doud con-
struclii grafice pentru determinarea componentelor Fy, Fy si Fs.

Multiplicind ca mai sus ecuatia (6) eu ¢, @5 si ¢5 ¢, gasim
pe Iy si F,.

C) Forte oarecari in plan. Poligon funicular.

1. Compunerea unui sistem de forte oarecari in plan;
poligonul funicular.

Sa presupunem ci avem fortele Fy, Fy. . .F, ale caror valori nu-
merice sunt F;, F,...F, si ale caror directiuni §i pozifiuni oarecari
sunt g—ol, ;2 oubti (,—p”.

Pentru ale putea
compune procedam
in modul obignuit
(fig. 14 a), adicd,
aflam intersectia lui
F, si F, 5i le com-
punem ca doua forte
concurente, gasind

in marime, directie
si pozitie pe Ry
il Lty Aflam apoi inter-
sectia lui Ry, eu Fg si le compunem intr'o rezultantd Rys, a
carei marime si directiune rezulti din constructie, iar ca po-
zitiune trece prin punctul de intersectie a lui Ry si Fy Conti-

Figura 14
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nuind astfel putem gasi rezultanta unui sistem oarecare de forte.
Examinidnd modul cum am aflat rezultanta, observim ci valoarea
si direcfiunea ei putem s’o cipitam direct $1 anume, construind
poligonul fortelor (fig. 14 b). Ceea ce ne da in plus constructia in-
dicatd mai sus este pozifia rezultantei.

Aceasta constructie insi are desavantaje, precum ar fi cazul
cdnd o serie de forte s’ar intalni in afara cadrului desenului sau
am avea de-a face cu forte paralele. In aceste cazuri si in general
se procedeazd cum se indici mai la vale.

pelgonul de pozilie poaligonu/ forlelor
Figura 15

Se construeste poligonul forfelor (fig. 15 b) si in planul lui se ia
un punct arbitrar 0, pe care il numim pol si pe care il unim cu var-
furile poligonului fortelor. Fie N, si NN, laturile ce pleaca din pol
la cele doud extremitati ale fortei Fy. Forta F, putem si o consi-
derdm finlocuitd cu componentele sale N, si N, ale ciror sensuri
sunt indicate cu sageti in figura si din care rezultd

E =—N, o+ N, '

Procedind la fel cu eelelalte forte, avem:

Fz & O *Vl A N, 2

F_n, A = Nn. —1 + N .
pe cari adunéndu-le, objinem:

(8) ZF =R =T+ N,

3*
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Prin urmare, intregul poligon de forte se poate inlocui cu doua
componente,— Ng si N, alese absolut arbitrar, pentru ci si polul O
a fost luat arbitrar. Aceste forte — No i IV, sunt evident compo-
nentele lui R.

Si facem operatia corespondentd in figura in care este indicata
directiunea si pozitia fortelor. Aceastd figurd o vom denumi poli-
gonul de pozifie al fortelor.

In aceasta figura, forta F, fiind rezultanta lui — Ny si N, va
trece neaparat prin intersecfia lor.

Daca printr'un punct arbitrar ales pe ¢, ducem doud direc-
tiuni 6, si 01, paralele cu N, si N,, am realizat conditia cerutd i
anume ci ¢, si treacd prin intersectia lui f, §i 0. Prin punctul
de intersectie a lui 0, cu @, ducem o dreaptd 0, paralela cu N,.
Am realizat §1 act condﬂ;la ca F, sa treacd prin punctul de inter-
sectie a lu N, si N,

Sa consideram grupul de forte F, + F,. In virtutea relatiilor

de mai sus avem:

7’”“‘12:?1"*‘@:—l\—yo“}‘wz

Prin urmare, rezultanta Rm, a fortelor F, si F,,a fost inlocuita
numai cu componentele — Ny si N, dirijate dupa directiunile Oy si Oy,
pentru ¢ dupa 0, actioneazia doud forte egale §i de sens contrar
N, si — N; a caror rezultantd este nula.

Dacd continudm aceastd operatie pana la fine, ajungem la
rezultatul, cé intregul grup de forte F, 7y ..F, avand pozitiile
gpl wn I'am inlocuit cu doud forte — N, s N,, avand pozitiile
0, si Gn.

Pozitia rezultantei @ va trece evident prin intersectia direc-
tiunilor 0, §i 0, si va fi paraleld cu R.

Poligonul format din du-ec@nle 0,...0, care reazima pe ok “n
si paralele cu razele polare N,. .. N, poarta numele de poligonul
funicular al forfelor F.

Directiunile 6, si 0,, adicd prima §i ultima laturd, poartd nu-
mele de laturi eatreme ale poligonului funicular. Asa dar, rezultanta
trece prin intersecfia laturilor extreme de poligon funicular.

Constructia este generald si se poate aplica la orice sistem de
forte. '

In rezumat, poligonul forfelor ne fizeazi mdrimea si direcfiunea
rezultantei, iar poligonul funicular pozifia el.
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2. Cateva observatiuni asupra poligonului funicular.

a) Momentul unui sistem de forfe in raport cu un punect.

Sa ludm, in poligonul de pozitie (fig. 16 a), un punct A in
raport cu care si luim momentul tuturor forfelor. Daci se no-
teaza distanta dela A la un punct oarecare de pe ¢ cu ay, si in

mod analog respectiv la ¢ si 0 cu a si b, afectati de indici vom avea:

(U) B a; Fi T bo ‘V + bn AVn == m

Din ecuatia (8) pag. 35 se vede ci putem considera oricind N,
ca rezultanta a fortelor R+ No, iar din (9) vedem ca b, N, este
momentul rezultant al momentelor aR + bo Ny

Figura 16

Aceastd observatie isi are importania sa, cici ne di posibili-
tatea si impunem poligonului funicular anumite condx'gu De ex.
Pozitia lui 0, fiind arbitrara, putem s’ facem si treaca prin punctul
A si momentul grupului de forte R+ N, in raport cu A este nul.

b) Calcularea grafici a momentului.

Sa ducem prin A o dreapta paraleli cu ¢ pe care si o mir-
ginim la directiile 6, si 6,. Sa notim segmentul astfel interceptat
cu m. Din punctul de intersectie a lui 0, cu 6, coborim o perpendi-
culard a pe m, iar in poligonul fortelor (fig. 16 b) ducem din pol o
perpendiculara pe R, a cirei valoare este H, §1 care poartd nu-
mele de distanja polard.
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O, Oy @ si m fiind respectiv paralele cu Ny, Ny, H si o, rezulta
imediat:
a/ll =m/R
(10) sau a R =mH

adicd: momentul unui sistem de forfe in raport cu un punct oarecare este
egal cu segmentul de dreaptd, paralel cu rezultanta sistemulut, trecind prin
punctul considerat, interceptat inire laturile extreme de poligon funi-
cular, ale acelut sistem, multiplicat cu distanfa polard corespunzdtoare.

E de observat cd dacd am fi considerat numai sistemul de forte
Fl... ;, atunci am avea rezultanta Ry; dlstam,‘a polara ar fi
normala din O pe Ry;, iar m ar fi paralela la R,; ce trece prin A
si marginita de O, si 0; cari sunt laturi extreme de poligon funicu-
lar al grupului F,...F,

Deci putem caleula grafie, cu ajutorul poligonului funicular,
expresiuni de forma X a; F; = aR, in care oricind putem considera
cantititile F; ca niste forte la distantele a;de un punct oarecare.

Se mai observa ca H, din poligonul fortelor, se masoard pe
scara fortelor, iar m, din poligonul de pozitie, pe scara lungimilor.

Se vede ugor, ca valoarea momentului nu se schimba dacad ma-
suram pe H pe scara lungimilor si pe m pe scara fortelor. E bine
insd sa pastram norma ca I, care este o fortd §i m care este o lun-
gime, s fie masurate fiecare pe scara lui.

Se obignueste foarte adesea sa facem o scard §i pentru mo-
mente. lata cum facem aceastd scard. Sa presupunem ci 1 cm
de pe desen reprezintd @ cm din naturd si f kg, se zice atunci ci
scara lungimilor este 1/a, i scara fortelor este 1 em =jfkg. A
gési 0 scard pentru moment, este a o gisi astfel incat m, masurat
pe acea scard, s ne dea direct valoarea momentului. Observam,
ca daca distanta polara ar fi 1 cm, atunei 1 cm de pe m ar
reprezenta af kg cm, cum insd distanta polara este de h em, atunci
momentul va fi afh kg cm. Prin urmare, 1 em, de pe epurd masurat
pe m,reprezintd afh kg cm. Aceasta este scara momentelor.

¢) Reducerea unui sistem de forfe’'n plan.

In cazul cand rezultanta R este nuld, atunci
Ny = N
deci laturile extreme din poligonul fortelor se suprapun cici X F;
este un poligon inchis.
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In acest caz ecuafia (9) se reduce la
(bn — by) Ny = aR

Putem avea doua cazuri:

a) A I;o £ 0; in acest caz laturile 50 s1 6, sunt paralele intre
ele, insd in poligonul de pozitie nu se suprapun, raméanind intre
ele distanta b, — b,, rezultanta se reduce la un moment a carui
expresie este (b, — by) N,.

B) bu—1by = 0; in acest caz laturile 4, si 0, se suprapun si in
poligonul de pozitie, asa ci poligonul 0o, 0y...0, formeazi un po-
ligon inchis si se vede ca X a; F; = o.

Stim ca, pentru ca un sistem de forfe s fie in echilibru trebuesc
satisfacute ecuatiile (1) pag. 22, Geea ce grafic se traduce prin: po-
ligonul de forfe gi poligonul funicular si fie doud poligoane inchise.

d ) Alte observatii.

1. Din modul de constructie al poligonului funicular si al po-
ligonului fortelor, rezulta ci:

a) fiecdrer laturi din poligonul forfelor i corespunde in poli-
gonul funicular o alta paraleld.

B) unui poligon inchis din poligonul forfelor ii corespunde in
poligonul funicular un punct gi reciproc. De ex. (fig. 16), triunghiului
NyF, N,, din poligonul fortelor, i corespunde, in poligonul de
pozifie, punctul de intersectie a directiilor 0y, ¢y, 0, §1 reciproc,
triunghiului format din laturile ¢, 0,, @y, punctul, de intersectie al
laturilor Fl, ]Vl, Fz; poligonului Eo, 51. .0, i corespunde polul O.

O figurd, care se gaseste fata de alta in aceeasi corespondenta,
ca poligonul funicular faga de poligonul fortelor, se zice ci una este
reciproca celeilalte. :

2°. Rezultanta unui sistem de forte, cAnd nu se reduce la un mo-
ment, este o for{a unica atdt ca mérime si directiune cét §1 ca pozitie,

Sa presupunem ca am construit poligonul funicular al acestui
sistem de forte. Cand am facut aceasta construcfiune n’am impus
nici-o restrictiune poligonului funicular. Prin urmare, putem con-
strui o infinitate de poligoane funiculare cu acelasi pol 0. Observim
ca toate laturile acestor poligoane funiculare sunt paralele cu ra-
zele polare respective, iar varfurile lor se miscd pe directiile ¢;. .. o,

Laturile extreme ale acestor poligoane funiculare se vor intalni
pe direciunea rezultantei care este deasemenea o dreapta. Asa
dar, putem enunta: cind un poligon se deformeazd astfel cd, latu-
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rile lui ramdn merew paralele cu nigte direcjiuni date gi n-1 vdrfurt
descriu niste drepte, gi vdrful al n-lea va descrie o dreaptd, st reciproc.

De aceasta proprietate am ficut uz la descompunerea fortelor
concurente in spatiu.

3°. Sa presupunem ci am construit poligonul funicular al unui
sistem de forfe cu ajutorul unui pol oarecare O, cu lazele polare
No Ny... si laturile poligonului funicular 0, 0,...0, (fig. 17).
Sé presupunem ca am construit §i un al doilea pohgon funi-

»

cular eu un pol oarecare (', cu razele N'g, N';, N'; si laturile poli-
gonului funicular ¢, 6,’, etc. Vom demonstra ci punctele A, B, C. . .

Figura 17

de intersectie a laturilor corespondente, se gisesc pe o dreapta D,
paralela cu linia polilor OO'.

In adevir, dacd considerim in poligonul fortelor perechile de
triunghiuri Ny Fy N; si Ny F; Ny, cu baza comuni Fy, iar in po-
ligonul funlcular perechile de ‘triunghiuri 8, @, ¢ 5i 0; ¢ 0, cu
baza comund ¢;, observiim ci ele sunt asemenea ca avand toate
laturile paralele. Urmeazd atunci c@ si dreptele unind vérfurile
acestor perechi de triunghiuri vor fi paralele si deci AB || 00'. Deci
punctul B se giseste pe o dreaptd paraleld cu OO trecand prin A.
Tot aga demonstraim ca §i punctul C se giseste pe o dreaptd para-
lela cu 00" trecind prin B, si asa mai departe.

Asa dar: toate laturile corespunzditoare a doud poligoane funi-
culare, construite cu doud poluri diferite, se intdlnesc pe o dreaptd
paraleld cu linta polurilor.

Invers. S& presupunem ci luam intersectiile A, B, C. .. alaturilor
poligonului funicular, deseris cu polul O, cu o dreaptd § oarecare.
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Prin punctele A, B, C... ducem laturile unui al doilea poligon
funicular 6, 0, 0,.. . asa ca varfurile lui si fie respectiv pe
@1, @ay- .. ¢n. Dacit in poligonul fortelor se duce prin polul O o
dreaptd D paraleli cu § §i daca, din vérfurile poligonului funicular,
se duc drepte respectiv paralele cu 0, 0}, §5... se poate demon-
stra foarte usor, urméind exact calea indicatd mai sus, ca toate ra-
zele polare Ny', N/, N,'.. . se taie intr’un punct @, situat pe dreapta
D. Din cele de mai sus se desprinde urmiatoarea proprietate:

Daci un poligon se deformeazd astfel incdt, n vdrfuri ale lui de-
scriu nigte drepte date §i n — 1 laturi se rotesc in jurul a n — 1 puncte
fize situate pe o dreaptd, atunci §i latura n* se va roti in jurul unui
punct fix situat pe aceastd dreapld si reciproc:

Daci un poligon se deformeazi astfel incat, toate laturile lui ro-
tindu-se trec prin niste puncte fize situate pe o dreapti si dacd n — 1
vdrfurt descriu nigte drepte, atunci gi vdrful al n-lea va descrie o
dreapld.

Daca se considera ca dreptele paralele se rotesc in jurul unor
puncte fixe, situate pe dreapta dela infinit, se vede numaidecat
cd prima proprietate nu este decdt un caz particular al celei
de-a doua.

De aceasti proprietate, sub oricare din formele enunfate, vom
face foarte des uz in problemele ce vom avea de rezolvat cu aju-
torul poligoanelor funiculare.

Mai sunt si alte proprietiti, insa cele indicate pani aci ne sunt
suficiente pentru trebuintele noastre curente.

3. Cateva aplicatiuni asupra poligoanelor funiculare.

Din modul de constructie al poligonului funicular rezulti ca
n‘am impus nici o restrictie in ce priveste pozitia polului 1 nici
pozitiei vreuneia din laturile poligonului funicular, acestea fiind
cu totul arbitrare. Prin urmare, putem construi poligoane funicu-
lare carora si le impunem anumite conditii.

a) Poligon funicular treeand printr'un punect dat.

Poligonul funicular, a cirei latura 0; trece prin punctul dat J,

se construeste incepand cu latura 0;. Avem o infinitate de so-
lutiuni.
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b) Poligon funicular trecind prin doud puncte date.

Sa se construiascd un poligon funicular ale cirui doua la-
turi 0; si 0, sa treaca prin doud puncte date B si C.

Construim un poligon funicular ), ;... cu un pol oarecare 0.
(fig. 18). Laturile 6/ _si 0, fiind laturi extreme de poligon funi-
cular pentru fortele F,L, .F,, se vor intalni totdeauna pe rezul-
tanta acestui grup de {orye Daca, prin intersectia ! cu 6. , ducem
o paraleld la rezultanta R,_H, n din poligonul fortelor, avem pozitia
i+1, n @ el. Daca printr'un punct oarecare al ei (@it1, n) ducem
si U,, prin punctele B si C, avem poligonul funicular cerut.

2l-g.

Figura 18

In poligonul fortelor, ducand paralelele respective N; sl N, gasim
polul O cerut. N'avem decat si completim restul de poligon
funicular. .

Dupa cum se vede avem o infinitate de solutiuni.

Se mai observa, ca dacd prin acest pol, astfel determinat, ducem
o dreapta paralela cu BC i daci cu poluri situate pe aceastd
dreapta construim poligoane funiculare, toate laturile cores-
pondente se vor taia pe drepte paralele cu BC. In special poligoa-
nele funiculare a caror latura 0; trece prin B, vor avea punctele
de intersectie a laturilor corespondente pe BC si latura 0, va trece
prin C, aceasta conform celor demonstrate anterior.

_c¢) Poligon funicular trecind prin trei puncte date.

S& se construiascd wun poligon funicular ale cirui laturi
o Oiy 51 0, si treacd prin trei puncte date A, B si C.



Construim un poligon funicular 0}, 6;...0;...0, cu un pol
oarecare 0" (fig. 19).

Laturile 6j, 9,, fund laturi extreme de poligon funicular al _gru-
pului de forte F,...F,, se vor intalni pe pozn;la rezultantei ¢;;, a
acestul grup de for;e In mod analocr laturile 6, 6, §1 0y 0, se
intélnesc respectiv pe $0l+1n sl 591,, Aceste rezultante le avem
din poligonul fortelor, iar pozitia lor o fixdim imediat cu poli-
gonul funicular.

Figura 19

Putem oricind inlocui un grup de forte prin rezultantele lor
partiale, adica putem reduce poligonul fortelor la R, s RL_H NSRS e
cand poligonul funicular se reduce la dreptele 0, @, 6. Oricum
am construi pollgonul fumcu]ar trlunghlul format de 0, 0, 0',
isi are varfurile pe ¢y, 0ir1n @1

Construim un al doilea poligon funicular 6y, 07, 6, asa ca
latura 65 i 67 _S& treaca prin punctele A §i B, 51 varfurlle lui sa
fie evident pe gou, (p,+1 n§l ¢ Latura treia, 0 evident nu va
trece prin C, pentru ci acest poligon a fost luat la intAmplare.
Luam intersectia D a dreptei AB cu 6. Observam, dupa o teo-
remd demonstrati, ci la toate poligoanele funiculare a caror laturi
6y’ si 07 vor trece prin A si B, latura 6} va trece totdeauna prin D.
Prin urmare, dreapta DC va fi tocmai Bn cautat. Completdm poli-
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gonul funicular cu restul de laturi 8;, f,, cari vor trece evident
prin punctele A si B. Acesta este poligonul funicular cerut, caruia
putem si-i completim restul de laturi 6, fy... dacd am cunoaste
polul care i corespunde.

Daca, in poligonul fortelor, ducem razele polare corespondente
No, N, N, acestea ne determind polul céutat. Pentru controlul
construcpel, aceste trei laturi trebue sa se taie intr’un singur punct
O. Daca aceastd condijie nu este indepliniti executarea desenului
a fost gresita.

Putem rezolva aceastd problemd aplicind de doud ori solu-
tiunea dela problema precedentd, adicd gasim o dreapta 0"0 pe
care trebue si se miste polul astfel ca laturile 0o 5i 0; si treacd prin
A si B, si apoi dreapta 0’0 pe care trebue si se miste acelas pol
pentru ca 0;si 0, si treaca prin B si C. La intersectia lor O se ga-
seste polul cautat.

Se vede de aci cd existd o singurd solufie.

4. Descompunerea unei forte dupd directiuni
neconcurente si complanare.

Am spus ca forta in plan are trei coordonate. Fiecare direcfiune
are o pozitie si o directiune, deci doud coordonate. Prin urmare,
putem utiliza, pentru aceastd descompunere, cele trei coordo-
nate ale fortei, deci descompunerea
nu putem sd o facem decat dupa
trei directiuni neconcurente in plan.
Dupd mai pufine directiuni pro-
blema este imposibila, dupad mai
multe este nedeterminata.

a) Solutii grafice.

a) Cdnd fortele se intdlnesc in cadrul

Figura 20 epurel se procedeaza astfel (fig. 20).

Se descompune forta data R,

dupad una din directiuni % s dupa dreapta ce unegte punctele

de intersectie ale lui ¢, ¢1 cu ¢ ¢y Aceastd ultimd componentd

o descompunem dupad ¢, §i ¢s. Ducdnd paralele respective in
poligonul fortelor avem cele trei componente.

b) In cazul cind cele patru direcfiuni nu se intdlnesc in cadrul
epuret vom utiliza poligonul funicular (fig. 21).
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Luam un pol oarecare O, si ducem razele polare Ny, N, laturile
extreme de poligon funicular 04, 04 si in poligonul fortelor direc-
tiille ¢, §i @s prin e\:tremltaylle lui R.

Directiile 0, si 0,
in poligonul funicular,
trebue sd se intal-
neasci pe ¢, Ducem
in poligonul funicular
doud directiuni oare-
cari 04 si 04 si ducem
1 in poligonul fortelor
N si N}, respectiv pa-
ralele. Prin intersectia
lui F; cu Ni ducem Figura 21
o paraleld cu F, care
se tae cu Nj in punctul A. Daca punctul A ar cidea pe Fy, pro-
blema ar fi rezolvata. Dar in genere nu este asa. Atunci repetim
aceeasi construcpe ludnd alte laturi de poligon funicular, si zicem
07 si 03" si vom capata alt punct, A,. Observim, cind trecem la
aceastd moud constructie ca laturile N, si N, trec prin punctul
fix O (polul) si ca F, raméne paralel cu el insusi, deci se roteste in
jurul punctului fix dela infinit, si deci toate laturile se rotesc
in jurul unor puncte fixe situate pe o dreaptd. Mai observiim ci un
varf descrie dreapta F,, al doilea riméne fix, ceea ce este tot
una din punctul nostru de vedere ca §i cind s’ar misca pe o
dreapta, atunci rezulti, dupa o teoremd demonstrata,
cd si A va deseri o dreapti. Un punct al ei il avem, este
A, ne mai trebue unul. Luiam de preferm’;a 67 si 05 in prelungire
si atunci capatim pe A, pe dreapta F,. Unind A cu 4, si ludnd
mtersecpa lui AA; cu Fy am rezolvat problema, céici avem pe F,
si deci ne intoarcem si aflam pe F, si F).

Putem proceda si invers (fig. 22).

Luam in poligonul fortelor pentru F, o valoare oarecare, atunci
pentru Fy §i F,;, completind acest poligon, rezultd niste valori
bine definite. Ducem razele polare N, §1 Ny si laturile de poligon
funicular 8 si 8. Daca intersectia lui 6, cu Oy ar cidea pe o,
problema ar fi rezolvati. Daca nu, repetim aceeasi constructie cu
alta valoare a lui F; §i vom capata alte laturi de poligon funicular
By si 63’ Observim insa ca & 1 §i 07y trec mereu printr'un punct
fix, iar véarfurile poligonului funicular, astfel construit, riman mereu
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pe doud drepte (¢, si ), atunci si intersectia laturilor &, 77,
va fi un punct fix A. Daca unim acest punct cu inter-
sectia dreptelor o,
cu O, obtinem pe
f, cautat. Avem
atunci numaidecat
si pe 0,. Ducind
in poligonul forte-
lor paralelele N, si
N,, obtinem com-

ponentele Fo-F,, F,

Figura 22 cautate.

In cazul parti-
cular cidnd avem de descompus o fortd dupa directiuni paralele
cu forta, se vede cia nu putem utiliza coordonata de directie
ci numai celelalte doud, adicad mari-
mea s§i pozitia. Deci o forfa n'o LARTIRY p L N
putem descompune decat numai dupa i
doua directiuni paralele.

Fortele neintilnindu-se in cadrul
epurei, evident ca suntem fortati a
utiliza construcfia cu poligonul fu-
nicular, exact ca in cazul precedent, Figura 28
insd mult mai simplu (fig. 23).

In poligonul fortelor ludm un pol O si ducem Ny si Ny, iar in
poligonul funicular 6, si 6, Latura 6, rezultd imediat. Daca in po-
ligonul fortelor ducem pe Ny, gisim pe F, si F,.

1
i
5
BT
~N
X,
S

b) Solutia analitici.
Cazul general este foarte simplu. Avem evident:
R = Fl -+ F, s T F 3
s1 momentul in raport cu un punct A, arbitrar ales:
aR= “71 + aﬁ 2 T+ -as—F 3

Punctul 4, fiind cu totul arbitrar, putem sa-1 luim la inter-
sectia dlrec'gmmlor goz s1 w3 s1 atunci a, = ag = o, 51 din ecuafia
de mai sus ne ramane

—lm- == alFl
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din care deducem pe F,. Asa procedim si pentru celelalte com-
ponente F, si F,,.
In cazul cind nu putem utiliza punctele de intersectie pro-
cedam astfel.
Luam momentul tuturor fortelor in raport cu un punct A si-
tuat de exemplu pe directia ¢,, si vom avea:

aR=a,F,+ a; F,
Cipatam o a doua ecuatie multiplicdnd poligonul fortelor vec-
torial cu ¢, si avem:
@ R=oF+ oF,
Din aceste ecuatii deducem pe F, si Fy. In cazul jorfelor paralele
chestiunea se simplifica sl mai mult. Distanta intre directiile K2

$i @5 0 notam cu liar cu asi b distantele dela ¢ la ¢, si respectiv ¢,.
Dacé ludm momentele in raport cu un punct situat pe ¢, avem:

aR=1F,
Cand a §i | sunt normale pe ¢, atunci avem ecuatia scalard:
a- R ="[kg

din care deducem pe F,. In mod analog deducem pe I';. Pentru
control trebue si avem:

B:F1+Fz

D) Forte oarecari in spatiu.

1. Compunerea fortelor in spatiu.

a) Consideratiuni generale.

In general, un sistem de forfe in spatiu se reduce la o rezul-
tantd unica si un moment. Numai in cazuri particulare se poate
reduce numai la o rezultanti sau numai la un moment.

Un sistem de forfe se mai poate reduce i la un grup de doud
forte nesituate in acelasi plan.

In primul caz se procedeazi asa cum s’a indicat in mecanica,
adica, se alege un punct arbitrar O, si in el se aphca forte egale
s1 de sens contrar Fl, —F, F,,—F, 1 din punctul O
si cu forta datd F, ne dau un moment alFl, a carui valoare si di-
rectiune este perfect determinati.
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Daca procedam la fel si cu celelalte forte, vom avea in definitiv
o serie de forte F, IYy... aplicate in punctul arbitrar O, pe cari
le compunem dupa regulile cunoscute, si o serie de momente a,F,,
ayFy, pe cari le compunem dupad aceleasi reguli.

Se observé cé, oricare ar fi punctul O arbitrar ales, rezultanta R
va ramdane mereu aceeasi pentru ca este rezultanta aceluiasi sistem
de forte F, F2,-. .. concurente in punctul O ales.

Ceea ce se schimbd cu alegerea punctului O, este valoarea si
directiunea momentului.

S presupunem ci luam un alt punct 0y, asa ca distanta 00, =a,
s1 aflam valoarea momentului in raport cu el, vom avea:

(12) M, =2(ai—a)Fi=2a;F; —~ZaF;=M—a,R.

Sa multiplicim aceastd ecuatie, scalar cu R, vom avea:

RM = RM,,
pentru ca: a, RR=o

Prin urmare, proiecfta momentului pe direcfia rezultantet este
constantd, oricare ar fi punctul ales 0. Se vede deci cai RM este
un ingariant al sistemulut de forfe dat.

Din cele de mai sus se vede ca Ml va avea o valoare minima,
si anume atunci cind directiunea lui va coincide cu directia lui R.
In acest caz avem asa zisul rdsucitor sau dinam. Axa lui va fi evi-
dent paralela cu R si se numeste aza centrali a sistemulu.

Sa-i gasim pozitia. Dacd multiplicaim relatia (12) scrisa sub
forma:

(12) M =M, aR

vectorial cu R, avem:
RM = RM, + a,. R*— R.a,R,

Daca M, este momentul care are directia lui R, atunci RM,; = 0,
s1 daca masurdm pe a, pe o directie normala lui R, atuncisi a, R = 0,
(13) a, = RM /R?

Ori RM este un vector, normal pe planul determinat de R si M
s1 a carui valoare este R.M. sin a, dacd notez cu R valoarea nu-
merica a rezultantei, cu M valoarea numerici a momentului si a
unghiul ce fac intre ele directiile lor in sensul dela R ecétre M.
Atunci valoarea numericad a lui ay, va fi:

a, =M sina/R.
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Sensul in care masurdm pe a, este dat de formula (13).

Dacd prin punctul astfel determinat, ducem o dreaptd para-
lela cu R, aceasta va fi axa centrali a sistemului. Valoarea mo-
mentului dupd axa centrala va fi evident M cos a.

Din ecuatiunea (12') se mai vede ca M, = M, ori de cate ori
a,R = o, adici ori de cate ori 0, se misci pe o dreapti paralela
eu R trecind prin O.

Cénd RM = 0, atunci sistemul de forte se reduce la o singura
rezultantd Pozifia ei este data de ecuatia (13) si este tocmai axa
centrala a sistemului.

In al doilea caz se procedeazi astfel : momentul putem si-l inlocuim
cu doud forte egale si de sens contrar, si-
tuate in planul normal pe axa lui, plan
pe care-l1 vom denumi planul momentului
sil vom nota cu u. Fie F; si—F;
cele doua forte echivalente momentului,
situate in planul u care trece prin O
(fig.  24). Aceste doua forte sunt
supuse, la singura conditie: M = aF,, Figura 24
daci a este distanta intre ele. Pozitia
lor este de asemenea arbitrara in acest plan . Daca facem
ca —F; s& treaca prin O, si daca o compunem cu R, obtinem:

F,=R—F,

In acest mod, sistemul, compus din o rezultanta R i un
moment M, I'am inlocuit cu un sistem echivalent de doua forte
F,si F;, nesituate in acelasi plan si neconcurente, pentruci
distanta a este diferita de zero. Marimea si directia lui F,,
din planul g, sunt cu totul arbitrare. Oricare ar f acestea,
forta F, va trece mereu prin punctul O jar F; va fi mereu
continuta in planul pu.

Planul p se zice cdi este conjugat punctului O, iar F, conjugat
lui F;. Pentru un acelasi punct O avem un singur plan conjugat si o
infinitate de valori F,, F; conjugate.

Daca alegem un alt punct O, acestuia ii corespunde un alt plan
¥ si alta serie de drepte conjugate F,’ si F'.

Se mai observd ca, pentru un sistem dat de forte si un punct
dat O, existda o singura valoare pentru R si M.

Invers, daca ne dam perechea de valori F, si F;, si un punct 0,
putem deduce pe R si M.

4. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica constructiunilor $i Rezistenta materialelor.
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Se mai observi ci pentru orice dreaptd, care trece prin punctul
O si e continutid in planul g, momentele lui Fy si F; sunt nule.
De aceea se zice cd punctul O si planul g formeaza un sistem nul.
Aceasta este foarte important, céici ne aratd ci eaistd oricind un
grup de drepte in raport cu care momentul intregulut sistem de forfe
este nul.

F, este evident in planul determinat de R si — F;, iar proiectia
lui F, pe planul g, prin un plan continind pe R, va fi o dreapta
paralela cu F; din planul g Acest paralelism subsistd si atunci
cand proiectam F, si Fy, prin plane paralele cu planul determinat
de R si F,, pe un plan oarecare.

In planul g si consideram o serie de forte F; cari formeaza
un poligon inchis. Conjugatele ace-
stor forte, anume F,, vor forma un
fascicol trecind prin 0. Sa consi-
deram un al doilea punct O caruia
it corespunde planul conjugat p'.
Intersectia acestui plan cu fasci-
colul F, determina un poligon inchis
cu laturile F/ ciruia ii corespunde
un fascicol F, trecind prin punctul
0 (fig. 25). Am format doud pira-
mide conjugate si se poate foarte
usor ardta cad fiecdrui véarf din o
piramida ii corespunde in cealaltd
o fata si reciproc. Tot asa putem
forma doud poliedre oarecari conju-

Figura 25

gate intre ele.

Daci proiectim muchiile celor doud poliedre, pe un plan oarecare,
prin plane paralele cu planul trecind prin R, vom capata doua
figuri in cari proiectiile laturilor conjugate vor fi paralele, iar laturile
concurente intr'o figura formeaza poligoane inchise in cealalta si
reciproc.

Aceste doud figuri se zic c& sunt reciproce §i aceasta este chiar
definitia lor.

Asa dar, figurile reciproce in plan sunt proiectia a doud poliedre
conjugate din spatiu.
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b) Executarea grafici a compunerii unui sistem de forte din spatiu.

Nu vom face altceva decat si traducem grafic operatiunile de
mai sus.

Solufia I-a: Pentru aceasta utilizim planele de proiectie deter-
winate de 3 axe de coordonate Ozyz (fig. 26).

Sé presupunem ci avem trei forfe F,, F, Fy, cari actioneazi
dupa directiile ¢;, ¢, ¢z In planul de proiectie y o z, adicia normal
pe oz, cele trei direcfiuni ca pozilie si directiune se proiecteazi

Figura 26

dupd @i, ¢2. 51 @3, In mod analog pe celelalte plane. Cu fortele
date formim, in planul y 0 z, poligonul de forte Fu—l—ﬁh—i-ﬁax:Ex.

Cu aceeasi normi de a nota fortele, obtinem st in celelalte doua
plane de proiectie:

Se stie ca rezultanta unui sistem de forte oarecare riméne
aceeasi, ca marime si directiune, oricare ar fi punctul in raport cu
care am face reducerea sistemului. Asa dar, avem cea mai mare

4%
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libertate in alegerea pozitiei unde vom desena aceste poligoane
pe epura noastrd. Odata ce am gasit cele trei proiectii, putem gisi
marimea rezultantei si directiunea ei si prin urmare, prima parte
a problemei e rezolvata.

Sa trecem la partea doua. Se stie ci momentul in raport cu un
ax, a unui sistem de forte, este egal cu momentul proiectiei fortelor
pe un plan normal pe axul dat, in raport cu punctul unde axul
inteapd planul. Daca vrem sa gisim momentul in raport cu un ax
paralel cu ox si trecand prin punctul A, vom proiecta fortele pe
planul y 0 z i vom lua momentul lor in raport cu punctul A,, adica
punctul unde axul paralel cu o, trecind prin punctul A, inteapa
planul 3o z.

Acest moment putem si-l1 aflim numaidecat, cu ajutorul unui
poligon funicular. Cu un pol oarecare O,,
construim poligonul funicular 0,..... 05
Dacd prin A, ducem o paralela cu R,
atunci segmentul m,, interceptat intre la-
turile extreme de poligon funicular, multi-
plicat cu distanta polard H ne da valoarea
momentului M, in raport cu un ax paralel
cu O a, care trece prin A. In mod cu totul
analog deducem pe M, si M..

Odata ce avem cele trei componente ale

Figura 27

momentului M putem si-i gisim valoarea
absoluta si directiunea lui.

Alegerea polurilor O,, 0y, si O, in cele trei plane de proiectie,
este absolut arbitrard. E comod a alege asa ca in toate planele de
proiectie si avem aceeasi distantd polard H.

Gasirea momentului necesitd utilizarea celor trei plane de pro-
iectie.

Solufia 2-a se bazeazé pe observatia ci momentul este egal cu
dublul suprafetei triunghiului format de forta, luatd la scara si pe
directia respectivii, si punctul in raport cu care luim momentul
(hig. 27).

Prin urmare, pe planul de proiectie, de ex. y oz (fig. 28), pe
linia de actiune a lui ¢, luaim o lungime Fy, din poligonul fortelor
respective. Dacd unim extremititile acestui segment cu A, avem
un triunghiu. Daca facem aceiasi operatie si pentru celelalte forte,
capatam alte triunghiuri, toate cu véarful in A . Pentrucd pozitia
segmentului F';,, pe linia lui de actiune, este indiferentd putem
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oricdnd si ne aranjim asa, ca sa capatim o suprafatd mirginita
la un poligon. Daca evaluam dupd normele obisnuite aceste supra-
fete si luim dublul lor, avem momentul in ra

port cu axa paralela
cu O,, ce trece prin A, deci pe M,.

Figura 28

Daca operam si in celelalte plane la fel vom avea pe M, si-M..
Metoda este foarte clard insi evaluarea suprafetelor da loc la ope-
ratii de calcule mai multe, asa ci se preferd metoda. precedent,
cu ajutorul poligonului funicular. Acestea sunt singurele .metode
practice de compunere a unui sistem de forte in spatiu.

2. Descompunerea unui sistem de forte in spatiu.

Am vazut ci un sistem de forte in spatiu, se reduce la o rezul-
tantd unicd §i un moment, prin urmare are in sine 6 coordonate.
Rezultéd de aci cd, daca ni se dau 6 directiuni ca pozitie si directiune,
adica avand numai cite o necunoscutd, putem gisi componentele
sistemului dupd cele 6 directiuni. Dupa mai pufine directiuni pro-
blema este imposibild, dupia mai multe este static nedeterminat.
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Mai intdiu vom face cAteva observatii. Aceastd descompunere este
posibild numai atunci cdnd cel mult trei din direcjiunile date sunt
concurente intr’un punct, paralele intre ele sau confinute in acelagi
plan.

In adevir, si presupunem deocamdatd cd am avea 4 directiuni
concurente in acelasi punct. In acest caz, oricind putem duce o
dreaptd prin punctul dat care si intdlneasca celelalte doua direc-
tiuni. Momentul necunoscutelor in raport cu aceastd dreapta este
pul. Or, momentul sistemului dat, in raport cu aceastd dreapta,
nu este nul, prin urmare descompunerea este imposibila.

Momentul acesta ar fi nul numai in cazul cind aceastda dreapti
ar face parte din sistemul nul al fortelor date, ceea ce in ge-
nere nu este cazul, pentruca fortele date sunt oarecari ca ma-
rime, directie i pozifie. Aplicdm acelagi rationament cand drep-
tele sunt paralele considerind punctul dela o ca punct de
intersectie. In cazul cind 4 directiuni sunt in acelagi plan atunci
putem duce o dreaptd in plan care evident intdlneste toate cele 4
directiuni si care si treacd prin punctele unde celelalte doud direc-
{iuni ramase infeapd acest plan. In raport cu aceastd dreapta mo-
mentul necunoscutelor este nul, pe cAnd momentul fortelor date in
genere are o valoare.

Prin urmare, in aceste cazuri speciale, descompunerea dupa 6
directiuni este imposibild.

a) Solutii grafice.

Un caz simplu de descompunere este urmatorul : trei din direcfiuni
sunt concurente, iar alte trei sunt situate intr'un plan dat. :

Reducem sistemul de forte la o rezultantd trecind prin punctul
A, dat de concurenta a trei din directiuni, si la un moment al carui
plan este planul u, conjugat Jui A. Luam intersecfia acestui plan
cu planul dat. Intersectia va fi o dreaptd la distanta a de punctul A
si continutd evident in ambele planuri. Daca presupunem cé dupa
directia ei acfioneazi o forta F;, atunci din relatia M = aF;, de-
ducem valoarea si sensul ei. '

Aceasta forta F; o descompunem dupd cele trei directiuni, con-
tinute in planul dat. Dacd acum compunem pe — F;, aplicatd in
punctul 4, cu R capatam pe F,=R—F; pe care o descom-
punem, dupa regulele obisnuite, dupd cele trei directiuni con-

curente in A.
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Sa presupunem ci trei divectiuni sunt concurente in A (Ay, A,
in planele de proiectie), (fig. 29), si cari directiuni nu sunt figurate
pe epura pentru a nu o complica. Alte trei directiuni sunt cuprinse
in planul woy, de asemenea nefigurate.

Sa presupunem ci reducem sistemul la o vezultanti R (R,, R.)
aplicatdi in 4 §i la un moment
M ale carui valori s1 directiuni sunt
insemnate pe epurd cu M,. si
M,,. Dicem planul 7 normal pe
moment §i trecAnd prin A. Ur-
mele lui sunt Ou, si Ou., adica
chiar intersectiile lui cu cele doua
plane de proiectie.

Distanta dela A pana la inter-
sectia cu planul orizontal este per-
pendiculara dela A; la O ., care,
prin o rotatie, o aflam in adevirata -
marime in planul 2oz si are va- Figura 29
loarea a. Din expresia M = aF; de-
ducem sensul si valoarea lui F care in planul orizontal este F;,
iar in planul vertical Fi,. In planul orizontal este in adevirati ma-
rime. Pe F;; din planul orizontal il descompunem dupd cele trei
directiuni neconcurente in acel plan.

Daca acum pe—TF,; aplicat in
punctul A, il compunem cu R, avem
Fy=R—F; care in _planele de pro-
iectie ne da pe Fy, si Fy. pe care, dupa
regulele obignuite, o descompunem dupi
cele trei directiuni concurente in punctul
A, descompunere care nu s’a mai facut
pentru a nu complica epura.

Aceasta problema se mai poate re-
zolva si asa:

Prin forta F, dati si punctul A ducem

Figura 30 un plan care taie planul 4, al celor trei di-
rectiuni ¢, ws, §1 ¢g, dupa o dreapti oare-

care (fig. 30). In planul determinat de F,si A descompunem forta F,
dupa intersectia celor doua planuri si dupi dreapta care uneste punctul
A cu punctul unde l’lln;eapa planul 4. Procedam la fel sicu celelalte
forte Fy, Fy.... Vom capata, in definitiv, o serie de componente
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ale fortelor Fy, F,..., concurente in A, a ciror rezultanta va fi F,
si o altda serie de componente, continute in planul 4,a caror rezul-
tantd este F;. Le descompunem pe fiecare dupa regulele obisnuite.
Fie A, si A, proiectiile punctului A, prin care trec cele trei
directiuni concu-
rente s1 nefigu-
rate pe epura (fig.
31). Fie ¢, ¢
proiectiile direc-
tiunii §1 liniei de
actiune a fortel
F, pe cele doua
plane de proiec-
tie. Prin punctul
A si forta F
ducem planul a
cérui urme sunt
Figura 31 Py $i p= Intersec-
tia acestui plan
cu 4, va fi dreapta ¢; (¢, ¢i) care se va tiia cu forfa F in
punctul D (D,, D.). Descompunem forta F dupa directia ¢;, evident
continutd in planul 4, si dreapta ¢, (@ay ¢a:) care uneste punctul
D cu A. Am obtinut astfel in cele douid plane de proiectie o com-
ponentd trecind prin A si alta continutd in planul 4. Procedim la
fel si pentru celelalte forte F,,
Fs,... sise urmeazi cum s’a spus 4
mai sus.

R,

b) Solutia analitica.

Aceasta problema se poate
rezolva in mai multe feluri.

1°. Prin punctul A, ducem
dreapta a, care trece si prin in-
tersectia B a directiilor ¢, si ¢,
continute in planul 4 (fig. 32).
Fie ¢ distanta dela Bla forta Fj.

Momentul tuturor fortelor in raport cu A va fi:

M=ﬁ4+ﬁ5—{—(a+c)ﬁ'a

Figura 32

pentrucd momentele fortelor F,, F,, F; concurente in A sunt nule.
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Multiplicam aceasta ecuatie scalar cu @ §1 vom avea:

aM=acF s
Daci a = aa, ¢ = ey, M = Mu, Fy = Fg ¢g, avem:
M.ap =cFy.aye,
care nu este altceva decit momentul tuturor fortelor in raport
cu dreapta a si din care deducem pe Fg

In mod cu totul analog deducem pe F, si F;. Daca notam
I_"4 + F;, - ?8 = F;, din relajia: R —F,= 1_?l i Fg F, deducem,
dupa norma indicata anterior, valoarea celor trei forte concurente
in A.

2°. Vom traduce analitic solufia indicata la inceput. Luim in-
tersectia planului p, al momentului, cu planul 4, care contine di-
rectiunile ¢, ¢, si %6 (fig. 33). Inter-
secfia va fi o dreaptd paraleld cu QA
dreapta uA. |

Sinusul unghiului planelor wosioA
este partea scalara a produsului uA
adica mod. ud, prin urmare, cantitate
cunoscutd. Si notam cu d distanta
dela A la planul 4 masurata dupéa nor-
mala la acest plan. Valoarea distantei
a dela punctul A la dreapta ud va fi:

a =d/mod ud.

Prin urmare am fixat directiunea §i pozitiunea dreptei de in-
tersectie a planelor u si A. Din relatia. M = aF; deducem pe F,
din planul 4. Deci F; este complet determinat. Prin urmare des-
compunem pe F; dupi directiile ¢,, o; si g, iar pe Fy = R—F,
dupa directiile ¢, ¢, si P

Produsul ud se desvolta potrivit datelor problemei si se pre-
teazd la tot felul de desvoltari in functie de elementele cari defi-
nesc pe u si pe A.

4 %55,

Figura 33

*
* *

3°. In cele de mai sus s’au dat exemple de cazuri cand descompu-
nerea este imposibila sau cind aceasta se face foarte usor.

In cazul general chestiunea nu este asa de simpla.

Pentru a gisi cu usurinta componentele, dupa cele 6 directiuni,
ar trebui si gisim o axi care si intalneasca 5 directiuni.
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Luind momentul tuturor fortelor in raport cu aceastd axa si
al componentei dupi a sasea directiune, gsim o relatie intre forfele
date si o necunoscutid. Aceasta insd in genere nu este posibil.

Se stie ci prin trei drepte oarecari se poate duce un hiperboloid
riglat, care va intersecta a patra directiune in doud puncte. Daca
prin aceste doud puncte ducem cite o dreaptd apartinind hiper-
boloidului, si le ludm drept axe de momente, vom putea scri doud
ecuatii de momente si deci vom avea doud ecuatii intre cele doud
componente dupa directiunile neintilnite de cele douad axe.

Si aceastd metodi, practic, este greu de aplicat. Atunci se re-
curge la altele. Se duce un _plan prin direciunea ¢, care
este intepat de directiile ¢, si ¢; in doud puncte. Dreapta care
trece prin aceste doud puncte intalneste trei directiuni i dect mo-
mentul componentelor respective in raport cu ea este nul. Luam
momentul celorlalte trei componente (dupa ¢4 @5 @g) in raport
cu aceast dreapta Facem aceeasi operatie ducénd succesiv plane
prin ¢, §i @3 §i vom avea incd doud ecuatii intre Fy, Fjsi Fe
Vom avea pe Fy, Fs si Fg prin rezolvirea a trei ecuatii cu trei
necunoscute.

In practica chestiunea se prezintd mai simplu caci, de foarte
multe ori, douii sau trei directiuni sunt concurente sau complanare
si putem gisi ugor axe de momente cari sa intdlneascd cit mai
multe directiuni si si avem simplificari si reduceri in rezolvire.

Analitic chestiunea, cu toate cd necesitd calcule lungi, insd este
simpld din punctul de vedere al rezolvarii, si nu este altceva decat
o traducere in_ calcul a metodei indicatd mai sus.

Sa presupunem ci luAim momentul tuturor fortelor in raport
cu un punct A situat pe directiunea ¢ Sa notam cu Ay = gy,
ag = asay. . . distantele tuturor celorlalte forte dela acest punct A.

Sa presupunem ca momentul fortelor date in raport cu A este

M,.
Vom avea:

(14) M, = a,F,.0005 +. ..+ as Fg agps

Dacid multiplicim scalar aceastd ecuatie pe rand cu ay §1 ¢,
obtinem:

M,.ap = a3 Fy.aqaz05+..... + ag Fg.ay a5 05

=

M1-$2=a3F3-5253;3+ ----- % ast-;zae?os
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Dacd intre aceste doud ecuatii eliminim pe Fjsau pe a,F,,
ceea ce este tot una, capatam o ecuatie intre necunoscutele F,,
Fy 51 Fg.

Putem cipata direct aceastd ecuatie dacd, dela inceput, mul-
tiplicdm ecuatia (14) scalar cu produsul vectorial ay@,.ay¢,, lucru
ce se poate verifica foarte usor.

~Alegem_‘ac_‘um un punct B situat pe directiunea ¢, §i notam
cu by = byfy, by = byfly. .. distantele la celelalte directiuni si cu M,
momentul fortelor date in raport cu B. Eliminand in acelagi mod
ca mai sus pe I'; si Fy, gasim o altd ecuatie in F,, F; si Fs. Facem
aceeasi operatie in raport cu un punct C situat pe directia ¢, si
vom gasi o noua ecuatie in F,, F; si Fy. In acest mod avem trei
ecuatil cu trei necunoscute, pe cari le rezolvim dupd regulile cu-
noscute.

Pentru aflarea lui Fy, F, 5i F; procediam absolut analog. Pentru
control facem verificarea utilizind poligonul fortelor:

proiectdndu-l dupd o directiune oarecare.

3. Cateva consideratiuni de retinut.

a) Cind un corp este supus numai la o singurd for{d, echilibru
nu poate exista.

b) Céind un corp este supus la doud forfe, pentru ca echilibru sd
existe trebue ca ele si fie egale, de direcfit contrare si sd acfioneze
dupa aceeasi linie de acfiune.

¢) In cazul a trev forfe, pentru ca echilibru sa existe trebue ca ele
sa fie concurente in acelagi punct s situate in acelagi plan.

In adevar, trebue si avem F; + Fy + Fy = o, adici poli-
gonul fortelor trebue sa fie inchis §i aceasta nu poate avea loc de-
cat atunci cand acest poligon este plan. Cele trei forte nu pot fi
in doud sau trei plane paralele, pentru ¢ momentul lor n’ar mai
fi nul, deci ele trebue si fie neaparat situate in acelasi plan.

In alte conditiuni echilibru intre cele trei forte nu poate exista.

d) Sa considerdm cazul a 4 forfe. Pentru ca echilibru sa existe
trebue ca poligonul de forte sa fie inchis, adica sa avem:
F, +F,+ F;+F, =0 si momentul lor sa fie nul.

Aceasta nu poate avea loc decdt atunci cdnd cele 4 direcfiun:
aparfin unei suprafefe riglate.
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Aci avem doua cazuri particulare, cAnd suprafata riglata se re-
duce la un punct si atunci cele 4 directiuni sunt concurente in acel
punct sau la un plan cind cele 4 directiuni sunt continute in acelasi
plan, fara si fie concurente.

In alte conditiuni, echilibru intre 4 forte nu exista.

E) Reazime si Reactiuni.

La contactul intre doud corpuri se desvoltd niste reactiuni.
Aceste reactiuni depind numai de natura contactului intre corpuri,
care se poate face in urmatoarele moduri.

1. Reazime simple.

Doua corpuri se pot sprijini unul pe altul in asa fel, ci o de
plasare in planul tangent celor doud corpuri nu este prin nimic
impiedicatd s1 o rotire in jurul punctului de
contact este de asemenea liberd, in orice di-
rectiune. Singura deplasare, care nu este posi-
bild, este numai aceea dupi directiunea normalei
v, fie intr’un sens fie in celdlalt. Este evident
cd, intr'un asemenea caz, o reacliune se va
desvolta numai dupa aceasta directiune (fig. 34).

Aceastd reacftune are prin urmare un punct
de aplicajie cunoscut i o direcfiune cunoscutd.
Ceea ce nu cunoastem este numai valoarea ei numericd; prin
urmare, ‘are un singur element necunoscut. Acest fel de sprijinire
sau contact poartd numele de reazim simplu. Prin urmare pentru
un corp in spatiu este nevoie de 6 astfel de reazime, pentru a-i
asigura echilibru.

Daca vom intrebuinfa numai 5 reazime simple, corpul va avea
posibilitatea unei migcéari ce depinde de un parametru; dacid vom
intrebuinta numai 4 reazime simple, corpul va avea un grad de
libertate mai mare. Dacd insd am avea 7 reazime grupul (1) de
ecuatil (cap. I) nu ne da posibilitatea de a le gasi si in acest caz
se zice cd reactiunile sunt static nedeterminate.

Pentru un corp in plan este nevoie numai de trei astfel de rea-

Figura 34

zime simple.
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2. Articulatii.

Doud corpuri se pot sprijini astfel intr’un punct, incat o depla-
sare in nici o directie nu este posibila, insi o rotatie in jurul punc-
tului de contact, in orice directiune, este posibili. Prin urmare,
in punctul de contact se va desvolta o reacfiune, al cirei punct de apli-
cafie il cunoagtem, dar nu-i cunoagstem valoarea gi direcfiunea, si nu
se va desvolta nici un moment, pentru ca rotirea
este liberd. Un astfel de contact, rezemare sau
sprijinire poartd numele de articulafie. La un
asemenea contact avem tret necunoscute (valoarea
§i direcfiunea) ale reactiunii (fig. 35).

In spatiu ar fi deci suficient doua asemenea
articulatii pentru a asigura echilibrul unui corp.
Observam insa ca, daca luim momentul tuturor
fortelor in raport cu linia articulatiilor, momentul
reactiunilor este nul, pe cind al forelor date in genere nu este nul,
asa dar nu vom putea utiliza dous articulatii, ¢i o articulatie si
altfel de reazime, de ex. 3 reazime simple. ‘

In plan, articulagia are in sine dous necunoscute, deci cu o ar-
ticulatie si un reazim simplu putem asigura echilibrul unui corp.

Figura 35

3. Incastriri.

Cand doud corpuri se sprijind intre ele prin suprafetele lor de
contact in un punct, si daca nici o deplasare sinicio rotatie in orice

directiune nu este posibila, atunci in acel
punct se va desvolta ca reactiune o forfd, al
crei punct de aplicatie il cunoastem (punctul
de contact), dar nu cunoagtem valoarea st di-
recjiunea et (3 elemente), si un moment, a cirui
direcfiune gi valoare de asemenea nu o cu-
noagtem (deci alte 3 elemente). In acest mod
Figura 36 se vede ca o incastrare, prin reactiunile ce le
desvolta, asigurd echilibrul corpului (fig. 36).

Daca in acel punct de contact se desvolts un moment, inseamni

¢ reactiunea nu trece prin punctul de contact. Valoarea momen-
tului ne da posibilitatea de a gasi punctul prin care trece reactiunea.
Din cele de mai sus se vede ci o articulajie in spafiu este echi-
valentd cu trei reazime simple, iar o incastrare cu sase reazime simple.
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In plan o articulajie este echivalentd cu 2 reazime simple, iar
incastrarea cu trei reazime simple sau cu o articulajie plus un reazim

simplu.

4. Reazime diferite.

In cele de mai sus am avut articulatii complete sau incastrari
complete. Am putea avea insd articulatii sau incastriri incomplete.
De ex.: o incastrare care permite o rolire
dupd o singurd direcgie (fig. 37). Asta in-
seamni cd momentul dupd acea directie este
nul. O asemenea legitura are in sine cinci
necunoscute. Pentru a-i asigura echilibrul ne
mai trebue un reazim simplu. Alt ex.: putem
avea o articulajie intr'un plan, deplasarea
dupa normala la plan fiind posibila (fig. 38).
O asemenea legiturd are in sine doud necu-
noscute (componentele din plan), deci cu trei asemenea reazime
sau legituri putem asigura echilibrul unui corp.

Pentru ca sd putem gasi reacfiunile, va
trebui s alegem astfel de reazime, in cdt
suma elementelor necunoscute si fie in numdr
de 6 in spajiu §i 3 in plan.

Dacid aceasti sumi este mai mica de 6

in spatiu si 3 in plan, corpul va avea mis-

cari; iar daci este mai mare, reactiunile
nu se pot determina cu ajutorul ecuatiilor Figura 38
(1, cap. I), sistemul fiind static nedeterminat.

Daca tinem cont de frecdri, nimic esential nu se schimba, ci
se modificai numai directia reactiunilor, intervenind unghiul de
frecare. :

Incheere. Din acest capitol deducem ca vom urma in calcul
urmatoarea norma: '

Vom evalua mai intdiv forfele exterioare date, cari le vom com-
pune dupd indicatiile date, grafic, analitic sau utilizind dupa cazuri
ambele norme, dupi cum vor rezulta simplificari de calcul.

Vom fiza apoi reazimile, natura gt numdrul lor suficient pentru
asigurarea echilibrulut corpului.

Dupi indicatiile date la descompunerea unui sistem de forte
dupa mai multe directiuni, vom gdsi reacfiunile in cazul cind sunt
static determinate.



Odata reactiunile gasite, am gisit grupul de forte exterioare
care actioneazi corpul si-i asigurd echilibrul.

Numai dupd aceasta putem trece la studiul echilibrului inte-
rior al corpului.

Aplicatii.

Aplicatia Nr. 1. Si se descompuni forta verticald F = 1000 kg. dupi direc-
tiunile ¢y, o si g (fig. 39). O dreapti orizontala taie directiunile ¢, o, ;§i
;, in punctele 4, B, C, D, asa cd AB=2m, BC=CD =1 m.

Directiunea pozitivi A B, pe care o
notam a, face cu directiunile pozitive ale

lui ¢, ¢, ¢ si g, socotite de sus in jos, /" i \ ‘
respectiv unghiurile 1109, 100°, 90° si 75°, / Vo 7[ | E Y
Avem poligonul fortelor: G e i s
(1) Fe=F o+ F, o +F, wo Lo L\

Si ludnd momentele in raport cu ,/;5 ﬁ/ # %
punctul A, avem: / ]
(2) 3.1000.a ¢ =2 F, agy + 4F, ap, g !

Din ecuatia (1), inmultitd vectorial cu SHgu
¢, avem:
(3) 1000 ¢, ¢ = F, o190 + Fy ¢)¢4,

§i cu:
ag = sin (a,¢) = sin 90°=1,00000 @y =sin (@, ¢) =sin100=0,98481
agy = sin (a,¢)=sin 75°—=0,96593 ¢1¢ =sin (o, ¢) =sin 20°=0,34202
¢1@s=sin (¢, o) =sin 109=0,17365 €1 03=5in ( @y, gy)=sin 359=0,57358

introduse in ecuatiile (2] si (3), obtinem prin rezolvare: F, = 870 kg Vs =
333 kg. Daca luim momentele in raport cu B, gisim o relatie intre I si F,.

Procedand la fel gasim F, = — 190 keg.
Pentru control multiplicim ecuatia (1) scalar cu ¢ si avem:
(4) F=F1;;1+F2;;—2+Fa;9’7_3
in care:

= cos (¢, ¢;) = cos 20— 0,93969

= cos (@, ¢a) = cos 10° = 0,98481

= cos (¢, ¢5) = cos 15° = 0,96593
Introducind aceste valori si valorile lui

F, Fy 5i Fy in ecuatia (4) se obtine F = 1000

kg. cu o aproximatie mai mici de 1 kg.

s l6|-6
Sis18l

Aplicatia Nr.2. Un punct este fixat de
un perete vertical cu ajutorul a trei bare
0OA, OB si OC (tig. 40). Bara OA de & m.
lungime este orizontald §i normald pe perete. Punctul B este mai sus
si la stinga punctului A, la distantele AE=2 m. si BE=3 m,
punctul C este mai sus si la dreapta punctului 4, la distantele 4 D — 1 m.

Figura 40
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si DC=2 m. Punctele A, B,C sunt in planul peretelui. In O se aplici
o forta verticala de 7 t. Sa se gaseasca eforturile in cele trei bare OA,
OB si OC.

a) Solutia graficd. Asezam dela inceput sistemul de bare in planele de
proiectie asa ca OA sd fie normal pe planul vertical (fig. 41 a) si notim direc-
tiile barelor si sensurile lor
ca in figurd. In planul ver-
tical al fortelor, (fig. 41 b)
descompunem forta, E’
7t, dupa dlrec;ule o' si
¢5 si capatam F," si Fy'.
In planul orizontal forta

R se proiecteaza intr'un
punct R.Cu ajutorul liniilor
de ordine si eu proiectiile
verticale deducem, in pro-
iectie orizontald, pe F, si
F,. Ca sa aflam pe F;
n'avem decdt sd inchidem
poligonul fortelor in planul
orizontal si asa gisim pe
F, care se proiecteazd in
adeviratd mirime in acest

Scara forlelor

I; 5 w0
Ll L |

Figura 41
plan.

Dand o rotatie fortelor
F, si Fy le gisim in planul orizontal proiectate in adeviratd mirime, Astiel
gisim F; = 19,98 t, F, = 10,88 t 5i F, = 13,58 t.

b) Solutia analiticd. Vom aplica de trei ori ecuatia (7) dela pag.34. Pentru
aceasta ne trebue volumul paralelipipedelor formate de directiile ;, ga.;, @y
si g_o;, luate cate trei si pentru lungimi de laturi egale cu 1 (unitatea).

Avem lungimile laturilor OA, OB, OC:

OA="4m;0B=V4& +2° + 3° = 5,385m;0C = V@ T T 2= 4583 m,

Tar volumele cautate, tinand seamd si de sensul directiilor ga, @1 g02, @3,
aritate in fig. 40, sunt:

o1 2= —(3 X 14+2x24/6 x4 x 5385 X 4,583
¢ o ea=—4% X5 x1/6 x1 x 4583 % 5,385
© oo =454 X2x1/6x4x1x 4583

¢ ¢y o= +3 X4 x1/6 x4 x1x 538
Deducem:

Hy = F. / ¢ o o3 = + 20,000 t
Fz:F 1/;2 53;1:—10’770‘;
Fy=F.0 o wz/;;; o o= —13,749 t

Se vede deci ci pe figurd trebue schimbat sensul directiunilor ¢, §i @3

S
SISI

|‘G[ e|
IGI

pentru ca le-am capdtat aci cu minus.
Comparand rezultatele obtinute pe cale grafici cu cele obtinute analitic
se constatd o deosebire variind intre — 1,29 si + 1,09, Aceste diferente sunt
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inevitabile, cici in caleulul grafic se fac erori de aseziri de puncte, de evaluiri
de distante, de paralelism, ete. Caleulul grafic are insd avantajul cd operafille
sunt simple, se pot wrmdri cu usurin{d st nu este asa de supus erorilor grosolane.
Caleulul analitic, are avantajul cd putem impinge aproximaliile pind unde voim,
insd este supus erorilor grosolane; este suficient si uitim o cifri din noianul
de cifre de mai sus, pentru ca rezultatul si fie complet eronat. Mai are des-
avantajul i eroarea nu se poate urmiri aga de usor ca in calculul grafic.
Se intrebuinteazi dupa imprejurdri unul sau altul.

Aplicatia Nr.3. In aplicatia Nr. 2 si presupunem ci forta R este constanta
ca marime si variabild ca directiune. Se cere si se gaseascd directiuneca ei asa
fel incdt efortul F,, in bara 0A, sa fie maximum,

Din expresiunea lui F,, adica:

Fi=R ¢ ¢ g5/ 4 ¥2 P3
se vede cd singurul termen variabil este o, §i pentru ca F, si fie maxim trebue
ca ¢ ¢ ¢ si fie maximum. Aceasta are loc cand cei doi vectori ¢ si ¢, @a
sunt paraleli, adica atunci cind ¢ este normal pe planul determinat de ¢,
§i ¢ s

Constructia grafici care rezultd este foarte simpld: descompun pe R dupi
@ si dupd o dreapti normali pe R. Dacad unghiul intre ¢ (normal pe planul
determinat de ¢, si ¢5) si ¢ este 0 atunci F, = R/cos 6.

Analitie, va trebui si gisim volumul paralelipipedului ¢ ¢, ¢;. El este
egal cu baza (triunghiul 0BC) inmultit cu 1/; din inaltime, adici din 1.

Suprafata triunghiului de bazi cu laturile OB — 5,385 m., OC = 4,583 m.,
BC = 5,099 m. este 10,7788 m?.

Deci:

= 10,7788 x 1 6 X & x 5,385 X 4,583
"~ "3 % 5,385 x 4,583 X 7 X4
Putem proceda la fel si cu celelalte directiuni.

1 = 21,558 .

Aplicatia Nr. 4. Un trepied, OABC, sustine in punctul O o forta de 10 tone
(fig. 42). Lungimea picioarelor OA, OB, si OC este de 6 m.

Distantele intre picioarele A, B si C sunt:
AB=6m, BC=5m.§i CA=17 m. Si se
decompuni forta verticala de R — 10 t dupi
cele trei directiuni 04, OB si OC.

a) Solufia analiticd. Notim directiile OA, OB
i OC respectiv cu ¢, o si ¢ iar AC, CB si
BA respectiv cu a,, a si a. Forta R descom-
pusd dupd cele trei directiuni ne di:

R ¢=F1—s;1 +Fs;2 + Fy ¢4
Dacid se multiplici aceasti ecuatie scalar cu

@s @y, avem: Figura 42
R o ¢ ¢3= 14 P P
asa, dar o singurid ecuatic cu o singurd necunoscuti.
In mod analog avem:

Il

2

o)

R
R

6]l
-sl“-sl

F,
Fy

slsl

sig!

S[6l

151
@2

1 3

5. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica constructiunilor §i Rezistenta materialelor.
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Deci, avem cele trei componente dupd cele trei directiuni.
Riaméne si evaluim volumele ficute pe unititile de directiuni ¢, ¢, ete.

Si evaluim mai intdiu volumul ¢; ¢, ¢;. Nu-l putem evalua direct ci eva-
luim patratul lui a cirui valoare este:

g e aa
(@1 02 03)* = G G2z G
1.9 Y2 ¥3 3 Y
Ne trebuesc produsele scalare indicate aei. Din triunghiul AOB avem de
exemplu:
bay=—06 o + 6 ¢
sau:
0y =701 ¢

care ridicata la patrat ne da:

fo:
RS
=

din care deducem:

In mod absolut analog din triunghiurile BOC si COA, deducem:

e o= 47/72 $i @ oy = 23/72

Dacii dezvoltim determinantul, il evaluim §i extragem riadicina patrata,

gasim:
@1 @3 ¢z = 0,656 m?.

Si evaluiam volumul o ¢, ¢,

Vectorul ¢ este vertical si dirijat de sus in jos, adicd normal pe planul ori-
zontal determinat de triunghiul A B C.

Dupi sensul sagetilor din fig. 42 si vectorul a3 a; este normal pe planul
orizontal si identic dirijat. Acesti doi vectori diferd numai cu partea lor sca-
lard, cici o are lungimea egald cu unitatea pe cand @y @, are ca parte scalarid

sinusul unghiului acestor doi vectori.

Or, din triunghiul A B C putem deduce cosinul unghiului dintre a §i .
In adevar, ecuatia:

Tta=—6a,—5a
ridicatd la patrat ne da

49 = 36 + 25 + 60 a; a,
de unde:

aay=—1/5
din care scoatem

sin (ay, @) = 2 /6/5 = 1/1,0206

Pentru ca vectorul a, @, si aibd lungimea egald cu unitatea trebue impartit
cu sin (@, a@5) si deei avem:

o = 1,0206 a3 o,
Prin urmare:

¢ @ o = 1,0206 ay a,. ¢, @5 = 1,0206

G5y " A3 03
QY% ¢
Ne trebuesc produsele scalare indicate de determinant.
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Proceddnd cum s’a aritat, obtinem produsele din alituratul tablou:

sl

e ]
a 13 /60 5/12| —5/12
ay 1/3 ali=1/2 .| =3
Cu ajutorul acestor valori, gisim:
© vy 3 = 0,354
¢ ¢ 'er=0,139
¢ & ¢ = 0,323

s

F,=5402¢, F,=2118¢, F,— 4,927 t.

b) Solulia graficd. Vom dispune epura asa ca sa avem simplificiri de con-
structie (fig. 43 a). In planul orizontal luim B C perpendiculard pe linia de
paméant §i construim cu laturile
date triunghiul A B C. In plan
punctul O este punctul de inter-
sectie al medianelor. In pro-
iectie verticali O este la o
indltime asa ca OC si fie egal
cu 6 m.

In aceste conditii ¢, si ¢ in
proiectie verticali se proiecteazi
dupa o dreapta si ¢ prin alta
dreapta. In planul vertical des-
compunem sarcina de R = 101¢
dupa cele doua directii, avand
astfel proiectia verticala a lui F,.
In planul orizontal o deducem
numai decat. In acest plan des-

compunem Fy dupd ¢, si ¢, pe

cari le ridicam si in planul ver-
tical, terminand astfel epura.
Prin rotatii deducem valorile

a = ~ - 1
fortelor in adevirati marime. e s ®

S’a obtinut:
F;=5,52t, F,=2,12t, F,—496t

Figura 43

Eroarea maximi este de 2,29, pentru ci in planul orizontal ¢; si ¢, se in-
talnesc sub un unghiu relativ ascutit.

Aplicatia Nr. 5. O grinda OABC, ficuta dintr'o singurd bucatd, este arti-
culatd in O (fig. 44), sprijinita in 4 si B de proptelele A D si B FE (articulate

=
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la extremititi) si solicitatd in C de o fortd verticali, R = 3 tone. Dandu-se:
OA=5mAB=BC=1mAD=2m BE=3m,0D=4m, OE=6
msi DE =3 m, sistind cd punctele O, D
si £ sunt intr'un plan orizontal, se cer efor-
turile in proptele si reactiunea din 0.

a) Solufia graficd. Punem mai intdiu con-
structia in epurd (fig. 45 a). Luand ca plan
orizontal planul triunghiului O D E, construesc
acest triunghiu. Consider punctul E,, care
imparte pe O E in acelasi raport in care A
imparte pe O B. Construesc acum triunghiu-

Figura 44 rile O A; D si D A, E; (cari sunt rabaterile
triunghiurilor O A D i D A E; respectiv in

jurul laturilor O D si D E;, pe planul orizontal), cunoscind toate laturile.
Observ ci punctul A, proiectia orizontali a articulagiei A, in rabaterile
efectuate, s'a miscat pe dreptele A; a; si A, a, normale respectiv pe O D si
D E,, in jurul cirora s’a ficut rabaterea si deci 4 se va gasi la intersectia
lor. Pentru controlul constructiei, se poate considera i triunghiul O A E,,
rabatut in jurul laturei O E; si punctul A va trebui sa se gdseasca pe nor-

R e

300¥g
Ladedl

Figura 45

mala prin 4; la O E; (in epurd nu este aritat). Odati aflati proiectia
orizontald A, gisim pe B si C utilizind relatiile metrice date si avem
intreaga constructie in proiectic orizontali. Aleg planul vertical astfel ca
propteaua A D si fie o frontali. Cotele punctelor O, D si E fiind nule,
proiectiile lor verticale sunt in O', D' si E’, pe linia de pamant. Cota punctului
A este egala cu distanta dela A la cercul cu raza A; @, cu centrul in a,
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mésuratd paralel cu OD, lucru ce se vede usor. Ca verificare, in epurd am gisit
cota aceluiasi punct, ca distanta dela A la cercul cu razi Ay ag, cu centrul in
@, masuratd paralel cu D E;, si am gisit aceeasi cot, pe care ludnd-o pe linia
de ordine a lui A am gasit pe A’ si apoi foarte usor intreaga proiectie verti®
cali a constructiei.

Si trecem acum la chestiunea de statici. Bara 0 A B C este in echilibru
sub actiunea fortii verticale R $§i a reactiunilor: F, aplicatd in O dupi o
directie oarecare g, F, aplicatd in A4 dupa directia proptelii A D (@a) si Fo,
aplicati in B dupi directia proptelii B E (@s). Problema generald revine deci
la descompunerea unei forte R ¢ in spatiu dupa directiile cunoscute ¢, si ¢,
si dupd directia ", necunoscutd trecind prin 0. Stim cd poligonul fortelor
isi pastreaza proprietitile prin proiectie. In planul orizontal R are proiectia
nuli si deci proiectiile Fy, F, si Fy trebuind si-gi faca echilibru vor fi concurente,
Prin urmare, proiectia orizontal "oy rezultd unind pe O cu intersectia propte-
lelor. Si trecem la poligonul fortelor (fig. 45 b). In proiectie orizontald el se
reduce la un triunghiu cu laturile paralele directiilor ¢,, ¢, si ¢ In proiectie
verticald gisese numaidecat directia rezultantei proiectiilor F'y si F';, o,
utilizind un triunghiu oarecare (asemenea cu cel real) ca poligon de forte in
plan, deoarece directiile ¢, si @'y se cunosc. Aceasti rezultantd va trece in
proiectie verticald prin intersectia d a directiilor ¢, si ¢y si dac ea ar intdlni in ca-
drul epurei directia o a fortei R, ar rezulta 20, unind aceasti intersectie cu O’,
In general nu se intampli aga, §i nici acum. Problema s’a redus la descom-
punerea unei forte R’ (in planul vertical) dupd o directie o'y si o alta ¢,
necunoscutd, insd care trece prin O'. Facem acest lucru cu un poligon funi-
cular trecand prin O’ cu 6, orizontal. Pentru a nu mai complica figura n’am
pus in poligonul de pozitie nici pe ¢y, deoarece impun poligonului funicular
sd treacdl §i prin d §i am astfel si directia 0, care se intalneste cu 0, in b pe o',
Trecand la poligonul fortelor gisesc polul 0y, ducand prin extremititile fortei
R’ paralelele N, si N, la 0, si 0,.

Directia 0, rezemand pe @y §i ©'sg, rezultd unind pe O cu d si deci N, de-
termind, in poligonul fortelor prin intersectia cu PR si R’y Descom-
punand pe ultima dupd ¢’y si ¢’y am si pe F'y i F'y. Prin linii de ordine re-
zultd poligonul de forte in plan.

Prin rotatii in jurul unei axe verticale pentru F, si F si citire directd pentru
F, (fiind frontala) am adevirata valoare la scari:

F, = 2,1 tone, F, = 4,08 tone, si F; = 1,14 tone
b) Solutia analitica. Fir}a R este echilibrati de F, si Fy din proptelele AD
si BE si de reactiunea F, din 0.
Vom avea deci:
R+F +F,4+F=o0
Toate acestea ficindu-si echilibru trebue ca si momentul lor, luat de ex.
in raport cu punctul O, si fie nul, deci:
aTFa 5 Jx + aR = o,
distantele a putindu-le misura oricum deci si dupi dreapta OC.
Insd dupa figura:

Ez=5‘."1: a; = 6 ¢, a=7‘.71, EZFz?Ta: E= 3 Eas EZR;
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si atunci ultima ecuatie se transformi in:
S5F, ¢ Wz+6Fs 1 %+7R¢1 P =="08

care multiplicatd scalar cu ¢, si ¢, ne da:

5Fier o108+ TR ¢ ¢ 95=o,

6Fs¢1¢s¢a+7R;1;‘_;2=0’
sau

5Fz.;1¥si_9:=7R ‘;‘;1 Q;a,

6Fs e ps=TR o o 1.

Pentru a gisi valorile lui F, si Fy n’avem
dicate in aceste formule.

decit sd evaluim volumele in-

-

In expresia volumelor vor intra produse de forma wlga‘, @, @y, etec. a caror
valori va trebui sa le caleuldm din dimensiunile geometrice ale fig. 44.
Mai intdiu se stie ca u,%— go,(p, SARE— 12

Apoi din triunghiul OAD, de ex., dupi sensurile din figurd, avem:

50 —~2 @y ay = o)
care pusd sub forma:
5 ;1 =2 —.-‘ﬂn +% E3
si ridicatd la patrat ne da:
25 =4+ 16 + 16 ¢y a
din care deducem: o, ay — 5/16
Aceeagi ecuatie pusd sub forma:
50 —2 ¢ = hag
si ficand aceeasi operatie ne di ¢ ¢ = 13/20.
Dacd operam in acest mod asupra triunghiurilor 0AD, OBE si ODE pre-
cum si asupra patrulateru]m ABED a carui ecuatle este:
2+ a—3a—3a=o,

prin multiplicari scalare convenabile sau ridiciri la patrat, gasim toate produ-
sele cari ne intereseaza si cari sunt trecute in tabloul ce urmeazi:

a a ¢ B
P 37 /40 = 1/4 13 /20
z 5/16 —19 /48 61,/120
e 7/120 1/4
as —43 /48
Si evaluim deocamdatid volumul ¢; ¢, o,
Cu datele de mai sus putem calcula patratul lui, care este:
an  aan  ae ’
(ereas)® = | ?aen Pafe oy | = 0,4218,
;s Pi Ps P2 Ca¥3

deer:
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Sa evaluam volumul ¢ ¢, @3-

Vectorul ¢ este normal pe planul ODE; vectorul a,a, este de asemenea
normal pe acelasi plan si dirijat in sens contrar.

Am putea si inlocuim unul cu altul, insi ¢ are lungimea 1 pe cind naa,
are o alta. Partea scalard a acestui vector este sinusul unghiului vectorilor
a si as si deei:

V1 —2 a* = V455/48 = 1/2,250

Asa dar, vectorul a cirui Iunglme este 1 _va fi — 2,250 aya, si deei avem:
¢ = — 2,250 aw,,
Volumul cerut va fi:
et . a4y oy 4y @
e = —2250 00 ae=—220 | =7 2B g6
2 | @3 @y a3 ¢

Analog gasim:
¢ g2 @1 = 0,209
Cu aceste valori edpatam: '
Fo=4108t , F,= 1125t
Ne mai raméne sa aflim pe Fy, cireia nu-i cunoagtem nici valoarea nici
directiunea. Ecuatia:
==ty w,,——- R 'P‘*‘Fz ¢2+Fs %
multiplicatd sealar succesiv cu qo, %, gos, ne dia componentele lui I dupa aceste
directiuni. Chestiunea este clard, e vorba numai de calcule.
Ne propunem aci sd-i gdsim numai valoarea numerici. Dacd ridicim la
patrat ecuatia precedentd avem:
Pt =ZF*+3ZFF, o ¢
care ne da pe F,.
Ne trebuese produsele de forma ;p;,
Avem: -
= — 2,250 aya5 0, = — 0,913
= — 2,950 @ya5 gy = — 0,731

66l
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!
iar din tablou avem:
@ ¢ = 61/120 = 0,508
Cu aceste valori edpatam:
Fo = 2,093 t.
Aproximatia cu c.are am gisit aceste rezultate este aceea care rezultd din
faptul cid am facut caleulele cu trei zecimale,

Compardnd aceste rezultate cu cele grafice se observi deosebiri pana la
1,29, ceea ce este admisibil.



III. CURBE FUNICULARE.

A) Ecuatia curbei funiculare.

Am vizut cum se construeste poligonul funicular al unui sistem
de forte finite F cari ocupd anumite pozitii in plan.

S& presupunem cia am avea un sistem de forte infinit miei,
dF, intre cari distantele, masurate dupd o curba oarecare g, ‘ar
fi ds, (fig. 46).

In aceste conditii, daca se
construeste poligonul de forte,
se capdtd o curba a forfelor
dF, iar poligonul funicular se
transforma intr'o curbd funi-
culara s. .

Din curba fortelor rezulta
imediat:

(1) dF =dN =d (N )

Figura 46

S& presupunem ci raza vectoare care uneste un pol O;, luat
ca reper, cu un punct oarecare al curbei funiculare s, este r. Se
stie ¢d avem:

(2) drjds =0 , d/ds=v/r,

Or, fiecirei raze polare N, care are directia 0, i corespunde
un element ds de aceeasi directie in curba funiculara si dect
valoarea lui 6 din (2) putem s’o ducem in (1) §1 cApiatam:

3) dF = d (N dr/ds)
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sau:

(4) dF = 0dN + v N ds/r,

Ecuatiile (1) si (2) sau numai (3) sau (4), definesc curba funi-
cularda in cazul cel mai general.

Ecuatia (4) dd componentele lui dF dupa tangenta i normala
la curba funiculara.

In cele ce urmeazi ne vom ocupa numai de cazurile simple
cari le intdlnim in practica si anume cind avem de-a-face cu sar-
cini dF verticale si cand raportdm curba funiculari la un sistem °
de axe rectangulare, format dintr’o
orizontald si o verticala.

a\l‘\—"

Daca sistemul de axe este ales » Tdf
ca in fig. 47, avem evident: s ¥ 4. 4 %
(5) dF =% dF LAY

3 o

Ducénd aceasta valoare in (1), 5
b Figura 47
6) 7 dF = d(NO)

Daca multiplicim aceasta ecuatie scalar cu &, avem:
(7) d(N.O&) = o

insd expresia din parantezd nu este decat proiectia lui N pe o ori-
zontala, pe care o notam:

8) N.0;F=H

si care in cazul nostru nu este altceva decat distanta polard, pentru
ca poligonul de forte s’a redus la o dreapta verticala.

Din ecuatiile (7) si (8) rezulta:
(9) dH =0 , deci H = (la

Asa dar, in cazul forfelor verticale, pentru toate curbele funiculare,
protecfia lui N pe aza orizontalid & este o constantd.

Dacd multiplicim ecuatia (6) scalar cu 7, avem:

(10) dF = d(N.6y)
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Din modul cum s’au ales axele de coordonate, avem:

(11) 6 = cos (0,8) = da/ds

Oy = cos (0,7) = sin (0,8) = dy/ds

Dacd se tine seama de (8) si (11) ecuatia (10) se tran-
sforma in:

(12) dF = H d (dy/dz)

Aceasta este ecuafia generald a tuturor curbelor funiculare in
cazul incarcirilor verticale situate intr’'un plan.

Observatie.

Vom presupune totdeauna forta dF dirijata de sus in jos.

Daci luam axa 7 dirijatd de jos in sus si daca refacem calculul
ca mai sus, gasim aceleagi ecuatii (10) sau (12) insa cu semnul minus
inaintea lui dF. '

Este bine sa se precizeze dela inceput cénd obtinem plus si
cand minus.

Mai intdiu se observi ca de indata ce ne-am fixat directia po-
zitiva a lui IV, rezultd i sensul pozitiv al arcului ds de curba fu-
niculara.

S& notam cu 6 unghiul pe care directiunea 4+ 6 il face
cu + &

Se mai observd ca atunci cdnd parcurgem curba funiculard in
sensul pozitiv, dacd avem 0y = &, unghiul 0 creste si obfinem
semnul  plus inaintea ecuatiilor (10) si (12) si minus cénd

Oy = — &n.
Asa dar, vom avea:
+ dF =d (N.By) = H d (dy/dz)
dupa cum avem:
o = + &y

Cu aceastd observatie, ecuatiile (10) si (12) sunt generale.
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B) Curba funicularid a unei suprafete de
incarcari verticale.

1. Generalitati.

Vom lua cazul foarte simplu cind suprafata de incirciri re-
prezintd niste sarcini verticale, cari se distribuesc oarecum dupa
o dreapta orizontald Ox (fig. 48).

Daca valoarea incércirii intr'un

punct oarecare este p kg/m, atunci //, :
avem dF = p da. ' 7, {
Introducénd aceasti valoare in ! "d?“ i
ecuatia (12) avem: ?I___._a / : s L
= A -

. p dz = H d (dy/dx) 04 0 ‘ 2
(13) H &y /da* = p | ;

care este ecuafia diferentiald a
curbet. funiculare.
Sd integram aceastd ecualie

intr'un interval oarecare O — z, 0 Figura 48.
filnd luat ca origine.

Vom avea:
(14) H (dy/dz — tg 0,) = F

in care tg 0, este valoarea lui dy/dx in origine, iar
(2

(15) F =S pdx
o

adicd suma fortelor intre O si 2.

Ecuatia (14) ne arata ci diferenta tangentelor, intre doud puncte
oarecari, este egald cu F/H.

Daca integram si ecuatia (14), avem:

H (y — yo— atg 0,) %SZFdx

Partea doua integrati prin parti si {indnd seama de (15), ne da:

-

S:Fdz = xF‘ :’_S:xdF =mF_5:mpdm

pentru cé in origine atdt z cat si F sunt nule.
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x
Insa S z p dzeste momentul fortelor p dz in raport cu. originea.
’ :

Dacd rezultanta lor, F, este la distanta a de origine, atunci

Q:mpdx = qF

U

st deci

\ Fdo=(c—a)F=M

Jo
nu este altceva decat momentul fortelor din intervalul o — z in
raport cu punctul a carui abeisd este z, si avem deci:

(16) H(y—yo— o1g0) = M
Cu ajutorul ecuatiilor (13), (14) si (16) putem rezolva o serie
intreagd de probleme.

Observatiuni importante.
1°. Pentru calculul diferitelor elemente ale curbei funiculare,

adesea este comod a lua ca variabili cantitatea ¢ definita de
relatia:

(17) she =tg 6 =dy/dx
care ne da:
"n7) dy = sheo.dz

In functiune de ¢ putem exprima si celelalte elemente ale curbei
funiculare.

De ex. dacd tinem seami ci:
ch®p —sh*o =1

deci 1/cos 0 =]/1+1g20 = che
(18) cos l.cho =1

iar expresia lungimii arcului este:

(19) ds =dz/cos 0 = cho.dx
ecuatiile (12), (14) si (16) se transforma in:
(20) Hcho.dp = dF

(21) H (sho — shey) = F

(22) H(y—yo—ashey) = M
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2°. De asemenea adesea este comod a raporta curba funi_-
culard la un sistem de axe oblice, format precum. urmeaza: axa 7
raméne verticala iar axa & face cu orizontala &, unghiul f. i

Abcisele  se masoard dupa axa £ si ordonatele y, tot dupa 7,
insa dela dreapta &,.

Dupa fig. 49 avem:

! y=y+atgh

care derivata in raport cu z si notand dy,/dx = sh a, ne da:
(23) sho =tgf + sha
si prin diferentierea acesteia:
(24) che de = cha da

Ecuatia diferentiald a curbei funiculare
pastrand forma neschimbatd si ecuatiile
(20), (21), (22) vor raméne identice, insi
unghiurile corespunzand lui a se vor
masura in raport cu axa é—l iar ordonatele,
dela aceasta dreaptd luatd ca reper.

3°. Prin integrarea ecuatiei diferentiale Figura 49
(13), care are doud constante arbitrare,
tg by si H, se mai introduce o constanti arbitrara, y, Asa dar,
avem in total trei constante arbitrare si deci putem impune curbei
funiculare tret condifii, ca de ex. si treacd prin trei puncte date.

4°. Ecuatia (13) ne aratd ca poligonul funicular ne dd posibili-
tatea si integram grafic, ecualii diferenjiale de aceastd forma.

5°. Grafic nu putem objine o curbd funiculara pentru ci nu putem
face diviziunile dx infinit mici.

Este o imposibilitate materiala.

Practic se ia diviziuni finite Az, cari multiplicate cu p, ne
dau niste forte concentrate, AF, finite si aplicate in centrele de
greutate ale suprafetelor de incarciri respective. Prin urmare, su-

prafata continud de incarciri o inlocuim cu o serie de forte con-
centrate.

6° Din ecuatia (14) se vede ca tangenta intr'un punct oarecare
al curbei funiculare, este data de suma fortelor cuprinse intre ori-
gind si punctul considerat. Ori suma fortelor concentrate AF este
aceeasi cu suma fortelor continui, pdz, numai in dreptul punc-
telor de diviziune. Asa dar, tangenta la curba funiculard coincide
cu latura poligonului funicular, facut cu fortele concentrate, AF
numai in dreptul punctelor de diviziune.
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Mai mult. Ecuatia (16) ne aratd ca momentul forfelor concen-
trate, AF, este acelasi cu momentul fortelor continui, pda, numai
in dreptul punctelor de diviziune. Deci si ordonatele curbei funiculare
in dreptul punctelor de diviziune sunt aceleasi cu ordonatele poli-
gonului funicular. Prin urmare atdt tangenta cdt si ordonata curbei
funiculare coincid cu latura si cu ordonata respectivi a poligonulu:
funicular in punctele de diviziune. v

Acest fapt isi are importanta sa, cici poligonul funicular ne
da ordonatele exacte si tangentele exacte ale curbei funiculare, in
dreptul punctelor de diviziune.

Prin urmare, curba funiculard este o curba inscrisa in poligonul
funicular, punctele de contact fiind bine stabilite.

Aceasta ne permite, pe de o parte si luam diviziunile Az de-
stul de mari, iar pe de altd parte sa trasim curba funiculara cu
usurinta si destuld exactitate.

Se intdmpla adesea cd rne intereseazi numai anumite puncte
ale curbei funiculare.

In aceste cazuri, observatia aceasta ne da posibilitatea sa facem
mari simplificiri, atat in caleulul grafic cat si in cel analitic.

2. Parabola.

In cazul cand incircatura p este uniform distribuita, deci con-
stantd pe unitatea de lungime miasuratia dupda &, atunci curba fu-
niculard este o parabola.

In acest caz dF = pda si ecuatia (20) se transformd in:

(25) Hchode = pda.
Daca notiam:
(26) Hip—ie
atunci ecuatiile (25), (17) si (19) se transforma in:
(27) dv =cchode
(28) dy =cshechede
(29) ds =cch®*¢cdop

cari integrate nedefinit, ne dau:

(30) 2= csho I+ Cj

(31) y = teshto + G,

(32) s=3c(e+ §sh2¢) +Cy
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Daca raportam parabola la axele &, 7, findnd cont de relatia (24)
avem:

(33) ‘ dr = ¢ cha da
(34) dy, = ¢ sha cha da
(35) ds = ¢ che cha d a

Sa presupunem ci parabola trece prin punctele A si B intre
cari distanfa este [, diferenta de nivel A, iar distanta orizontala
intre ele I. Lungimea parabolei este s. Ordonata maxima masu-
rati dela axa & o notam cu ¢, lar dela axa El cu ¢y, originea
fiind in A (fig. 50).

Dacé integram ecuatiile (33) si (34) in intervalul A B, avem:

l = ¢ (sha; — shay)
0 = § ¢ (sh®ay — sh®ag) = 1 I (sha; + shay)

in care a, §1 a; sunt valorile lui «
in A si B. Din ultima relatie de-
ducem ci @, si a; sunt egale si
de sens contrar. Notam cu a, va-
loarea lor comuni. Daci in origine
are valoarea — ay, in B va avea
valoarea 4+ @y, §i in acest caz
prima relatie se reduce la:

\

3
&

\
RS

(36) l = 2¢ sha,
. \ s e ekl g o
Ordonata maxima ¢;, va fi b
acolo unde tangenta la parabola Figura 50

este paralela cu AB. Integrand
ecuatiile (33) si (34) intre A §i acolo unde tangenta este 0, avem:
z=1¢(0+ shay) =cshay=1/2

(37) 9 =—+4cshlag =—431lshay=—12/8¢

Ordonata maxima ¢ va fi acolo unde tangenta la paraboli este
orizontala.

Tindnd seama de semnul lui «, in origine, avem:

shoy = tg p—.sha,

(38) shoy, =tg f -+ sha,
Abscisa §i ordonata punctului unde ¢ este maxim sunt:
(39) x =—cshep,
gy =-—1csh?o,

cari tindnd seama de (38), ne dau:

(40) lshay =h—20 L2 | o (V—ﬁ)
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S& exprimam lungimea arcului s in functie de sh a,.
Daca serim lungimea arcului s intre 4 si B, adicd intre o, CTRE
avem din (32):

(41) 3:'}C[Sﬁl_¢o+%(3h2¢1“3h2%)]

Dacé se tine seama de (36) si (38) si se formeazi si noteaza ex-
presia:

(42) (s—b/l=c¢
se obfine:
(43) 01— ¢ot+ % (3112991_3}‘2%)"“4(1 + ¢€) shag = 0

o ecuatie transcendentd in a,, care se rezolva prin incerciri, corec-
tiunile facAndu-se cu formula:

(49)%)  Ashay=A/5[L + s—} (chy + chgy)]

Metoda da rezultate exacte, insid necesitda calcule multe.

In cazul cind @, este mic, putem face un calcul aproximativ in
modul urmiétor. Din ecuatia (23), tinind seama ca avem tg f= h/I,
deducem:

ch®* ¢ = (L, /1) + sh*a + 2 h sha/l
care pentru valori mici ale lui a, ne da:
(45) che = (L /1) + (I sh?a + 2 h sha) /2 I

Introducand aceasta valoare in (35) si integrand intre A si B
adica intre — aq si + @, si daci notam:

(46) (s=L)L/B =&
obtinem:
(47) sha, = be;

Aceasta formula, pentru valori apreciabile ale lui shag, ne da

aproximalil prea mari.

*) Ecuatia (43) este de forma (a) [ (sha,) = 0. Luind o valoare apro-
piatd, inseamna cd avem: (b) sha,'= sha, — Asha, si prin inlocuire f (sha,’) =
f (shay — Ashay) = A =£0, care prin scidere membru cu membru din (a) si
impirtire cu Asha, conduce la:

[f(shay)— [ (shay, — A sha,)) [Ashay = — A/A sha,

si fiinded suntem in vecindtatea solutiei avem valoarea corectiunii ce rezulti

din (b): Ashay = — A[f (shay,).
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Avem si o formuld intermediard intre (43) si (47) si anume:

(48) g + shag [chag—2 (1 4 &)] = 0

care este exactd pentru cazul, h = 0. Si aceasta se rezolvi prin
incercéri corectiunile ficandu-se cu formula:

(49) 4 shag = A4 /2 (1 4 &, — chay)

Gradul de aproximatie al formulelor (47) si (48) il apreciem com-
pardnd rezultatele cu cele date de formula (43) (vezi aplicatia Nr. 6).
Cum se vede, cu oricare din ecuatiile (43), (47) sau (48) gasim
valoarea parametrului a, care introdusi in ec. (36) ne da valoarea
constantei ¢ §i din ec. (26) avem tensiunea orizontala H — p.c, ete.

3. Lantisorul.

a) Cénd incircatura p este uniform distribuita pe unitatea de
lungime de are, atunci dF = pds, si ecuatia (20) se transforma
in:

(50) Hchede = pds,
care este ecuatia diferentiatd a lantisorului.

Daca se tine seama de (26) atunci ecuatiile (50), (17) si (19) se
transformi in:

(51) dx =cde

(52) dy =cshede
(53) ds =cchodg
cari integrate nedefinit, ne dau:

(54) r=cy +C
(55) y=cche+C,
(56) s =cshe LC,

Dacé lintisorul trece prin punctele A si B cirora corespund
¢y §1 ¢, atunei avem: :

57) 1= (¢ — g0
(58) h = ¢ (ch¢, — chgy)
(59) s =c (sho; — sh )

6. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica constructiunilor si Rezistenta mater alelor.
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In loc de variabila ¢ luam alta, a, asa fel ca:
= Yo+ @
Fo. = Yo =%

@1 =W+ a

6

(60)

In aceste conditii ecuatiile precedente in intervalul A B, adici
intre — a, 1 + a4, iau forma:

(61) l'=2'cd,
(62) h =2 ¢ shyy shay
(63) s =2 ¢ chy, sha,

Dacd se ridica la patrat ultimile doui ecuatii, se scad una din
alta, se {ine cont de (61) si se noteaz:

(64) Ve =R/l=1+¢
capatam:
(65) shay — (1 &) ap =0

ecuafie transcendentd care se rezolva prin incerciri. Odatd ce am
gasit o valoare aproximativa a lui a, corectiunea o facem cu ajutorul
formulei:

(66) 4 ay = A/ 4+ &, — chay)

Pentru valori mici ale lui a,, avem aproximativ:
(67) eyt =0 &

Dacd se imparte (62) prin (61) sau (63), se obtine:
(68) - shyy =tz /(1 + &) sau thy, = h/s

Cu ajutorul formulelov (60)— (68) putem gasi toate elementele
curbei funiculare.

b) Lantisor trecind prin trei puncte, A, B si C.

Vom aplica ecuatiile (61) — (63) punctelor B si C. Daca punctului
C, de coordonate z, y, ii corespund elementele y §1 a, atunci, din
primele ecuatii (61), rezulta:
(69) tfl =wje—=hki=1/2¢
de unde:

(69) g =k, ‘@ =zk
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conform ecuatiei (60), in origine avem:
(60) Po=Y%Yo— 0 =yp—a
Dacé pentru ambele puncte (B si () impartim (62) prin (61) si
tinem seama de ecuatiile (69) si (60), avem:
hk/shlk = sh ( ¢y + k)
yk/sh xk = sh (¢, + k)
care ne da ecuatia in k:
(71) ar sh (hk/sh lk) — ar sh (yk/sh xk) — (I — 2) k =0
Obtinem o valoare aproximativi a lui k desvoltand (71) in serie
si pastrdnd termenii la puterea intaia:
(72) h/l —y/x =1 —a) k

(70)

Daca voim valori mai exacte, rezolvim prin incerciri ¢e. (71)
corectdnd pe k cu ajutorul formulei aproximative:
(73) Ak =A4/[(hl+ zy) k/6 + l— z]

Din cel mult doud incercari ajungem la valoarea aproape exacta

a lui k.

¢) Lantisor trecand prin punctele A si B si eu tensiunea
N in B cunoscuti.

Avem N = H ch (y, + ay). Dacd notiam cantitatea cunoscuta
N/p = ¢;, atunci:

¢ = ey/ch (yo + ay).
Din ecuatiile (61) si (62), deducem
Leh (yo + ag) =2 ¢, a4
h ch (yo 4 a5) = 2 ¢, shy, sha,
Elimindnd pe w, intre aceste ecualii obtinem ecuatia:
(74) B/ag® + h*/sh?ay— (2 ¢, — h)?/ch*ay = o
in ay, care se rezolva prin incercari.
O valoare aproximativa a lui a,, pentru valori mici ale lui, este:

(75) a? = (B + %) /(2 ¢, — h?
Corectiunea lui a, se face cu ajutorul formulei

(76) A ay=A4/2[B/ag + h® chay/sh3a, — (2 e, — h)? shay/ch3ay]
Calculul urmeaza dupi norma indicata mai sus.

Avand pe @, din formula (68) deducem sh vo, H, ete.

6*
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4. Alte curbe funiculare.

a) Sa se giseasedl curba funiculard pentru o incérciturd de forma:
P=py+pPrX+paX>+....

asa fel ca in originea A, si@ avem: x = o0, y = o0, 1g Oy = o, tar in
punctul B, x =1, y = h.

Avem
(77) H d*y/da* =py+pra&+ poa>+.....
care in conditiille problemei, ne di:
(78) Hdy/dz = pya + pya?/2 + ps 23/3 +.....
(79) Hy = py2*/2 + p; 28/6 4 pyat/12 + ...,
Pe H il determindm din conditia:
(80) Hh=pBB/2 4+ p, B/6+ p B/12 +.....

Avem deci toate elementele pentru determinarea curbei funi-

culare.

b) Sa se gaseased curba funiculard ale ciirei ordonate, masurate
dela o linie orizontald, multiplicate ca un factor oareeare, si
reprezinte chiar incdreatura curbei funiculare.

Vom avea deci

(81) H d*yldeli =2y
Daca punem

(82) v =ia®

capatam ecuatia

(83) By/d® —a*y =o

a carel integrald este:

(84) y = A chox + B shax

in care A si B sunt doua constante de integrare. Daca ne impunem
condifia ca in origine sa avem: y = y, si dy/dx = tg 0, gasim:

A =y, 5i B=igly/a
Si daca in B avem x =1 i y = h rezulti:
(85) h = y, chal + tg 0, shal/a
ecuatie in @, care se rezolvd prin incerciri. Cand tg 0, = 0 avem:

(86) y = Yo chax si h = y, chal



C) Aplicatii.

Aplicatia Nr. 6. Se da un cablu (lig. 51) suspendat intre punctele A si B
situate la distanta orizontala §i verticald respectiv de [ = 10 m sih=1m
§i care trece prin punctul C, situat la mijlocul deschiderii / si cu 0,5 m sub ori-
zontala lui A. El este incircat cu o sareina verticald uniform distribuita p = 11/m
de proiectie orizontala si cu trei forte concentrate: F, = 3¢, F, = 5¢ 5i Fg =Tt
situate respectiv la 2, 3 si 7 m de punctul A. Se cere: a) Tensiunea orizontali
H si tensiunile in A si B. b) Ordonatele cablului in dreptul fortelor concentrate.

¢) Coordonatele punc-
tului cel mai de jos al
cablului. d) Punctul cel
mai departat al cablu-
lui de dreapta A B.
a) Luim originea
axelor de coordonate
in A, cu axa 7 verti-
cald de jos in sus si &
orizontald. Avem astfel
E'=§] si vom lua
semnul plus finaintea

st Fit fopt

- e S g i e
)
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Figura 51

fortei elementare d F. Ecuatia (22) in punctele B si C, cu:
Mp = 310.1.10 + 3.7 + 7.5 + 3.8 — 130 tm;
Mc=$.5.1.5.4 2.5 + 3.3 = 31,5 tm.

ne da:

din cari:
thg, =

Avem apoi:

—193/670 = — 0,288 si H = 33,5 t.

chgy=1/1 + sh¥gy = |/T + 0,288 = 1,041
Si din ec. (21) aplicata punctului B, cu F =1.10 + 3 + 5 + 7 = 95
shey=sho, + F/H = —0,288 + 25/33,5 — 0,458

-

choy=1/1 + sh®e, = /T + 0,458° ~ 1,100

§i cu acestea:

Na =Hch gy = 33,5.1,061 — 34,87 t; Np = 36,85 t.
Componentele verticale le gasim usor cu:
Va=Higly=H shg, = 33,5.0,288 = 9,65t si Vp = 15,35 ¢.
sau, pur si simplu, luind momentele in raport cu A si B.

H (1,00 —0—10 sh¢o) = 130 §i H (— 0,50 — 0 — 5 shg,) = 31,5

b) Ecuatia (22) ne di ordonatele in dreptul celor trei forte. Cu: M, =
22.1.2=2tm, My=1+3.1.3431— 7,5 tm si My= 48,5 tm avem:
Y1= My/H + xsh ¢, — 2/33,5— 2.0,288 = — 0,516 m.

si analog:

Yo=—0640m ; y,= — 0,240 m.
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¢) Punctul cel mai de jos al cablului este caracterizat prin dy/dz = 1g 6 =
she = 0 si ecuatia (21) ne da:’ !

F=H (0— shg,) = 33,5.0,288 ~ 9,65 ¢

Aceasta are loc in dreptul fortei Fy, deoarece pani la ea avem F' = 3.1 + 3 —
6 tone si dupa ea F"' = 6 + 5= 11 tone.

d) Punctul cel mai depirtat al cablului de dreapta A B este caracterizat
prin dy/dx = tg 0 = she = h/l si ec. (21) ne di:

F=H (h/l—sheg) = 33,5 (1/10 + 0,288) = 13 ¢

§i punctul, in dreptul ciruia avem aceasta, este din intdmplare chiar C. Dis-
tanta cautatd este 1 m masuratd pe verticali.
Curba se compune din patru arce de paraboli.

Aplicatia Nr. 7. Se di un cablu, lung de s = 600 m, suspendat intre pun-
ctele A si B, situate la distantd orizontala
si verticala respectiv de: l= 400 m si
h =100 m, care suportd o incircare
p=11/m orizontal (fig. 52). Se cere:
a) tensiunea orizontali H; b) sigeata
maxima ¢ §i ¢) tensiunea maximid NN,

\ =11
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Calculim mai intdiu parametrul g,
Figuta 62 Vom }ltxhza }:e ran(-i cele trei ffn'm\ﬂe (47),
(48) si (43) in ordinea aproximatiilor ce
ni le dau.

1) Prima formula cu

L=+ 1t = |/ 5400° + 100° = 412,311 m.

si

g = (s— &) ,,/1* = (600 — 412,311) 412,311 /400% = 0,484
ne da:
shag=1/6¢ = 1/6.0,484 = 1,7
2) Aeeastid valoare aproximativid o introducem in a doua formuld apro-
ximativad (48), Pentru ca e vorba de un caleul aproximativ ne multumim cu
valori cu cite doud cifre zecimale §i cu calculul cu rigla. Avem:
shay = 1705 ay =41,30,5cho,= 1,97
A4=1,30+1,70[1,97—2 (1 + 0,484)] = — 0,40
A shag = — 0,40/2 ([1 + 0,486 — 1,97) = 0,41

Asa dar shay = 1,70 + 0,41 = 2,11
Pentru cid este vorba de calcul aproximativ pentru shq, vom lua va-
loarea din tabele care se apropie cel mai mult de 2,11. Asa avem valorile

shay, = 2,106; a, = 1,490 chay;= 2,331
pentru cari avem:
A = 1,490 + 2,106 [2,331 — 2,968] = 0,148
A shay, = 0,148 /21,484 — 2,331) = — 0,088
care ne da sha, = 2,106 — 0,088 = 2,018.



Aceastd valoare sau una apropiati cum ar fi de exemplu sh a, = 2,02,
casd avem caleule numerice mai usoare, o introducem in formula (43). Tindnd
cont de (38) avem:

sh ¢y = 100 /400 — 2,02 = — 1,770 ; ¢ch ¢, = 2,033,

sh2¢y=—7196; ¢,— —1,336
sh ¢y = 100/400 + 2,02 = 2,270; ch ¢, = 2,481

sh 2 = 11,262; ¢; = 1,558
si cu & = (600 — 400) /400 = 0,5, avem:
4 = 1,336 + 1,558 + 5 (7,196 + 11,262) —4 (14 0,5).2,02 = 0,003
A sh ay = 0,003/4[1 + 0,5 —+ (2,033 + 2,481)] = — 0,001
Obtinem deci ;
sha, = 2,019
Ne oprim la aceastid valoare.

Se observi cii formula aproximativi (48), di rezultate foarte apropiate de
cea exaetd, (43).

a) Din formulele (26) si (36) deducem:
H = pec= pl/2shay=1.4500/2.2,019 ~ 99,05 t
b) Din ecuatia (39) si (26) cu:
sh ¢y = 100 /400 — 2,019 = — 1,769
rezultd:
v = —1lsh?* ¢/ shag = — 400.1,7692/4.2,019 = — 155 m
¢) Cu relatiile (38) avem:

sh ¢y = 100/400 + 2,019 = 2,269 si chg, — 2,4780

Np = H ch ¢; = 99,05.2,4780 = 245,6 t
Aplicatia Nr. 8. Se di un cablu, lung
de s = 370 m, suspendat fintre A si B
(fig. 53), situate la distantele [ = 350 m
§i h = 50 m, misurate respectiv orizontal
si vertical §i incdreat cu o sarcind uniform A
distribuitd pe unitatea de lungime a ca-

blului p = 2 kg/m. Se cere: a) Tensiunile e L L — e
H, N4 si Np, b) Coordonatele varfului.
a) Ne alegem axele ca in fig. 53, Figura 53

Ecuatia (64) ne definegte:

1+ 6=V —h/l =/370° —50%/350 = 1,04745
§i cu aceasta, formula aproximativi (67) ne da:
a4 = |/6e =1/6.0,04745 = 0,534
Rezolvam acum ecuatia (65) incepand cu:

ay = 0,53; shay = 0,55516; cha, = 1,14377
Rezulta:

4 = 0,55516 — 1,04745.0,53 = + 0,00001
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si din (66):
A4 ay = 0,00001/ (1,04745 — 1,14377) = — 0,00010
si deci
ay = 0,53 — 0,00010 = 0,52990
iar formula (61) ne da:
¢=1/2 ay = 350/2.0,52990 = 330,24 m
si
H = cp = 2.330,24 = 660,5 kg
Din (68) avem:
ighy, = h/s = 50/370 = 0,135135; ... p, = 0,13583
si deei:
©9 = Po— g = — 0,39410; sho, = — 0,40438; ch ¢, = 1,07868
1= Yo + g = 0,66570; she, = 0,71598; ch ¢, = 1,22990
Si:
Na = H chg, = 660,5.1,07868 ~ 712 kg, analog Np = 811 kg.
b) Pentru varf avem: tg 0 = sh¢ = 0 si ecuatiile (54) si (55) ne dau:
T =c¢(¢g— @) = 330,24.0,39410 ~ 130,148 m
Y= c (cho—chgg) = 330,24 (1 — 1,07868) ~ — 25,983 m

Aplicatia Nr. 9. Se dau trei puncte A, B si C prin cari trece un cablu ce
este finedrcat cu o sarcind uniforma
distribuitd pe lungimea cablului, p=35
kg/m. Distanta intre punctele A si B
este de [ = 400 m si i = 100 m, ma-
surate pe orizontald si verticala (fig. 54).
Coordonatele lui C, fatd de A ca ori-
gine, sunt: x = 100 m si y = — 100 m.
Se cer: a) Tensiunile H, N4 si Np,
b) lungimea cablului s si ¢), coordona-
tele punctului cel mai de jos al cablului.

Figura 5% a) Aplicind formula aproximativa

(72) avem:

k = (100 /400 + 100 /100) /(400 — 100) ~ 0,0042

ar (71) si (73) dau succesiv:
4 = ar. sh[0,42/sh (0,42.4)] — ar. sh[— 0,42 /sh (0,42)]
— (400 — 100).0,0042 = — 0,238
Ak = — 0,238 /[(100.400 — 100.100) 0,0042 /6 + 400 — 100] = — 0,0007

si deci:

Tl
\?’
e -Kn 1 _‘..,j

sl

e e FelGopfal s =0 2 —

R e I S

k = 0,0042 — 0,0007 = 0,0035
analog avem:
A4 =—0,000156; Ak =—510—7=<0
si deci:
k= 0,0035
Rezulti:
c=1/2k=1/2.0,0035 = 142,9 m
si
H—epi=—"142.,95 = 7145 kg
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Din (69) avem:
@y = Lk = 400.0,0035 = 1,4 si shay = 1,90430
si din (62):
shy, = hk /sh ag = 100 0,0035/1,90430 = 0,1838 ; 3, = 0,1828

i cu:

Il
<
l
=
Il
l
o
3
o
S
QG
II

“o

avem:
Na = H ch¢, = 714,5.1,8369 = 1312 kg; analog Np = 1813 kg
b) Cu tgh yp, = 0,1808, formula (68) ne di:
s = h/igh y, = 100 /0,1808 = 553,1 m
¢) Pentru vart avem: 1g 0 = sh¢ = 0 si formulele (54) si (55) ne dau:

T=c(g— g = 142,9.1,2172 = 1738 m
y=c(ch ¢ —chegy) = 142,9 (1 — 1,8369) = — 119,86 m

Aplicatia Nr. 10. Un cablu este suspendat intre punctele A si B situate
la distantele 1= 300 m si h =120 m,
misurate respectiv pe orizontald si verti-
cala (fig. 55). El este inciircat cu o sarcini
p =8 kg/m de cablu si rezisti la o ten-
siune maxima de N = 3000 kg. Se cere:
a) tensiunea orizontald in cablu, H. b) 4

lungimea cablului s si ¢) coo.donatele R
varfului. P 300" . {

[ Riasal

a) Cautim mai intdiu valoarea para-
metrului a,. O valoare aproximativi ne-o
da ec. (75).

ag® = (300* - 120%) /(2.3000 /8 — 120)2 = 0,263 ; a, = 0,51

Figura 55

Formulele aproximative ne dau totdeauna valori mai mici pentru a,. Ele
ne indici numai regiunea in care se giiseste solutia exactid. Deci vom incerca
cu valori ale lui @, > 0,51.

Transcrim incercarea ficuti cu

a4y = 0,6; sha, = 0,63665; cha, = 1,18547
O parte din calcule sunt ficute cu rigla de 25 em. Avem:

4 = 300/0,6% + 120%/0,636652 — (2.3000 /8 — 120)2/1,18547* — 3104
A ag = 3104/2[3002/0,6° + 120%.1,18547 /0,63665° — (2.3000 /8 —
120)2 0,63665 /1,18547%] = 0,0047

Daca incercim a, = 0,6047 gisim:
a, = 0,60475; sha, = 0,64230;
solutie la care ne oprim.

Din formula (61) avem:

c=1/2 ¢y = 300/2.0,60475 = 248,04 m; H — cp = 248,04.8 = 1984 ke.



b) Din formula (65) si (68) avem:
sh o = ag b/l sh ay = 0,60475.120/300.0,6 230 = 0,37662
si cu
i 1o = 036824 ; tgp, =0,35244
din (68) avem:
s =h/1gy, =120/ 0,35244 = 340,48 m

¢) Varful e caracterizat prin tg0 = sh ¢ = 0.

Cu ¢y = yy—a, = — 0,23651; ch ¢, = 1,02811 din (54) si (55)rezulta:
= ¢ (0 — ¢,) = 248,04.0,23651 = 58,66 m
y=c(ch o —ch ¢,) = 248,04 (1—1,02811) = — 6,97 m

Aplicatia Nr. 11. Si se construiasci curba funiculard, raportati la DE ca
ax & trecand prin A (0m,Am) $i B (61, 3m), cu tangenta in A orizontala (fig.
56), a incarcirilor proportionale cu or-
donatele ei proprii, p = py = 1,8 yt/m
orizontal Aceasta reprezinti o incir-
citura de pamant. Vom presupune ci
normal pe planul curbei luim o grosime
de pamant egalid ecu 1.

a) Solufia analiticd. Luam axa 7
ki ! verticald de sus in jos pentru ca Oy = &
- ! Ecua;xa (86) aplicatd in B ne da:
3=1.chba

care prin rezolvare ne di:
a = 0,29379
Aplicand ecuatia (86) y = y, chax din metru in metru avem:
=10 1 2 3 4 5 6 m
y=1; 1,043; 1,178; 1,414; 1,774; 2,287 ; 3,000 m

B

, J28
g,

3
"

Figura 56

Impingerea orizontald este datd de formula (82):
H = y/a® = 1,8/0,29379% = 20,854 t

Putem evalua si inedrcitura totali:

1 1
(87) = ( yyda = py, g ch axdx = py,sh al/a
Jo Jo

sau numerie:

F=18.1.]1/3"1/0,29379 = 17,329 t

b) Solufia graficd. Pe epura (fig. 57) s’au dus dreptele AC si DE paralele
la distanta de 1 m. Curba funiculara va trece prin A si B si va fi tangentd in
A la dreapta AC.

Pentru curba AB ludm o curba absolut arbitrard, care insi si corespunda
conditiilor de mai sus. In aceste conditii luim cercul tangent in A si care trece
prin B. Dacd aceasta este curba funiculard, atunci incircitura este dati de
ordonatele y, marginite la dreapta DE si acest cerc. Impirtim DE in 6 parti
st vom lua ordonatele la mijlocul jumatatii diviziunilor. Acele ordonate y mul-
tiplicate cu 1 m dau fortele Fy, F,, F;...F;, dupi ce le-am multiplicat cu .

In poligonul fortelor am luat jumitate din aceste ordonate pentru a nu
esi poligonul prea mare.
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Aceste forte le yom presupune aplicate la mijlocul fiecirei diviziuni, desi
de fapt ele ar trebui aplicate in centrul de greutate al fiecirui trapez, cici su-
prafata individuald este un trapez cu 2 laturi verticale, o laturi orizontali
si alta arcul funicularului. Acea-tid aproximatie, dupi cum se va vedea, n’are
mare importantd asupra rezultatului.

Cu ajutorul polului O si deci cu distanta polard OC; = 4,5 m, construim
poligonul auxiliar 4, B,, Masurim pe epurd la scara B, C; = 2,64 m. Pentru
ca sa avem B, €, = 2 m, trebue sd luam alti distanta polard H, asa fel ca:

2.H = 2,64 x 4,50

s
A
|
!
!
1A
{
j A
A
{ FRG
i 8
™ B
; e S =
Figura 57 kT ’
de unde: 3
H = 5,94 metri %
Luim deci C,0, = 5,94 i construim N

al doilea poligon funicular —in figura de sus— care trece prin A si B.
Se observd cid acest poligon funicular este foarte apropiat de cere.

a

Daca semisoard ordonatele din metru in metru se gaseste:
z=0 1 2 2 B 5 6
y=1;1,04; 1,48; 1,40; 1,77; 2,28; 3,00
deci valori foarte apropiate de cele calculate. §35 X
Ar trebui si luim ca incircari ordonatele nouii curbe funiculare. Daci

se evaluiazd aceastd incirciturd, pe baza ordonatelor de mai sus, se gaseste
9,67.y, cand prin calcul s’a gisit 9,63 7 si ar trebui si construim un nou po-
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ligon funicular AB. Cénd doua asemenea poligoane funiculare coincid, atunci
acestea reprezintd solutia definitiva.

Diferentele fiind mici, ne multumim cu poligonul funicular AB ca solutie
definitiva.

Avem deci:

;;S' yde=18.9,63 = 17,38 t
iar H=2.59%.y= 21388t

care diferd cu 2,59 de valoarea exacta.

Aplicatia Nr. 12. Si se giseasci
curba funicularid a incarcirilor cuprinse
intre o dreapta orizontald si curba fu-
niculara ACB (lig. 58), care are ordo-
natele in A si B, distantate orizontal cu
100 m, egale respectiv cu 25 si 15 m. In
punctul C, unde tangenta este orizon-
tala, ordonata este 1 m. Ordonatele

Figura 58 reprezinta o incdrcaturi de pamant
cu y= 1,8 t/m?.

a) Solutia analiticd. Vom lua originea

axelor in O, pe verticala lui C si aplicind ecuatia (86) punctelor A si B avem:
25 =41.chaz, si 15=1.chawn

de unde:
axr, = 3,911625 si az; = 3,400084
si deci tindnd seami ca a,. -+ &; = 100 m avem:
a= 0073117 si a,= 53498m ; =z, —46502m si H= 3367t
S'au calculat ordonatele curbei din 10 in 10 m cu formula (86) si s’a trasat
curba prin puncte (fig. 59) numai ca ochiul s se deprindd cu alura unor astfel

Y 2 ™ N N~ S
S = -3 g ] 2SS ¢ = |~ S
S Q < = o x N S ]
S o S « - - 8- < - N e

" O I

c |
B

S O R Nl S L -

e e e e e e A=A0OM e e —f
Figura 59

de curbe. Pana la ordonata y = 15 m curba este simetrica in raport cu ver-
tizala punctului C. Valoarea incirciiturii conform formulei (87) dela aplicatia
Nr. 11, este:
F = py, (sh a xy, + sh ax;) /a = 983,41 t
Observatie. Am avut ecuatia:
H d*y/da* —yy = o
care trebue sid fie omogend. Primul termen are dimensiunile:
t.m/m®=t/m
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Al doilea termen, pentru ci 7 este exprimat in {/m® are dimensia:
tm/m* = t/m2.
Pentru ca si se faca formula omogend, vom presupune ci luim normal
pe figurd o fagie de incircituri de 1 m latime si atunei avem:
tm/m*=t/m
ceea ce face formula omogena.
Astazi cand podurile in are, cu deschideri mari, sunt curente, metodele
grafice, pentru determinarea curbelor funiculare necesare, nu sunt suficiente

D H

e

it

Figura 60

AS pentru a ne da aproximatia ce ni se cere. Din exemplele date se vede ci
‘' se poate intinde aproximatia oricat de departe voim, atunci cind intre- ;
buintim caleulul analitic in locul celui grafic.

b) Solutia grafici. Prin punctele ACB facem si treaci o curbi arbitrara,
de ex. un cerc (lig. 60 a). Acest cerc trece prin A si B si este tangent la o dreapta
orizontali paraleli cu DE si situatd ¢u 1 m mai jos ca aceasta.

Ordonatele intre DE si cercul ACB le luim ca incircari. Masurand pe desen
aceste ordonate, la scard, gisim respectiv:

20.4; 12,8; 7,45 3,8; 1,6; 1,0; 1,4; 3,4; 6,8; si 12,0 m.
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Suma lor este 70,6 ceea ce ne da o suprafatd de 706 m?, pentru ci ordo-
natele sunt masu ate la mijlocul panourilor de cate 10 m. Aceasta ne di o in-
carcaturd totala de 706 x 1,8 = 1271 tone, in loc de 983,41 t cAt este in rea-
litate.

Cu aceste forte construim poligonul de forte R si cu o distanti polard oare-
care construim poligonul funicular 6,, 6,,...6n avand polul in O (fig. 60 b).

Dupéa regulile aritate la poligoanele funiculare gisim polul Oy, asa ca po-
ligonul funicular si treacd prin punctele A, C, By si gisim poligonul funicular
0o, 6y, 6,"... (fig. 60 c).

Luam ordonatele acestui funicular mirginite la dreapta D; E;, ca incirciri
s gasim:

18,4:.8,34.3.2; 1,35 1,05 1,15 1,75 3,15 5,87 51 99,8'm.

Suma lor este 55,2 m ceea ce reprezinti o incireiturd de 552 x1,8=994 ¢
in loc de 983,41 t, cat s’a gésit prin caleul. Cu acest poligon de forte si polul
0" descrim poligonul funicular 6, 6,"’, 8," (fig. 60 d) cu ajutorul ciruia ga-
sim polul O;" asa ca poligonul funicular 6,'", 6,"", 6,"""... si treacid prin punec-
tele A, C, B, (fig. 60 ¢). Noua distantid polara este 19,6 m sau 19,6 x1,8=353 t
in loc 336,7 t, cat s’a gasit prin calcul. '

Prin urmare la incdrciturd avem pind acum o eroare de 1,1%, iar pentru
distanta polard o eroare de 4,8%,.

Luim din nou ordonatele poligonului funicular A, C, B, ca incirciturd
§i repetdm aceeasi operatie, ca mai sus, pini cand ajungem la doud poligoane
funiculare consecutive, ale caror ordonate sunt sensibil egale.

Constructiile nu trebuesc impinse prea departe, fiindea din cauza erorilor
sistematice, inerente unor astfel de operatii, nu putem obtine doui poligoane
funiculare riguros identice.

Aproximatiile obtinute pe desenul nostru sunt destul de mari dar nu re-
zultd cd, pe un desen de 10 ori mai mare, se vor obtine si aproximatii de 10
ori mai mari.

Calculul grafic ne poate servi ca un control al calculului analitie, pentru
a evita erorile grosolane ce se pot face la acesta.



IV. CALCULUL MOMENTELOR STATICE
SI DE INERTIE ALE SUPRAFETELOR.

Pentru suprafetele regulate se stie cum se calculeaza aceste
elemente. Pentru suprafetele neregulate, poligonul funicular ne
pune la inddmina o metoda simpla si expeditiva.

Sé presupunem ci voim si gisim aceste elemente pentru o su-
prafald oarecare £, in raport cu o axi A (fig. 61).

Impér{im suprafata in fasii paralele cu axa A, asa ca sa le
putem usor determina suprafetele si centrele de greutate. Fasiile
trebuesc sa fie destul de mici, aga ca fiecare din ele si le putem
asimila cu un paralelogram sau trapez si deci eroarea ce o facem
asupra valorii suprafetei si a pozitiei centrelor de greutate, fata
de adevarata formd a figurii, sa fie destul de mici.

Sa presupunem ci suprafetele elementare ale suprafetei date
sunt d€,, dQ,, etc. si ca ele se gasesc la distantele z,, x,, etc. de
axa AA.

1. Momentul static.

Momentul static alsuprafetei intregi in raport cu axa A va fi:
(1) S =2 z,dQ,

Ca sd putem utiliza proprietatile poligonului funicular vom
presupune cd df, sunt niste forte paralele cu axa A st deci vom
afla momentul lor in raport cu aceastd axa.

Construim poligonul fortelor d(,, etc. si cu o distanta polara,
oarecare H, construim un poligon funicular.

Pentru prima fortd elementara df2,, momentul static, in raport
cu axa A, este egal cu distanta polara H, multiplicatd cu
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segmentul interceptat de laturile extreme de poligon funicular
corespondente acestui element, pe axa A, care pe figura este da,.
Deci:
(2) 24082y = H da,

Asa dar:
(3) 2z dg ="H.- Zda, ='H . CD

cici de pe figura se vede ca
A 2 day = CD.

Daca voim si gisim centrul
de greutate al suprafetei, n’avem
decat si gasim intersectia latu-
‘ rilor extreme de poligon
...... 4 funicular, al intregei su-
’ prafete (punctul E) si prin

by ; = \ | acel punct s& ducem o pa-
sy i Nra]elé cu axa A. Pe acea
a9 i) PR TR /"7’0' dreapta se gaseste centrul

da, de greutate, pentru ca
segmentul interceptat pe
laturile extreme de poli-
gon funicular a intregei suprafete,
este nul.

2. Momentul de inertie.

Momentul de inertie in raport
cu aceeasi axa, A, este:

@ =5 00

In virtutea relatiei (2) avem:
5y I =2 z.2,dDy =

Fi 61 :
A L L 3 50.H day = H Zxydag

Insa, 2y da, este dublul suprafetei triunghiului care are drepi
baza latura da, si ca inadltime pe aq.

Notdm aceasta suprafata cu d 2. Pentru d2; vom avea analog
2d 1% =z, da,, ete.

Suma suprafetelor acestor triunghiuri elementare o notim cu

%, §i nu este altceva decAt suprafata cuprinsi intre poligonul
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funicular, intre prima lui latura BC si segmentul CD de pe
axa A.
Deei:
(6) 2 ayda, — 232
Punénd aceasta in ecuatia (5) avem:

I'="2'H.3

Dacé luam distania polari egali cu 2/2, deci H = 02, atunci
rezulta:
(7) I (i

In acest caz (H = 2/2), 2, adici suprafata limitatd de conturul
BCD, reprezinti pétratul razei de girajie a suprafefei Q in raport
cu aza A.

Aceastd metoda de a determina momentul de mnertie se dato-
reste lui Mohr, si-i §i poartdi numele.

Mai putem determina momentul de inerfie si in alt mod.
Relatia:
(5) 1 =HZ z,da,

ne aratd cd putem, cu ajutorul unui poligon funicular, determina
2 zg day considerdnd day ca niste forte la distantele x, Poligonul
fortelor da, il avem gata facut si n’avem decat si luim un pol O,
si cu ajutorul acestui poligon de forte, sa construim un nou po-
ligon funicular. Segmentul interceptat intre laturile extreme de
poligon funicular pe axa A, multiplicat cu distanta polard res-
pectivd, ne di X z,da,. Sa notim aceastd noui distanta polara
cu b, si segmentul interceptat pe A cu ¢, atunci avem:
2 zyday = be
si deci:

I = H be
Aceastd metodd se datoreste lui Culmann. Metoda lui Culmann
se poate generaliza §i s ne serveasci pentru determinarea de ex-
presii de forma: X a%,dQ, X 24, dQ,, etc. .
Observatie.

Expresia exactd a momentului de inerfie al suprafetei d,, in
raport cu axa A, este:

I + 22, dQ,

7. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica constructiunilor §i Rezistenta materialelor.
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in care I, este momentul de inerfie al fagiei in raport cu un ax pa-
ralel cu A si care trece prin centrul de greutate al fasiei.
Momentul total al suprafetei intregi este:

(&) I =31I,+ = 22 dR,

Prin urmare, metodele grafice ardtate mai sus §i cari dau va-
loarea expresiei (4), nu dau rezultate exacte ci aproximative, pentru
ca si formula (4) este o formuld aproximativa.

Pentru ca cele douid formule sa dea rezultate sensibil egale,
trebue ca X I, si fie neglijabil fata de 2 2% dQ2, si aceasta nu se
intAmpla decat in cazul cénd fasiile sunt foarte inguste.

In cazul cAnd aceasta nu se poate realiza, va trebui ca la re-
zultatele cipatate pe cale graficd, si cari nu reprezinta decat va-
loarea formulei (4), s adaugdm termenul de corectiune X [, daca
acesta are o valoare mai mare decdt aceea a aproximatiilor ce se
obtin de obiceiu grafic.

Aplicatia Nr. 13. a) Si presupunem cd vrem si gisim momentul stalic al
suprafetei din fig. 61 in raport cu axa A.

Tmpirtim suprafata in fasii largi de cate 500 mm in realitate. Valorile su-
prafetelor calculate sunt:

0,83; 1,05; 1,12; 1,12; 1,06; 0,94 si 0,53 m?

Suprafata intreagid este 6,65 m®.

o)

Luim un poligon de forte, si cu o distanta polard H = 3,325 m? des-

P
crim poligonul funicular BD.
Momentul static este:

S = H.CD = 3,325 m®.4,46 m = 14,8 m®.

b) Sa gisim momentul de inerfie. Evaluim de pe epurd cantititile ,, da,
ete. si facem suprafata coprinsi intre poligonul funicular si laturile BC si CD

si avem:
2o day = 3,66 m . 0,94 m = 3,440 m?
2, da; = 3,48 m . 0,94 m = 2,988 m
a2, day = 2,68 m . 0,88 m = 2,360 m
2z day = 2,18 m . 0,72 m = 1,568 m
. ®yda;=168m.0,52m = 0,873 m
x5 das; = 1,18 m . 0,36 m = 0,425 m
25 dag = 0,70 m . 0,10 m = 0,070 m
2wy dag = = 11,724 m?
Deci:
2t = 11.7245m*
si

i* = 3,812 m*



Prin urmare:
1= =6,65.5812 = 38.64 m*
(calculele facute cu rigla).

Aceasta prin meloda lui Mohr.

Cu ajutorul poligonului de forte si cu o distanta polard b = 2 m, construim
al doilea poligon funicular si obtinem ¢ = 5,93 m. Avem dupi metoda lui Cul-
mann:

I=H.b.c=3325.2.593 = 39,43 m*

Exista o diferenta intre ele, de aproape 2%, diferentd inerentd, care pro-
vine din aproximatiile de aprecieri de distante si de constructie grafici.

Sa evaluam valoarea maximd al lui X I,. Cea mai ma e fasie este de 2,24 m x
0,50 m al carei I, este:

Iy = 2,24 x 0,50°/12 = 0,0233 m*
Chiar daca fiecare fagie ar avea acest I,, cele 7 fagii ar avea cel mult:
Zly=17I,= 0,14 m?,

deci mai putin decat 0,369 si deci inferior aproximatiei cu ente a caleulului
grafic ingrijit, ca'e este de 19,



V. GRINZI DREPTE.

A) Momente incovoietoare si forte tiaietoare.

Chiar la inceputul cursului s’a definit ceea ce este o grinda. S'a
mai aratat ci, dandu-se fortele exterioare si modul de sprijinire al
grinzilor, pe consideratiuni de echilibru putem gasi valoarea si
directiunile reactiunilor.

Aceasta nu este suficient. Pentru ca echilibru sa existe trebue ca
si fiecare parte din grinda sa fie de asemenea in echilibru.

Pentru a studia aceastd chestiune ne servim de o metoda gene-
rala numitd metoda secfiunilor.

1. Metoda sectiunilor. Definitii.

latd in ce consta aceastd metoda. Ne inchipuim ci taiem grinda

in doud parti printr'o sectiune normala la axa grinzii (fig. 62). Grinda
va fi separata astfel in doud bucati. Pentru

- ca echilibru sa subsiste i mai departe, va
] / trebui ca bucata din dreapta, de ex., sa se
I ;

gaseascd 1arasi in echilibru sub actiunea
fortelor ce actioneazd asupra ei. Pentru
aceasta este absolut necesar ca in secjtuneu
consideratd sa aplicam un sistem echi-
valent grupului de forte si momente dela stinga acestei sectiuni.

Sistemul echivalent este rezultanta tutulor fortelor dela stinga
sectiunii §i momentul rezultant al tutulor momentelor si fortelor

Figura 62

dela stnga sectiunii.
Momentul fortelor se ia totdeauna in raport cu centrul de greutate

al secfiunii.
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Asadar in rezumat, asupra sectiunii considerate actioneazi o
rezultantd R, aplicata in centrul de greutate al sectiunii i un mo-
ment, M, luat in raport cu acest punct (fig. 63).

In acest mod am asigurat din nou echilibrul partii de grinda
din dreapta sectiunii.

Orice sectiune din grinda va trebui sa satisfaca si aceasta conditie.

In  sectiunea considerata,
descompunem pe R in doua
componente: una normald pe
secfiune pe care o notam cu N si
alta cuprinsd in planul secfiunii
pe care o notim cw T. Prima
poartd numele de forfd awiald,
pentrucd are directia axei piesei
sau  forfd normald, pentruci
este normala pe planul sectiunii,
care sectiune am spus cia se

b

ia totdeauna normald pe axa
piesei. A doua poartd numele \ in
- de forfd tdvetoare pentruca fiind
in planul sectiunii are tendinta
de a taia bara.

«

|
!
'
Figura 63

Momentul la randul lui il descompunem intr'o componentd dupd
axa baret pe care o notim M, si alta in planul secfiunii pe care o
notam M.

Prima componenta, M,, poartd numele de moment de résucire
saw de torsiune pentrucii are tendinta de a rasuci bara, iar a doua
componentd, M, poartd numele de moment incovoietor sau de inco-
voiere pentrucd are tendinta de a incovoia bara.

2. Fixarea semnelor cantitiatilor N, T, M; si M.

Pentru aceasta este nevoie sia raportim bara la un sistem de
axe de coordonate. Axa barei o vom lua ca axi Ox, §1 trece evident
prin centrul de greutate al sectiunii. In planul sectiunii luim axele
0 y 510 z, normale intre ele. Aceste axe se iau de obiceiu axele prin-
cipale ale sectiunii. Axele se iau asa ca si parcurgem extremititile
x, ¥, z in sensul miscirii acelor unui ceasornic.

Semmele se fixeazd precum urmeazi si ulterior vom da justifi-
carea necesara.



102

N este pozitiy atunci cind este dirijat din interiorul corpului citre
exterior, adica asa cum este in fig. 64.

In acest caz N poartd numele §i de jorfa de tensiune, pentruca
are tendinta de a intinde, de a lungi bara. — N poartd numele de
forta de compresiune si este dirijatd evident in sens invers.

Forta taietoare 7' o des-
compunem in doud compo-
nente: una normald pe azxa Oy,
pe care o notam 7', si alta nor-
mald pe O z, pe care o notam 7.
Semnele lor sunt pozitive atunci
cand sunt dirijate cétre

Momentul de rasucire M,
este pozitiv cand nydrteste sec-

z §i—.

A

fiunea in sensul pozitiy adicd
dela y cdtre z. 3

M;, adicd momentul inco-
voietor il descompunem in doui

Figura 64 componente: una dupa Oy, M,
si alta dupa Oz, M..

Semnele lor vor fi pozitive, ori de cdte ori rotesc secfiunea in sens
pozitig. Pe fig. 64 sunt indicate sensurile lor pozitive.

In sectiunea opusd, adicd in sectiunea care apartine partii din
stdnga, sensurile lor pozitive vor fi tocmai sensurile contrare, aceasta
In virtutea principiului actiunii si reactiunii.

3. Teoreme generale.
a) Definitii

In cele ce urmeazi ne vom ocupa de grinzile drepte actionate de
sarcini cuprinse in planul vertical al grinzii. In acest caz, toate
fortele sunt cuprinse in planul vertical
al grinzii, iar momonetul va avea tot-
deauna aceiasi directiune normalid pe
planul fortelor.

In acest caz, echilibrul grinzii este
asigurat prin o articulatie si un reazim
simplu (fig. 65). Articulatia mai poarti Figura 65
si numele de reazim fix, iar reazimul
simplu se mai numeste sireazim mobil pentruca punctul de sprijin
al grinzii pe acest reazim se poate deplasa dupi o dreapta oarecare.

R
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Sistemul este static determinat. In cazul special cind avem

deaface numat cu grinzi orizontale, solicitate numai de sarcini
verticale 51 daca reactiunea din reazi-
‘|F l

mul simplu este verticala, atunci si 1
verticala si deci articulatia se com- T g
Ve

reactiunea din articulatie va fi tot

porta ca un reazim simplu care dd o - u

reacfiune verticald. Fignra 66
In acest caz special, pentru pres-

curtare, vom zice c¢i avem o grindd simplu rezematd in doud

puncte i schematic o vom desemna ca in fig. 66.

b) Teoreme generale.

Inainte de orice aplicatie vom demonstra cdteva teoreme gene-
rale cari se aplicd tuturor grinzilor drepte.

Sé presupunem ci, dintr’o grinda dreaptd orizontala, separdm o
portiune de lungime dz (fig. 67). Pentru ca si restabilim echilibrul
in care se gisea acest element de grinda, vom introduce in sectiunea
din capatul sting forta tiietoare T si momentul M, cu sensurile lor
pozitive. In extremitatea din dreapta vom avea aceleasi elemente,
cu sensurile lor pozitive ca in figura, insa valorile lor vor fi respectiv,
THdT si M+ dM.

Vom presupune grinda incareata cu o sarcind uniform distribuita
p kg/m. Chiar daca sarcina nu s'ar distribui uniform, putem pre-
supune intervalul dz aga de mic, ca si putem considera pe acest
interval ca p este constant. Mai mult. Chiar dacd pe grindd agem
sarcini concenlrale, acestea nu se aplici intr'un punct, ci pe un interval
oarecare. $i in acest caz putem presupune pe dz, mai mic decat

intervalul pe care se distribue forfa

Dy 74dr  concentrata. ; ]
T T Sa proiectém toate fortele pe o ver-
’C T A )’“” Wl telen
T dx — T+ pdx+ T +dT =o0
Figura 67 sau
(1) dT/dx =— p

Adica derivata forfei tdietoare in raport cu x este egalid cu — p.
Ludm momentul tuturor forfelor in raport cu extremitatea din
dreapta a elementului de grinda si avem:

Tde+ M—pda?/2—M—dM =o
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Se observa ca p da?/2 este infinit mic de ordin superior in raport
cu celelalte cantitati si se poate neglija. Ne rimane deci

2) dM/dz =T

adicd derivata momentului incovoietor in raport cu x este egali cu
forfa taietoare din secfiune.

4 Sa presupunem ci bucata de grinda ar

n.ay 11 supusd si la o sarcind uniform distri-

buité in lungul grinzii ca in fig. 68. Daca

Figura 68 proiectam totul pe axul grinzii avem:

— N+ psde+ N+dN =0

care ne da
(3) d N/dx = — p,

ceia ce se interpreteaza usor prin vorbe. Relatiile (1), (2) si (3) se
pot generaliza, insd pentru nevoile noastre, deocamdati, nu avem
trebuinta.

4. Curbele fortelor tiietoare si momentelor incovoietoare.

Sa luiam o dreaptd oarecare asa fel, ca la fiecare punct A
de pe axa grinzii, si corespundd un singur punct A, pe dreapta
consideratd, pe care o numim dreaptd de reper.

Daca in A, ridicim in ordonata valoarea fortei taietoare din
sectiunea A a grinzii, vom cdpata un punct oarecare B. Daca
facem acelag lueru pentru toate punctele A ale axei grinzii,
punctul B va descri o curbd pe care o numim curba fortelor
taietoare. Dacd purtim in ordonatd valoarea momentului obfinem
curba momentelor.

Aceastd definifie se poate generaliza la grinzi de o forma
oarecare.

In gencre, dreapta de reper se ia paralela cu directia grinzii
cand aceasta este dreapta.

In cele ce urmeaza nu se face altceva de cit se aplici pur si
simplu definitiile date pana acum.

Aplicatia Nr. 14. O grindd simplu rezemaitd incdrcald cu sarcini verticale
concenlrate.

S& consideram o grindd simplu rezemati pe reazimile (1) si (2) (kig. 69).
Distanta intre axele reazimilor o numim deschidere si 0 notim totdeauna cu [.

Grinda este incircatd cu sarcinile Fy, Fy, F,... cari se gasesc la distantele
@y, by @y, by;. .. de cele doud reazime, (1) si (2). Asa vom nota totdeauna aceste
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distante. Modul de rezemare fiind dat, rezulti neapdrat directiunea reactiu-
nilor, adica vor fi verticale, normale pe suprafata de contact a grinzii cu rea-
zimul,

a) Solufia analiticd. Ca si gasim reactiunea din reazimul (1) ludm momentul
tuturor fortelor in raport cu (2) si avem:

Vi=2ZFibi/l

Cu V vom nota totdeauna reactiunile F 3 I 13
reazimelor. Reactiunea din reazimul (2) « 5
va fi:

Vo=2 Fi ai /1 ©) L €

Sd presupunem ci vrem si gasim forta x z' Y
tdietoare in sectiunea care se giseste la
distantele @ §i 2’ de cele doud reazime si
careia 1i vom spune scurt: secfiunea .
Vom presupune aplicati in acea sectiune
rezultanta tuturor fortelor ce lucreazi asupra partii din stdnga, adicd a tuturor
fortelor ce se gasese la stinga sectiunii. Aceasti rezultanti este:

S0 14

Figura 69

T=V,—F,—F, pe care o notim si
T=V,—Z2F;s

in care prin X Fy intelegem suma fortelor dela stdnga sectiunii, exclusiv re-
actiunea.
Sa vedem ce este cu momentul incovoietor. Cand transportdm rezultanta
in centrul de greutate al sectiunii, rezultd un moment in raport cu acest punct.
Valoarea momentului este:

M=V, a—F,(z—a,) — Fy(a—a,)
pe care de multe ori il vom insemna prescurtat:
M= V,xa— M;

intelegand prin My momentul fortelor dela stdnga sectiunii, exclusiv mo-
mentul reactiunii.

Sa presupunem ci voim sd construim ecurba dupd care variazi aceste
doud cantititi in lungul grinzii.

Forta tdietoare. Pentru toate sectiunile coprinse intre reazimul (1) si
forta F,, valoarea forfei tdictoare este constantd si egald cu V,. Pentru
sectiunile coprinse intre F, si F, forta taietoare este Vi—F; si ra-
mine constantd pe acest interval (fig. 70). In dreptul fortei F, avem un
salt egal cu — Fy. Intre F, si F, forta taietoare este V, —F, —F, si asa
mai departe. Intre ultima fortd si reazimul din dreapta forta tdietoare este
V,— 2 F. Insi avem:

Vi+ Va=2F si deei T=—V,

Deci curba reprezentativa a fortei tiietoare va fi compusd din o serie de
drepte paralele. Pentruca in dreptul reazimului (2) forta taietoare este negativa,
ea schimba undeva de semn, deci trece prin zero, si acolo va fi momentul maxim,
pentrucd am avut dM/dx = T.
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Momentul incovoielor. Pentru o sectiune cuprinsi intre reazimul (1) si forta
F,, avem M = V; x, deci momentul variazi liniar, dupa o linie dreapta (fig. 70).
Expresia momentului intre forta F, si F, este M = V, a — Fy(2—a,), deci
tot o dreapti. Din ordonatele

Vi se scad ordonatele F; (2—a,).
l"'r a lf: Intre fortele F, si F,, expre-
: ! sia este

M=V,2—F; (x—a)—F, (1—a,)

1

,!S;:;—e
==

adici tot o dreapta.
In dreptul reazimului (2)
avem:

M=Vl —2F; (I —ai) =
Vil—2ZFibi=0

pentruca tocmali aceasta a fost
conditia cu ajutorul cireia am
determinat reactiunea V,.
H‘ Prin urmare, curba momente-
\[ lor variazi dela 0 la 0, trece
’ evident printr'un maxim si se
Figura 70 compune din o linie poligonali.
Suprafata cuprinsd intre curba
momentelor si axa abciselor poartd numele de suprafata momentelor.
b) Selutia graficd. Ca si determinim reactiunile trebue si aplicim o ecuatie
de momente. Construim deci un poligon de forte By By Pt By (fig. 70)
care trebue si fie egal cu V,; + Vs, deci:

==

M'; 11
HMM H'- H"‘\ f

£

P
Vl + ‘/’2 — Fl + Fg —‘— 1;‘3 + F‘ ﬂmmllIlIIIlllmlllllllllul'llIllllmu||l|l||lmlllululllllllllllllllmmllull
Ceea ce nu cunoastem sunt valorile V, ¥ [—%— *: 14
si V,. Construim un poligon [unicular a 4 {
cirui laturi sunt 6,... 6,. Latura 6, rea- i

zimd pe F; si V). Latura 0 reazima pe
Vsl Ve

Pentru ca momentul in raport cu rea-
zimul 2 sa fie nul, trebue ca 6 si 0; sa se
intersecteze pe verticala reazimului (2), cici
numai atunci momentul tuturor fortelor in
raport cu acest reazim este nul. Am de-
terminat astfel directiunea laturei 6 si deci, Figura 71
ducand o paraleld in poligonul fortelor, avem
valorile Iui V; si V,. In acest mod avem
curba momentelor. Cu ajutorul poligonului de forte, construim curba fortelor
taietoare asa cum se aratd in fig. 70.

Aplicatia Nr. 15. O grindd simplu rezematd incdrcald cu o sarcind uniform
distribuitd, p kg/m. (fig. 71).
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Avem V; = V,= pl/2. For}a tiietoare in sectiunea a este:

= pl/2 —pz
i variazd dupi o linie dreapté.
Momentul  fortelor din
stinga sectiunii este:

e ] s

M= pl 2/2—p a32=
pr(l—a)2=pza/2

Momentul incovoietor va-
riaza dupa o paraboli. Va-
loarea lui maxima este la
mijlocul grinzii, unde forta
taietoare este nuldi si unde

momentul are valoarea

Mmaz. = pl’/8

!U

b

" i
Variatia fortei taictoare I '“I]l“"

$i a momentului incovoietor

sunt ardtate pe fig. 71 con-

struite prin puncte. U
Fig. 72 aratd solutia gra-

fica respectiva.
Se obisnueste adesea a se Figura 72

pune z/l=§ '/l =&, tn

care & si & variaza intre 0 si 1, cu conditia evidentd & + & = 1.
Expresiile fortei taietoare si a momentului incovoietori au forma:

, ' T = (1—2§ pl/2
' p—t M=E & p /2= (1—8) pit/2
B 85 & S0 pivtn, pomere, pocfigenti

de mai sus se pot calcula independent
de valoarea deschiderii si incarciturii.

Aplicatia Nr. 16. O grinda inecircati
cu o sarcind continud variind liniar
dela un cap la altul, avand intr'o extre-
mitate valoarea zero. Grinda este simplu
rezemata la ambele extremitati (fig. 73).

Presupunem ci valoarea sarcinei la
distanta * = 1 este p kg/m? atuneci la
distanta x va fi pa kg/m iar la dis-
tanta I va fi pl kg/m.

Valoarea intregei incirciaturi va fi
pl*/2 si se aplicd in centrul de greutate
al triunghiului. Avem:

Vil—pl/6 =0, deci V,= pl2/6, V,= 2pl2/6
Forta tiietoare in sectiunea z este:

T =pl/6—pa®/2 = plt(1 — 3 a*/P) /6 = (1—3 &) pl2/6
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care se vede ca variazia dupia o paraboli. Momentul incovoietor este:
M = pl2/6 —pa®/6=pa(P—a*/6=§ (1 — &) pP/6

Variaza dupid o parabold cubica.

Momentul maxim este acolo unde T=0, deci pentru & = l/l/3v= 0,5774
si_are valoarea Mpyaz. = 0,385 pls.

Variatia fortei tdietoare si a momentului incovoietor este aritati in fig. 73.

Pentru usurinta caleulelor dam si valorile expresiilor 1 —3 &2, £ (1 — £2)
st &(1— &) pentru diferite valori ale lui &

Ultima coloand se referd la parabola care rezultd din incdrcarea uniform
distribuitd (aplicatia 15).

£ [1selea—eE 14
0.0 1,00 | 0,000 0,00
0,1 0,97 0,099 0,09
0,2 0,88 0,192 0,16
0.3 0,73 0,273 0,21
0,4 0,52 0,336 0,24
0,5 0,25 0,375 0,25
1/3/3 0,00 | 0,385
0,6 —0,08 | 0,384 0,24
0,7 —0,47 | 0,357 0,21
0,8 —0,92 | 0,288 | 0,16
0,9 —=1543 0,171 0,09
1,08 21 =—=2,00 0,000 0,00

Aplicatia Nr. 17. Aceiasi grinda incircatd cu o sarcind variind liniar insa
avand si inedredri negative, in punctul A incircitura fiind nuld (fig. 74).
Incarcitura totald este:
R = pb*/2 — pa®/2 = pl(b— a) /2
Deci:
Vi + Va=pl(b—a)/2

Pentru a gisi pe V; luim momentele

in raport cu reazimul (2) si avem: el
, i i s
Vil+pa®(b+2a/3)2—p¥/6=0, o A ~11HH“IIIIH|’|” it "ﬂ®
| urmm 4
Vi=—p(—b + 2a®+ 3a2b)/6l= 3
2 i i 2 & K
—pBlad—a*—b)/61
si i

Vo=p(—a® 4+ 20° + 3 ab?) /61l =
pBI¥—a®—0b3)/61

Figura 74

Forta taietoare si momentul incovoietor in sectia A sunt:

Ta=p (a®+ %) /6l si My = pab (b—a)/6
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Acum putem seri expresia fortei tiietoare si a momentului incovoietor in

o sectie oarecare luand originea in A. Pentru porfiunea 42 avem (fig. 75).
T'=Ta—p2a%2, M= Mg + Tax— p a2/
Pentru portiunea 14, avem:
T=Tq—pa*/2 i M= Ma—Taz + p 23 /6

Se vede cd forfele tdietoare variazi dupd niste parabole, iar momentele
dup@t nigte parabole cubice, cari se pot ugor construi.

Se mai observd ci reactiunea V, este
nuld atunci cind b=2a si atunci V,=pl/6.

Cand a < /3 reactiunea V, este positivi,
adica dirijata de jos in sus, cind a > I/3,
reactiunea este negativa adica dirijata de sus
in jos.

In cazul special cand a=b, avem R=0,

Vi=—pB/2, Va=pl/2, Taq=pl/2%
Mg = 0.
Forta taietoare si momentul incovoietor
pe portiunea dela dreapta lui A au ca Figura 75
expresie:

T = pl# /24 — pa®/2, M = pal®/2 — pa/6
iar pe portiunea din stdnga lui A:
T = pl/25 — pa®/2, M = — pal*/24 + pa’l6

Daca utilizim notatia z/l = & avem

T=(1—12¢&) pl*/24
M=+ & (1—4&) pB3/24
in care & variaza intre 0 si 0,5.

Cu ajutorul acestor cocficienti s’a trasat
curba fortelor taietoare si a momentelor
incovoietoare (fig. 76).

Forta tiietoare maximi este 7 =
— pl?/12, iar momentul maxim

M = 4 0,00804 pi.

_.,;,m.mnn‘llllﬁl?ﬂl il

In cazul cand b = 24, avem:
a=1/3, b=21/3, V,=0, V,=pl2/6.
Ta = pl*/18, Ma = pl®/81

Forta tdietoare este
T=Ta—pa?/2 = pl?/18 — pat/2 =
{&—-9.83) pI/18
in care & variazi dela 0 la 1/3 pentru
portiunea din stanga lui A4, si dela 0 la 2/3
pentru portiunea din dreapta. Momentul
pentru portiunea din stdnga lui A este:
M = pP*/81 — plPz/18 + pa’/6 = (2—9 & + 27 &) pl/162
iar pentru partea din dreapta este:
M = pP'/81 4 plz/18 — p 23/6 = (2 + 9 &— 27 &) pP® /162
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Pe fig. 77 sunt trasate curba forfelor tdietoare si a momentelor incovoietoare.
Valoarea maximi a fortei tiietoare este — pl?/6 = Tmar. iar a momen-

tului A’Im_a:;,z 2 pl”/S'l.

11
!
P{ . : 4

I
!

Ll

Figura 77

K1t

Aplicatia Nr. 18. O grinda, simplu
rezemata, partial incdrcati cu o sar-
cind  uniform distribuitda p. kg /m
(fig. 78).

Presupunem ¢d lungimea incircati
este ¢. Distantele dela centrul de greu-
tate al incdrcaturii la cele doud reazime
sunt a si b.

Avem V, =pcb/l ; V,= pca/l.

Forta taietoare pe intervalul 1 A
este constanta si egala cu V..

Intre A si B are valoarea

T=V,—pmxn
socotind x, dela punctul A.

Aceasta expresie este valabila pana
in punctul B, unde T are valoarea
—V,. In acest interval variazd liniar.
Dela B la 2 rimane constanta.

Momentul incovoietor intr'o sectie x cuprinsd intre 1 si A este:
M=V, =

intre 2 si B este

M= Vyz—pa%/2

variind dupd o parabolia. In dreptul mijlo-

cului inedredturii avem
M = pcab/l — p ¢*/8

M=V,z
iar in intervalul A B are valoarea

Se vede usor cd dacd sarcina pe ar fi
concentrata atunci momentul incovoietor
ar fi ordonata CC, = pcab/L.

Se vede iardsi usor cd parabola este
tangentd in A; si B, la dreptele 1 C; si
2 C,. Ordonatele parabolei raportate la
coarda A; B, sunt aceleasi ca si cand por-
tiunea ¢ ar fi o grindad simplu rezemati
in A; si By

Forta taietoare este nuld in punctul in
care p ¢ b/l — p 2,=0 adicd pentru punctul
;= ¢b/l unde M are valoarea:

Mpaz. = peab (I — ¢/2) /12

In cazul special cind a =3 I/4, b =1/4,

¢ = 1/2, avem Mmqz = 9 pl2/128.

Aplicatia Nr. 19. O grindi este inciarcatd cu o sarcind uniform distribuiti
p kg/m pe o portiune ¢ al ciivei mijloc se giseste la distantele a si b de cele

Figura 78
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doud extremitdti ale grinzii. Grinda reazimi pe teren. Presupunind grinda
rigidd sd se giseascd presiunile pe teren admitdnd ci aceste presiuni  va-
riazdi liniar dela un cap la celilalt al grinzii (fig. 79).

Fie presiunile la cele doud capete ale grinzii p, [ §i py L. Prin urmare p, si
p: sunt exprimate in keg/m?.

Pentru echilibru trebue ca:

pe= (p1 + ps) BB/2

Mai trebue ca si momentul tuturor fortelor si fie nul, deci: luind mo-
mentul in raport cu punctul (1) avem:

pe. a=p BJ6 + 2p, B/6
Asa dar, avem doud ecuatii cari ne dau:
Pr=2pc(3b—1U/P ; p,=2pc(3a—1)/B

Se observi ¢i p; = 0 pentru b = 1/3. Pentru b < 1/3, pi1 are valori negative
ceea ce nu este conform realitdtii. Vom presupune b > /3.
Sa gasim forta tdietoare pe intervalul 1 A.

Avem
it e
T=pe2*/2 —p, /2 + p, BB/2 = Py
! LA o, A @
Forta tdietoare variaza dupd o parabold e
care se poate construi usor dacd se pune P M il “'”‘ﬁl L [ s |([p
sub forma: T U“L_- L"”‘
y ' i, Y
T=PEp (1+8) +pa 8l /2 . .
Pentru portiunea B2 avem: Figura 79
T=—0r¢& [ps(1+8 + ps £1/2

Pe intervalul A B este egali cu prima expresie mai putin p x;, in care:
H=r—a+c/2=1[—(a—c/2)/1]
Momentul incovoietor pe intervalul 14 este:
M="P& [py(2+ &) + pa €]/6
pe B2:
M=PE&*[p(2+8& +p &1/6
iar pe A B este egal cu prima expresie din care se scade P T2 /2.
Variaza dupa parabole cubice.

Momentul maxim este acolo unde 7T = 0, si are loc totdeauna in inter-
valul A B.

Exemplu numeric.
I=2m, a=120m, b5=080m, ¢=0,80m, p=2t/m
Avem p; = 0,16 t/m?, p,= 0,64 t/m?, a, =2 (&£— 0,40
Forta taietoare este nuld pentru & dat de expresia
4§ (0,16 (2—&) + 0,64 & —2,2 (£—0,40) =0

care ne da:
68—21&4+20=0
a cdrei singurd ridicind acceptabild este & = 0,56855.
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Deci forta taietoare este nuld pentru
z=E&l=2. 0,56855 = 1,1371 m
Hy=a—a+ ¢/2 =0,3371 m
Mmaz = 0,324 tm

In cazul eand b < I/3, p, nu poate avea decit cel mult valoarea zero, ciici
pamantul nu di reactiuni negative.
Din relatia

pr=2pc 3b—U)/B=0

deducem ! = 3 ). Prin urmare contactul intre grindd si pimant se face pe o
lungime I = 3 b, cind presiunea p,= 0 iar p, = 2 pe/9 b2, distributia lor fiind
dupd un triunghi. Presiunea maximd pe teren este 3 b p, = 2pc/3 b = 2pe/I,
deci dublul presiunii medii.

Aplicatia Nr. 20. O grinda, articulatd la o extremitate si simplu rezemati
la cealaltd, suportd o sarcind orizontald p kg/m, care se aplica la distanta
h deasupra grinzii (fig. 80). Grinda este
la indltimea h, deasupra reazimelor,

Reactia din reazimul (2) este verti-
cald, gi o determinim luand momentul
in raport cu articulatia reazimului (1).
s Avem:

x
T@
S
™
—

! plih+h)—Vyl=0

| M Vo=1p (h + Iy)
lwwmmmmmIllllllllmu......h Vi=—Vo=—ph+h)

I : Forta orizontald in articulatie este
gl L H=pl

RS

Forta taietoare este constantd pentru
toate sectiunile grinzii si egald cu:

T=Vi=—p (h+h)

Figura 80 Forta axiala este:
N=H— px = pa’
Momentul in sectiunea z este:
M=Vya' —pa'h= (Vo—ph) s’ =ph '
Aplicatia Nr. 21. O grinda simplu rezemati este actionati de doud forte
egale si de sens contrar, asezate la distanta ¢ intre ele (fig. 81).

Reactiunea V, de ex. este:
—Fc=V,l,
Deci
Vo=—Fe/l
Vi=—Vy,=Fe¢/l
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FForta tdietoare pe intervalul dela 1 pand la prima fortd este:
T = V,, intre cele doui forte este
T=V,—F
iar intre ultima fortd si reazimul 2
T=W¥;

Momentele pe cele trei intervale sunt:
M=V,za=Fecua/l
M=V,za—F.(x—a+ c/2)
M=V,2'=—Fca'/l

Momentul este nul la extremititile grinzii
si in punetul:

T i
sl oy’ e T [T
: “ l;f *IH:.:!! B— |
Exemplele acestea se pot inmulti la infinit. “ ’ M

S'au dat acestea numai pentru a se vedea
norma dupd care se urmeazi pentru a gisi
pe T si M.

Figura 81

B) Sarcini mobile si linii de influenta.
1. Generalitati.

Pana acum ne-am ocupat cu gisirea fortei taietoare si a mo-
mentului incovoietor in o sectiune oarecare a grinzii, cdnd am avut
un sistem de sarcini care stau imobile pe grinda. In majoritatea
cazurilor sarcinile se miscd pe grinda. Atunci se pune intrebarea,
ce pozitie trebue si ocupe sarcinile pentru ca fortele taietoare si
momentele incovoietoare si fie maxime sau minime, in o secfiune
datd oarecare.

Pentru a rispunde la aceastd chestiune utilizam liniile de in-
fluenta. Aceste linii sunt tot asa de importante ca si poligonul funi-
cular.

Sa ne ocupam de un caz concret, dupd care vom arita in ce
constad o linie de influenta.

Forta taietoare, intr'o sectiune oarecare a unei grinzi simplu
rezemate a avut expresia:

)
.1

8. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica constructiunilor si Rezistenta materialelor,
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cand sarcinile sunt la dreapta sectiunii si

T =§ Fy bl —Z'F,,

ciand sarcinile X F,7 se gasesc la stdnga sectiunii. In orice caz, forfa
1

tdaietoare T este o funcfiune liniard de forfele F) si deci putem s’o
punem sub forma:
(4) T:t4~1F1+t;r2Fz+ +ta-iFi+---+tanrl-
liniard §i omogend in F.

Coeficientii t,; poartd numele de coeficienji de influentd, si in
acest caz sunt fara dimensiune. S& vedem care este semnificarea

acestor coeficienti. Sa presupunem F; = 1, si restul fortelor F, =

PpatirTs e Th AR

Prin urmare avem:

prallgiel iy

adica t,,.1 este forta taietoare care se produce in secfiunea z, cand
in sectiunea 1 calcd o sarcind F; = 1. In mod analog ¢, .1 este
forta taietoare care se produce in sectiunea x, cand in sectiunea 1
calca o sarcina I = 1. . 4

Daca facem ca forja F; —1 sa ocupe ‘toate pozqule postbtle st
dacd in dreptul forfei, ridicim in ordonatd t,; .1, atunci succesiunea
punctelor astfel gdisite, formeazi linia de inﬂuen;d a forfei tdtetoare
din secfiunea w.

Daca avem linia de mﬂuen;a construlta, ca. sa gasim forta taie-
toare in sectiunea z, n'avem decdt sa aplicim formula (4), adica
multiplicém Iy, F,.... cu ordonatele t, fy5.... cetite in dreptul

Acesta este mijlocul cel mai comod pentru gisirea fortelor
taietoare maxime si minime.

Daca e vorba de moment, in mod analog avem:

() M—mﬂF + myy Fy —I— vtk my Fi+ oo .mg, Fy

In acest caz m este exprimat in unitati de lungune Semnificarea
coeficientilor de influenta este aceeasi, si anume, m,,.1 este momentul
care se produce in sectiunea @, cand in sectiunea 2 este aplicatd o
forta Fy =1,

Constructia liniei de influentd este identicd cu cea precedenti.

Putem avea si:

6) M=wm'pg Mi+mpuMy+...+m'y; Mi-+...+m'y M,
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cand pe grinda s’ar aplica momentele M, M,. .. .ete. Aci m' sunt
evident niste numere.

In cazul cdnd avem deaface cu sarcini continui, atunei putem
considera fiecare sarcind p d ca o sarcini concentrati. Daci aceasti
sarcind ocupd pe grinda intervalul ¢ dela a; la Ty, atunci daca ar fi
vorba de forta taietoare din sectiunea z, vom avea:

- I‘
(7) Lo—="\"pdz ity
&

iar daca ar fi vorba de momentul din sectiunea @, avem:

~

(8) M, = S pdr my

In cazul cind p este constant, adica avem de a face cu o sarcini
uniform distribuiti, avem in cele doui cazuri
fz, Za
ly 4
(7) (8) ;i =p) tndr MFPS my;da
' z

I, v

Ori cele doud sume nu reprezinta altceva . decat suprafaja liniet
de influenti respective pe intervalul c.

2. Linia de influentd a fortei taietoare T.

Sa consideram o sectiune z, in o grinda simplu rezemata la
extremititile sale (fig. 82). A

Si presupunem ca forta F =1 calca
in sectia i, atunei 1.6,; = 1.5/l deci:
9) txi — 01

Cénd forta caled la stanga sectiunii,
avem:

1t =1.61—1 =1 q/i

deci
(9) ti =—ajl

Cand forta se miscid pe grinda deci
cand variazd a i b, t,; variaza dupa
cate o linie dreaptd. Constructia este
foarte simpla (fig. 82)

3. Forta taietoare maxima.
a) Solutia analitica.
Considerdnd o sectiune in o grinda simplu rezemati la extre-
mitafi, avem:

T=tle1+. =2F, b,/l

deci vom incirca numai regiunea pozitiva a liniei de influenta si

S*
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vom grupa asa foriele, incat cele mai mari si fie cat mai aproape
de secfiune, caci acolo ordonatele sunt mai mari (fig. 83).

Prin urmare, ca forfa taietoare sa fie maxima trebue ca F, si
calce chiar in sectiunea x. Sd presupunem ca acest convoi avan-
seazd spre stnga cu cantitatea &, foarte micé, asa fel ca forta F,
si treaca la stdnga sectiunii. Forta tiietoare in acest caz va fi:

T,=2(bi +¢) F;/l—F,

Diferenta intre cele doud forte taietoare va fi:

T,—T=¢ZF;/l—F,

Cum ¢ este foarte mic, diferenta este
negativa, deci forta tidietoare este mai
micd, cand prima sarcind, oricare ar fi
valoarea ei trece la stanga sectiunii. Se
observi insd ci aceastd diferentd creste
cu &. Daca ¢ creste pana atinge valoarea
¢y, care este distanta intre prima si a doua
Figura 83 forta, atunci se poate sa ajungem la:

aZ2F/l—F, >o0

deci forta tdietoare sa fie mai mare cind F, este la stdnga sectiunii

considerate §i aceasta are loc evident cand:
n

(10) ZF;fl > F/ef
1

Aceasta are loc cand F, este mici in raport cu celelalte forte.

Pentru ca rezultatele si fie comparabile in cele doud cazuri
trebue ca X' F;, sa fie aceleagi, adica nici o for{a sa nu intre pe grinda.

Sa presupunem cd inegalitatea (10) este satisfacuta pentru o
sectiune z. A fortiori va fi satisficutd pentru toate sectiunile dela
stdnga sectiunii z, ciici £ F creste sau cel mult ramane constanta,
pe cand F;/c; raméne mereu constant. Prin urmare, daca pentru o
sectiune z, forta taietoare este maxima, atunci cand sarcina F, este
in sectiune, atunci pentru toate sectiunile dela stdnga ei, maximum
de forta taietoare va fi cand sarcina F; calcd la stanga sectiunii
respective.

Se pune chestiunea dacd nu avem maximum cénd Fj calca in
sectiune, F; 51 F, fiind la stdnga sectiunii. Notdm cu ¢, distantia
intre forta F, §i F3, si avem:

Ty,=2(bi+c¢,+ ) F; /l—F,—F,

Avem:

T3—=Ty=c¢2ZF/l—F,
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Pentru ca T, si fie mai mare decat T, trebue satisfacuti relatia:
(107) ZF; [l >F,/c,
1

cu conditia evidentd ca si fie satisfacuta st (10,.

Se vede usor ci daca inegalitatile (10) si (10°) sunt satisfacute
pentru o secfie oarecare , atunci vor fi satisficute §i pentru oricare
altd sectiune situata la stinga ei.

Pentru calcul este comod a se £ |& A fi
intocmi tabloul dela aplic. Nr. 22 ’_"‘I l lm ‘ “‘l l
cind ni se da convoiul de sarcini.

El se bazeaza pe urmitoarea ob-
servatie. Momentul tutulor fortelor

dela stanga fortei F;, in raport cu aceastd forta, este (fig. 84).

=1
My =" 2" Fyid,
¥ 1

Figura 84

Sa luam momentul fortelor dela stanga lui F;; in raport cu
aceasta fortd, vom avea: ;

i—1 i
Mipy =2ZFy (dy + ¢;) + Fi e, = M; + ¢ 2 F,
1 1
formula de altfel evidenta.
Aplicatia Nr. 22. Sd presupunem ci avem o grindd de 20 m deschidere

$i cd voim sd gdsim reacliunea maximd V, $i for{a tdietoare maximd in sectiunea
2’ = 15 m, cind avem sarcinile aritate in tabloul aliturat.

Nr. F tone ¢cmetri | d metri | X Ftone | M t.-metri

1 20 0,0 20 0,0
1,5

2 20 1,5 40 30,0
1,5

3 20 3,0 60 90,0
1,5

4 20 4.5 80 180,0
1,5

5 5 6,0 100 300,0
$ 4,0

6 - . 10,0 115 700,0

7 % i 11,5 130 872,5

8 i 3’0 13,0 145 1067,5

9 ' 16,0 160 1502,5
15 e

10 ] 19,0 175 1982,5
15 i

11 e : 29,0 190 2057,5
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Cea mai mare lungime care se cuprinde in 20 m-este 19 m si deci ¢ = 20 —
19 = 1 m. Momentul in raport cu reazemul (2) este:

10
M= M, +12ZF, = 19825 + 1.175 = 2157,5 tm
1 :

iar reactiunea din. (1):
Vi= M/l = 2157,5: 20 m = 107,875 t.

Cea mai mare lungime care se cuprinde in 15 m este 13 m, deci ¢'=15—13=2m
M = M, + ¢ %‘Fh = 1067,5 + 2.'1‘45 = 1357,5 tm si
T'=V,=M /1=1357,5:20 = 67,875 1.
Sd vedem daci a doua fortd in sectiune, nu di o fortd tiietoare mai mare

Pentru asta trebue satisficutd neegalitatea (10).

Insd cum:
ZF; /=145 /20 < 20 /45 =133 =F, /¢,
deci nu este cazul. .

Astfel procedam pentru toate sectiunile. Observam insi ci

XF = 20 x 13,3 = 266 t, ori pe deschiderea de 20 m nu incap decét 175 t,
deci pentru foale sectiunile prima sarcind dd forta ldietoare maximd in acea
sectiune.

b) Solutia grafica.

Se bazeaza pe faptul c¢i segmentul interceptat intre laturile
extreme de poligon funicular — paralel cu rezultanta — si trecand
printr’'un punct oarecare,
multiplicat cu distanta
polara H, ne dd momen-
tul fortelor in raport cu
acel punct.

Avem:

T—3F. b)l=mH/l
1

in care m este segmentul
Figura 85 interceptat. Daca distanta
polard se ia H= [, atunci

(11) T'=m.
Cum aci pe H il masurdim la scara lungimilor, m va trebu

masurat pe scara fortelor (fig. 85).

Or, segmentul m raméne acelasi daca intorc convoiul cap la
cap, punand forta F; in reazimul din dreapta, apoi F, la stdnga

el sia. m. d. (fig. 86).
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In acest mod. in dreptul sectiunii capat chiar ordonata m, deci
chiar forta taietoare, T'. Poligonul funicular astfel capatat, este chiar
curba forfelor tdietoare, care poarti si numele de curba lui Winkler.

In fig. 86 s’a

luat chiar convo- : lﬁ jﬁ Iﬁ ]5 . L/; r IE lg
iul din aplic. Nr. & P T s
22. Dupa desen se S e o |

=i I 1t - e e |

};‘5 ‘; ’rlﬁls jrl/

obtine V,=1081.
Prin caleul s’a

obtinut 107,875 ¢.

| Seara fortelor!

¢) S& presupunem
céin loe de un con-
voi de sareini am
avea o0 sareind uni-
form distribuita p.

I . T e T e

b

Avemdin (7'): N
T=pZt,dx ‘ -

!‘* 1 20m.

In cazul acesta
suprafata parti
pozitive a liniei de influenta este:
= pa 229
Deci curba fortelor tajetoare variaza dupa o parabola.

Figura 86

4. Linia de influentd a momentului incovoietor.

Fie o sectiune x in o grinda simplu rezematd la ambele extre-
mitati (fig. 87).

Urmim exact mersul indicat pentru
forta taietoare. Presupunem F = 1 age-
zatd la dreapta sectiunii considerate,

Avem:

(12) Lomg=1.bafl" "

Cand sarcina se misca pe grinda
variazd b, deci linia de influentd este
o dreapti. In mod analog cand sarcina
e la stdnga sectiunii, avem: =

Figura 87 (12') Mg =ax [l ‘

Construetia liniei de influentad este aratati pe fig. 87 si nu e
nevoe de nici o explicatie. Punctul A descrie o paraboli.



120

5. Momentul incovoietor maxim.

Fie sectiunea z a unei grinzi parcurse de un convoi de sarcini.

Se observd ci momentul in secfiunea x este totdeauna pozitis,
deci vom avea momentul cel mai mare, cAnd cAt mai multe sar-
cini vor fi pe grinda.

Ordonatele cele mai mari sunt in apropierea secfiunii, deci
vom grupa fortele cele mai mari c4t mai aproape de sectiune,
punénd una din ele chiar in sectiune.

a) Solufia analitica.
Sa presupunem cd am asezat convoiul pe grindi asa ca forta

F'; sa calce chiar in sectiune.

Momentul va fi:

Mi=ZF byafl— M,
1

insemndnd cu M; momentul fortelor dela stinga lui F;, in raport
cu aceasta.

Sa presupunem ci avansim convoiul spre stinga asa ca forta
F;_ sa calce in sectiune. Daca distanta intre F; si F; . este c,
atunci momentul in sectiune va fi

Moph = T Bl 3 ol — Mol B
1 1

Diferenta lor este

Mi+1 — ML' =CcX Irth/l—Zl'Fh/.’L‘]
1 1
Prin urmare M;_, > M; cind:

(13) SFl> 5 Fpfa
1 1

Aceasta neegalitate ne da rezultate numai atunci cand nici o
forta nu intra sau nu ese de pe grinda, cici in aceastd ipotezi
s'au scris expresiile momentelor M; si M; . ; si s’au comparat.
Ea serveste pentru a afla cu preciziune sarcina, in dreptul careia
are loc maximum.
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S& presupunem ci am pus F, in secfiune si ci gisim:
(13) .?:F,,/l < é:F,,/x
atunei M; . < M,

Sa presupunem ci
(13") SE < S Fyx
1 i

atunci inseamna ca
.'1’1" e 4’"1,‘

si deci M; este momentul maxim.

Daca se noteaza:
(14) %ﬂﬂ=miﬂm=pzﬁgﬂMEw£
1 1 i

din neegalitatile (13') si (13”) rezulta ca daca Pz > p convoiul
trebue mutat spre dreapta, daca p,’ > p convoiul trebue mutat
spre stamga.

In acest mod gésim cu preciziune forfa care trebue pusd in
secfiune, pentru a avea momentul mazxim.

Aplicatia Nr. 23. Si presupunem ca avem o grinda de 20 m deschidere
parcursd de convoiul aritat in tabloul dela apl. Nr. 22 §i cd vrem si giisim
momentul maxim in sectiunea =5 m, 2’ = 15 m.

Pe grindd pot incipea n = 10 forte pentru cari d =19 m.
Asezam forta F, in sectiune.

In acest caz relatiile (14) ne dau:

n

ZFu/l=175/20 = 8,75 = p
1

4

ZFn/z=80/5= 16,00 = p,
1

10

2 Fa/a’ = 115/15 = 7,61 = p,’
4

Cum pz; > p convoiul trebue mutat la dreapta, si p > px’ ne aratii ci trebue
si-l mutam tot spre dreapta.
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Punem forta F; in sectiune. In acest caz intrd pe grindd numain = 9 forte
si avem:

pe=60/5=12, p=160/20 = 8,00, ps = 120/15 = 8,00
Aci pz > p ps =p

Prima ne aratd cd trebue si mutim convoiul la dreapta, egalitatea doua ne
aratd ca trebue lisat pe loc, deci in dreptul fortei F, este un maxim.
Si inceredm si cu forta F,.

pz = 40/5 = 8,00, p=140/20 = 7,00, pr= 140/15 = 9,36

Inegalitatea p; > p ne aratd ci trebue si mutim convoiul spre dreapta,
iar pz’ > p ne araticd trebue si-l miscim spre stinga, deci momentul maxim
are loc in dreptul fortei F,.

In adevir, momentul in dreptul lui F, se giseste precum urmeazd (vezi
tabloul)

5—1,50=3,50 m, d=20—350=16,50 m, ¢=16,5— 16 — 0,50 m
V= M'/l= (1502,5 + 160.0,5) /20 = 79,125 t

My, = Vo — M, = 79,125.5 — 30 = 365,625 tm

Un maximum s’a vazut ci poate avea loc si in dreptul fortei F,. Si cal-
culim si acest moment.

Avem:
5—3=2m, d=20—2=18m; ¢= 18 —16 =2m
V; =(1502,5 + 2.160) /20 = 91,125 t

M; = 91,125.5 — 90 = 365,625 tm

Aci s’a intamplat ca cele doud momente sa fie egale. In cazuri similare,
de dubiu, ca in cazul nostru, pentru a evita orice indoiali, se vor caleula am-
bele momente.

Se poate intdmpla ca mai multe forte si indeplineasci neegalitatea de mai
sus. Atunci se vor calcula momentele respective si dupi valoarea lor se va de-
duce momentul maxim.

b) Solutia grafiei. \

Vom utiliza, bine inteles. poligonul funicular. Cu un poligon de
forte si un pol oarecare, construim poligonul funicular al tuturor

fortelor (fig. 88).
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Ca sad gisim momentul incovoietor, ar trebui si asezam con-
voiul de sarcini pe grinda si pentru fiecare pozitie a lui si con-
struim cite un poligon funicular. Ajungem la acelasi rezultat daca
presupunem convoiul fix si mutim grinda in diferite pozitii. In
acest mod utilizim un singur poligon . funicular. Grinda o vom
ageza aga ca sd satisfacd conditiile ardtate anterior si anume: o
sarcind sa calce in secfiune, cdt mai mulle sarcini sd fie pe grindd
st sarcinele cele mai grele si fie grupate pe langa secfiunea in care
cautam momentul.

Ne raméne sa gasim sarcina in dreptul cireia are loc momentul
maxim in sectia .

Pentru aceasta se face urmatoarea constructie. Se imparte dis-
tanta polara / in raportul a2/l si se duce dreapta D paralela cu
poligonul fortelor. : :

Vom urmiri construc-
tia pe fig. 88. Sa presupu-
nem cad punem secliunea
x in dreptul fortei F;. In
acest caz pe grinda intra
fortele F;, F,, Fy.... F,

Prin punctul D, de in-
tersectie a dreptei D cu
raza polard N,, ducem
dreapta D E paraleli
e Nigs

FEES

P

¥

|

n oy,

Bl Sl

Mmooy

Ny si Ny sunt laturi extreme de poligon funicular, pentru grupul
de forte ce intra pe grinda. Daca dreapta D E tae forta F'; atunci
in dreptul lui /5 avem un maxim. Se recunoaste imediat ci aceasti
constructie satisface neegalitifile cari le-am avut la calculul mo-
mentului maxim. Fiacand constructia, adica ludnd linia de in-
chidere a poligonului funicular cipatim ordonata m.

Facem aceiasi constructie punind sectiunea 2 in dreptul
fortei Fg. Se vede ci si Fq satisface conditia de maxim. Aceasta
se explici prin aceia cid unele sarcini ies de pe grindd iar
altele intra. )

Pentru a le compara, si deduce care este cel mai mare, n’a-
vem altd cale decit a compara m cu m,. Comparand acestea sa
giseste — pe desenul nostru — ca m este mai mare.

Sa" incercim i si punem forta F, in dreptul sectiunii. Daci
facem aceiasi constructiune gisim ci dreapta D E tae forta Fy
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nu Fy, deci in dreptul lui F, nu are loc un maximum. Aceasts
constructie nu s’a mai indicat pe figura.
Daca grinda este incarcatd cu o sarcini uniform distribuita
pe toata lungimea ei, atunci am avut in (8'):
M = p\ my; dx

Ori S Mmai dx este suprafata liniei de influentd a carei valoare

o

este zz’[2, s1 deci:
M =p;x.2[2

expresie care s’'a gisit si direct.

C) Determinarea liniilor de influentd cu principiul
lucrului mecanic virtual, sau al deplasirilor virtuale.

Céind un sistem de forte F este in echilibru, dacd punctului de
aplicafie al fiecdrei forfe, ii ddm o deplasare J, infinit micd, compatibild
cu legdturile sistemului, atunci conform principiului deplasdrilor
virtuale avem: X F [ = ().

S& aplicam acest principiu la gisirea
liniei de influentd a momentului incovo-
ietor §i a fortei tdietoare in o sectiune a
unei grinzi.

Cénd facem o secfiune intr'o grindd,
pentru a restabili echilibrul va trebui sd
introducem o forfd tdietoare i un moment

Figura 89 incopotetor in acea secfiune.
Ne ocupam deocamdati de acest caz.
In mod general am vazut ca trebue sa introducem si o forta axiald
N si un moment de rasucire Mr.

Sa dam o deplasare oarecare celor doud capete astfel taiate ale
grinzii (fig. 89).

S& presupunem ci cele doud sectiuni, astfel separate intre ele,
se rotesc una fatd de alta cu unghiul 8 §i c& ele se deplaseaza una
fata de alta, in sensul lui 7, cu cantitatea .

Lucrul mecanie, virtual, datorit acestor cantititi, este:

Toy-+ M6,

Daca deplasarea ¢ n’ar fi paralela cu 7 si nici 6 n’ar fi paralel

cu M, atunci am avea in general T ¢ - M 0.
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Daci celelalte forte de pe grinda se deplaseaza cu cantitatea j,
atunci avem:

(15) To+MG+ZFj=0

Aceasta in mod general:

a) Sa presupunem ci facem 6 = 0. Aceasta are loc atuncia cind
cele doud sectiuni se deplaseazi asa fel incat si dupd deplasare,
sd ramana parelele intre ele (fig. 90). Daca sectiunile rdaman paralele

atunci ramén paralele intre ele si axele celor doui piese. In aceste
conditiuni formula (15) se reduce la:

r AL T
(15') To+Z2Fj=0 N(L;_

adicd am o relatie intre forta taietoare din R .
sectiune si restul forfelor de pe grinda. ’}1

b) Sa presupunem ca facem ¢=0 (fig. 91). Tl M
adicd cele doua sectiuni parcurg acelasi drum,

Figura 90
atunci lucrul mecanic al lui 7T este + T ¢

si—Tv a caror suma este zero $i ne ramine numai M 0,
si avem deci:

(15") M6+ZF;=0
o relatie intre momentul incovoietor si fortele pe grinda.

In cele ce urmeazi, pentru simplificare,
vom presupune § paralel cu M, ¢ cu T si F
cu j. Acestea fiind zise si ne ocupam de li-
niile de influenta a lui 7' si M. Pentru aceasta
Figura 91 vom lua o sarcind F =1 pe care o vom
plimba pe grinda.

1. Linia de influentd a fortei tiietoare T.

Grinda fiind simplu rezemata, vom da o deplasare bucatilor de
grinda asa fel ca extremititile si riména mereu pe reazime s1 axele
celor doud bucdfi si rimana paralele intre ele (fig. 92).

Lucrul mecanic virtual total al grinzii este dupa (15)

Vi0+Te—Fj+ V;0=0

deci
(16) T=Fjle=(1/v).j

Am luat —Fj pentrucd deplasarea j a fortei, cand este la
dreapta sectiunii date, este dirijati citre — F.
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Asa dar, T va varia precum pariazi j, pentrucd v ramdne acelagi
oricare ar fi pozifia forfei F = 1. Cantitatea 1/¢ poarté numele
de multiplicatorul liniei de influenti.

S& ardtam ca aceastda linie de influentd este tocmai cea gasita
anterior pe alta cale. Dacé notam cu 6 unghiul intre directia grinzii
deplasata, fata de cea initiala, atunci

Fae
gr 4—  avem:
-4 - — . P—
2 ’ ' 2 £ 1= Ot g
- e deci T =:bfid
T | Cand forta este in stanga secti-
. y | unii avem
‘ 1 ill J]=—al
I il ! | si deci T =—a/l
T adicd tocmai relatiile (9) si (9) ce
Figura 92 s’au gasit anterior.

Observatie absolut generali.
Deplasarile sistemului le considerdm infinit mici, si pentru acest
motiv avem:
v/l =j/b =0 =sin 0 =1tg0
Prin urmare, cantitatilor ¢ si j le aplicdm calculul care se aplica
infinitilor mici. Asa dar. unghiurile de pe desen nu comcnd cu un-
ghiurile reale.

2. Linia de influenti a momentului incovoietor.

Vom da o miscare asa ca centrele de greutate ale celordoud sec-
{iuni sa coincida si grinda si ramand mereu pe reazime (fig. 93).
Avem din (15") =

Vi0+MO—Fj+V,.0=0 e =

De unde: v G2
(17) M=(1/0).j P
deci M variazi ca j, multiplicatorul
liniei de influenta fiind 1/6.

$1 pe aceastd cale ajungem la re-
zultatele gasite anterior. In adevir: Flgul‘a 93

7= 6o ) =10, de unde

7/b =2 6/1 si
M=;/60 =0bx/l

deci toemai ecuatia (10).
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D) Sarcini indirecte.

In exemplele ficute pana acum am presupus ci sarcinile se
aplica direct pe grinda. In unele cazuri sarcinile se transmit grinzii,
prin intermediul altor piese auxiliare. De ex. la un pod de cale
feratd, sarcinile, adicd rotile, transmit sarcina lor sinei, aceasta, prin
traverse, le transmite unor piese auxiliare, numite longeroni. Longe-
ronii reazimd pe alte piese transversale, numite antretoaze sl
acestea la rAndul lor transmit sarcinile grmleor principale (fig. 94).

Distanta intre doua an-

tretoaze poartd numele de fongeren, anfebecd

panou. De obiceiu grinda se £ i q,— 1
imparte intr'un numir exact | grind principdls. =~
de panouri. In cele ce ur- = == ‘

meaza se vor considera lon-

. s Figura 94
geronit ca grinzi simplu re-

zemate pe antretoaze si vom presupune ca avem deaface tot cu o
grinda simplu rezematd, luata ca grinda principala.

1. Linia de influenta a fortei tiietoare.
a) Solutia intaia.

Sé consideram o sectiune oarecare @ in interiorul unui panou
i
(fig. 95).
Atdta timp cit sarcina nu caled in interiorul panoului care
contine sectiunea consideratd lucrurile se petrec ca si cnd sarcina

P e P - s’ar aplica direct, pentruca forta ta-

|
|
|
)
|

ietoare este egald cu V,; sau cu
Vi—F dupa cum sarcina este la

dreapta sau stidnga panoului res-
pectiv.

Sa presupunem ci sarcina F =1
calea in panou. O descompunem in
doua componente, pe cele doua an-
Figura 95 tretoaze, cari vor fi respectiv:

b/i si d/i

Forta taietoare este evident
T =0b/l—
care este de asemenea o dreapta.
Pentru &’ =0, ea are un punct comun cu b/l, adicd linia de
influenta a forfei tdictoare cand sarcina e la dreapta panoului.
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Pentru o’ =0, forta tdietoare este T =—a/l deci are un
punct comun cu linia de influenta a fortei taietoare cand forta e
la stdnga panoului.

b) Solutia doua.

Vom utiliza principiul lucrului mecanic virtual, procedénd exact
cum s’a ardtat la sarcini direct aplicate. Daca facem sectiunea in
panou si dacd ddm o deplasare aga ca axele celor doua bucati sa
ramana paralele capatam dreptele 1 A; si B, 2.

Insd longeronul AB, dupa aceastd deplasare va avea punctul A
rezemat pe bucata din stinga iar punctul B pe bucata din dreapta,
aga cd el va ocupa pozitia A, B, si deci deplasirile j vor fi pro-
portionale cu ordonatele acestei drepte.

Linia de influenta va fi linia franta 1 A, B, 2. Mai avem
0, = WL =%

Se vede ca ordonatele ei sunt nule la capete, si in punctul de-
terminat de:

b/l =¥ /2

care poartd numele de punct-limit de ford tiietoare, pentruci orice
forta aplicata la dreapta lui, da in o sectiune oricare, din interiorul
panoului, o for{a taietoare pozitiva si negativd cand e la stanga lui.

2. Forta tdietoare maximai.

Ca sa avem forfa taietoare maximi vom incarca portiunea po-
zitiva a liniei de influenta.
Punand sarcina F; in punctul B, avem:

T Blhl
1

Sa vedem daca, forta F, intrdnd in panou si F, fiind in punctul
B, n’avem forta taietoare mai mare (fig. 96). Si avansim convoiul
spre stanga cu distanta ¢; dintre F; si F,. Vom avea:

Ty o= S0F, G Pred =T oia
1
T, — T =i B F /1 e v S m w1
1 - 1
Prin urmare T; > T cand

(18) SF) 1> F,/
1
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Se poate ca forta tiietoare si fie maxima cdnd Fy calci in B

la limita panoului. In acest caz

Tz=%'Fi (bi + €1 + @)/l —F; (e + &) /A —Fy &/2

Avem

Deci T, > T, cand

n—n=%kmﬂ—m+mq

(18)) EF /> (Fy + F)/i.
1

Neegalitatile (18) si (18") ne in-
dicd clar pozitia convoiului, asa ca
sa avem forta taietoare maxima.
Tot din ele rezultd ca daca, intr'un
panou oarecare, for;a taietoare este
maximi cand F,; calca in interiorul
panoului, atunci, pentru toate pa-
nourile dela stdnga, aceasta este cel

¥t

x

Figura 96

pujin pozitia care di maximum fortei tdietoare.

In cazul cidnd avem o sarcind uniform distribuiti ea trebue
intinsd pénd la punctul limit de forta taietoare pentru a avea va-

loarea ei maxima.

3. Linia de influentd a momentului incovoietor M.

a) Solufia intdia.

Cand sarcina se afla la stinga sau la dreapta panoului consi-

derat, momentul incovoietor in o sectiune z, cuprinsa in interiorul

Figura 97

panoului, este acelasi ca si cand sar-
cina s’ar aplica direct pe grinda
(fig. 97).

Cand sarcina caled in panou

momentul in sectiunea x este:
M=1.ba/l—Vz/2
s1 variazd linear.

Pentru & =0, linia aceasta are
un punct B;, comun cu linia de
influenta a momentului incovoietor
in aceiasi sectiune 2, cand sarcina

se aplicd direct pe grinda. Aceastd linie mai are si punctul A,,
comun cu aceiasi linie cind a’=0. Asa dar. linia de influen{a este

linia franta 1 A, B, 2.

9. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica constructiunilor si Rezistenta materialelor,
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b) Solutia a doua.

Cu ajutorul lucrului mecanic virtual se procedeaza astfel:

Introducem in sectiunea consideratda o articulatie si, pentru a
restabili echilibru, un moment M, intocmai ca si ednd sarcina s’ar
aplica direct, §1 vom avea

M = (1/0) ;.

Antretoaza A din stdnga panoului dupa aceasta deplasare, ajunge
in A,, iar cea din dreapta, B,in B, asa ca dupa deplasare ocupa
pozifia A; B, (fig. 97). Deci pozitia langeronului va fi A, B, si orice
sarcind s’ar afla pe el parcurge drumurile parcurse de el.

Dacad examinim aceastd linie de influenta, se constata ca mo-
mentele in o secfiune oarecare x, suni toldeauna mai mict ca in cazul
cdnd sarcinile se aplici direct. Linia de influenta este aceiasi, ca in
cazul cind sarcinile se aplici direct, numai in dreptul antretoazelor.
Asa dar, pentru o grindd oarecare, vom cduta momentele maxime
numai in dreptul antretoazelor.

Cand avem un sistem de sarcini, fix pe grindd, vom considera
momentele numai in dreptul antretoazelor, intre ele momentul
variind liniar, cum se va vedea imediat.

4. Curbele fortelor tidietoare si momentelor incovoietoare.

Fie un sistem fix de sarcini; pe grinda principala se aplica numai
fortele ce se transmit prin intermediul antretoazelor, prin’ urmare,
toate fortele de pe grinda,
1’7 g |E ]’L‘- lﬁ le vom inlocui cu compo-
- nentele lor pe antretoaze.
Curba fortelor taietoare
date de aceste compo-
nente, este curba for;e]or
taietoare pe grinda princi-
pala.
Pe fig. 98 sunt aratate
curba fortelor taietoare si
a momentelor incovoie-

. toare cAnd sarcinile se

aplica direct §1 indirect

NEEG pe grinda, chestiunea este
Figura 98 2 ; g ¢
14 foarte simpla i nu este

nevoie de nici o explicatie a figurii. Figura da in acelagi timp §i

fortele taietoare si momentele incovoietoare in longeroni.
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Se vede de ex. ci forfa taietoare in grinda principala, in
panourile extreme, este mai micid decit in cazul sarcinilor
aplicate direct si asta se explici prin aceia ca o parte din
sarcinile de pe longeron se transmit, prin antretoaza de capat,
direct reazimului, deci nu prin grinda principala.

Se mai vede cd §i momentele incovoietoare, in grindd sunt
mai mici ca la sarcinile direct aplicate si au aceleagi valori numai
in dreptul antretoazelor.

Deci existd un avantaj in cazul cind sarcinile se aplica indirect.

E) Moment maximum maximorum.

Pana acum am considerat o sectiune oarecare, in care am ciutat
momentul maximum. In cazul cind sarcinile se aplica direct pe
grindd, se pune chestiunea, sd se gdaseasci atdt pozifia convoiului cdt
st secfiunea in care se produce cel mai
mare moment incovoietor postbil.

Atunci se zice de obiceiu ci se cauti ~—@ s

momentul mazimum maximorum. o i =&
2

a) Sd presupunem ci avem o grinddi
simplu rezematd parcursi de o singurd Figura 99
sarcina (fig. 99).

Momentul maxim este in dreptul sarcinei si are valoarea:

AM = Fab/l

Momentul maximum maximorum are loc cand a = b, si este:

\ M =Fl2/4

Este cea mai mare valoare pe care poate si o aiba momentul
cand o sarcind parcurge grinda si are loc atunci cAnd sarcina este
la mijlocul ei.

b) Cazul general. Convoiul de sarcini care intrd pe grinda are
rezultanta R, care se giseste la distantele a, i b, de cele doua rea-
zime (fig. 100). Momentul maxim va avea loc neapirat in dreptul
unet forfe. Sa presupunem c& F; este forta in dreptul cireia are loc
maximum. Sa gisim acum pozitia convoiului care di maximum
maximorum. Avem:

i
M =Rb, (a,—c)/l—-ZF} d
1

g*



132

Cand convoiul se miscd la dreapta si la stinga atunci variaza
a, §1 by si deci si sarcina F; ca pozitie. Maximum max. are loc pentru
d M|d a, = o, adicd pentru:

(19) a =1+ ¢)/2, si b = (I—c)/2

care in vorbe ne spune ci: pozifia
convotului care dd momentul maximum

el B maximorum este aceea pentru care mij-

c- o . " y
d i 4 locul grinzit imparte in doud distana

: 2
i A . e >

! 3 intre rezultanta forfelor cari intra pe

W Uz Uz U TRy in d ¥ Cdes
L 5 grinda si fora in dreptul cdreia are
loc maximum mazimorum. In acest

Figura 100 caz valoarea momentului maximum
maximorum este:

i-1
(20) Mo = R(1— o) /41— 3 Fy dy
1

Momentul maximum max. poate avea loc in dreptul lui F, . ,
sau in dreptul oricarei alte forte. Nu putem sti deci care e mai
mare, decit ficind calculele numerice. Care este forta in dreptul
cdreia are loc maximum max., ne-o indica formula (20), si anume:
R sa fie cat mai mare, ¢ cidt mai mic, deci momentul maximum max.
are loc pentru fortele, cari sunt grupate in jurul rezultantei, si

-1
2 F,d, cAt mai mica.
1

Din cele de mai sus se vede cd momentul maximum maximorum
numai intdmplitor poate avea loc la mijlocul grinzii.

F) Incércari uniform distribuite echivalente unui
convoi de sarcini dat.

Pentru simplificarea calculelor, se obisnueste adesea, ca un
" convoi oarecare de sarcini si-l inlocuim cu o sarcind uniform
distribuita, p. Aceastd sarcinid p poartia numele de sarcini echiva-
lentd convoiului dat.

Aceasta echivalentd depinde de punctul de vedere ce ne inte-
reseaza.
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De ex., am gésit in sectiunea , 2/ la o grinda simplu rezemati,
cu sarcinile aplicate direct, ci forfa tiietoare este 7', atunci sar-
cina echivalentd p, din punctul de vedere al fortii tiietoare in aceasta
sectiune, este datd de formula:

T'=pa22

Pentru alta sectiune va rezulta alt p- In ceea ce priveste mo-
mentul incovoietor, se presupune ci el este echivalent cu acel dat
de o sarcind p, care insa nu este distribuita pe lungimea [ ci pe o
lungime mai micé. Circularile oficiale preseriu, ¢ momentul maxi-
mum maximorum si-l egalam cu:

]vlmaz- maxrs — P 0,88212/8

adicd pe o deschidere de 0,88 I in loc de I Pe partea centrald a
grinzii si anume 0,12 I, se presupune
momentul constant si egal cu momentul .
maximum maximorum. Curba momentelor u‘ ”‘“!‘;'3“;;1;}
maxime se compune atunci—in mod ':“'%w[|”“‘w’i""'
conventional — din doud arce de para- 2 K

bola racordate cu o dreapta la mijloc
(fig. 101). Momentul in sectiunea z, este:

Figura 101

M; = Mmax- maz. T (0,88 l— I)//(O,[l[iz P’)
notand z/l = &, avem:

M, = Mgz maz+ & (0788 e f)/0,443
in care & variaza intre zero si 0,44.

Circularile oficiale dau pentru diferitele convoiuri si deschideri /.
valoarea momentelor maximum maximorum si tabele gata calcu-
late pentru valorile lui & (0,88 — &) /0,442,

Cele doua parabole, astfel construite, se iau drept curba a mo-
mentelor incovoietoare maxime. Calculele arati ci aceastd curbi
a momentelor, da valori mai mari pentru M, decat di convoiul
in realitate, deci din punctul de vedere al calculului suntem aco-
perifi.
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Aplicatiuni recapitulative.

Aplicafia Nr. 24. O grindd incastrati la o extremitate si libera la
cealaltd, este incircatd cu o sarcind uniform distribuitd p/kg/m. Se cere curba
momentelor incovoietoare si a fortelor taietoare.

Avem:
= — a-Fn
P hgn 5 = p .122 % tb T |
[T IR i‘fl=—-P.13/-. L | 1
L——I~—-! '5 Variazid deci dupda o | 7
I 7 ]

dreaptd si o parabold ca
in fig. 102. Au valorile
maxime pentru = L.

Aplicatia Nr. 25. Si se

giseasca linia de influentid

a fortei taietoare si a mo-

Figura 102

mentului  incovoietor in

Tigura 103

sectiunea x, a unei grinzi
incastrati la o extremitate.
Pentru forta tidietoare vom face o sectiune in & si vom deplasa bucata care se
poate deplasa, cu o cantitate ¢ si paralel cu ea insasi (fig. 103). Daca F =1
parcurge drumul j avem:
Tev+Fj=o
Se vede ci ¢ = j, deci

T=—F=—1.

Pentru moment vom introduce o articulatie

3 3 5 si avem
b MO+Fij=o
deei
M=—@1/0)]
Insd j= (z—a) 0, deci
M=—(z—a)

Orice sarcind care caled la
dreapta sectiunii z, di forte ta-
ietoare si momente incovoietoare
nule in sectiunea .

Aplicatia Nr. 26. O grinda
care se sprijind pe doud reazime,
cari nu sunt la capetele grinzii,
poartd numele de grindd cu con-
sole. Console se numesc partile
grinzii cari depasesc reazimile
(fig. 104).

Sd presupunem grinda incircatd cu un sistem de 3 sarcini concentrate F,,
Fy'si Fg.

R . T

an

Figura 140
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Si se construiascd curba fortelor tiietoare si a momentelor incovoictoare.
Reactiunile sunt:
Vi= (02 Fy + by Fy — by Fo) /l; Vo= (—a, F, + ay Fy + ay Fy) /
si se deduc ludnd momentele in raport cu cele douil reazime.

Forta tdietoare si momentul incovoietor au diferite valori dupid pozitia
§ pa pozii
sectiunii. Dacd socotim pe @ dela V; ca origine avem:

Intervalul Forta taietoare 7. Momentul incovoietor M.
o—F,; 0 0

F,—V,; —F, — (ay— ) F;

Vi—F, Vi—F, Vie— (z + a;) Fy
Fo—V, V,—F;—F, Viz—(z + a)) F;— (x —a,) F,
Vo—F; |Vi+ V,—F,—F,=F, Fq (a3 — 7)

F;—3 Fs—Fy=o0 0

Grafic problema se rezolvd foarte simplu, determinind linia de in- -
chidere a poligonului funicular asa ca momentul in dreptul reazimilor
sa fie nul.

In fig. 104 este aritatd curba fortelor tiietoare si a momentelor incovoictoare,
cari prezintd portiuni pozitive si negative.

Aplicatia Nr. 27. O grindd cu console este inedrcatd cu o sarcind uniform
distribuita p (fig. 105). Distanta intre reazime
este [, iar lungimea celor doui console este [,.

Sa se determine raportul [/l; asa ca mo- “”“HWI‘W”_”“mvﬁ/ﬁim! I
mentul maxim pozitiv si fie egal in valoare s S —
cu cel negativ.

Reactiunile sunt
Vi=Ve=p (L +1/2).

Momentul in dreptul reazimului este

M, = —pl* /2

Momentul maxim la mijlocul grinzii este

Vil/2—p (b + 1/2)2/2 = p (2/6— 12) /2 Figura 105

Egaland cele doud valori avem:

=212
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Aplicatia Nr. 28. Sd se giseascd linia de influentd a reactiunilor, a
fortelor taietoare si a momentelor incovoietoare in diferite, sectiuni la o grinda
cu console.

In fig. 106 sunt indicate acestea. Nu e nevoie de nicio explicatie.

Deplasarea in dreptul cantitatii care ne intere-
seazd putem sa o luam egald cu 1, §i atunci rezulta
numai decat unghiurile 0. Acest unghiu, in cazul reac-
tiunii V; si a fortei tdietoare T este egal cu 1/;
in cazul momentului incovoietor 6,=1/x, 0,=1/a’,

= l/xa’. Aceasta pentru sectiunea dintre reazime.
Pentru sectiunea de pe consold, pentru T avem
0 = 0, iar pentru moment 0 arbitrar. Cu aceste
elemente calculim imediat valorile lui j.

hﬂﬁiﬂﬂmfﬁh

Aplicatia Nr. 29. Avem un sistem de grinzi
cu console ca in fig. 107.

Se cer liniile de influentd ale reactiunilor: V, Vj,
V,, a fortei tidietoare si a momentului incovoietor
in sectiunea z din deschiderea [;.

Vom explica numai cum s'a construit linia de
influentd T2 si Mz din sectiunea 2.

Pentru prima facem o sectiune in grinda si
dim o deplasare buciitilor de grindi, asa ca dupa
aceastd deplasare, cele doua buciti de grinda sa fie
paralele. O bucatd se va roti in jurul reazimului 8, iar cealaltd in jurul
reazimului 7. Punctul 6 va ajunge in 6,, punctul 5 rdmane pe loc, iar
4 in 4;, pentrucd bara I, 4 I; se roteste in jurul punctului 5. Punctul 3
rimane pe loc.

Figura 106

Pentru momentul incovoietor introdu-
cem in sectiunea & un moment positiv. et

Bucitile I; si l; se rotesc in jurul b T T ;
punctelor 7 si 8. Punctul 6 ajunge in |m|“"ﬂl L &
6y lar & in 4, punctele 5 si 3 ramanind ——
pe loc.

L

In acest mod se poate foarte lesne
construi linia de influentd a oricirei can-
titati.

Sd se mai observe ca deplasarea in
dreptul cantitatii care ne intereseazi putem
sd o facem oricdnd egalid cu 1.

In acest fel expresiunile unghiurilor 6
sunt foarte simple.

In cazul reactiunii V; avem 6 = 1/1;,
pentru Vs, 0 = 1/l;, pentru V,, 6 = 1/1,,
pentru forta tdietoare 6 = 1 /1, iar
pentru moment 6,=1/z, 6,=1 /',
0=/

%

Figura 107
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Aplicatia Nr. 30. O grindd, simplu rezematd la ambele extremitati,
este fdcutd din doud bucdti, 1 —2 §i 3 —4. Extremitatea 2 reazimd pe
grinda 3-—4, jar capatul 3 este legat de 1—2 ca si nu se desfaca (fig.
108). Grinda este incircati cu un sistem de sarcini oarecari. Sd se gi-
seascd curba fortelor taietoare §i a momentelor incovoietoare in fiecare
grindi. (I. Tonescu).

Cu ajutorul poligonului fortelor, construim poligonul funicular, cu ajutorul
ciruia deducem reactiunile V; si V. Pentru aceasta, prin polul 0, ducem o pa-
raleli N cu linia de inchidere a poligonului funicular 6.

Sa considerdam grinda
1—2. Ea se giseste in
echilibru sub actiunea
fortelor V,, Fy, F, si a 5 A A
reactiunilor Vy si V.

Laturile extreme de @ ©) ‘b i 0
poligon funicular pentru g |
grupul de forte V,, [
Fy, F,, sunt laturile 0 a il
si 0, \ ]

Linia de inchidere ¥ i £
care intalneste aceste KF
laturi i liniile de acti-
une ale lui V, si V,
este 6. Daca ducem in
poligonul fortelor o pa- .
ralela N’ cu 0', gasim

reactiunile V, si Vi | ] U©
Curba momentelor U !|||||"||||||||||||m| "" \ 1 dlle M

pentru grinda 1 -— 2 P U

este formatd din latu- ‘ \

rile 6,, 0,, 6., 0 si 6. Figura 108

In mod analog se
aratd ca pentru grinda
3—4%4 curba momentelor este 6, 6, 0, si 6.

Reactiunile fiind determinate se afli ca pe figura curbele fortelor tiietoare.

Aplicatia Nr. 31. Pentru grinda din aplicatia Nr. 30 si se determine linia
de influenta a fortelor tdietoare pentru o sectiune din intervalul 2—3, atit
in grinda de sus cat si in grinda de jos. Sarcina F = 1 parcurge grinda 1—2
iar de acolo, pe intervalul 2—4, parcurge grinda 3—4.

Aceste linii de influentd se determini dupa regulile date anterior, fird nicio
altd consideratiune speciald.

In fig. 109, T este linia de influentd in sectiunea « in grinda de sus, T;

_idem in grinda de jos, M este linia de influentdi a momentului incovoietor
in sectiunea z, in"grinda de sus, M; idem in grinda de jos.

Sa explicdm constructia uneia din ele, de ex. 7T, In grinda superioari
facem o sectiune si aplicim fortele tdietoare 7T positive. Bucata 1 —x
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se va ldsa in jos pand in o pozitie oarecare. Punctul 3, riminind mereu
pe bara 1—ua, va ajunge in 3, si bara 3—4 va ocupa pozitia 3s— 4.
Punctul 2 fiind mereu pe bara 3—4 ajunge in 2 Bucata de bard z— 2,
) ® dupa deplasare, trebue si ramini pa-
@ = raleld 1-—3;, deci prin 2¢ ducem o
paraleld la aceasta, care taie verti-
cala lui @ in a's. Forta F =1 de-
plasindu-se pe grinzi pe intervalele
1—2—4, linia de influentd e data
de ordonatele acestora, dupd depla-
sare.

Dupid cum se vede chestiunea este
foarte simpli. Caleulul ordonatelor j
cu ajutorul unghiurilor 0 este de ase-
menea usor.

Linta &
i Jt

]

Aplicatia Nr. 32. Trei grinzi ori-
zontale 14, 25 si 36 se sprijind cu
extremitatile lor 4, 5 si 6 pe trei

reazime simple 4, 5 si 6, iar cu ex-
I f tremitatile 1, 2 si 3, reazima simplu in
i ‘\\ i punctele 1, 2 si 3 respectiv pe grinzile
i

36, 14 si 25.Pe grinda 14, in punctul A,
se aplica sarcina verticala F. Sa se
gaseasca reactiunile din reazimile 1, 2,,..
Vom presupune ca punctele 1, 2 si 3
Ficura 109 impart grinzile in acelasi raport z/l,

) ca in fig. 110.

Vom aplica principiul luerului mecanic virtual. Presupunem ¢ reactiunile
sunt Vi, ¥,...

Daca punctul 1 de pe grinda 14 se lasd in jos cu ¢4, atunci 2 se lasd cu v,2 /1,
punctul 3 cu ¢, @*/I® jar punctul 1 de pe
grinda 36 cu ¢, a®/P. Reactiunea V, a
parcurs deci diferenta de drum ¢, (1—a® /I%)
si a efectuat lucrul  mecanic virtual

Vien (1 —a®/B).

Forta I a parcurs drumul ¢a/l si a
efectuat lucrul mecanic virtual — Fo, a/l.
Avem deci:

Vot — a3/B) = F a/l
care ne da V, = F al*/(I® — a3).

Figura 110

Analog gisim:
Vo = F aa® /(B — a3),
Va = F aal/(B— a3)
s1 Vi+ Va+ Vo= Fa/(l— ).
Avénd aceste reactiuni deducem numaidecit pe celelalte prin proectii.
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Aplicatia Nr. 33. Doud grinzi simplu rezemate sprijind cu cite un
cap al lor pe un acelasi reazim. Sa se gaseasca reactiunea maxima pe acel reazim
sub actiunea unui convoi mobil. Linia de influentd, a sumei reactiunilor Vy+ Vg,
este un triunghiu (fig. 111), deci ca si

a momentului incovoietor ce s’ar pro- : 4
. » 1 I‘
7 3 L i
duce in dreptul lui V, + V; dacid am Y wlily %
avea o grindid simplu rezematd de des- ""o/‘

chiderea I + l,. Deci:

‘1\

=M 0/v=M (l+1) /Lk,. Pt

= (Va+ Vg)o=MD0

sau V.

Asa dar, pozitia convoiului care da
maximum pentru V, + V,, este aceia care di momentul maxim in aceiasi
sectiune, considerdnd o grindda cu deschiderea ,+1,.

Aplicatia Nr. 34. O grindd de 6 m deschidere este parcursi de un convo
format din o sarcind uniform distribuitd, de 2¢/m pe o lungime de &4 m
si o sarcind concentratd de 21, care este la distantele 3m si 1 m de capetele
sarcinei uniform distribuite (fig. 112). {

Grinda fiind simplu rezematd la am-
bele sale extremitiiti; sd se gidseasci mo-
mentul maximum maximorum.

Vom afla mai intai valoarea rezultantei
si pozitia ei fata de convoi. Avem:
R=2x44+2=101

R0t Pentru a afla pozitia ei luaim momentul
in raport cu mijlocul sarcinei uniform
Figura 112 distribuite si avem

2.1/10=0,2 m

Prin urmare dela mijlocul sarcinei uniform distribuite, luim 0,2 m si acolo
plasam rezultanta de 10 ¢

Asa dar, aceastd rezultantd se giseste la distantele 2,20 m si 1,80 m de cele
doud extremitiati ale sarcinei uniform distribuite.

Ca si avem momentul maximum maximorum, asezim convoiul asa ca
mijlocul grinzii si impartd in doud distanta intre rezultantd §i sectiunea in
care are loc maximum. Aceastd sectiune poate fi orice sectiune din regiunea
sarcinei uniform distribuitd, pentrucid orice sarcind pdz, poate fi consideratd
ca o sarcind concentratd.

Sa presupunem ci acea sectiune este intre rezultantd si sarcina de 2 1.

Dacd din calcul va rezulta cd sectiunea este in aceastd regiune, atunci sectia
este bine aleasi. Dacd rezultd in altd regiune, o vom lua acolo.

Pentru ca momentul si fie maxim trebue ca forta tidietoare si fie nula.

Avem:
T=10 (3 +¢/2)/6—2 (220 +¢) =0

din care scoatem ¢= 0,514 m.



140

Prin urmare, sectiunea este bine aleasd, cici distanta intre rezultanta si
forta de 2 ¢ este 0,80 m.
Valoarea momentului maximum maximorum este:

i
M=R (I—c?/4l— X Fn dp = 10,348 tm
1

gi are loc in sectiunea de langd mijlocul grinzii.

In cazul cAnd avem o sarcind continui si mai multe sarcini concentrate,
pentru a micsora numirul incercirilor vom alege sectiunea de maxim in dreptul
unei sarcini concentrate.

Daca forta tiietoare in dreptul acelei sarcini schimbi de semn, atunci sec-
tiunea este bine aleasi. Dacd insd in dreptul ei forta taietoare este pozitiva,
sectiunea de maxim se giseste la dreapta acelei sarcini i la stinga cand este
negativi.

Aplicatia Nr. 35. O sarcind continui uniform distribuitd avanseazi pe o
grindd simplu rezematd. Cum variazi momentele maxime cu pozitia incarci-
turii (L. Ionescu) (fig. 113).

F—a— Momentul maxim va fi in sectiunea a in

llmmllmnilhllllmIIIIIIIIMMMIMM care forta tiietoare este nuld deci acolo unde*
: ' : 1

pr/2l—p(e—a)=10,. . a=x—a2/21

iar valoarea momentului este:
M=pa*/2

variazd deci dupd o paraboli, ca in fig. 113 si
are valoarea maxima pentru a =1/2. Cealalta
ramurd de parabold o cdpatim cénd sarcina
avanseaza dinspre dreapta.

Din acest exemplu se vede cit de repede creste momentul incovoietor cu
deschiderea.

Figura 113



GRINZI CU ZABRELE PLANE.

A) Generalitati si definitii.
1. Definitii.
Cu ajutorul barelor putem face si o alta serie de constructii.
Doud puncte oarecare le putem lega, in mod invariabil intre
ele, prin o bara rigida. Asta inseamnid c¢& numai distanta intre
ele raiméne invariabila. De aceste doud puncte, sa zicem A si B,
(fig. 114) putem fixa un al treilea punct C, in doua moduri:
1°. Prin o barda AC invaria-
bila si care face un unghiu in- &
variabil CAB cu directia AB.
In acest mod, daca barele A B si
AC sunt indeformabile, punctul 4 g B
C va pastra o pozitie invaria- Figura 114
bila fata de A §1 B.
29 Prin doud bare AC si BC cari se pot roti, deci cari sunt
articulate in punctele A, B si C. Daca barele sunt articulate in
aceste puncte si daca lungimile A B,
2 BC $1 CA sunt invariabile ca lungime,
£ atunci pozitia relativi a punctelor A,
y) B si C, unul fata de altul, este inva-
riabila. In acest caz se zice ca

4

8

constructia ABC este rigida.
8 £ Ne vom ocupa deocamdatd numai
Figura 115 de al doilea fel de fixare.
De constructia A BC,siin planul ei,
putem fixa un al patrulea punct D (fig. 115) tot prin doud bare, BD
si CD, invariabile ca lungime si articulate in punctele B, C si D.
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In acest mod, in plan, cu ajutorul barelor articulate la extre-
mitdti, putem construi o figurda ABCDEFG... indeformabila
si in care diferitele puncte A, B, C... pastreaza unele fata de altele
o pozitie invariabild cind lungimile barelor rdméin invariabile.
Figura astfel formatd poartd numele de grindd cu zdbrele pland
pentruca este cuprinsd intr'un plan.

Conturul ACDFG, al partii superioare, poartd numele de talpa
supertoard, iar cel al partii inferioare (ABEG) poartdi numele de
talpa inferioard. Barele din interiorul
acestui contur precum CB, BD, DE
si EF poarta numele de diagonale.
Cand o parte din diagonale sunt
verticale, atunci acelea se numesc
montanft. Punctele A, B, C,. .. se numesc nodurile grinzit cu zdbrele.

Cand nodurile talpii superioare ale unei grinzi cu zabrele se
gasesc pe o parabolid, iar cele inferioare pe o dreapti, grinda se nu-
meste grinda cu zdbrele parabolicd (fig. 116). Dupa forma talpilor,
grinzile cu zidbrele se clasificd in o serie de grupe si nu e locul aci

Figura 116

de a ne ocupa cu aceasta.

2. Relatiuni intre numéarul barelor, numéirul nodurilor
si pozitia lor.

a) Consideratiuni cinematice.

Ipoteza fundamentala, care o admitem la constructia grinzilor
cu zibrele. este cd toate barele sunt articulate in noduri, si dect
fiecare bard in parte este articulatd la ambele sale extremutdfi.

Observam apoi cé, pentru a fixa un punct oarecare, avem nevoie
de doud bare. Daca n este numarul nodurilor, atunci avem nevoie
de 2 n bare. Dupa aceastd reguld ar fi trebuit sa avem pentru pri-
mele doud puncte patru bare, pe cind in realitate n’avem nevoie
decat de o singurda bard. Deci dupa aceastd reguld obtinem trei
bare mai mult si ca si avem numdrul exact trebue si scadem 3
bare. Dacd m este numirul barelor, atunci avem

(1) : m=2n—3

Formula aceasta stabileste legitura intre numirul barelor si
numarul nodurilor. Daca grinda indeplineste aceastd condifie este
rigidd. Aceastd condifie este necesati dar nu este suficientd. In
adevar, si presupunem ca din grinda cu zébrele suprimam o bara
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de exemplu 4—5 (fig. 117). In aceste conditiuni, o parte a grinzii
se va miseca fata de cealalta pentrucd neindeplinind conditia (1)
construcfia numai este rigida §i dacd de ex. portiunea I ramane
fixa, atunci porfiunea II se va misca fatda de prima, nodurile ei
descriind niste curbe C.

Pentru a impiedica aceastd miscare este suficient ca oricare din
nodurile porfiunii II sa fie legat in mod invariabil cu o bari rigida
de oricare din nodurile portiunii 1.
Putem deci inlocui bara 4—5 de ex.
prin bara 3—G.

Prin urmare — in conditiile de mai
sus — putem inlocui o barad oricare a
grinzii cu zidbrele prin o oricare alta >
bara, afara de barele de care facem Figura 117
mentiune imediat.

Nodurile partii II, cind am suprimat bara 4—5 si mentinem
partea I fixa, descriu niste curbe C. Daca legim un nod oarecare
al partii a doua cu o bard rigidd la un nod din partea I, care se
gaseste pe normald la curba C descrisa de nodul din partea II,
atunci cele doua parti nu mai sunt legate rigid intre ele.

In adevir, in loc ca nodul respectiv si fie legat la partea I prin
doud bare care fac intre ele un unghiu determinat, el este legat prin
doua bare care facintre ele un unghiu
nul. In acest mod, in loc sia avem
punctul determinat prin intersectia
a doud cercuri oarecari, el este de-
terminat prin punctul de tangenta
a doud cercuri asa cum se aratd in
fig. 118.

Figura 118 In acest caz, pentru lungiri sau

scurtari ifinit mici ale barelor de

legaturd, rezulti pentru punctul C deplasari finite. Sa presu-

punem cé ¢ este deplasarea punctului C dupi normala la AC, cand

barele, AC =1l;, BC =1, s’au scurtat si lungit respectiv cu u, si
up, aceste variatiuni ale lungimilor fiind infinit mici, avem:

(h—u)? +02 = (b — w,)?
(lp—u) +* = (b + up)?

din care deducem:

b=V W= — |/ Fur—o
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Neglijand infinitii mici u, §i u, fata de 1 si l,, avem:
[/(ll — w) — vt —u, — 0?2,
Vil + w) — v by + uy—02/21
sau:

(2) =2 (um+u) hb/h—0b , u= (huy + Ly uy)/(h—1,)

Dacéi punctul C este intre A §i B si daci misurim pe u po-
sitiv in sensul de la A spre C atunci avem analog:

(2) v* =2 (w+u) bib/(h+1) , u =(hu—bLu)/(lh +1)

Prin urmare, pentru lungiri infinit mici w, §i uy a barelor 1, si I,
corespunde o deplasare ¢ finitdi a nodului C.

S& ludm un exemplu numeric: /;, =6 m, l, = 4 m, u; + uy=0,1
mm. Inlocuind in formula (2) cipatdam ¢ = 49 mm. Asa dar, pentru
o variafie totald a lungimii barelor de 0,1 mm, pentru punctul €
corespunde o deplasare normala pe directia barelor de 49 mm, adica
de 490 ori mai mare. In aceste condifii nu mai putem spune ci
punctul C este fixat in mod invariabil de punctele A si B prin lun-
gimile [, si [,

Se poate gisi o expresiune analiticd a acestei condifiuni.

Sa presupunem ca bara de lungime [y s1 directie 1 leagd no-
durile 7 si k.

S& mai presupunem ca dam nodurilor i si k deplasarile j; si .

Se va demonstra mai tarziu la « Deplasdri virtuale» ci daca
a, B si 0 sunt trei vectori normali pe Jiy Ju i Air, dacd w si 0 sunt
respectiv. cantitatile cu care bara se lungeste si se roteste in jurul
unui punct anume determinat si ci dacd punem v = [0, avem:
(3) jiB—jia=vI—ul

Prin urmare, dacé cunoastem deplasirile j;, si j;, putem deduce
pe wu si ¢ sl reciproc.

Relatia: vi—ub =0
reprezinta conditia de nedeformabilitate a barei, caci din aceasta
relaie rezultd neaparat u =0, v = 0.

Aceasta relatie este satisficutd numai dacia bara sta pe loc
sau are o miscare de translatie.

Sa scrim aceasta relatie pentru toate barele cari pleaca din
nodul 7. Vom avea:

(4) Z vig daw = w;
notand:

(5) .L:z = wir; Ou:
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Dacd tuturor barelor le dam lungiri cunoscute wy, atunci u;
este cunoscut.

Pentru generalizare vom presupune cd un nod este legat cu
toate celelalte prin bare.

Scriind aceastd relatie pentru toate nodurile, vom avea n ecuatii
de forma:

(6) 0 *+ "12712 + V13 21:3 + 14 714 BT
mem“{‘ O +‘)237m+§’u2_24+.-.:

& LaE

cu m = 2n—3 necunoscute ¢.

Pentru a rezolva acest sistem de ecuatii, ne alegem un sistem
de axe de coordonate &0 si multiplicim fiecare ecuatie scalar
respectiv cu & si 7. In acest mod am transformat ecuatiile de mai
sus in 2 n ecuatii scalare.

Daca, dupa deformatie, agezim, de ex., grinda asa fel ca nodul 1
si fie in originea axelor de coordonate, atunci u; = 0, si daci asezim
si bara 1—2 dupa axa & atunci u, este dirijat dupa aceastd axa
§i ecuatia respectivd multiplicata cu 7 anuleazi partea doua a ei.

Asadar, din toate ecuatiile ne raiman numai 2 n — 3, adica atitea
cate necunoscute avem de aflat.

Am putea impune si alte conditii, de ex.: deplasarea nodului 1
sa fie nuld, iar a nodului n sa se facd dupd o directie oarecare.

Pentru ca sa avem valori finite pentru », ciAnd u; are de ase-
menea valori finite, trebue ca determinantul A al coeficientilor
necunoscutelor » din ecuatiile scalare de care am vorbit mai sus
sa fie diferit de zero, deci A, 0.

Am vazut cum din ecuatiile vectoriale deducem pe cele scalare
si deci cum din determinantul vectorial simbolic:

U5 e Ais o Aagidisos

(7) 4, =

putem deduce pe A, al ecuatiilor scalare.

Asa fiind, in loc de a pune conditia 4, =£ 0, vom pune conditia
echivalenta:

(7) Ao =0
Numai in acest caz, pentru valori finite w;, — lungirile barelor —
corespund valori finite pentru v si deci valori finite pentru j.

10. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica constructiunilor si Rezistenta materialelor,
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Grinda satisficidnd acestei conditii se zice ci este strict nedefor-
mabila.
In rezumat o grinda cu zibrele trebue sa satisfaca conditiile:
1. Barele de lungime invariabild si fie articulate in noduri.
2. Intre numarul barelor §i al nodurilor si existe relafia m =2 n—3.
3. Direcfia barelor, sau ceea ce este tot una cu pozifia nodurilor,
sa satisfacd condifia de strictd indeformabilitate, adicd A, = 0.

Aplicatia Nr.36. Si presupunem ci avem o grindad cu zdbrele cu 3 noduri
(fig. 119) si sa-i aplicim conditia Ay =% 0.

Avem:
2
3 0 ha
4y = ):;.1 0 Z;a
4 i Ty 0

/ z

Figura 119

Pentrucd numirul laturilor este 3 si As va avea tot gradul 3.

Determinantul Ao il _transformdam in unul scalar multiplicind vectorial
fiecare linie respectiv cu /Ln, Tag §i Ayy. Vom obtine un vector normal pe planul
figurii, a carui valoare este:

sina 0 0
As=—| 0 0  siny | = —sina. sinfl. siny
0 sinf 0

Se vede de aci, cd atunci eind unul din unghiuri este 0 sau 7, cele trei
noduri sunt in linie dreapta si sistemul —in acest caz—nu este strict in-
deformabil. )

~ Pentru o grindd cu n noduri se poate gisi oricind o pozitie a nodurilor
asa ca 4 =

b) Consideratiuni statice.

Vom avea totdeauna in vedere faptul ci barele grinzii cu zi-
brele sunt articulate la noduri. Din aceastd consideratiune rezulti
cd in noduri nu avem momente cari si actioneze asupra capetelor
barelor. Mai rezulta cd momentul tuturor fortelor din barele unui
nod in raport cu nodul respectiv este totdeauna nul.

In cele ¢e urmeazi, vom mai presupune cd fortele se aplicd numai
la noduri. Prin urmare, barele grinzilor cu zibrele vor fi solicitate
numai de forte aplicate la extremititile lor. Pentru ca bara respec-
tiva sa fie in echilibru, trebue ca forfele aplicate la eatremitdfile ei
sd fie egale de direcfii contrare si dirijate dupd axa barei.



147

Daca avem doud noduri ¢ si k&, efortul in bara ¢ % il vom nota
cu Ni, lungimea barei respective cu ly, iar direc{iunea ei cu Z.

Fie for;ele-_ﬁl, Fy... Fi, Fy. .., cari se aplici respectiv in nodu-
rile 1, 2,... i, k... (fig. 120).

Momentele fortelor ce concurdin nod fiind totdeauna nule, urmeazi
ca echilibrul nodului este asigurat scri-
ind cd poligonul forfelor din acel nod este
un poligon inchis. Vom avea evident:

Fl o N 2+ N'13 =
Fy+ Ny + Ny + Ny =0
F-:;+A_rm+ﬁsz+ﬁs4+~m5:0 i

Fi+ N+ Ny + Ny + Niw =0

sau:

Figura 120

F, +Nu_j;1z + Nyyhy =0
8) Fy + Ny + Ny Zos + Nyt = 0

I_;'-i +N¢-37i3 +Ni47~;4+ Nil:/‘—l;k 4 Nin/:'n =0
in care:
9) Ny =Ny $i /sz‘*"?zl:()

In grupul (8) avem atitea ecuatii cite noduri, deci n ecuatii.
Fiecare ecuatie ne permite gisirea a doua necunoscute, prin urmare
putem gisi 2n necunoscute.

Echilibrul grinzii cu zibrele se asigura prin un sistem de reazime
echivalent cu trei reazime simple. Valoarea acestor trei reactiuni
este de asemenea necunoscutd si grupul (8) de ecuatii ne da va-
lorile celor 3 reactiuni §i a 2n—3 eforturi N din barele grinzii
cu zabrele. Cum numirul eforturilor din bare este egal cu numirul
barelor, urmeazid ci trebue si avem:

(1) m =2n—3

Reactiunile insd le putem gasi direct.

In adevir, presupunem ca trei oricari din fortele Fy, F,... sunt
reactiuni.

Daca adunam ecuatiile (8) capatam:

Sr=0
pentruca termenii in N, {indnd seamd, de (9) se anuleaza doi cate doi.

10*



148

Daca se ia momentul tuturor fortelor in raport cu un punct

arbitrar, se capita:
Zal =0,
termenii in N anulindu-se pentru acelasi motiv ca mai sus.

Aceste doud ecuatiuni ne determinad valoarea a trei reactiuni.

Sa cautam valorile eforturilor N. Presupunem ci am aflat
reactiunile, deci grupul de forte, F,, F,... F,, este cunoscut.

Din ecuatiile (8) — dacid pentru generalitatea cazului presu-
punem ca un nod este legat prin bare cu toate celelalte noduri —
gasim ca A, are valoarea:

Aigaeus
(1) e 15y 9 el 10
Uttt
adicd tocmai aceia care am gisit-o la studiul deformatiunii grinzii.

Pentru ca sa gasim eforturi finite in grinda, trebue ca A, = 0
si aceasta se vede cad este tocmai condifia de strictd indeforma-
bilitate.

Daca 4 =0, gasim eforturi infinite in bare.

$1 din consideratiunile de mai sus ajungem la aceleasi conclu-
ziuni ca si pe cale cinematicd, pe cari le repetam si aci:

1. barele de lungime variabili se considerd articulate in noduri,

2. intre numdrul barelor §i nodurilor si ewiste relafia m = 2n—3

3. sd avem condifia A £ 0.

B) Determinarea eforturilor din bare.

Generalitati.

Grinda cu zabrele indeplinind conditiile de mai sus, putem pasi
la gasirea eforturilor din bare.

Daca grupul (8) de etuatii il transformam in unul scalar, gisim
2 n ecuatii din cari pistraim numai 2n — 3, pentru ca reactiunile
au fost gasite.

Daca se rezolva acest sistem de ecuatii liniar si omogen se giseste:

(10) Niger= Ry Fy + Nitise gt oie o et Fi b

din care rezulta ca N este o functie liniard si omogena numai
de galorile fortelor Fy, F,... nu si de directiile lor, pe cari le vom
presupune ca raman constante.
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Coeficientii nj,, poartd numele de coeficienfi de influenti. Ei se
determind in modul urmator. Presupunand F; =1 si F, = F,—. ..
=F; =0, avem:

Ny = Niksys

adica, ni, este efortul care se produce in bara ik, atunci cind in nodul
1 se aplica o fortd Fy, = 1. Dimensia lui ny este un numdr.

Formula (10) ne aratd ci putem suprapune efectul fortelor
Fy, ete. In adevér, putem calcula efortul in bara ik cand forta F,
calea in nodul 1, si vom avea ny,, F; drept efort in bara k.

Calculam apoi efortul in bara ik cind F, calcd in nodul 2 si
avem nig, Iy si asa mai departe. Formula (10) ne aratd cd efortul
total este egal cu suma eforturilor produse de fiecare forfd in parte
in bara consideratd.

Aceastid observatie este foarte importantd céci ne permite sim-
plificiri de calcul. In adevidr, vrem sa stim care este efortul in
o bara sub actiunea incarcérii permanente si a incércarilor mobile?
Vom calcula eforturile in acea bara sub actiunea sarcinii permanente
$1 apoi sub actiunea sarcinilor mobile. Efortul total sub actiunea
simultand a celor doua sarcini, va fi suma lor.

Coeficientii n,, etc. sunt positivi si negativi. Daca incarcam
numai nodurile cari au ngy positivi, vom obtine Ny positiv, dacé
incarcam numai nodurile cari au nj, negativi, vom obtine un efort
negativ in bara ik.

Asadar, cunoasterea coeficientilor nj ne da posibilitatea de a
gasi eforturile maxime positive si negative in o bara oarecare a
grinzii cu zaébrele, ardtindu-ne in mod precis cari anume noduri
sa le incarcam in acest scop.

Ca norma generald, pentru gisirea eforturilor din barele unei
grinzi cu zabrele, dindu-ni-se modul de sprijinire, vom céuta mai
intaiu valoarea reactiunilor. In acest mod in partea [-a a ecuatiilor
() avem numail cantitdfi cunoscute.

Intocmai ca si la grinzile drepte, pentru aflarea eforturilor din
bare vom intrebuinfa metoda sectiunilor.

1. Metoda separarii nodurilor.

Vom presupune ci facem in jurul fiecarui nod o sectiune asa fel,
ca nodul si raméana izolat. El se va gasi in echilibru sub actiunea
fortei F si a eforturilor din barele taiate cari ajung la acel nod.
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Cand am scris ecuatiile (8) am facut implicit aceste sectiuni
carl separd nodurile.

Fiecare din ecuatfiile (8) ne da cate doud necunoscute.

Pentru aflarea lor numericad avem la indemana mijloace anali-
tice si grafice.

a) Caleulul analitie.

Prima ecuatie din grupul (8) multiplicatd vectorial succesiv cu
lp §1 Jj3 me da:

—Fyhy = Nyg Az hyy
— Fy g = Nyg kg gy

Vectorii g 4y, ete. sunt normali pe planul figurii, deci sunt
tofi paraleli si valorile lor numerice sunt egale cu sinusurile unghiu-
rilor directiunilor respective, deci ecuatiile de mai sus sunt scalare.

Valorile Tui Ny, §i Nyg le introducem in ecuatia urmiatoare si
procedam la fel.

Pentru a urma aceasta cale i si nu rezolvim ecuatii cu mai
mult de doud necunoscute, trebue si incepem dela un nod in care
avem doud bare, si in ecuatiile urmitoare si avem tot cate doua
necunoscute. In modul acesta continuim péana la sfarsit. Daci in
0 ecualie oarecare ne vor apare trei necunoscute, vom mai lua
' 1 ecuatla urma-
toare si vom avea
de rezolvat patru
ecuatii, etec.

Aplicatia Nr. 37.
In fig. 121 avem o
ferma zisia Polon-
ceau. Aceasta grinda
cu zidbrele o presu-
punem simplu reze-
mata la extremita-
tile sale siincafcata
la fiecare nod de pe
versantul stang cu fortele: Fy = Fy = F, = I 5i Fg = F /2, verticale si dirijate
de sus in jos. :

Mai intdiu determinidm reactiunile (vezi figura):

e sow S e e

Figura 121

V,=F (14 + 12410 + 8/2) /16 =25 F Vyy = 35F —25F =F

Notiam cu ¢ directiunea verticald de sus in jos, deci a fortelor F.
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Pentru nodul (1) avem:
— Vs ;+1—\sz +—N1a= 0
care ne da valorile lui Ny, si Ny,

Multiplicim succesiv aceastd ecuatie vectorial cu Ay $1 /g.
Cu dimensiile geometrice ale figurii, avem:

Phy=—8/10; ‘phy=—1520/5386  Aphs=— ks = 2/5386
si gasim No=—68F , N,;=25386F

Trecem la nodul 2 in care avem:

F+ Ny 4+ Ny + Nyy=0.

ecuatie care o vom multiplica vectorial succesiv cu gy si Ay

Ca:  @lyy=—6/10; TInhay=—1; Ipds=1
0l =—8/10; Inku=0;  Tphy=—1
capatdm: Ny=—59F , Ny,=—08F

Trecem la nodul 3, pentru care avem:
Ny + N+ N+ Ny = 0
Cus  Ada =5/2.693%; .  Tagdse = 2,572,698 . Aashoy = — Aur Aaa
Tor das = 05 Tgg Ay = 2,50/2,693
capatim: Ni:;=4309F , N,=1077F

Observam ci daed trecem la nodul 4 sau 5 avem cate 3 necunoscute.
Trecem la nodul 6. Aci avem:

F Y4 Neg'+ Ngs '+ Negg =10,
din care giasim N4 = — 08 F, iar din nodul 7, unde avem:
| Nis + Nog + Ny + Ny = 0,
| & gasim: N..= 1,097 F
Cu acestea revenind la nodul 4 avem:
F4+ Nog+ Nyg+Nyg+ Ny + Nyg= 0.
Cu:  olyg=—6/10; A= —1; Ayls=—2,5/2,693;
Tz Fas = 2,5 /2,693 Tyg s = 1,
Ohg=—8/10; s =0; IJeglse=—1/2,693
Tashag = — 15 Az hag = —1/2,693.
Capatim: Ne=—53F , Ny=—16F
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Nodul 5 in care avem:

st‘*‘i\_'sa‘!‘-'\'—;sv"'f'AT'su:O-

ne da: Ny» = 2810 F ; Ny =173 F
Avem apoi: Nes =—47F ;3 N, =8887 F
Nl:‘;l( ) Nuxz i Num = les =—26F

N1513 = Nyn= 2,154 F
Nigia = Niais = Nyyie = Nogo = Nopp =0
Niw» = Noy = 0,656 F.
Am cédpitat o serie de eforturi pozitive altele negative. Primele dau ten-
siuni in barele grinzii cu zdbrele, secundele compresiuni.

Avantajul metodei constd in faptul e putem impinge aproxi-
matiile oricat de departe voim si cipatim in mod automat sensul
eforturilor indicindu-ne daci barele sunt intinse sau comprimate.

b) Caleulul grafic. Metoda lui Cremona.

Vom descompune la noduri forta respectiva dupa directiile ba-
relor. Pentru aceasta va trebui si gisim un nod unde avem numai
doua bare. La aplicatia Nr. 37 descompun reactiunea V, dupa
directia barelor 12 si 13, si capatim, in poligonul fortelor, eforturile
marcate cu 12 s1 13 (fig. 122).

In aceste conditii, nodul 1 se giseste in echilibru sub actiunea
lui V;, Ny, si Ny, deci acestea formeaza un poligon de forfe inchis.
Se observa ca dacid Ny, are sensul din poligonul fortelor, atunci
acest efort apasa asupra nodului, deci in 12 avem compresiune, iar
Ny trage de nod, deci bara 13 este intinsa si in 13 avem tensiune.

Acum trecem la alt nod. Nu putem trece la nodul 3 pentru ca
acolo avem trei necunoscute si anume Ny, Ny si Ny si nu putem
descompune o fortd dupa trei directiuni concurente.

Trecem la nodul 2, unde cunoastem pe F, si N, carile com-
punem intr'o rezultantd pe care o descompunem dupi directiile
24 si 23. Am facut aceastd descompunere pe epurd. Prin urmare,
ca sia putem face aceste descompuneri, trebue si incepem dela un
nod cu doud bare §i apoi si continudim cu nodul in care avem
numai doud necunoscute.

Facand aceastd constructie se observa ci:

1°. In poligonul forfelor, laturile sunt paralele cu forfele ce lucreazd
asupra grinzii i cu barele ei si
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2°. La un punct din prima figurd corespunde un poligon inchis
in a doua gt reciproc.

Prin urmare, figura doua este reciproca celei dintdiu. Aceasta
metoda poartd numele de metoda lui Cremona sau a reciprocii
figurii date, formatd din fortele date, reactiuni si barele grinzii.

Se mai observa ci pentru a construi reciproca, fard a avea con-
structiuni auxiliare de prisos, trebueste ca in poligonul fortelor,
acestea sd se succeadd
in ordinea in care le
intdlnim pe conturul
grinzit.

Sa continuim re-
ciproca de unde am
lasat-o. Daca trecem
la nodul 4 sau 5,
gisim aci céAte trel
necunoscute, deci nu
0 mail putem conti-
nua. Trecem atunci
la nodul 6. Descom-
punem pe F dupa
67 s1 468 si gasim 570 “ag
astfel pe Ng,; si di- ¥ o3
ferenta intre Ny si Z : /A

=N

Ngg. Trecem apoi .

la nodul 7 s des-

compunem pe Ng,, *\ 7

dupa 47 s1 578, ;
gasind astfel efortul 3

Ny, sidiferenta intre
Nog g1 - Nyg:d Prin Figura 122
urmare, am gasit pe

Ny; si deci in nodul 4 avem ca necunoscute numai Ny si Ny
pe cari le gésim prin o descompunere a rezultantei lui 7, Ny, si Ny,
dupa directiile 45 si 46.

In acest mod am ocolit dificultatea intdmpinatd la nodul
4. Sunt s1 alte metode pentru a ocoli dificultatt de aceastd
natura.

De aci incolo continuarea constructiei reciprocei nu intdmpina
nicio dificultate.
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Daca se compari rezultatele date de epuri cu cele ale calculului
se observi oarecari diferente, inerente calculului grafic.

Bow, observind ci la fiecare poligon inchis din prima figura
corespunde un punct in reciprocd, a notat regiunile impirtite de
figura data cu cate o cifrd, in acest mod unei regiuni date i cores-
punde in reciproca un
punct. O bard in prima
figurd separa doud regi-
uni, in figura reciproca
va uni punctele respec-
tive.

De exemplu, pe fig.
123, triunghiului 8 ii co-
respunde punctul 8, iar
laturei care separa regiu-
nea 8 de 9 ii corespunde
linia 8—9 care reprezinta
chiar efortul din. bara
8—9.

Figura 12 Pe figura barele trase

gros indicd un efort de

compresiune, celelalte sunt intinse. Metoda lui Bow este foarte
comoda si clard. Metoda grafici este foarte expeditiva.

2. Metoda sectiunilor oarecari.

In loc de a face sectiuni care s separe fiecare nod in parte, facem
0 secf{iune oarecare, prin care grinda este taiata in doud bucati.
Pentru aceasta tiiem grinda printr'o sectiune care in cazul fig.
124 lasa de-o parte nodurile 1, 2 si 3, iar de cealalti parte celelalte
noduri.
Sd adunam ecuatiile (8) relativ la aceste noduri, avem:
T/11 +TV12 +W1s =0
Fy 4+ Ny + Ny + Noy =0
Fy + Ny + Ny + Ngy + Ngs =0
Vi+Fa4F;, + Ny + Ny +Nyy=0
pentruca ceilalyi termeni prin adunare se anuleazi. Mai notim:
—171 +T72 +T‘ — R13
sl avem: Ry 4+ Ny + Nyg + Nyy =0
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Aceasta ecuafie ne aratd, mai intaiu, cd nodurile, astfel separate,
se gasesc in echilibru sub acfiunea rezultanter R si a eforturtlor din
barele intdlnite de secfiunea fdacutd gi in al dotlea rdnd, ca putem gast
din ecuajia de mai sus eforturile Nyg, Ngy s Nys, atunct cdnd cunoagtem
valoarea, direcfia si pozifia rezultantei R.In adevir, in acest caz
problema revine la descompunerea unei forte dupa trei directiuni
neconcurente’'n plan, problemd care s’a rezolvat anterior.

Prin urmare, ca sd putem aplica aceasti metodd, trebue ca
sectiunea facutad sd nu intdlneascd mai mult de tret bare.

Daca intalneste numai doud, procedim ca in primul caz, daca
intdlneste 4, sau mai multe, problema nu se poate rezolva prin
aceastd metoda, si vom recurge la altele.

a) Metoda lui Culmann.

In fig. 124 este o grinda cu zdbrele sprijinita pe douad reazime
simple, si supusd la fortele verticale Fy, Fj... Cu ajutorul poli-
gonului de forte si a unui poligon funicular, determiniam reactiunile
V, si V,. Prin urmare, rezultanta R care lucreazi asupra partii

Figura 124

din stinga a grinzii este V; — F,— F; care se vede imediat in
poligonul fortelor. Pozifia rezultantei se va gisi la intersectia
laturilor extreme de poligon funicular ale acestui grup de forte,
deci la intersectia lui 6 cu 6,

Prin acest punct trece rezultanta V; —F, —F; Fie A inter-
sectia laturei 24 cu rezultanta. Descompun rezultanta dupé di-
rectia A 24 si dupa dreapta A 3, care uneste punctul A cu nodul 3.
Componenta dupid A 3 o descompun dupa directiile 34 si 35. In



156

acest mod am gasit componentele Ny, Ny si Ny, deci chiar efor-
turile din bare. A

In rezumat metoda lui Culmann este descompunerea unei forte
dupa trei directiuni neconcurente’n plan. Se aplica mai mult grafic.

b) Metoda lui Ritter.

In aceasti metodd determinim valoarea uneia din cele trei
componente ludnd momentul tuturor fortelor cari lucreaza asupra
pértii din stanga a grinzii in raport cu punctul de intersectie al ce-
lorlalte doud bare.

De exemplu, daca voim si gasim efortul in bara 24 luiam mo-
mentul fortelor in raport cu punctul 3 (fig. 125) de intersectie al
barelor 34 si 35. Daca bratul de parghie dela nodul 3 la bara 24
este hy, i dacd momentul tuturor fortelor dela stanga sectiunii in
raport cu nodul 3 este M,, atunci avem:

by Nog + My =0

Insd M, nu este altceva decit momentul ce se produce in ra-
port cu punctul 3, dacd am considera o grindi simplu rezemata
de aceeasi deschidere.

Se obisnueste a se nota eforturile din talpa superioara cu S,
cele din talpa inferioara cu I, cele din diagonale cu D, iar cele din
montan{i cu V. Dacd se {ine seami de sensul de rotire in jurul
punctului 3 al momentului incovoietor si al efortului din bara, se
recunoaste cii in bara 24 avem o compresiune, si deci

(11) Sey = — M, /hy
In mod identic avem

(“,) ]35 = M4/'/h4

Pentru ca sa gisim efortul din diagonala 34, in sectiunea con-
siderata, proiectaim toate fortele dupi o normald la R. Aceastd
proiectiune este nula. :

Notdm cu a unghiul tilpii superioare cu normala la R, cu o
al tilpii inferioare si cu o al diagonalei. Avem deci:

Sy cosa + Iy cosa’ + Dy cose = 0

Daca in aceastd formula introducem valorile lui Sgs st Iy din
(11) si (117) si dacd notdm cu &’y distanta dela nodul 3 masurati
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dupa o paralela la R pang la bara 24 si cu h'y distanta masurata
in aceleasi conditin dela nodul 4 la bara 35, avem:
hy = h'y cosa, hy =h'y cosa’
sl gasim:
(12) DM COSSD = AMs/h’a— M‘/h’ﬁ

Putem gasi si altd expresie pentru efortul din diagonala 34, luand
momentul fortelor in raport cu punctul A, intersectia laturilor 24 si
35 (fig. 125). Daca ¢ este distanta lui R si d distanta diagonalei la punctul
A,atunciavem ti-
nand seama de
sensurile din fi-
gura:

¢R +dDy =0
sau

(13) Dgy=—cR/d
formula  simpla
ciirela putem si-1 Figura 125

dam sialta forma.

S& presupunem ci normala la B trecind prin A taie diagonala
34 in punctul B.

Indl{imea grinzii in acest punct B, masurata intre laturile 24
si 35 si dupa o paraleld la R, este hy.

Avem:

hy = BB’ + BB" = AB (tga + tga’)
d = ABsing = sing. hy/(tga + tga’)
Efortul din diagonala are expresia:
Dy, sing = — cR (tga + tga’)/hy
Pe de alta parte, momentul tuturor fortelor, cari aclioneaza
asupra partii din stdnga, in raport cu punctul B, este:

M, =(AB—o¢) R
sau:

— R + M, (tga + tga')/h, = —cR (tga + tga’)/hy

Insa R este suma fortelor dela stinga sectiunii, deci este forta
taietoare din sectiune (in cazul fortelor verticale): R = T si prin
urmare avem:

(13") Dy sing = — T + M, (tga + tga’)/hy



158

Formulele (11), (11%), (12) (13) si (13) sunt cele mai comode
pentru calculul eforturilor din barele unei grinzi cu zibrele.

Formula (13") ne aratd de ex. c¢i pentru o grinda orizontald cu
talpi paralele, supusa la forte verticale, efortul din diagonala 34
are expresia simpla:

; Dy sing =—T

formula ce se poate stabili direct in mod foarte usor.

Mai dificila este determinarea punctului B. El rezulti imediat
cand una din talpi este dreapta.

Daca se imparte formula (12) cu (13') se capatd relatia im-
portanta:
(18)  — (My/hy— MR tgp = T — M, (tga +tg ') /by

care ne permite sa trecem lesne dela o expresie la alta.

3. Alte metode.

Metoda sectiunilor cari intdlnesc numai trei bare si aceea a
separdrii nodurilor, ne-au permis ca, din grupul de 2n— 3 necu-
noscute, sd 1zolim una sau doui necunoscute ale ciror valori le-am
putut gési direct, numai gratie faptului c¢i trecind dela un nod la
urmatorul am gasit la acesta din urmi numai doudi necunoscute.

Pentru ca aceasta s fie posibil, trebue ca acest nod sa fie legat
prin doud bare de cele doua noduri cari il preced imediat. In adevar,
dacd prin una din bare el ar fi legat de un nod mai indepartat,
atunci efortul din aceastd bard ar fi aparut ca necunoscuta in acel
nod si deci acolo am fi avut trei necunoscute in loc de doui si prin
urmare metoda nu s’ar fi putut aplica.

De aci rezulta ci grinda cu zdbrele trebue sd fie formatd din juxta-
punerea a o serie de triunghiuri a cdror suprafefe sd nu se suprapund
unele peste altele.

Asadar, pentru a aplica aceste doud metode, grinda cu zibrele
trebue sd mai indeplineascd si aceastd conditie speciali.

Or, in mod general, am numit grinda cu zabrele o constructiune
nedeformabila formatd din 2 n — 3 bare, articulate la extremitatile
lor i cari leagi intre ele, oarecum, n noduri. Prin urmare, existi
si grinzi cu zabrele cari nu satisfac conditiunea speciala de mai sus.

In adevar, fiecare bara leagd intre ele doud noduri, adica apar-
tine la douad noduri. Numarul mediu de bare ce pleaci dintr’un
nod este:

x=Q2n—3)/(n/2) =4—6/n
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Pentru un triunghiu n = 3, z = 2, deci din fiecare nod pleaca
doud bare; cind n =4, = 2,5. Cum dintr'un nod nu poate pleca
decat un numir intreg de bare, asta inseamna ca din unele noduri
vor pleca cate doud bare, iar din altele cate trei, asa ca in total
si fie satisficuta relatia m = 2n — 3.

Pentru n =6, # = 3. Prin urmare, dintr'un nod pot pleca 2,
3 si 4 bare, dar putem avea si cazul cind din fiecare nod pleaca
cate trei bare, asa cum se aratd
respectiv in fig. 126 a si b.

La prima putem aplica meto-
dele indicate, la a doua nu. At

In ecazul cAnd n > 6, avem
=3+ a in care a<<1 si prin -
urmare, putem avea grinzi cu zi- m
brele in care din fiecare nod, sa 8. ¢ ¥
plece minimum trei bare. In acest
caz nu putem incepe figura reci-
proci si nici nu putem duce o Figura 126
sectiune care sa intdlneasci numai

trei bare cu eforturi necunoscute si deci nu putem face uz de niciuna
din metodele indicate anterior.

In acest caz nu ne-ar rdmane decat sa rezolvam cele 2 n — 3
ecuatii, ceea ce este foarte anevoios.

In cele ce urmeaza vom da cAteva metode prin care se evitd
rezolvarea directd a acestor ecuatii.

a) Metoda lui Henneberg sau a inlocuirii barelor.

Pentruca nu putem incepe reciproca sau nu putem rezolva rand pe
rand ecuatiile (8) negiisind mereu cite doua necunoscute, atunci se su-
prima o bara, care leagd doua noduri oarecari, asa fel, ca la unul din
noduri sa ne raiména doud necunoscute. In fig. 127 a se suprima bara
25. Prin aceasta suprimare grinda nu mai este rigidd si pentru a o
mentine asa introducem o altd bard de ex. bara 46. Acum putem
construi figura reciproca a grinzii cu zabrele, in care am suprimat
bara 25 si in care avem in schimb in plus bara 46 (fig. 127 b).

Poligonul de forte este F,, F,,... Fy, care este un poligon inchis,
si momentul fortelor F;, F,... Fg este nul in raport cu un punct
oarecare. Pe figura sunt indicate eforturile din bare.
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Presupunem fortele Fy, F,... Fy indepirtate de pe grindd si
facem ca ea sa fie actionata de o forta F = 1, aplicata in nodul 5
dupé directia 52 si de o altd forta F= 1, aplicata in nodul 2, insi
dirijata dela 2 spre 5. In acest mod grinda este supusd la doua
forte egale cu 1, de sens contrar, si aplicate dupd directia 25.
Dupa aceste sensuri presupunem ¢ bara 25 este supusa la o

tensiune egala cu 1.
Construim reciproca
grinzii in aceste con-
ditiuni (fig. 127 ¢).
In bara 46, din fig.
127 b am obtinut o
tensiune Ny, iar din
fig. 127 ¢, nyg,05, adici
efortul in bara 46 cand
dupa directia 25 actio-
neaza o sarcind egali
- cu 1.
é—( Efortul in bara 46
sub actiunea fortelor
iy By VB st sub
actiunea sarcinii de 1
aplicatda dupd 25 va fi
S- N'se + Nygoos
Daca dupa 25 in loc
gl de F =1, ar fi actio-
S0 nat o forta de  ori
mai mare efortul ar fi
& fost, in virtutea prin-
cipiului ~ suprapunerii
efectelor,
N'yg + @ nygo5

L%

b

Figura 127

Bara 46 o putem suprima atunci cand
N'yg + @ nges = 0
dect
& =— N'yg/nyg05
Atunci efortul in bara 25 este x.1. Daca, dupa figura Fyy = Fyp=1
atunci N'yg = + 1,410, nygp; = + 1,870, si deci
z =—1410/1,870 = —0,755¢
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Prin urmare, efortul in bara 46 sub actiunea fortelor Fy, F,,.. . F;

si sub actiunea fortei Ny,; = — 0,755 ¢ este egal cu zero, deci bara
46 se poate suprima.
Efortul in bara 25 este chiar Ny; = — 0,755¢. Care este efortul

in bara 342 In virtutea suprapunerii efectelor va fi:
Nyg = N'yy + @ ngypp;
Din cele doud figuri reciproce avem:
N = FAFIBE % ngie— 1,580
si deci efortul total in bara 34 va fi:
Ngy = 1.375—0,755.1,580 = 0.185¢
In mod analog avem in bara 36 efortul:
Ngg = —1,550 + 0.755.1,550 = — 0,390 ¢.

Astfel calculam eforturile in toate barele.

b) Metoda pozitiilor false.

Luam pentru unul din eforturile din bare o valoare absolut
arbitrara. Cu aceastd valoare putem incepe constructia reciprocii.
Valoarea fiind arbitrard, vom ajunge ca, pentru una si aceeasi
bara, sa gasim doua eforturi diferite. Dacd din intAmplare am fi
luat pentru prima bara efortul exact, atunci am fi gasit acelasi
efort in bara in care in general gasim eforturi diferite. Variatia efor-
tului din bara pentru care gasim eforturi diferite este liniara si
deci putem gasi o conditie analitica sau grafici pentru inchiderea
reciprocei.

Sa ne ocupam de aceeasi grinda (fig. 128 a). S& presupunem
ca pentru bara 14 luam un efort arbitrar N,. Dacid urmirim pe
fig. 128 a, vedem ca putem gasi eforturile din barele 16 si 12. Putem
gasi deci i eforturile din barele 56 si 36. Dacd continuam descom-
punerea pe la nodul 2, gésim succesiv eforturile in barele 25, 23,
34 51 36. Pe cele doua cai giasim eforturi diferite in bara 36 si sa
notam diferenta intre ele cu D.

Luam din nou pentru bara 14 alt efort arbitrar N,, pentru
care gasim in bara 36 pe cele doud cai o diferenta D,. Efortul N
real din bara 14 va fi acela pentru care aceastd diferenta este nula,
si deci care va satisface relatia:

(N— N,)/D, = (N — N,)/D,
si deci:

N = (Dl N,— D, Nl)./(Dl o Dz)

11. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica constructiunilor i Rezistenta materialelor.
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Sa facem acelasi lueru pe cale grafica (fig. 128 b). Luam pentru
efortul din bara 14 o valoare arbitrarda AB; in acest mod gasim
eforturile din barele 16, 14 si 12, eronate bine inteles. Continuim
reciproca pand ajungem la bara 36 pentru care obtinem efortul
DE. Daca facem descompunerea trecind pe la nodul 6, obtinem
pentru efortul 36 lungimea AC. Lungimile DE si AC difera intre
ele. Daca luaim EG = AC, gasim ca diferenta intre ele este GD.

Procedam absolut la fel ludnd pentru 14 valoarea A’B’, pentru

care A'C' =0. Gasim

astfel pentru bara 36 pe

o cale efortul D'E’, iar

pe alta A'C' = 0. Dife-

a) , renta intre ele este chiar

5 D'E’. Punctul G descrie

o dreapta si diferenta va

fi zero, pentru punctul D"’

unde dreapta E'G se tae

cu dreapta DD’, care

nu este altceva decat di-

rectia efortului din bara

23. In acest mod am

gasit efortul din bara 23,

si deci problema este re-

zolvata. Plecand de aci

giasim eforturile din ba-

rele 25, 42,447 16,
36, etc.

Pentru control s’a con-

1 2

b)

Figura 128

struit reciproca complet, care s’a inchis.
Metoda in genere este expeditivd i usor controlabild in ceea ce
priveste partea constructiva.

¢) Metoda nodurilor virtuale.

Se hazeaza pe urmatoarea consideratiune. Dacd eforturile in
douit bare oarecari sunt sa zicem Nj, si N, acestea le putem
compune in o singurd rezultantd N care evident trece prin
punctul de intersectie al directiunilor The §i A45 Asadar, cele doud
eforturi de directiuni cunoscute si valori necunoscute, le inlocuim cu
o singurd forfa care trece prin un punct cunoscut, nodul virtual,
dar cireia nu-i cunoastem valoarea si directiunea.
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Sa aplicim aceasta la fig. 129. Bara 14 se gaseste in echilibru
sub actiunea

1°. A fortelor F, si F,, cari compuse intr'o singurd rezultanta
ne dau forta dirijati dupa dreapta A, iar in poligonul fortelor are
valoarea A.

2°. A eforturilor din barele 16 si 34 cari se intdlnesc in punctul b.

3°. A eforturilor din barele 12 i 45 cari se intdlnesc in punctul c.

In rezumat bara 14 se gaseste in echilibru sub actiunea a trei
forte si anume forta A si alte dou forte cari trec prin punctele bsi c.

Pentru ca ele sa fie in echilibru
trebue si se intdlneascd intr'un
punct a; situat pe dreapta A.

In mod cu totul analog, bara
25 se gaseste in echilibru sub ac-
tiunea fortelor, Fy 4+ F; a ciror
rezultanti este 53 sia rezultantelor
eforturilor Nyy+ Nys si Nog+ Nyg
cari trec respectiv prin punctele
¢ §1 a. Aceste trei forte trebue sa
se intdlneascd intr'un punct b,
situat pe B.

Acelasi lucru si pentru bara 36,
care este in echilibru sub actiunea
lui Fy + Fy =C si Ny + Ny, sl
Nyg + Ny, ultimele doua trecind
respectiv. prin punctele a si b.
Acestea la randul lor sunt concu-
rente intr'un punct ¢, situat pe G

Pe de alta parte, fortele j e Figura 129
F,=A4, F2+I4-—B§1F +I46—C.
reduse fiind la trei forte A, B, C, sunt concurente in punctul
0 si formeazi un poligon inchis: A + B + C = 0.

In rezumat, rezultantele Ny + Ny, Ny + Ny si Ny + Ny, trec
prin trei puncte date a, b si ¢ si se intdlnesc doud cite doudin
punctele ¢;, a; $i by situate pe dreptele C, A si B.

In acest mod fortele Ny + Nyg, Ny + Ngy si Nys + Nyp nu sunt
altceva decat laturile unui pohgon funicular al for;elor A, B, si
C, cari trec prin punctele a, b si c.

Facand constructia pe figurd se gasesc laturile poligonului fu-
nicular: ca; by, aby¢; si beya;. Cu ajutorul acestor laturi, in

e
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polwonul for;elor gasim polul O, si deci valorile: Nia-Ng, W - N,
si Ny + Ny pe care le descompunem dupa directiile respective.

Aflam apoi eforturile din barele 14, 25 si 36, si astfel am rezolvat
complet problema.

Eforturile in barele acestei grinzi cu zibrele vor fi finite, atunci
cand gasim polul O, la distantd finita. Polul va fi la infinit atunci
cand dreptele, prin intersectia cérora este determinat, sunt paralele
si aceasta nu are loc decat atunci cand punctele a, b, ¢, sunt in linie
dreaptd. In acest caz varfurile exagonului nostru sunt pe o conica.
Deci_in acest caz, eforturile sunt infinite si sistemul nu este strict
indeformabil. Experiente ficute in acest sens, de A. Fappl au
demonstrat exactitatea deductiunilor de mai sus.

C) Principiul stramutarilor virtuale aplicat la
grinzile cu zabrele.

1. Deplasari virtuale.

Pentru determinarea eforturilor din barele unei grinzi cu zibrele
putem utiliza principiul deplasarilor virtuale. Foriele exterioare,
reactiunile si eforturile din bare, cari se aplicd in noduri, formeazi
un sistem in echilibru si deci putem sd-i aplicim principiul depla-
sarilor virtuale care se scrie:

ENyuw+2Fj=0
in care w;, este cantitatea cu care s’a departat intre ele nodurile ¢
si k iar j sunt deplasarile fortelor. Avind in vedere ci depértarea
nodurilor este egala tocmai cu lungirea barei Ly, adicd tocmai cu wi
si ¢ efortul din bard este egal si de sens contrar celui ce se aplica
in nod, atunci — 2 N wy, este tocmai lucrul mecanic virtual, acu-
mulat de bare cand ele se lungese cu cantitatea wu.

Avem deci:

ZNikuik =2F]
cu alte cuvinte lucrul mecanic virtual produs de lungirea barelor
este egal cu lucrul mecanic al forfelor exterioare.

Aceasta in mod general. Sa presupunem ci dam o lungire numai
barei ik. Atunci sistemul se va deforma si, pentru punctele de apli-
catie ale fortelor I/, por rezulta niste deplasiri J. Ecuatia de mai sus
se reduce numai la

Nipuir =2 Fj
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pentruca lucrul mecanic al barelor cari nu se lungesc este nul.
Acelasi lucru si pentru reactiuni ale céror drumuri sunt nule.
Prin urmare, avem o relatie simpla care ne da pe Ny.
Totul este si gasim relatile intre wy §i .
Vom stabili aceasta.

a) Primul caz.

Sa considerdm bara [ care uneste nodurile ¢ si k, cari au parcurs
drumurile J; si . (fig. 130).

Drumul j—“ infinit mic, se poate considera ca un arc de cerc,
de asemenea infinit miec, cu centrul intr'un punct O aflat pe nor-
mala la j;in punctul i. Acelasi lucru putem
spune si despre . Prin urmare cele doui
drumuri le putem considera ca doud arce
de cerc, cu centrele in punctul O de in-
tersectie al normalelor la j; si j; in
punctele i si k, punct care se numeste
centru instantaneu de rotafte.

Notam distanta Ot cu r =ria, Ok cu
" =r/‘-,§, far theul =117,

De pe figura avem:

I~ T =l

Daca diferentiem aceasta relatie avem:
(1) Ie—Ji =dl

Sa presupunem ca bara in sensul lun-
gimii se lungeste cu cantitatea u, iar extremitatile ei, in aceasta
miscare, parcurg, normal pe directia barei, un drum total ¢, bara
ik rotindu-se cu unghiul 6, asa ca

=11

Figura 130

In acest caz avem
dl =ul +¢00
si relatia (1) se poate scri
(1) ]T/.-——]Ti:u}:—l—vg
in care 0 este vectorul normal pe 7.
Deplasarile fiind infinit mici avem si:

MRS R s
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in care 0; s1 0 sunt unghlurlle cu cari s’au rotit razele rl s1 r,, pentru
a da nastere drumurilor J; si jz.
Relatia (1) sub forma de mai sus nu are aplicatie, mai intere-
santd este o transformatd a el, care se capitd in modul urmator.
Sa consideram vectorul @ normal pe planul figurii.

Avem:

i =jiwa, ji=jiof, 0=awl

Punénd aceste expresiuni in (1) si multiplicAnd apoi aceasta
ecuatie vectorial cu o se capati:

(2) kB—jia=vi—ub

Aceasta relatie simpla ne aratd cd dacad din centrul instantaneu
de rotatie luam pe razele vectoare r; si ry, lungimi egale cu j; si i,
am cépétat vectorul jj f— ji a, care, descompus dupi directia
barei [ s1 dupa o norma]a la ea, ne da respectiv pe ¢ $i— w. Prin urmare,
cunoscdnd pe j; si [, putem afla lungirea w a barei si unghlul 0 cu
care s’a rotit ea, pentrucd avem ¢ =1 0.

Invers, daca cunoastem directia barei [, centrul instantaneu de
rotatie, deci a si B si valorile lui u si ¢, deducem numaidecat pe J;
si /i in mirime si directiune.

In cazul special cind v = 0, adica bara este rigida, atunci ecuatia
(2) se reduce la:

]'I.'B_].i?l =04

Deci, daca pe razele vectoare plecind din O luam lungimi egale
cu j; si ji, vectorul j, f— j; @ este paralel cu directia Z, a barei ik.
Invers, in acest caz al barelor rigide, dreapta paraleli cu } detaseazd
pe razele vectoare plecind din centrul instantaneu de rotajie, segmente
proporjionale cu deplasdrile j; si jp.

Vom face uz de aceastd proprietate. Sa ne ocupiam mai departe
de ecuatia (2), pe care o multiplicim mai intdiu vectorial si apoi
scalar cu /. capatiam:

—jial +jxBl=u
~ji<ff+jk/§f=v

P
D,

(3)

Sa coborim din punctul O normala 0O; pe direciia barei k.
Sa notam cu d distanta 00, cu [; distanta 0, si [, distanta O, k.
Prin urmare [; si [, sunt segmentele detasate pe dreapta [ de punctul
O,, piciorul perpendicularii (fig. 130.
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In acest caz:

Tkl ® sin (;1; = w.d.0;
j,‘.ﬁ/ =7 0 @ sin ([—17) = w.d.0;
jialk =r 0; cos (ad) =—1 0

ji BT = 71 O cos (BR) = b O
Introducdnd aceste valori in (3) capatam:
u=4d (6pr—0:)
g =10 =10;0; + l; O

Avem deci relatii simple intre unghiurile de rotatie ale razelor
vectoare si lungirea si rotatia barei.

(4)

Sd se noteze ci deplasdrile fiind infinit mict, raporturile:
i :
Jifre =0 , Jx/rc =0k , v/l =0,
ne dau chiar unghiurile cu cart se rotesc ri, ry §i | pentru a ajunge
in pozifia deplasatd.
In cazul cind u = o, avem:

0201’:0!;

b) Al doilea caz.

Si presupunem ca bara ik este articulatd in i si k de barele
0 si 1k, cari la rdndul lor se pot roti in jurul punctelor fixe 0 si 1
(fig. 131).

Nodul i va descri un drum normal pe bara 01, deci se poate
considera ca un arc de
cerc cu centrul O aflat pe
dreapta 0 i. Acelasi lucru

P

putem spune s§i despre
drumul descris de nodul
k. Deci centrul din care
putem descri cele doua %
arce infinit mici, cari dau
drumurile j; si j; este
punctul O de intersectie
al directiunilor 07 s1 1k,

Figura 131

care este centrul instantaneu de rotatie. Prin urmare, am adus acest
caz la cazul precedent.

In cazul cind bara ik este rigidd, o dreaptd paralela cu ik tae, pe
razele ce pleacd din O, segmente proportionale cu drumurile j; sijj.
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In cazul cand bara ik se lungeste, giisim formule analoage cu
precedentele.

In adevir de pe figura avem:

g — 2_101 = constant, care, diferentiatd §i cu aceleasi no-
talii ca mai sus, duce la ecuatia (2).

Daca intocmai ca la cazul precedent notim: r; sin (@d) = d;,
adica indltimea coboritd din 0 pe directia 7,  sin (B7) = dj, inil-
timea coboritd din 1 pe aceeasi directie, r; cos (aZ) = I;, lungi-
mea 0,1 §i rpcos (B7) = by, kO, 0, si O, fiind picioarele perpendi-
cularelor coborite din 0 si 1 pe directia Z, atunci avem:

u = d/, 0/,- e d; 05
(4)
=M 2—10 =l[0¢ +l,‘.0,_.

ecuatil absolut analoage celor gasite la cazul precedent.
Semnul — dinaintea lui 6 ne arata ca bara [ se roteste in sens
mnvers celui presupus de noi la stabilirea formulei.

¢) Proectiile deplasirilor dupa o directiune oarecare.

Centrul instantaneu de rotatie al barelor r; si r, este B,iar al
barei . cu dreapta 01 este A (fig. 132).

Proiectam tot conturul 0ik1 pe o directic normala directiunii
date. In figura s’a presupus ca directiunea data este o verticala,
deci directiunea normald este o orizontali.

Notatiunilor de pe figurd, nu e nevoie si li se mai dea explicatie.

Presupunem wu; = 0. De pe figurd, avem:

di/dy = A0/A1 =c/(c + 1)
care comparatd cu (4) in care facem w = 0, ne da
() 0i/0k = (c + /e

Prin urmare, dacid din 0, ridicim o ordonati egala cu ¢, sau
proportionala cu ea, adicd 0, c, si in 1;, una egald cu I + ¢, sau pro-
portionala: f, (I + ¢), atunci unghiurile 6; si 6, au valorile:

(6) 0: =0, (c + 0/l 5 6 =0,c/l

“cari satisfac evident ecuatia (5).

Din (6) deducem:.
(7) 6: — 0. =0,
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adica, toemai factorul de proportionalitate care putem si-1 alegem
arbitrar. Vom lua de obiceiu 0, = 1.

De pe figurd avem: (Ai—10)/(Ak+b)=c/(c+1)=0,/0;
care ne da: Ai, 6;—Ak. 0,=l;. 0
Cu: Aif(e + xi) = Ak[(c + 1 —2'x) - b | ki
ultima relatie de-
vine:

(8) il 4210, =2,,0.

Asadar, unghiu-
rile de pe figura ast-
fel construita, repre-
zintda chiar unghiu-
rile cu cari s’au rotit
barele 7, 7y s1 i

Mai mult. Ordo-
natele ¢ ale acestor
drepte, mdsurate dela
linia de reper 0, 1,,
reprezintd chiar de-
plasdrile pe o verti-

cald ale tuturor punc- j ,
telor barelor ri, r gt~ ¢~—=- R e
liey, precum st ale L% Bgt
tuturor punctelor cari T2
sunt invariabil legate
de aceste bare. Fapuet 10

Intr’adevir, s presupunem ca punctul P este invariabil legat de
bara r, (fig. 133). Notim cu r distanta OP, cu o unghiul ce
. face r cu verticala si cu a abscisa punctului
P,masuratd din O dupa o orizontald. Avem
evident: a = r sing. Deplasarea punctului P
este rf;, 1ar proiectia ei pe o verticala:
9 v =al,

Deplasdarile articulagitlor 0 si 1, precum si
a centrulut instantaneu de rotajte B, sunt nule,
dect protecfiile lor 0y, 1, st B, pe dreapta 0, 1,
vor avea v=0. Nodul 1 aparfine in acelagi timp
barelor v; st Ly, dect aceste doud bare, in dreptul
nodului i, vor avea acelagt v. Acelagt lucru se petrecest in dreptul nodulut k.
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Asa fiind, de pe figura se vede ca, dacd ne ddam deplasarea i, i
a nodului i, rezultid numaidecdt si ky ky, aceea a nodului k, st dect
putem lesne fiza conturul de drepte 0, iy, iy By ky i ky 1y, ale ecdror
ordonate mdsurate de la linia de reper 0, 1; ne dau deplasdrile ver-
ticale ¢.

Mai mult. Bara ik gi dreapta 01 se rotesc in jurul centrului
instantaneu de rotatie A si deplasarea verticald a uneia fata de
cealalta, in dreptul aceleiasi abcise, este egali tocmai cu suma de-
plasirilor lor ¢ masurate dela dreapta de reper 0, 1,. In punctul
A suma acestor deplasiri este nuld, deci si dreptele 0,4, si 1 ks,
ale caror ordonate insumate in dreptul aceleiasi abscise ne da
aceasta sumd, vor trece prin punctul A, care se gaseste pe ver-
ticala punctului A.

Aceastéi condifiune servi pentru verificarea constructiei pre-
cedente.

In rezumat, aceastd constructie ne di in acelasi timp unghiurile
de rotatie ale barelor si deplasarile dupi o directie data ale tuturor
punctelor ce compun conturul articulat 0ik1, sau eari sunt legate
in mod invariabil de el.

Observatie.

Daca cunoastem pe 6, si 0, atunci cunoastem si1 lungirea
barei l;. In adevar, dupa formulele (4) aplicate aci avem:

(4) u = [1/c 6/; b d[ 0,‘ = (0, = 9/,-) =d 60

In aceste conditiuni se pot da expresiuni analitice, foarte simple
pentru deplasarea verticald a oricirui punct de pe barele noastre.

Pozitia unui punct de pe conturul articulat este fixata fara
echivoc, prin abscisa lui masurati dela punctul 0. Notam cu a si b,
abscisele masurate dela articulatiile 0si 1, pani la punctul considerat.

Acelasi punct cind se gaseste pe intervalul [;; se fixeaza §1 prin
abcisele @ si f misurate dela nodurile i si k.

Pentru un punct de pe r; sau ry, avem:

v =al;=a (l+c)/l; v=—0b0, = —be/l
Dacd punctul se gaseste pe ly, avem:

v =ab;—alc + @) /dn = a(l + ¢)/l— ac + xi)/Au



Conditia ¢ = 0, ne fixeazd pozitia punctului B,. Sa notam cu
a, si f, departarile orizontale ale lui B, de nodurile i si k.
Din triunghiurile asemenea i, iy B; §i ky ky By deducem:

(10) al/ﬂl =i Bi/z'k 0 = z; (l -+ c)/x',,. c

relatie care ne permite si gisim pozilia lui B, cind cunoastem
pe a lui A; si reciproc.

Aceasta putem s’o facem si grafic. Se observa ca laturile 0, i,
iykysi ky 1, ale triunghiului Ay iy ky, trec prin trei puncte fixe 0y by 15
si ci varfurile iysik, descriu cite o verticald, atunci §i varful A, se
va misca pe o verticali.

Prin urmare, dacii cunoastem pozitia verticalei A A, A, putem
gasi numaidecat pe B; si invers.

Vom face des uz de aceste cunostinte.

Aplicatia Nr. 38. Se da patrulaterul 1—2—3—4 ale cirui laturi ramdan
invariabile ca lungime. Cu cit se lungeste distanta 2—4 cand diagonala 1-—3
se lungeste cu wy, (fig. 134)?

Notdm cu uy, lungirea distantei 2—%, si cu dy, dy, dy §i d; distantele nor-
male dela nodurile 1, 2, 3 si 4 la cele doud diagonale.

Avem evident:

Uy = dy (045— 04) = dy (03— Os)
Ugy = dy (033— O3 = dy (00— Ono)

Din partea doua a acestor egalitati
deducem:

(Osg — 041) /s = (02 — Ozs) /dy = m.
(032 — Oy) Jdy = (010 — Os) /ds = m,

Opg— Oy =m dy , 0y —0;3=m d,

Figura 134

Op— Ozs = mydy , Oyy— 0= mydy
Daca adunim ultimele 4 egalititi si tinem seamd cd 0,y = 0y, avem:
m (dy + dy) + my (dy + dg) =0
Daci ducem valoarea unghiurilor in expresiile lui u, gisim
(11) g Uy = mdydy , Uy = mydydy
si tindnd seamd de egalitatea precedenta avem:
uss (1/dy + 17dg) + s (1/dy + 1/8) =0 -

Aplicatia Nr. 39. Se di triunghiul 1—2—3, ale cirui laturi se lungese cu
cantititile: w,... Cu cat se modificd valoarea unghiurilor (fig. 135)?
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De pe figurd avem evident:
12423 +31=0
Dénd lungiri barelor se modifici si lungimea si orientarea lor. Daca
luim variatia expresiei de mai sus, cipatim:
Uy Fas + Uas Zzs + Uy I:u s 612 — gy Oy — Va1 6—31
Dacéd considerdm vectorul unitate @ normal pe planul figurii, daci mul-

tiplicim vectorial ecuatia de mai sus cu el si daca tinem seama ci wi = 0 si

¥

wf = — ], atunci ecuatia de mai sus se transformi in:

Usp Oy + Usg Oy + gy Oy = 19 Mg 4 Vag Aoy + vy g

Daca tinem seamid cd avem:
O dss = @ Apg g = @ cosf,
Klza = Oy Aoy = w cosy,
ms: hgy. dgg= _‘;1 m.lz =o sinfj,

Taydoy=—w siny

sinfl = dy /by, siny = d, /b, V19 = byg Oy,

Vg1 = ¥13 = iy Oy

Inmulfind vectorial ecuatia de mai sus cu Ay si simphitfi-
: =

Figura 135 cand, avem:

(12) (015 — bra) dy = g3 — 1y cOSP — 1yy cosY

Unghiurile 0,4 §i 63, sunt unghiurile cu cari s'au rotit laturile 1—2 si 1—3
in jurul punctului 1 (am socotit totdeauna cad rotirea se face in sensul acelor
unui ceasornic), deci 03 — 0,3 = Aa, adica cantitatea cu care a variat unghiul a.

2. Determinarea eforturilor in barele grinzilor cu zibrele
cu ajutorul stramutérilor virtuale.

Sa aplicam cele stabilite mai sus la grinda din fig. 136, la care
din fiecare nod pleacd cate trei bare.

Vom da barei 25 — s& zicem — o lungire oarecare uy; atunci
toate nodurile vor descri niste drumuri oarecari, compatibile cu

" legéturile dintre noduri.

Pentru a vedea drumurile parcurse vom suprapune figura de-
formata peste cea nedeformata, asa ca nodurile 1 si 6 sa se supra-
pund respectiv. Constatim cd nodul 5 a parcurs drumul Jj,
nodul 4 drumul j,, ete.

Mai constatam, conform ipotezei ficute, ci toate barele pa-
streazé aceeasi lungime afara de bara 25 care se lungeste cu can-
titatea uys.



Conform ecuatiei lucrului mecanic virtual avem:
2 F 7 = Ngg use

Pentrucd u,; este chiar dupa directia lui N,; putem scri
Nas gz = Na Ugg. kL '

Sé evaluam termenii Fj si N,; up;. Bara 45 este articulatd in
4 si 5 de barele 65 si 14 cari s’au rotit in jurul punctelor fixe 1
si 6, deci, daci ducem
dreapta 5'4" paralela
cu 45, segmentele 55’
BV :
§1 44 sunt proportio-
nale cu drumurile j;
§1 Js

In mod analog, bara
43 este articulata in

4 s1 3 de barele 63 si Figura 136

14, cari se rotesc in

jurul punctelor fixe 1 si 6, deci 4’3" paralela cu 43 taie pe 14 si
36 segmente proportionale cu deplasarile j; si 5. Pand aci am gasit
o relatie intre j; si j;. Procedam analog cu 23 care este articulata
in 2 si 3 de barele 36 si 12, si gisim ci j, este proportional cu
22'. La randul e1 bara 25 este articulatd, in 2 si 5, de barele 12 si
56, cari se rotesc in jurul punctelor 1 si 6. Observam ci 2’5" nu
mai este paraleld cu 25. Descompunand conturul 55 22" dupa 25 si
o normala la aceasta capalam pe uy; §1 95

e
i Nea

Forta F; parcurge drumul j;, care este normal pe di-

i - rectia 55, si lucrul mecanic efectuat este egal cu Iy j5cosa
B

~_ i (fig. 137), insd jyeosa = 5 a, deci Fjjscosa = Fy.5'a.
Or ultimul termen nu este altceva decit momentul
lui F5 in raport cu punctul 5'. Prin urmare termenii Fj
nu sunt altceva decdt momentele fortelor F, din nodul res-
k pectiv, in raport cu punctele 5', 4" etc. aflate anterior. In
acest mod putem spune cd §i Ny up; este egal cu
Figura 137 momentul fortei Ny; din nodul 2 si 5 in raport cu
punctele 2’ si 5.
Notim 5 a ete. cu j 5 ete. Cu fortele din figurda avem:
PTfs +Fyj's +Fsj's +Faj's = Nosugs
relatie din care capatam Ny;. '

Efortul N,; este infinit cand wuy; = 0, adicad atunci cand 2'5’
ar fi paralel cu 25. In acest caz se vede ca deplasiri ale nodurilor
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sunt posibile, fard ca lungimea barelor si varieze, deci sistemul
in acest caz nu este strict indeformabil.
Metoda deplasarilor virtuale este foarte bogata in aplicatiuni.

D) Linii de influents la grinzi cu zébrele.

Cu ajutorul cunostintelor de pand acum, putem gisi efortul in
o baria oarecare sub actiunea unor sarcini fixe.

Ne intereseaza de asemenea efortul maxim ce se produce intr’o
bard, a unei grinzi cu zabrele, sub actiunea unui sistem de sarcini
care se miscd pe grinda.

Pentru aceasta ne servim de liniile de influenta. Principiul lor
a fost expus, aci nu vom face altceva decit si-l aplicam la cazurile .
ce le vom trata.

Ne vom ocupa mai intaiu de grinzile cu tilpi paralele, apoi de
grinzile cu tilpi poligonale si in sfarsit cu alte tipuri de grinzi.

1. Linii de influenta la grinzi cu tilpi paralele.

Fie o grinda cu zabrele (fig. 138), cu talpi paralele, montanti
verticali si diagonale inclinate.

Presupunem ca sarcina verticala

1 L 7 b
4 " F=1 se aplici la nodurile inferioare.
) Z & 3
k R0 a) Liniile de influentd ale eforturilor:
J; SS&) 1249 V23 $i Dal'
QTR
i ) w ' 19, S;;. Am avut
ok S i Mk
e Deci linia de influenta a efortului
S Lenia Lo : = A E 3
g din bara 35 va fi linia de influenta
/m? N L‘””"/" a momentului incovoietor din nodul 4.
g UL LT g T 90 I“' i G oy
2
Iy, = My/h
Deci este tot una cu linia de in-

fluenta a momentuluir M.
Figura 138 3% V,3. Dacd facem sectiunea
care taie cele trei bare 13, 32 si
24, proiectand toate fortele pe o verticald, avem:
Vog =—T
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Deci linia de influenti este ca a forfei tiietoare din panoul 24,
cind sarcinile se aplica pe grinda indirect, linie de influentd cu-
noscuta.

49, Dy, Ficand o sectiune verticald care taie barele 35, 34 si
24, avem: ,

Dy sing =T

Deci linia de influenta este ca a foriii taietoare din panoul 24,
cand sarcinile se aplicd indirect pe grinda, linie de influentd cu-
noscuta.

Se observi ci talpa superioard este comprimatd, cea inferioard
intinsd §i pentru forfa tdictoare positivd montantul este comprimat,
iar diagonala intinsd.

b) Liniile de influenta ale acelorasi eforturi, S5, Loy, Vi si Dy, cu ajutorul
deplasirilor virtuale.

19, S;;. In bara 35 presupunem ci avem tensiunea Sy, sub
acliunea cireia s'a lungit cu cantitatea ug;. Prin aceastd lungire
triunghiul 345 se deformeazi, gi anume: bara 34 se roteste im-
preund cu partea din stdnga a grinzii, in jurul reazimului respectiv,
cu unghiul 6, iar 45 cu partea din dreapta cu unghiul 0. Ambele
pérti ale grinzii se rotesc i in jurul punctului 4 cu unghiul

0; + 0, = 00
Prin aceastii deformatiune ambele buciti de grinda se ridica in sus.
Expresia lucrului mecanic va fi

Sgs Ugs = — ¢
Am gasit deci linia de influentd. Sa gisim legatura intre ug si o.
Avem:
ug; = h 0,
in care luand 6, =1 avem:
Sgs = — ¢/h

In aceastd ipoteza (0, = 1) avem
=2/, O = 2/
Avem toate elementele pentru constructia liniei de influenta.
Sa o exprimdm analitic.
Cand sarcina este la dreapta sau stanga nodului 4, avem respectiv:
o =b0,=ba/l, siv=ab; =aa'y/l
sl
Sy =—bay/lh 51 Sg =—ax'/hl
iar cand sarcina calea chiar in nodul 4 avem:
S5 = g 24 /LR
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2%, Ios. In mod cu totul analog giasim
Iy = +v¢/h
care ne da valori analoage ca pentru S,;, insi cu semn schimbat.

3% Vy;. Sa presupunem cd montantul este supus la o tensiune
Vi sub actiunea cireia se lungeste cu iy,

Din cauza acestei lungiri paralelogramul 1342 se deformeazi
in alt paralelogram, ambele pirti ale grinzii rotindu-se in jurul
punctului de intalnire al dreptelor 13 si 24, adica dela co. Deci
cele doua bucati de grinda dupd deformare rimén paralele intre
ele, adica se rotesc cu acelasi unghi 6, = 0,.

In aceastd deformatie partea din stdnga se lasd in jos, iar cea
din dreapta se ridicd in sus.

In aceste conditii avem:

Vg iy = 9
insa
Ugg = Ty 05 -+- 55/2 0/,- = l 6;‘ = 10,,.
Deci:
Voo =0/ 110,
In cazul general am avut
0y =il 1)L su e =="c/l
Aci, avand ¢ = co, luam lungimi proportionale impartind totul
cu e, si:
==y S
Rezulta deci
1"23 = ¢

Sa serim explicit valorile lui ¢. Cand sarcina este la dreapta
lui 4 sau stdnga lui 2, avem respectiv:

p=—>bOr=—b/l 51 v =ab; =afl
1ar cAnd este in panou:
v =al;—a/l =af/l —a/i

4°, Dy, Facand acelasi rationament ca mai sus se giseste ca
ambele parti se rotesc cu acelasi unghiu, si in cazul cind diagonala
se lungeste, partea din stdnga se ridicd in sus, cea din dreapta
se lasa in jos (fig. 138).

Avem deci:

Dy ugy = ¢

Insa:

Uy = 25 sing.0; + 2y sing.0, =sing
deci:
Dy sing = ¢
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Se vede ca v are valori analoage ca pentru Vy; insé cu semn schimbat.

Prin urmare efortul din diagonala este contrar celui din montant,
ceea ce se vede foarte clar seriind echilibrul nodului 2 si proiectand
totul pe o verticala.

Mai trebue observat ci, dacd sarcina se aplicid la nodurile in-
ferioare, valorile lui ¢ sunt date de deformajiunea tdlpii inferioare,
dacd se aplicd la nodurile superioare, valorile lui ¢ vor fi date de de-
formajiunea talpit superioare. Prin urmare, nu ne este indiferent
punctul de aplicatie al sarcinei F = 1.

Se mai observa cad pentru acest caz foarte simplu liniile de in-

fluentd coincid cu acelea dela o grindd simplu rezemati, la care
sarcinile se aplicd indirect.

2. Linii de influentd la grinzi cu talpi poligonale.
a) Linia de influentd a efortului S;;.
Vom presupune cd sarcina se aplicd la nodurile inferioare (fig.

139), ca in bard avem efortul + Sj; si cé ea se scurteaza. Prin aceasla
scurtare partea din stinga

a grinzii se roteste in jurul
reazimului 0 cu 0;, cea din
dreaptain jurul reazimului
6 cu 0, iar ambele parti
in jurul articulatieir 2 cu
0; + 0, = 0.

Scurtarea w;; are va-
loarea u;3 = hy Oy, in care
hy este normala coborita
din 2 pe 1—3.

Daca luam 6, =1,
avem:

Siz = —9/hy
sicu 0;= z'5/l, Or= /1,

“\ j_..

[SENINSSPRSURSRY " 7Y ) ) /. ARPRRSIE

& . A |
cand sarcina e la stanga A

=

sau dreapta nodului 2, 2"
gasim respectiv: .
Si3 = —a z'y/lh, ;/f" ‘
Sig = —Dbay/lhy 3 By e
formuleabsolutidentice cu | A&
acelea din cazul precedent.

-
[

12. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica constructiunilor si Rezistenta materialelor.
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b) Linia de influentd a efortului L.

Daca aceasta bard se lungeste cu wuy = hy 0, = hy, gisim:

]24 = ‘1/113, 9[ = -’11,3/17 0/: 5 Ta/l

Unghiul 6 cu care se roteste bara 24 are valoarea:

6 = (.174' 01; — 3 01)/224

Expresiile lui Iy, cind sarcina este la stinga nodului 2, sau
la dreapta lui 4, sunt respectiv:

Ioy-—=ia. 25/ lihs, Lsgi= by /1 hy

Cénd sarcina se gaseste in panoul 2—4, la distanfa orizontald «
de nodul 2, expresia efortului este:

Iy =ax's/lhy— a (x38's — 'y 23) /1 Aoy hy

Conturul liniei de influenta este 0°2" 46’ (fig. 139).

¢) Linia de influentd a efortului D,,.

Aplicind metoda lui Ritter si presupunénd sarcina F' = 1 ver-
ticala §i la dreapta panoului 24, avem:

Dy =—cVy/d=—be/ld

cici rezultanta R se reduce la reacliunea aplicatd in reazimul 0,
care variaza liniar cu b. Pentru b = I, avem Dy — — ¢/d. Aceasti
linie nu e valabild decat pe intervalul 4—6.

Cand sarcina caled la stanga panoului 24, avem:

Dy =Ve(c+bjd=a (c+1)/ld

care variazi de asemenea liniar cu a. Pentru a = [, avem Dy —(c+1) /d
si linia de influentd nu e valabild decat pe intervalul 0—2.
In intervalul 2—4 variaza tot liniar. In dreptul nodurilor 2 si 4
aceastd linie are puncte comune cu precedentele doua linii.
Ordonatele liniei de influenta sunt date de conturul 0" 2" 4"/ 6",
Se recunoaste numaidecat ca dreptele 072" si 4"/ 6"’ se in-
tilnesc pe verticala punctului A.
Ajungem exact la aceleasi rezultate cu ajutorul deplasirilor virtuale.
S& presupunem ci didm diagonalei o lungire oarecare iug,.
Din aceasta cauza partea din stdnga a grinzii se roteste in jurul
reazimului 0 cu unghiul 6;, cea din dreapta in jurul reazimului 6
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cu unghiul ;, iar ambele grinzi se rotesc, una fata de alta, in jurul
centrului instantaneu de rotatie A, dela intersectia barelor 13 si
24 cu unghiul 6; — 0, = 0,.

Pentrucd bara se lungegte, partea din stinga se lasi in jos, cea
din dreapta se ridici.

Vom presupune 6, = 1.

Avem:

Up =d 0y =d, Dyd=v, . Dy =vyp/d
bi=(c+D/l; Op=c/l; 0=(c+m)/i—c/l

Si serim expresia lui ¢ pe diferitele portiuni de grinda.
(Cand sarcina e la stdnga lui 2 sau la dreapta lui 4, avem respectiv:

v=a(c+l)/l ; v=—be/l
Cand sarcina calca in panou avem
v=a (¢c +1)/l—a (c + x)/4
Dy este nul cand ¢ = 0. Aceastd conditie ne fixeazid punctul limit

de efort nul in diagonala 23.

La expunerea metodei generale s’a aréitat cum putem gisi acest
punct atunci cind cunoastem punctul A.

Observare importanta.

Putem exprima pe D,y in functie de alte elemente geometrice
ale grinzii.

1°, Sa ducem o orizontald prin A care taie diagonala 23 intr’un
punct care se gaseste la distanta ¢ + 2 de punctul A (fig. 139).

Avem evident

d={c+ z) sing
care valoare o introducem in formulele precedente.

29 Am avut:
Dy cosg = My/h'y — M/,

Cand sarcina caled la dreapta panoului, avem:
M= a L M=/l
s1 deci:
D,y cosg = bk/l
in care am notat: ‘

k = ay/h'y — a5/l

12*
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Cand sarcina calea la stdnga panoului, avem:
=) )
Dy cos ¢ = aky /1
in care am notat:
e ! ‘/ ’ - ’ (4
ky = 2'3/h'y — 2’3 /h's

Cand sarcina caled in interiorul panoului, componentele ei in

nodurile 2 si 4 sunt respectiv:

Bllas i a/lay

-

My =b /L, My =b a3/l — B (25— a3)/7og
carl ne dau:

Dyy cosg = bkl + B (25— m5) /b3 hoy

Punctul limit pentru care Dy = 0, este dat de relatiile:
a =l /(1 —k 2o/l 2)
B =1u/(1—hk w/k 'y
Aceastda metoda ne da si un mijloc grafic usor pentru determi-
narea punctului limit de efort nul. Cu ajutorul unui poligon de
forte F =1, cu o distantd polara H si cu un poligon funicular
putem gasi cele doud componente B/l si a/ly, din nodurile
2 51 4. Polul fiind arbitrar putem face totdeauna asa ca linia de
inchidere sa coincida cu bara 2—4. Daci prelungim laturile poli-
gonului funicular pana intdlnesc directiunile reactiunilor, si daci
ducem linia de inchidere, cipatim curba momentelor produse in
grinda cu zibrele de sarcinile /2y si /]y
Sa presupunem ci linia de inchidere este chiar dreapta BC,
care coincide cu directiunea barei 13. In acest caz:

My=H¥W, , M,=HEP,
Dy = My/h'y — My/h's = H—H — 0

Constructia este foarte simpla (fig. 139): prelungim bara 1—3
pand intalneste directiunile reactiunilor in B si C. Unim B cu 2
si C cu 4 si la intersectia lor se giiseste pozilia sarcinei pentru care
Dz =0

Dacd am gasit pozitia punctului limit de for{a taietoare putem
construi numaidecat linia de influenta.

Aceastd metoda convine in special atunci cand, dupa prima
metoda, punctul A iese afaria din cadrul epurei.

Cu ajutorul elementelor date pini acum putem construi linia
de influenta a efortului din oricare bard a unei grinzi cu zibrele.
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3. Grinzi cu diagonale in K.

Din punctul de vedere al formei talpilor am deosebit grinzi
cu talpi paralele §i grinzi cu talpi poligonale, desi de fapt prima
categorie nu e decidt un caz particular al celei de a doua.

Din punctul de vedere al diagonalelor, putem grupa grinzile
in grinzi simple, grinzi cu diagonale in k, grinzi cu bare suplimen-
tare, duble, etec.

Grinzile cu diagonale simple sunt grinzile de care ne-am ocupat
pana acum.

Ne vom ocupa aci cu grinzile cu diagonale in k.

Se recunoaste numaidecit cad grinda din fig. 140 indeplineste
conditia: m = 2n — 3.

a) Liniile de influenté ale eforturilor S,; si L.

Facem o sectiune sinuoasi care taie numai trei direcfiuni si
anume 4—7, 4—3, 3—2 s1 2—5.
Se recunoasgte numai decat, cd dacd luim momentul in raport
cu nodul 2, avem:
Sz = — M,/hy = — M, /h’y cosa
Analog:
Ioe = M,/ /hy = M, /'y cosa’

Liniile de influentd ale acestor eforturi vor fi linitle de influenta
ale momentelor respective (nu sunt in figura 140).

b) Liniile de influenta ale eforturilor D;; si Dj,.

Daca proiectam pe o orizontald eforturile din nodul 3, avem:
(1) Dy; cos¢’ + Dg; coso =0

Daca facem o sectiune verticala prin barele 4—7, 3—7, 3—5
s1 2—5 si scriind ca partea din stanga a grinzi este in echilibru sub
actiunea sarcinilor ce actioneazd asupra ei, avem:

Dy sin o'—Dy; sin =T + S;, sina—Iy; sina’ =T—D>M, (tga + tga') /h',
in care am inlocuit Sy, si [,; prin valorile lor si am t{inut seam#
A M, = M, stk s=—h'y.

Urménd norma indicata la metoda lui Ritter, prelungim bharele
4—7 s1 2—5 péana se intalnesc in punctul A. Dacid ducem o ori-
zontald prin A, aceasta taie montantul 2—4 in punctul B (ne-
figurat).
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Daca notam cu ¢ distanta orizontald dela A la reazimul din
stdnga, avem:
AB =c+x, , AB (tga +tga’) = h'y = h’,
s1 deci:
(2) Dys sin¢' — Dy, sing = T — M, /(¢ + )
Ecuatiile (1) si (2) ne dau valorile eforturilor in functiune de
elementele din partea doua a ecuatiei (2).
Avem:
(3) Dy sin( ¢ ’:“‘P )/cose =T —My/(c + a3).
—Dg;sin(¢ + ¢')/cosg’ =T — M,/ (c + )
Ambele linii de influenta sunt identice, diferind numai prin
multiplicator.
Cand sarcina F =1 calca la dreapta panoului avem:

(%) T — My/(e + a) = be/l (¢ + 25)
Cand caled la stanga panoului avem:
(4) T—M,/(c+ay) =—a (c+1)/l (c+a3)

Dupi cum se vede,
linia de influenta este
absolut analoaga cu a
efortului din o diago-

nala dela un sistem
simplu (fig. 140).

Ajungem la rezul-

tate simple si cu aju-
torul deplasarilor ¢ir-
tuale.

i Sa deformam poli-
gonul;+2:1 53865 b, -7
| rotind toate laturile in
jurul punctelor 2, 3
si 4 (fig. 141). In
aceastd deformatiune
= toate laturile pastreaza
aceeasl lungime afara
de 3-—7 care se scurteazid si 3—b5 care se lungeste. Latura
2—4 se roteste in jurul reazimului din stinga cu 0, iar
5—17, in jurul celui din dreapta, cu 6.
Centrul instantaneu de rotatie este la intersectia laturilor 47 cu 25.
Deci : :
Ugy =dgy (0: — 0p), ugs = dss (0: — 0i)

Figura 140 \

e

caee Al (CHEY) —m e m oo
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Luam:
0; — 0, =0, =1, si deci:
Ugy = dgz, §1 Ugy = dg;
Cu cari:
Dy dgs — Dyq dyy = Fo
De pe fig. 141 avem:

|
?
dy; = AC. cos ¢, AC/(c+5) = hyy /2 n.~

cu cari:
dss = (¢ + x5) hoy cos ¢’ /4,
ds; = (¢ + x5) hy coso/d
Daca aceste valori le introducem in
ecualia precedentid si dacia tinem seami
de ecuatia (1) capatam:
Dgs cos¢’ (¢ + @) hy /A = Fy
D3, cosg (¢ + x;5) hyy/A =— Fy
Cand sarcina e la dreapta panoului,
v =b 0, =be/l, iar cand e la stanga:

v =—a 0; =—a (c 4+ Il)/l. Daca talpile
sunt paralele facem ¢ = 0.

Figura 141

¢) Linia de influentd a efortului din montantul 56.

Gasim expresia lui Vg seriind echilibrul nodului 5 si proiec-

tand totul dupa o verticala. Avem (fig. 142):
Iy, sia’'s + Dy sing’ + Viyg— Iy sina’y—F =0,

cand sarcina /' calcd in nodul 5. Dacad nu caled in nod punem in
ecuatie componenta sa in nodul 5. Dacé sarcina este in afara panou-
rilor adiacente lui 5, punem F = 0.

In aceasta formula o'y i @'y sunt unghiurile ce fac talpile grinzii’
cu orizontala, la stinga si dreapta nodului.

Expresiile ce rezulta de aci sunt cam complicate. Sunt simple
numai cand talpa inferioara este orizontald, cind avem:

Dy sing’ + Vg —F =0,

cu observatiile de mai sus facute pentru F. Asadar, linia de influenyd
este ca a lut Dy;, cu corecfiunea ce o aduce forfa F, sau componenta sa, in
nodul 5.
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Putem gasi valoarea lui V4 facand o sectiune prin barele 47, 37,
56 i 58 si luind momentul tuturor fortelor in raport cu punctul 4,
de intersectie al barelor 4—7 si 5—8, si vom avea: (fig. 142)

Dy; d + Vg (e + 25) + Vo ¢ =0,
in care V, este reactiunea in reazimul din stanga.

Dacé in aceasta expresie punem valoarea reactiunii pentru toate
pozitiile posibile ale fortei F, avem valoarea lui Vi, si deci linia lui
de influenta.

Ajungem la aceleasi expresii, mai usor, cu ajutorul deplasirilor
vertuale.

£

— e T

e

Figura 142

Déand o lungire montantului 56, poligonul barelor se deformeaza
ca in fig. 142, barele pastrind toate aceeasi lungime afara de 3—7
care se lungeste si ea.

Partea din dreapta a grinzii se roteste in jurul reazimului din
dreapta cu unghiul 6, si anume se ridica in sus si odatia cu ea si
nodurile 7 si 8. Partea din stdnga se roteste in jurul reazimului din
stdnga cu unghiul 6, si odata cu ea si nodurile 4 §i 5; aceasta parte
se lasd in jos.

De pe figurd se mai vede ca centrul instantaneu de rotatie este
punctul A;, intersectia directiilor 4—7 cu 5—38.

Lungirile celor doua bare au ca expresii, luand 0, =1,

ug; =d, Usg = € + Zs.
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Expresia lucrului mecanic ne da:
Vss (a1 + @) + Dyy d =—Foy

in care notez cu ¢, deplasarile virtuale, relativ la centrul instantaneu
de rotatie A,.

Daca in aceastd expresie se introduce va'oarea lui Dy, gisita
anterior, exprimatd in functiune de deplasarile virtuale ¢, ce cores-
pund centrului instantaneu de rotatie A si dacd {inem seami ci

d/cosg = hgy (¢; + x5)/2

gasim:

6 (61 + 25) =F (0 ¢ — o)

]
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Figura 143

in care am notat:
by = hyy (ey + 555)/"24 (¢ + x5)

Prin urmare daci din ordonatele ¢, relative la centrul instantaneu
de rotatie A, reduse in raportul 6;, scadem ordonatele ¢, relative la
centrul instantaneu de rotatie A;, gasim tocmai linia de influenta
a lu Ve (e x5):

Pe fig. 143 conturul 02, 5, 8, n da deplasirile ¢;, 1ar 02, 5, 8, n d&
deplasarile 6, ¢. Diferenta lor, adica ordonatele 0, 2,—2, 5,

8,—S8,, 0, ne dau valorile lor in dreptul nodurilor indicate.

Aceasta-i linia de influenta a efortului din montantul 5—6 cand
sarcina F =1 parcurge nodurile inferioare.

—52 )
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Daca sarcina parcurge nodurile superioare, atunci valorile lui
sunt date de conturul 0—4—7-—n ale cirui ordonate se scad
din 6, ¢.

Dém pentru linia de influentd a lui Vg valorile lui 6, ¢ —¢; in
cazul cand forta se aplici la nodurile inferioare.

Cand forta este in panoul de lungime 2 notdm cu a si § distantele
el dela nodul din stinga si cel din dreapta.

Intervalul Op 9 — o
02 [l +a—0,0+a]a/l
25 [+ e—0 0 +0]a/l + a by (c+a5)/d
5—8 —[er—0p ¢ b/l + (¢ + 3) B/2
8—n —[cl-—ﬁoc]b/l

Efortul din montant este nul cind forta se gaseste in intervalul
8 s1 cand

(e —0p¢) b/l = (¢, + ;) B/a

S& scrim aceleagi expresii cand forfa parcurge nodurile supe-
rioare:

Intervalul By v — v,
0—2 [P+ a—0,(+c)]a/l
25 [1er—0, (14c) Ja/l—f ey +a5—0, (c+a5) |a/d
5—n | —[er—6yc]b/l

Dupd cum se vede linia de influentdi, construita cu ajutorul
deplasarilor virtuale, ne permite si scrim cu mare usurinti, direct
de pe figurd, expresia diferitelor cantititi ce ne intereseazi.

Aplicatia Nr. 40. Fie o grindd in k cu talpi paralele si cu nodul diagona-
lelor la jumitatea indltimii montantilor.
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Si se giseased linia de influentd a Iui Vi, cand sarcina parcurge nodurile
inferioare (fig. 144). Luiam 6; = 1, iar pentru 6, rezulti din formuli valoarea
Oy="1%. Procedand grafic sau

oy ¥ 7 9
analitic se giasesc rezultatele 5
trase plin pe fig. 144. In for-
mule s’a facut c=¢, =o0, si
4 &

s'a impartit totul prin c si ¢.
Conturul punctat reprezinti
linia de influentd a lui Vg
cdnd sarcina parcurge nodu-
rile superioare.

4. Grinzi cu bare
suplimentare.

Din motive construc-
tive, de economie sau de
caleul al sectiunii barelor,
la o grindd cu zibrele
formatda din triunghiuri
simple se adaugad o serie
de bare suplimentare si Figura, 144
un numir echivalent de

noduri in plus, astfel cd relatia m = 2n — 3 sa fie mereu satisfacuta.

Compardnd grinda, astfel transformata, cu grinda primitiva
vom deosebi trei feluri de bare:

1°. Bare aparfindnd grinzii primitive in cari eforturile nu se
schimba prin introducerea barelor suplimentare.

2. Bare suplimentare, in cari eforturile sunt independente de for-
ma st dimensiunile grinzii primitive.

3% Bare apar{indnd grinzii primitive,in cart eforturile se schimbdi
prin introducerea barelor suplimentare.

Singurul criteriu dupd care putem pune o bard intr’o grupa sau
alta, este linia ei de influenta.

Daca linia de influentéd a efortului din o bard oarecare este identica
cu aceea a efortului din aceeasi bara considerata in grinda primitiva,
fara barele suplimentare, atunci bara face parte din prima grupa.

Daca linia de influenta este independentd de dimensiunile grinzii
primitive, atunci bara face parte din grupa doua.

Daca prin introducerea barelor suplimentare, linia de influenta
a eforturilor din o bara din grinda primitivd se modifica, atuneci
bara apartine grupei a treia.
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Prin urmare, totul se reduce la constructia liniilor de influenta.

Calculul eforturilor in bare se face dupd normele indicate pdnd aci,
va trebui insd, la facerea secfiunilor, si fim atenfi la repartifia sarcinilor
la noduri.

Vom construi liniile de influenta ale eforturilor din barele grinzii
cu zdbrele din fig. 145 in care barele 1—2, 2—3, 5—6, 6—7, 7—10
st 9—10 sunt bare suplimentare, restul de bare forménd grinda pri-
mitivd. Vom presupune ca sarcinile se aplicd la nodurile talpii su-
perioare.

Sa ne ocupam de barele acestei talpi.

Se observa mai intdi ca scriind echilibrul nodurilor 1, 5 si 9 se
obtinefS s Siasrioi .

Figura 145

E suficient deci a gasi linia de influenta a lui Sy, pentru a o
avea §1 pe a lui S,

a) Liniile de influenta ale eforturilor Sy, Sy si Sy

Facem o secliune care taie numai 3 bare: 9—11, 10—11 si
8—12 si luam momentul in raport cu nodul 8. Avem evident Sg; =
— Mg/hg. E suficient deci s construim linia de influenta a lui M.

Atata timp cit F=| este la dreapta nodului 11.-. Mg = b 2,/1,
cand sarcina caled in panoul 9—11 - My=1"b a3/l + B, cand calca
in panoul 7—9 .-. Mg=b a4/l + a, lar cind calcd la stdnga nodului

/.. Mg=a a'g/l. Daca trasam aceastd linie de influenta se vede ca
are conturul format din liniile drepte 0 — 9; — 11, — 0’ (fig. 145).
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Din formulele de mai sus se vede cé linia de influenta este iden-
ticd cu a momentului din nodul 8 din grinda primitiva, la care se
adaugd ordonatele triunghiului 7, — 9; — 11;, a cérui ordonati in
dreptul nodului 9 este 9, —9, = A.

Daca se urmeazi aceeasi cale, pentru aflarea liniei de influenta
a eforturilor din barele 3 —5 i 0 — 1, se gseste ca ele sunt identice
_ cu a momentelor din nodurile 8 si 4 din grinda primitivi, la care se
adauga ordonatele triunghiurilor 3, —5, —7; si 0—1, —3,, ale
caror ordonate in dreptul nodurilor 5 si 1 sunt 5, 5, =1, 1, =1, si
obtinem ca linii de influentd respectiv contururile formate din
dreptele: 0 — 3, —5, — 0" 51 0 — 1, — 0 (fig. 145).

Din examinarea acestor linii de influenta se constati ca eforturile
cari se produc in talpa superioard prin introducerea barelor supli-
mentare sunt mai mari ca acelea din grinda primitiva.

Ajungem exact la acelagi rezultat cu ajutorul deplasdrilor virtuale.
Sa presupunem cd dam o lungire barei 9 — 11.

In acest caz cele doud buciti de grinda se vor roti in jurul reazi-
melor 0 si 0’, cu unghiurile 0; si 0, iar in jurul nodului & cu 6, pentru
care luam valoarea 0, =

Se recunoaste ca, atunci cdnd 9 — 11 se lungeste, cele doua
bucati de grinda se ridicd in sus. Lungirile care rezulta pentru
barele 10 — 11 si 8 — 12 sunt nule pentruei, rotirea lor facandu-se
in jurul nodului 8 prin care trec, pentru ele avem d = 0.

Ecuatia luerului mecanic se reduce la:

Sen- Uy =—¥
s1 cum:

ugy = hg Oy = hg
capatam:

Son =—/hg

In aceasta miscare nodul 9 e solidar cu partea din stanga a grinzii,
nodul 11 cu cea din dreapta si deci dupa deformatie talpa superioara,
in nodurile céreia se aplicd sarcinile, va afecta conturul format din
dreptele 0 —9; — 11, — (', gésit anterior. Se recunoaste numai-

decat: 9, —9, =160, =1.

b) Liniile de influenta ale eforturilor Iy, Iys, Ioy si Ij.

Dacé se face sectiunea care tae barele 9 — 11, 10 — 11 1 8 — 12
(fig. 146) si se ia momentul in raport cu nodul 11, se gaseste:

Iy, = ‘Mu/hu
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Daca plimbam sarcina F =1 pe grinda, constatim ca My nu
este cu nimic influentat de introducerea barelor suplimentare.
Acelagi lucru si pentra barele
Dacéa notam cu hyy si hy, normalele coborite dm nodul 3 respectiv
pe barele 4 —8 si 2—4, vom avea:
lig = My/hyy 51 Iy, = s/ has

Pentru bara 0 —2 facem o sectiune care taie barele (0 — 1 s
0 —2, si luam momentele in raport cu nodul 3. Am putea lua mo-
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Figura 146

mentul in raport cu nodul 1, insid voim si comparam efortul cu cel
din grinda primitiva. Vom avea:

Iy = Ms/has

Sa vedem insd cum variazi M, in acest caz.

Cénd sarcina este la dreapta nodului 3 .. My=b 2,/l, cand este
in panoul 1 —3 ... My=a a’3/l + B, cand este in panoul 0 — 1 .-.
Mi—a'a's/l 1a; ‘
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Asa dar, linia de influentd se compune din linia de influenta
a lui My din grinda primitiva la care, pe intervalul 0 — 3, adunam
ordonatele triunghiului 0 —1,—3,, a carui ordonati in dreptul
nodului 1 este 1, — 1, = 2. Liniile de influentd ale eforturilor din
barele 8 — 12,4 —8 cu 2—4 §i0—2 sunt contururile formate
din dreptele 0 — 11, — 0, 0—3,—0 si 0—1,—0. Numai
efortul din bara 0—2 este influentat de introducerea barelor
suplimentare. ;

¢) Liniile de influenti ale eforturilor din montantii suplimentari
Vi, Vi §i Vg
Se observa mai intdi ca eforturile din aceste bare sunt inde-
pendente de eforturile din barele grinzii primitive. N’avem decat
sa serim de exemplu echilibrul nodului 9.
Sa notdm cu V,y reactiunea lui F = 1 in nodul 9. Atata timp cat
F este in afara intervalului 7 — 11 ... V= 0. Cand este in intervalul
9—11.. Vo= B/2, iar cand este in intervalul 7—9 ... Vo= a/i.
Daca serim echilibrul nodului 9 avem:
Voo =—V,

Linia de influentd este un triunghiu asa cum se arata pe fig. 145.
Ajungem la acelagi rezultat cu ajutorul deplasdrilor virtuale.
Dam o lungire u barei 9 — 10 si vom avea:

Voo =—9

Cum ¢=fu/i si ¢=au/l, gisim tocmai linia de influenta
precedenta.

Aci trebue sd observim cd, daci w este un infinit mic de ordinul
intdiu, atunci lungirea barelor 7—9 gt 9 — 11 este un infinit mic de
ordinul al doilea i deci distanta 7— 11 rdmdne invariabild si prin
urmare restul grinzit nu are niciun fel de deplasare.

Celelalte linii de influentd ale acestor montanti sunt identice cu
aceasta.

d) Liniile de influenta ale eforturilor din diagonalele suplimentare
D.s, Dz §i Dry.
Ele se comportd toate la fel. Observatiile facute la montantii
suplimentari se aplica si aci.
‘Seriind echilibrul nodului 10, de exemplu, gisim componentele
dupid directiunile 7 — 10 si 8 — 10:

Dapo =—Vgo/2sing ; Dgg— Dypy = Voio/2 S g
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Asa dar, linia de influenta a lui D,y difera de a lui Vg, numai
prin multiplicatorul — 1/2 sin ¢.

Componenta Dgog— Dyo; va modifica efortul din bara 8 — 10
sau 10 — 11, lucru pe care nu putem si-1 precizim acum.

e¢) Liniile de influentd ale eforturilor din montantii grinzii primitive
Va5 Vs si Viggo
Primul s1 ultimul se comporta la fel.
Daca serim echilibrul nodului 4, avem:
Ly smayy, + Vg — Ig sinagg =0
Introducénd in aceastd expresie valorile gasite anterior, avem:
Vi =— My (tgay, — tgags) /hy

Prin urmare, linia de influenta este ca a lui M; si nu este in-
fluentata de introducerea barelor suplimentare. ‘

Ajungem la acelagi rezultat si cu ajutorul deplasdrilor virtuale.

S& dam o lungire barei 3 — 4. In acest caz cele doud bucati de
grindad se vor roti in jurul reazimilor cu unghiurile 6; si 0, iar in
jurul lui 3 eu unghiul 6, Unghiul 6, va fi unghiul cu cdt a variat
unghiul 238 sau suma variatielr unghiurilor 234 s1 438.

Dupa formula (12) dela deplasiri virtuale, variaia primului
unghiu este:

— Ugy SINAgy/ hys = — Uy 1805, /Py
iar a celui de al doilea:
Ugy SiNGyg/ byt = gy 1045/ Dy
deect
Op = — ugy (180 — 18045) /hy
Ecuatia lucrului mecanic virtual ne da:
Vag iy =Mzl =— 9

Daca ne mirginim numai la prima egalitate, se vede imediat ca
am obtinut aceeasi linie de influenta.

Procedand la fel, gisim:

Vine = — 2 My, tgag,/ I,

Pentru montantul 7 — 8 vom seri echilibrul nodului 7. Atata

timp cAt sarcina F calca in afara intervalului 3 — 11, V4 = 0. Cand

calca in intervalul 9 —11.-. Vo = /2, Dy =p/2 % sing $1 com-
ponenta dupd 7 — 8 este V,3 =— /2 2. Cand calca in intervalul
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7—9.:. Vg =— (44 p)/2 1 Cand sarcina pareurge - intervalul
7—5— 3 lucrurile se petrec la fel in sens invers. Linia de influenta
se compune din doua drepte (fig. 145).

Ajungem la acelagi rezultat si cu ajutorul deplasdrilor virtuale.
Daca dam o lungire barei 7— 8, nodul 7 se ridica in sus.

Deplasarea fiind infinit mica, distanta 3 — 11 va varia cu un
infinit mic de ordinul al doilea, deci ramane invariabila.

Nodurile 6 si 10 vor avea si ele deplasiri infinit mici de or-
dinul 2. deci i distantele 3—8 si 6—11 ramén invariabile. Asa
dar, restul grinzii riméne imobil afara de bara 7 — 8 care se lungeste
si dreptele 3 — 7 si 7— 11 cari se rotesc in jurul nodurilor 3 si 11.

f) Liniile de influenta ale eforturilor din diagonalele grinzii primitive
Dysy Dis si Dyyy Dygye

10. Si ne ocupdam de diagonala 10— 11. Facem sectiunea care
taie barele 9 — 11, 10 — 11 si 8 — 12 si luam momentul in raport
cu punctul A, de intersectie a laturilor 9 — 11 si 8 — 12, Notam cu
d distanta normala dela punctul A pana la diagonala 10— 11.
Avem evident d = (¢ + z;) sing. Presupunem ci avem tensiune
in diagonala, si ca sarcina F se giseste la dreapta nodului 11.

Avem
Doy sing (¢ + ) = — be/l

Cand F este in intervalul 9 — 11, avem:
Dyon sing (¢ + o) = — be/l + B (¢ + a5)/A
Cand F este la stdnga nodului 9, avem:
Dygy sing (¢ + 2yy) =a (L +¢)/1

Pentru § = Zultimile doua formule sunt identice. Constructia este
foarte simpla si este data de conturul 0 —9, — 11, — 0’ (fig. 146).

Ordonatele s’au redus in raportul 1/3.

20. Sa ne ocupdam de diagonala 8 — 10. Facem o sectiune care taie
barele 7—9, 7— 10, 8 — 10 si 8 — 12 si luam momentul tuturor
fortelor in raport cu punctul A (fig. 146). Cind sarcina este in
afara intervalului 7 — 11, avem pentru efortul din diagonala
aceleasi valori ca pentru 10 — 11 si anume:

Dgosing (¢ + 2y) =—be/l , Dggsing (¢ + ay) =a (Il +¢)/l

13. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica constructiunilor §i Rezistenta materialelor.
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Sa presupunem ci forfa se ghseste in intervaul 9 —11. Vom

avea:

Dy sing (¢ + @) = —be/l + Dyo dno-
Insa

Dyo=pB/22 sing 'si dye = (c + ;) sing
dect

Dgg sing (¢ + ay) =—be/l + B (¢ + 2;)/2 2

din care se vede cd /2 1 este componenta lui F' in nodul 7. Ajungem
la o expresie identica cind F este in intervalul 7—9.

Pentru =0, formula ne da prima valoare a lui D §i pentru
=2 1, coincide cu a doua valoare.

Linia de influenta este data de conturul 0 — 7, — 11, — 0.

Prima diagonald a fost influentatd de introducerea barelor su-
plimentare, a doua nu. Asa dar, componenta lui Vg, influenfeazd
numai asupra diagonalei 10 — 11, lucru care nu se putea prevedea
dela inceput.

Ajungem la acelagi rezultat i cu metoda deplasdrilor virtuale.
In adevir, daca dam o lungire barei 10 — 11, poligonul 8 — 10 —
9 — 11— 12 se deformeaza, ambele portiuni de grinda rotindu-se
una fata de alta in jurul punctului A, intersectia laturilor 9 — 11
si 8 —12.

In aceastd deformare nodul 9 se miscid cu partea din stdnga a
grinzii, iar 11 cu cea din dreapta. Talpa superioara va afecta dupa
deformatie conturul 0 — 9, — 11, — 0"

Daca dam o lungire barei 8 — 10, patrulaterul 8 — 7 — 11 — 12
se deformeaza, bucatile de grinda rotindu-se in jurul aceluiasi punct
A si talpa superioard afecteazd conturul 0 — 7, — 11, — 0",

Analog construim liniile de influenta ale diagonalelor Dyg $1 D gg.

Se pot da o multime de exemple de grinzi cu bare suplimentare.
Ele diferd intre ele prin forma talpilor si modul cum se adauga barele
suplimentare. Norma de calcul rdméne cea indicatd. In cazurile
practice putem rezolva problema numai cu metoda sectiunilor si a
separdrii nodurilor. Numai in cazuri speciale recurgem si la celelalte
metode cari s’au indicat. Metoda deplasarilor virtuale ne duce in
genere repede la rezultat.



VII. GRINZI CURBE SAU ARCE.

A) Arce plane cu o articulatie si un reazem simplu
supuse la forte situate in acelag plan cu ele.

In cele ce urmeaza ne vom ocupa cu grinzile curbe plane supuse
la forte cuprinse in planul lor.

Echilibrul unei grinzi curbe se asigura, ca si la o grinda dreapta,
prin reazime, cari in genere sunt o articulafie si un reazim simplu.

Forma arcului se defineste prin coordonatele punctelor axei
grinzii. Originea axelor se ia in genere in o articulatie. Axa Oy se ia
de obiceiu verticala pentruca in majoritatea cazurilor avem de-a-face
cu sarcini verticale.

Daca insa toate sarcinile au o alta directie, vom lua axa Oy pa-
ralela cu aceasta directie. Axa Oz o vom lua sau o normala la Oy sau
linia care uneste reazimile.

Ca si la grinzile drepte ne fixim un sens positiv in care parcurgem
arcul. Acesta odata fixat, rezultd directiille pozitive ale tangentei
6 si normalei » la axa arcului.

Fata de aceste directiuni definim semnele cantitatilor N, 7' si
M, adica a fortei normale pe sectiune sau axiald pentruca este diri-
jatd dupa axa grinzii, a fortei taietoare si a momentului incovoietor,
intocmai ca la grinzile drepte. '

Prin urmare, ne vom ocupa totdeauna de sectiunea care o in-
talnim in fatd cAnd parcurgem arcul in sensul positiv.

Ocupandu-ne de aceastd sectiune, N va fi positiv ori de céte ori.
este dirijat din interiorul arcului spre exteriorul lui, adica catre — 0.
N fiind dirijat catre — 0, T va fi positiv ori de cite ori va fi dirijat
citre — .

13%
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M va fi positiv ori de cite ori roteste sectiunea de care ne ocupam
in sensul dela 6 la », adica are directia 0.

1. Relatii intre N, T si M in cazul general.

Sa presupunem ca avem un element de arc ca in fig. 147, supus
la o sarcini p continui.

Putem presupune arcul ds asa de mic, incit, pe aceastd lungime,
si putem considera ca atdt valoarea cat si directia lui p rdman
constante. Sa presupunem ca elementul de arc ds este separat
(taiat) dintr’un arc mai mare, care se giseste in echilibru.

Pentru ca echilibrul sid existe

\/x;"dﬁ

aplicam: 1° In extremitatea din
stinga forta R si momentul M, de
valori 1 directiuni oarecari, cari nu
sunt altceva decat forta rezultanta
s1 momentul rezultant al tuturor
fortelor din stdnga elementului de
Figura 110 arc in raport cu centrul de greutate

al sectiunii arcului, adica in raport

cu punctul de pe axa arcului din acea sectiune si 2°. In extremi-
tatea din dreapta o forta R+ dR si un moment M +dM, cari
difera de respectivele din extremitatea stdngd, atdt ca marime

cat si ca directie.

In aceste conditiuni, sd serim ecuatiile de echilibru ale elementului
de arc ds.

Suma forfelor ne da:

R+ pds—R—dR =0

Momentul il luaim in raport cu extremitatea din dreapta a ele-
mentului de arc. Momentul lui R va fi — 0R ds.

Punem semnul — pentrucd in raport cu acest punct, bratui de
parghie este dirijat catre — 0, si ds pentruca valoarea brafului de
parghie difera de ds cu un infinit mic de ordin superior.

Pentru aceleasi motive momentul lui pds va fi — fp ds?/2,
care fiind un infinit mic de ordin superior se negljeaza. In aceste
conditii ecuatia de momente se reduce la

M—0Rds—M—dM =0

Impartind cu ds, cele doud ecuatii se reduc la:
(1) p =dR/ds , dM/ds = R,

ecuatii absolut generale cari se aplica la orice forma de are.



197

Aplicarea formulelor (1) la un are plan supus la forte complanare cu el.
Tindnd seami cd avem:
df/ds =v/r , dv/ds =—0/r si R=—0ON—»T
rezulta:

p =dR/ds =—8(dN/ds — T/r) —» (dT/ds + N/r)

Dacd ecuatia aceasta se multiplicd scalar, respectiv cu »si 0
s1 daca notam:

[;17 =pn" &1 pa =ipy,
avem:

(2) dT/ds =—p,—N/r , dNJ/ds =—p,+ T/r

Momentul are o directiune constanti §i anume normald pe planul
arcului, deci este dirijat dupa 0O» si deci dM = Ov.dM. Introducand
aceastda valoare in ecuatia respectivd din (1), avem:

(3) dM /ds =T

Ecuatiile (2) si (3) sunt absolut analoage cu acelea gasite la
grinzile drepte si coincid cu ele cind r = oo.

Daca derivam ecuatiile (2) in raport cu ¢ si dacd {inem seama
de ele, capatam: ~

2T/de* + T =rpy , d*N/d¢* + N =—rpp,
ceea ce ne aratda cd atat N, cat si 7. sunt functiuni de forma:
Acos¢ + Bsing

si cd deci nu pastreazi o valoare constantd cind trecem dela un
punct al arcului la altul.

2. Determinarea reactiunilor.

Sa considerdm un arc supus la o serie de forte oarecari. Mai
intaiu, dandu-ni-se modul de sprijinire, va trebui si gasim reac-
{iunile. Am spus cé in genere echilibrul se asigura printr’o articu-
latie A si un reazim simplu B (fig. 148). Originea axelor de coordo-
nate o luam in A, iar axa y-lor verticala de jos in sus. Abscisa unut
punct de pe arc o vom mdsura prin distanfa x, normald la axa y-lor.
Ca axa a absciselor vom lua — dupa cazuri, sau axa x orizontald
sau axa 2, adicd dreapta care uneste cele doud reazime. Aceste axe
fac intre ele unghiul a. Ordonata unut punct de pe arc se va masura
totdeauna prin normalele, y saw y,, la cele doud axe.
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Protectia pe o orizontald a dreptet A B =1, este l, iar pe o verticald h.

Tangenta la arc intr'un punct oarecare face cu orizontala un-
ghiul ¢.

Reactiunea V, din A, de valoare si directiune necunoscuti,
putem oricdnd sa o descompunem in doud componente H; si Vi,
dupa axele x, st y, sau alte doud componente H st V o, dupd axele st y.

Reactiunea 'V, din reazimul simplu B, are direcfiunea cunoscuti
st valoarea necunoscutd.

a) Solutia analitica.

Notaim cu a s1b
distantele normale dela
A si B la forta F.

Luand momentul
tuturor fortelor in ra-
port cu articulatia A,

avem (fig. 148):
(4) ZaF =dV,

expresie din care dedu-
cem pe V. Am notat
cu d, distanta normala
dela A la directia re-
actiunii din B.
Figura 148 Sa ludm momentul
tuturor fortelor in ra-
port cu reazimul B, reactiunea din A presupundnd-o descompusi
dupa H; s1 Vy,. Avem:
(5) 2 b =V,
expresie din care deducem pe V.
Ca sa gasim pe H; vom scri:

(6) TRV, FHFEV =0

ecuatie in care cunoastem toate elementele afara de H,. N'avem
decat sa proiectam aceastd ecuatie pe directia Oz, adici s’o multi-
plicim scalar cu &, ca sa -gasim valoarea lui H,.

Putem sa ne servim si de celelalte doud componente Hy si Vi,
insd in acest caz ultimele doud ecuatii se prezintd sub forma:

5') IR =l Vi,
) EF4+Vy+Hy +Vy =0

e e -

(2]

(
(
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doua ecuatii cu doud necunoscute. Dacé ultima ecuatie o proiectam
pe verticald, adica o multiplicim scalar cu 7, avem:

(7 NEF+qVy+ Vea=0

din care deducem pe Vg, care dusd in (5') ne da pe H,.

Trebue si observam numaidecit ca la gdsirea acestor reacfiuni
nu a intervenit cu nimic forma arcului ci numai sistemul de spriji-
nire al lut.

Prin urmare, reactiunile se pot determina, si asa vom face tot-
deauna, ca la o grinda dreaptd A B, care are acelasi sistem de spri-
jinire ca si arcul.

b) Solutia grafica.

Cautam intersectia C a rezultantei £ F cu directiunea lui Vs
(fig. 148) si o descompunem dupd aceasta directiune §i dreapta
C A care trece prin articulatie. Grafic capitam pe epurd de-a-dreptul
valoarea si directiunea reactiunii din A.

Odata aceasta aflatd o descompunem dupa directile ce ne
convin, cdci avem:

Vo=H, + Ve =Hy + Vs

In cazul cind C ese afard din cadrul epurei, vom utiliza poli-
gonul funicular pentru a face aceasti descompunere (fig. 149).

Cu un pol oarecare
O construim poligonul
funicular al fortelor
date, care ne fixeaza
pozifia rezultantei R.
Orice triunghiu A B, C,
care are varful A in
articulatie iar varfurile
B, si C; pe directiile
lui V, si R, este un
poligon funicular inchis
al fortelor Va, Vs sl R.
Nimic nu se schimba
daca punctul B, il luam
chiar in B s asa il Figura 149

vom lua totdeauna. 3 B
Notam directiile A Cy, C, B, si AB releectiv cu 0,0, s1 &. In
poligonul fortelor, la intersectia lui 6, cu 0, gésim polul O, ce
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corespunde poligonului funicular AC; B. Tot in poligonul fortelor,
intersectia lui & cu directia lui V, ne fixeaza valoarea lui V, 51
din inchiderea poligonului forielor rezulta imediat V,, pe care-l
descompunem, dupa convenient, in H, si V,, sau H, si V.

3. Forta axiala, fortd tdietoare si moment incovoietor.

Ne propunem sa gasim expresiile lor intr’o sectiune oarecare a
arcului. Ne vom conduce numai dupa definitiile ce li s’au dat.
Rezultanta tuturor fortelor pana la sectiunea consideratid este:

(8) ﬁ:Ta+EE:ﬁl+ia +2R:ﬁn+170n +2F‘9

in care prin ¥ F, am notat suma tuturor fortelor date — afara de
reactiuni — dela stdnga sectiunii con-
siderate, adicad pe intervalul dela A
pana la sectiunea aleasa.

7 Daca ne fixam sensul pozitiv in

5

care parcurgem arcul —dela A spre

..4_..R i s 4.4..!

B — atunci rezulta si sensul pozitiv
al tangentei 6 si normalei » la
axa arcului, in punctul considerat.
Pentruca noi ne ocupiam totdeauna
de sectiunea care o intdlnim in fata

cand parcurgem arcul in sensul po-
zitiv, atunci, in acea sectiune, forta
axiata N, si forta taietoare, 7', au respectiv directiile lor pozitive
dirijate citre — 6 si —». Le vom capata proiectind pe R dupa
aceste directiuni (fig. 150):

Figura 150

©) N =— Hicos(¢ — a) — Vu.Sirlg.O t 627,
N =—Hycosg— Vysing — 0 2 F,

(10) T =— Hsin(p re a) + Vla(:()f ) j—l; ZF,
T =— Hgsing + Vecoso—v 2 F

dupi cum foarte clar se vede din figura.

Daca derivam ecuatiile (9) si (10) in raport cu ¢, se constata ci
obtinem semne contrarii celora din ecuafia (2). Aceasta se explici
prin aceea ci la stabilirea formulei (2), unghiul ¢ creste in sensul
dela 6 la v, cresterea avand directia 6», pe cind aci cresterea
are directia & si deci sunt de semne contrarii.
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Prin urmare, vom fi atenti la orientarea celor doui sisteme de
axe 0 si v mobil pe are si & iy fix.
' Expresiunea momentului este:

1) M=—yH,+2 Voe—M, =— g Hy + 2 V;s— M,

in ecare am notat cu M, momentul fortelor ZF, in raport cu sec-
tiunea considerata.

Pentru aceste cantitati nu putem construi usor o curba de va-
riafie a lor, dela un punct la altul al arcului pentru un sistem de
sarcini dat, pentrucd dela o sectiune la alta variazi z, y si o si deci
vom cépata curbe complicate fard vreun folos practic si de aceea
se renuntd la constructia lor.

4. Linii de influenta.

Ne vom ocupa de cazul curent al sarcinilor verticale. In cazul
cdnd sarcina are o alta directie, luam directia axei oy paralela
cu aceasta, aducand astfel acest caz la precedentul.

Vom construi liniile de influenta ale tuturor cantititilor intilnite
pana aci.

a) Liniile de influenta ale reactiunilor V,, V,,, Hy, Vi, Vi, si H,.
1°). Solutia directd.

1°. Vi. Din ecuatia (4) avem:

Yy =a/d
in care d/l =sin(a + f)/cosa (fig. 151 a).
2°. V. Din ecuatia (5) deducem:
Vs =<bfi (fig. 151 b).

3°. H,. Din ecuatia (6) deducem:
nb/l—y +H, & + Ba/d =0
care multiplicata scalar cu £ ne da:
Hicosa =a/c
in care ¢ =d/cosf. (fig. 151 ¢)
4°. V,. Vom capata aceastd linie de influenta faciAnd suma:
Va =H, ?1 + Via ﬁ,

ca in fig. 151 e.
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5° Vg Din a doua ecuafia (6) avem:
N Voe—n +HyE + Baj/d =0
care multiplicata scalar cu 7, ne da )
Ve =1—a/¢
in care ¢, =d/sin f8 (fig. 151 d).
6°. H,. Aceeasi ecuatie (6)
multiplicaté scalar cu £ ne da:

Hy==ajc

in care ¢ are valoarea de mai
sus (fig. 151 ¢).

)
e
Y

o i i e i

2°). Solutia cu ajutorul stramuldrilor

* virtuale.

e : 1°. HosiH,. Sa dam o de-
e b 4 pG plasare intregului sistem in
el ae e

# e sensul lui H,. Articulatia A se
va deplasa pe o orizontala,

al MWWWWW deci se va roti in jurul unui
il il punct situat pe verticala AC,

Linia Ve adica pe axa 7 (fig. 151). Ce-
| lalalt reazim, pentru aceleagi
motive, se roteste in jurul unui

S Mwmmww l\,,\\ punct situat pe dreapta B.
’ ’ Intregul sistem se roteste

deci in jurul punctului C, de

interseciie a axel 57 cu f, cu

un unghiu oarecare 6.
Drumul lui H, este c6.

Lucrul mecanic al reactiuni

din B este nul.

Figura 151 Drumul fortei F proiectat

pe o verticala este, dupa cum

e

se stie, a 0 si deci lucrul mecanic virtual respectiv este I a 0.

In cazul figurii, pentru o deplasare in sensul lui H, arcul se
ridica in sus.

Ecuatia lucrului mecanic este:

Hy ¢80 =ia0; 1dect Hyj —afc

Aceastd expresie coincide cu precedenta caci ¢ =d/cosf.
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H, are exact aceeasi linie de influenta ca H,, difera numai prin
multiplicator.

2°. Vg Facand acelasi rationament ca mai sus gasim ca in-
tregul sistem se roteste in jurul punctului C; de intersectie a drep-
telor & si f (fig. 151).

Avem intocmai ca mai sus:

Vea oy 0= (c;—a) 0
s1 deci:
Voe =1— a/ey,
adicid toemai formula stahilita direct.

Aceasta metoda, dupia cum se vede, di rezultate foarte simple,
insd trebue si fim atenti la aplicarea ei ca si nu neglijaim depla-
sarile cari dau lucru mecanic virtual.

Pentru celelalte cantitati vom aplica aceasta metoda ca fiind
mai simpla.

b) Liniile de influenti ale forfei axiale N, fortei tiietoare T
si momentului incovoietor M.

1°. N. Sa presupunem cé in secliunea i departim cele doui
fete ale ei, dupd directiunea tangentei la arc, cu cantitatea u;.
N fiind o tensiune, lucrul mecanic virtual va fi — Nu;.

Prin aceasta deformatie arcul Ai se roteste in jurul articulatiei
A eu unghiul § (fig. 152). Sectiunea i, care apartine ambelor parti
de arc, deplasindu-se dupi tangenta se va roti in jurul unui centru
instantaneu“de rotatie C, situat pe o dreapta paraleli cu normala
la are.

Or, arcul A7 se roteste in jurul lui A, deci centrul de rotatie
al sectiunii i se va gisi pe dreapta A C, trecind prin A si paraleld
cu normala la arc. Arcul Bi se roteste si in jurul unui centru aflat
pe dreapta . Asa dar, am determinat centrul instantaneu de ro-
tatie C al arcului Bi.

Pentrucd cele doud sectiuni riman paralele intre ele si arcul
Bi se va roti cu acelasi unghiu 6.

In acest caz avem:

Ui = (Ai, + 4, C) 0 = AC. § =8

Deplasarea verticala a lui F este v=—a 0, sau ¢y=— q, 0, dupa
cum F este la stinga sau la dreapta sectiunii i si respectiv avem:

N=—afe i1 N=—a,/c
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a si a, fiind abscisele punctului de aplicatie al forfei F' misurate
respectiv dela verticalele punctelor A si C. Cand serim expresia
lui u;, va trebui s f{inem seama de sensul in care O roteste cele

doud bucati de arc.

Arcul A se roteste in jurul punctului A, Bi in jurul lui C, deci

proiectiile lor A; s1 C, au ¢ =0.

it g

3 i Linal,

g

Vr~<-1/¢: R

Figura 152

Lima de influenta se
compune din doud drepte
paralele trecand prin A,
si C, (fig. 152 a).

Diferenta intre ordo-
natele acestor drepte este
tocmai I'sin g =sin g adica
cantitatea cu cat variazi
N cénd sarcina trece dela
stanga la dreapta sec-
flunii .

Cand ¢ =0, punctul
C, coincide cu A, st linia
de influentd a lui IV se
confunda cu a lu H,,
ceea ce de altfel este evi-

“dent.

20, T. In secfiunea i,
facem sid lunece in pla-
nele lor cele’ doua fete,
fiecare in sensul pozitiv
al lui 7. Lunecarea totala
fiind ¢;; luerul mecanic
virtual va fi Ty

Daca se face exact
acelagi rationament ca mai
sus, se gaseste ca arcul
A 1 se roteste in jurul lum
A,jar Biin jurul punctu-

lui C, dela intersectia lui 8 cu dreapta paralela cu tangenta la arc

si care trece prin punctul A (fig. 152).

Unghiul de rotatie 0 este acelasi pentru ambele parti de arc.

In aceste conditii:

e (‘41.2 + i2C1) 0 = 44C10 — 010
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Deplasarea verticald a lui F este a, sau — b, 0 dupa cum F

este la stinga sau la dreapta sectiunii ¢ si respectiv avem:
T =—=afe st =b;/fe
by fiind abscisa fortei ' masurata dela verticala lui C,.

Linia de influentd se compune din doui drepte paralele cari
trec prin A, si Cj, si intre ordonatele cirora avem o diferenta egala
cu cose (fig. 152 b).

Pentru ‘¢ = 0, aceastd linie de influenta coincide cu a lui V.

3% M. In sectiunea i introducem o articulatie si facem ca cele
doud fete s se roteascd una fata de alta, in sensul pozitiv al lui
M, cu unghiul 6, Lucrul mecanic virtual va fi M6,.

Prin aceastd deformatie arcul A i se roteste in jurul punctului
A, iar sectiunea i se deplaseazi dupi o normala la A, deci se va
roti in jurul unui centru instantaneu de rotalie care se giseste
pe dreapta A:¢ (fig. 152).

Arcul Bi se roteste in jurul unui centru care se giseste pe
dreapta f.

Prin urmare arcul Bi, ale carui extremititi au centrul de rotatie
pe dreptele Ai si B, se va roti in jurul punctului lor de intersectie L.

Arcul Ai se roteste cu unghiul 6;, iar Bi cu 0, avind relatia
0; + 0 = 0,, in care putem lua 6; = 1.

Rotirea ficindu-se in jurul punctelor A si L, proiectiunile lor
A, s1 L vor avea ¢ =0.

Avem ¢ in dreptul lui F, cAnd sarcina este la stinga sau dreapta
sectiunil i, respectiv:

p=—alb; si v=—>0b,0
si deci:
M=a0; 51 M =100,
by fiind abscisa fortei I masuratd dela verticala lui L.
Daca notam cu x si 2’ abeisele sectiunii ¢ masurate dela punctele
A si L si @ +a' =1, atunci in dreptul sectiunii i avem:
=g 0 = 20,
din care deducem:
Bii= 20l iy =il
si deci respectiv
M =ax'[l; si M =ba/l

Prin urmare momentul este ca intr’o grinda cu consola de deschi-
dere [, si simplu rezemata in A; §i L; (fig. 152 ¢).

Se observa cd aceste linii de influenta se exprima in functie de
lungimile d, ¢, ¢; 1 [, cari sunt elementele geometrice ale arcului
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si se determind numail decat dacd avem forma si dimensiunile lui
§1 pozifia sectiunu .

Am notat cu d normala coborita din A pe directia f. De pe
figura avem:

c=d/cos(f— ¢) , ¢ =d/sin(f— ¢)
; Daca notam y;/x; =tgy,

1L atunci
a8 l, = dcosy/sin(f + 7)

Fig. 153 ne arata aceste linii
de influentd pentru o alta sec-
tiune i.

B) Arce plane cu trei
articulatii.

1. Definitii, reactiuni. Curba
momentelor incovoietoare.

Daci douad bare drepte sau

T ‘1 curbe articulate intre ele la un

"“‘l ‘ \ULMH\\ 1l LR cap, le sprijimim cu ce-
1

'47\
I} 17»4 Al

.i ".3“

lelalte doua capete in
doud articulatii, am
capatat o construc-
{iune cu trei articulatii
2. \ : pe care in mod general

! o vom denumi grindd

UL
/

b

’S‘. /
= “S"‘""

T
|
|
i/
S SRR

sau arc— dupa caz —

cu trei articulafii.
Grinzile pot fi articulate si in

alte puncte ale lor, nu numai la

extremitati.
Figura 153 Daca se compard aceasta con-
structiune cu grinda articulatd la
un cap si simplu rezemata la celalalt, se constata ca reazimul simplu
s’a realizat printr’o bard dreaptd sau curbd, articulatd la ambele ca-
pete sau in doud puncte oarecari de pe ea.
Asa fiind, la arcele cu trei.articulatii vom aplica norma de calcul
dela cazul precedent, adaptatii la noua forma si potrivit normei
fixata de practica.
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Vom considera arcele AD si BD (fig. 154), cari reazima in
A si B prin intermediul a doud articulatii §i sunt articulate intre
ele in punctul D.

a) Reactiuni.

I°. Solujia analiticd. Reactiunea Va din A, va avea o valoare
si o directiune necunoscutd si pe care o descompunem in doud
componente, in doua feluri: una H, orizontald si alta V, verticald
sau in una H,, dirijatd dupa linia articulatiilor AB, si alta ver-
ticala V.

Acelasi lucru se petrece si in B.

Prin urmare, sistemul are patru necunoscute. Pentru gasirea lor
dispunem de patru ecuajii, una de proiecfiuni §i trei ecuafii de mo-
mente. In adevir, suma tu-
turor fortelor, inclusiv reac-
tille, trebue sa fie nula si
momentele lor in raport cu
cele trei articulatii sa fie de
asemenea nule, aceasta re-
zultand din chiar definitia
articulatiei.

Reactiunea din D, pe

care un arc o exerciti asupra
celuilalt, fiind egala si de Pignea: 104
sens contrar, dispare in ecua;iile de mai sus.

S determindm grupul de reaciuni V,, gi H,.

Luédnd momentul tuturor fortelor F' in raport cu B, avem:
(1) Wi =Zb, F
in care b, este distanta dela B la forfa F.

Luand momentul tuturor fortelor de pe portiunea A D in ra-
port cu D, avem:
(2) aly =23 Vg —2Zby F

Ecuatiile (1) si (2) ne dau reactiunile V,, si H; imediat.

Sa determinam grupul de reactiuni Vo, si H,.

Putem proceda ca mai sus si obtinem doud ecuatii cu doui
necunoscute. Putem evita aceasta observAnd ca:

H, = H,cose

si ludnd momentul in raport cu B, avem:

(3) Woa—hH, =2b, F
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si tindnd cont de (1), deducem:
(4) Ve = Vig + hHy [t =V, + Hijsine

Prin urmare, este suficient a determina primul grup de reac-
{iuni pentru a avea si pe cel de-al doilea.

Procedand la fel, gasim componentele reactiunii, V,. din arti-
culata B.

Odata reactiunile aflate, putem gisi in orice sectiune valorile
lui N, T i M, scriind expresiile lor dupé definitia ce s’a dat acestor
cantitati. Aceasta revine la aplicarea formulelor (9), (10) si (11)
dela cazul arcelor cu o articulatie si un reazem simplu.

Figura 155

2°. Solupia graficd. Grafic chestiunea se rezolva foarte simplu,
plecind dela urmitoarele consideratiuni, cunoscute de altfel:

1. O raza polara §i latura corespondentd de poligon funicular
reprezintad in marime, directie si pozifie rezultanta tuturor celorlalte
forte, inclusiv reactiunile lasate intr'o parte a ei.

2. Momentul acestei rezultante este nul, in raport cu un punct,
cind ea trece prin acel punct.

Reactiunile din A §i D fac echilibrul fortelor de pe intervalul
A—D, deci pentru ele trebue un poligon de forte inchis si un po-
ligon funicular inchis. Orice poligon funicular al fortelor F de pe
intervalul A — D (fig. 155), a caror rezultanta, pe figurd, este Ry,
si ale carui laturi extreme trec prin A si D, indeplineste conditiile
de mai sus si deci ne da reactiunile din A si D.
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Facem acelagi rationament si pentru fortele de pe intervalul
B D. Dacid finem seama cad reactiunea din D este una si aceeasi
in ambele cazuri, atunci chestiunea revine la a construt un poligon
funicular al forfelor F, ale cdrut laturt corespondente sd treacd prin
punctele A, D si B.

Se cunoaste cum se executd aceastd operatiune si nu o mai
repetam aci. Din constructie a reesit ca polul O corespunde acestui
poligon funicular. ,

Prima latura de poligon funicular care trece prin A reprezinta
in mérime, directiune si pozitie chiar reacfiunea din A.

Sa considerim sectiunea i, de pe are, cuprinsd intre fortele /),
st Fy. Raza polard si latura corespondenti de poligon funicular re-
prezintd in mdrime. direcfiune $i posifiune rezultanta tuturor forfelor
dela stinga secfiunii, care aci este V, + F;. Daca, aceastd rezul-
tantd, o descompun dupd tangenta si normala la arc, in secfiunea i,
gasim tocmai pe N st T. Dacd multiplicim aceastd rezultanta cu
distanta dela centrul de greutate al sectiunii i — care e chiar pe
axa arcului— pana la pozitia acestei rezultante, in poligonul
funicular, avem momentul tuturor fortelor in raport cu sectiunea
i. Pentrua le afla n’avem decéat sa facem operatiunile indicate aci.

b) Curba momentelor incovoietoare in cazul sarcinilor verticale.

Construim ca s1 in cazul precedent poligonul funicular al incar-
carilor F, ale cdrui laturi corespondente trec prin punctele A, D
si B. Pe figura 156 s’a indicat §i constructia auxiliard ce ne serveste
la aceasta.

Expresia momentului in sectiunea i, este:

(5) M=zVy—M,—y, H =z Vi — M,— y, H,,

in care M, este momentul fortelor F, dela stinga sectiunii ¢ si in
care avem evident:

y, H, = y, cose (Hy/cose) = y, H,

y, fiind ordonata lui ¢ masurati dela linia de inchidere AB.

In aceste conditiuni, se observd ca aV,,— M; este tocmai mo.
mentul ce se produce in secfiunea i, ca si cdnd am ayea o grindd simplu
rezematd de deschidere 1.

14. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica constructiunilor si Rezistenta materialelor.
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De pe figurd se vede cd reactiunea orizontala [, este tocmai
distanta polara. In acest caz se stie, cd segmentul m, din dreptul
sectiunit i, paralel cu rezultanta forfelor si cuprins intre linia de in-
chidere AB st poligonul funicular, multiplicat cu H,, dd valoareo
acestut moment, adicd avem
(6) 2V — M; =mH,.

Introducind aceasta valoare
in expresia lui M, din (5)
avem:

(7) M =(m—uy,) Hy

Asa dar, ordonata verticald,
masurata intre aza arcului gt
poligonul funicular, multiplicatd
cu Hy, ne dd valoarea momen-
~ tului incovotetor. Se vede de pe
figura, fara alta demonstratie,
ca [m—y,| <|m|, deci mo-
mentele incovotetoare, ce se produc
in diferitele secfiuni ale arculut,
sunt mult mat mici ca acelea
ce s'ar produce intr'o grinda
stmplu rezematd de o deschidere
egald.

Se mai observa cd, dacd curba
funiculard aincdrcéarilor ar coin-
cide cu aza arculut, diferenja
m—y, =0 si dect momentele
W s pe toatd intinderea arcului ar
e fi nule. Aceasta este adevarat
pentru orice fel de incércari.

Figura 156 e Ry, -
Variatia diferentei m—uy, re-

prezinta chiar variatia momentului incovoietor pe arc (fig. 156).

2. Linii de influenta.

Vom construi liniile de influenta ale cantitatilor intalnite pana
aci cu ajutorul deplasarilor virtuale, pentruca acestea au avantajul
de a ne indica elementele geometrice cele mai simple, in functie de
cari putem exprima linia de influenta respectivi.
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a) Liniile de influentd ale reactiunilor V,, si H,.

1°. Ve Dam articulatiei A o deplasare verticala ¢, (fig. 157).
Punctul A se va roti in jurul unui centru instantaneu de rotatie
care se giseste pe orizontala punctului A.

Articulatia /), care aparfine bucafii AD, se roteste in jurul
punctului B, deci in jurul unui centru care se gaseste pe dreapta
BD. In aceste conditiuni arcul AD se roteste in jurul lui C,, inter-
secfia orizontalei din A cu dreapta BD, cu un unghiu 0;.

Bara BD se roteste in jurul lui B cu unghiul 6. Proiectiile B, si
€'y, ale lui B s1 C; pe o orizontala, au ¢ = o.

In aceste conditiuni
v, = ¢, 0;, 1ar deplasarea s
in dreptul fortei F, cind E
ea calcad pe cele doud in- ‘
tervale AD si DB, este:
¢ =(c,—a) 0; s1 ¢ = bl

Punctul D se depla-
seaza cu aceeasi cantitate,
deci

(ep—@a) 0; =24 Oy,

~ 1t

relatie care stabileste le-
gatura intre 6; si 0.

S

i
Seriind ecuatia lucru- | 1 ~ , e
: Y 3 Sl s |
lui mecanic, in cele doua 5! b [
cazuri, avem: Bl Lima K o4
1 E
e — s ] & |
Voa =1 —a/a, il | BN L
4 @& 8

Voo =b (1 —aa/e)) /2 a
Linia de influenta se
compune din doud drepte ca in fig. 157 a, si se poate construi si
direct fara ajutorul acestor formule.
2°. H,. Procedam exact ca in cazul precedent dand articulatiei
A o deplasare orizontald. Facand acelasi rationament, se gaseste cé
arcul AD se roteste in jurul punctului C cu un unghiu 6; si c& BD
se roteste in jurul lui B cu unghiul 6,. \
Proiectiile A; a lui C s1 B; a lui B, pe o orizontald, vor avea

Figura 157

P 0.
Linia de influenta se compune din dreptele A, D; s1 D; B,, cari
fac cu orizontala A, B; unghiurile 0; s1 0.

15¢
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Deplasarea punctului D este
vq = xaili ="a'q Ok
Seriind ecuatia lucrului mecanic in cele doud cazuri, ¢dnd sarcina
F este la stdnga sau dreapta lu1 D, avem:
Hy=wfe -, i Hi=bzslcz g
doud drepte cum se indicd in fig. 157 b.

b) Liniile de influenta ale cantitatilor N, T si M.
1°. N. Presupunem cé cele doua fete ale sectiunii i le departam
intre ele cu cantitatea w;. Intregul sistem se deformeaza, insa, cele
doua fete ramanand mereu
paralele intre ele. Arcul AD
se roteste cu unghiul 6;, iar
BD cu 0, (fig. 158).

Deplasarea u; se capata

i

prin rotirea in jurul unui
centru care se gaseste pe o
dreapta oarecare, paralela cu
normala la are in sectiunea
, i. Arcul A: se roteste in
UWMWTD jurul_punctului A, deci cen-

il ' ~ f trul instantaneu de rotatie
| | \ ce corespunde sectiunii i se
@ A gaseste pe dreapta AC,, care
G trece prin A si este paralela
cu normala la arc in punctul

ap
(
8
\'

| ! . .
,4,‘[,%% Ty L. Punct..ul D se roteste in

' jurul lui B, deci centrul lui
de rotatie este pe dreapta
. 1 6. BD. Prin urmare, arcul il

o5
S
*

/. <L
(/8 411' xiv‘

LinigM se roteste in jurul punctulm

C,, intersectia drepter AC,
cu BD.

In rezumat, arcul A7 se
roteste in jurul lui A, ¢D in jurul lui C,, ambele cu unghiul §; si
DB in jurul lui B cu unghiul 6;.

In aceste conditii:

ui = (Aiy + 5,0,) 0; = &;0;
Proiectiile A;, B, si C'y, pe o orizontald, a centrelor de rotatie

AL B O vauii—0!

Figura 158
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Cénd sarcina calcd pe cele trei intervale Ai, iD si DB, ¢ are
respectiv valorile:
v =ab; , v=(y3+a)l; , ¢v=0b0,
Deplasarea lui D va fi:
va =(c'y + xa) i =2’y 0.
Scriind ecuatia lucrului mecanic pentru cele trei intervale, avem:
N=—a/e, N=—sinp—ale,, N=—%b (sing + xq/cy) /2’ q

pentrucd avem: ¢’y = ¢, sine.

Cand sarcina calci chiar in articulatia D, N = — (sing + xa/cy).

Cu aceste elemente trasim numaidecat linia de influenta (fig.
158 a).

2°. T. Sa presupunem ca in sectiunea i facem ca cele doui fete
ale sale s lunece in planul lor, cu cantitatea ¢;, in sensul fortei
taietoare T (fig. 158).

Facind acelagi rationament ca mai sus, gisim ca arcele Ai §1
iD se rotese cu unghiul 6,, iar DB cu 6,.

Continuénd, gasim ca arcele Ai, BD si iD se rotesc in jurul
punctelor 4, B si Cj, acest din urma punct fiind intersectia lui BD
cu dreapta dusd prin A paralela la tangenta la arc in secfiunea
i. Gasim de asemenea ca drumul parcurs de T este:

D= (Aia - i3C3) 0; ='C36i

Proiectiile A, B, €y, pe o orizontald, ale centrelor de rotatie
A, Bs1C; auy =o.
Cénd sarcina calcd pe cele trei intervale, avem:

pv=al;, , v=('3—a)l; , v=00,
st in dreptul articulatiei D,
90 = (¢'3 — za) 0; = 2"y O,

relatie care stabileste legitura intre 0; si 0.
Scriind ecuatia lucrului mecanic in cele trei intervale, avem:

T=—aes , T=cos¢g—ajeg , T =b(cosg— zi/c5)/a q

pentrucd avem: ¢’y = cycos o.
In dreptul articulatiei D avem:

T =cos¢ — z4/cs.

Putem acum trasa linia de influenta ca in fig. 158 b.
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3°, M. Presupunem ca cele doua fete, ale sectiunii i, se rotesc cu
un unghiu oarecare, in jurul centrului de greutate al sectiunii, in
sensul positiv al momentului (fig. 158).

Bucata de arc A i se roteste in jurul articulatiei A, deci are
centrul instantaneu pe dreapta At, bucata DB se roteste in jurul
lui B, deci are centrul instantaneu pe BD, atunci bucata 1D se va
roti in jurul punctului L, intersectia dreptelor Ai si BD.

Proiectiile A;, L; si B, ale acestor centre, au ¢ =o. Cele trei
bucati de arc Ai, iD si DB se rotesc in jurul acestor centre cu
unghiurile 0;, 0 s1 0.

Cunoscand pozitia lui L;, notam: AL, =1, I; B, =1;. Mai
notam: @, =1y Ly, f1 = L, Dy. Cand sarcina se gaseste pe intervalul
A, Ly, notam cu a, si b, pozitia el fatd de punctele A, si L,, iar cand
se gaseste pe intervalul L, B, cu ag 5i by fata de punctele L, si B,.

Deplasirile verticale ale punctelor ¢ si D vor fi respectiv:

P =3 65 =(110 y Ya =.‘L‘Id 0/; =ﬁ16
relatii cari ne permit a stabili o legatura intre 0,, 0 i 0;.

Expresia lui ¢ pe cele patru intervale va fi:
g =agl;  , v=0b0, 9 =a8 ., ¢=Dblg

Daca scrim ecuatia lucrului mecanic pe cele patru intervale,
tinAnd seami ci lucrul mecanic al momentului este M (0 + 0,),
avem:

M =aqa,0,/l, M=0b zi/l, M=—agxz;i/l, M=—bs@ip,/la’a
Valorile acestor momente in dreptul lui 7 s1 ) sunt:
Mi;;ri al/l,_ 3 MD:.T, 51/12-

Cu aceste elemente construim linia de influenta (fig. 158 ¢).

Se constatd cd aceastd linie de influentd coincide cu lima de
influentd a momentului in sectiunea iy, a unei grinzi AD,, cu consola,
simplu rezematd in A; si L, si pe consola cireia sprijind grinda
simplu rezemata D, B.

Aplicatia Nr. 41. Se di arcul ADB de deschidere I cu articulatiile 4 si B
de nivel (fig. 159). Articulatia D este la mijlocul arcului si ordonata lui D ma-
surata dela linia A B este f. Arcul este simetric in raport cu verticala care trece
prin D.

Sa se gaseascd:

1. Momentele maxime §i minime.

2. Fortele axiale ce corespund acestor momente, sub actiunea unei sarcini:
a) F mobila pe arc;

b) p uniform distribuitd pe unitatea de proiectie orizontali.



Sd presupunem ci acestea au loc in sectiunea @, @'y yi. Vom ciuta deci
linia de influentd a lui M si N in aceasti sectiune.
Pentru linia de influenta a momentului incovoietor avem nevoie de abscisele

ly 5i Iy ale punctului de intersectie al dreptelor Ai §i BD. Dacid scriem ecuatiile
acestor drepte si luim intersectia lor, giisim:

L=1/1+ly,/2fa)

din care, prin simple aduniiri, deducem pe Iy, @y 5i By si avem deei toate elemen-
tele liniei de influenta.

Pentru linia de influentd a lui
N avem nevoie de intersectia dreptei
BD cu dreapta AC,, care trece prin
A si este paraleld cu normala la are
in sectiunea i. Dacd ¢ este unghiul
tangentei la arc in { cu axa AB,
atunci abscisa punctului de inter-
sectiec al celor doud drepte este
toemai

e sing=— I/[l/2 fig ¢ —1]

din care scoatem:
e = L/[(L/2f) cos ¢ — sin ¢]

Asa dar, avem si elementele liniei
de influenta a lui N.

Asta in mod general. Si ne
ocupdm de un caz particular si anume
cind awva arcului este parabola:

y=4fza'/B=4fEE
notind & = z/l si & = a'/Jl; i
cand raportul f /I, care poarti
numele de pleogtirea arcului, are o
valoare curent intrebuintati, si zicem
1/7 gi deci 1/2 f = 3,5.
In acest caz, avem:
L=U/1+2&), L=218/1 +2&), a=18(E— & /1 +2¢&)
Bi=1(8—§/201 +2¢&), ca=1/(3,5 cos g — sin ¢}

Figura 159

a) Sd ne ocupam de forta izolatd F.
Momentul + M; va fi maximum atunci cand expresia lui, adici:

M;= a0/l =158 (8§ —§

va fi maximai.
Aceasta are loc pentru & = (3 —1/3)/6 = 0,211, pentru care:
M;=F1]/3/18 = 0,385 F1/4

si are loc atunci cand F calcad in aceastd sectiune deci cand a = & = 0,211 /,
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a

Pentru aceastd pozitie a fortei F, si gisim valoarea lui N in aceasta sectiune.
Avem sing = 0,31330, ¢, = 1/3,01048, care ne dia N = — 0,95 F.

Sa ne ocupdm de — Mi. Valoarea lui maximi va fi odatd cu a expresiei:

Mi= z; By/ls =L E(E — &) /2
care are loc pentru & = 1/4 si pentru care:
Mi=—02Fl/4

si are loc atunci cand F caled in articulatia D, adiea pentru a = 0,5 L

Sid giisim valoarea corespondentd a lui N in sectiunea @ = [/4. Avem:

sin g = 0,27472, ¢, = 1/3,09061, care ne dd N= —1,82 F.

b) Sd ne ocupim de sarcina uniform distribuitd p.

Pentru a avea pe M; maxim, va trebui si incircidm numai regiunea pozitiva
a liniei de influentd. Se mai stie cd suprafata acestei linii de influenta multipli-
catd cu sarcina p ne dd tocmai valoarea momentului.

Aceasta suprafata este Mi l,/2 = a; a;/2 si va fi maxima odatd cu maximum
acestei expresii, adicd cu:

BES(E — /2 (4 28)
care are loc pentru:
£=10,284, , = 10,3951, @, = 0,161 L
Valoarea momentului maxim pozitiv este:
M; = 0,1506 p I*/8

Daci se incarcd portiunea l;, se giiseste aceiasi valoare insi cu semn schimbat.
Aceasta asa si trebuia s fie pentrucd sub actiunea sarcinei p, intinsa peste tot
arcul avem M = O.

Sd gisim valorile lui N ce corespund acestor momente. Pentru aceastd sec-
tiune avem: sin ¢ = 0,29086, ¢, = [/3,05783.

Suprafata liniei de influentd a lui IV pe intervalul I, este: I%,/2 ¢; + a; sine =

0,285 ¢ si deci N = — 0,285 pl.
Daci se face calculul suprafetei liniei de influenta pe intervalul L, se gaseste
0,629 [ si deci valoarea corespunzitoare a lui IV este N = — 0,629 pl.

In practica se face caleulul pentru sectiunea x = 1/4, care ne da l, = 0,41,
ay, = 0,151 §i peniru care asvem::

M; = + 0,15 pI*/8

Acest caleul se justifici prin simplicitatea lui si prin faptul ci eroarea ce
se face asupra momentului este sub 19;. Eroarea mai mare se face numai asupra
pozitiei sectiunii in care are loc momentul maxim.

Daci se calculeazi suprafata liniei de influenta a lui IV pentru aceasta sec-
tiune, se giseste ci celor doud momente corespund fortele axiale — 0,288 pl
si— 0,622 pl, care diferd de asemenea putin de acelea ce corespund sectiunii
pentru care avem momentul maxim,

C) Arce plane cu trei articulatii formate din grinzi
cu zabrele.

Putem face si grinzi cu zabrele pe care si le sprijinim intre ele
ca arcele curbe de care am vorbit pana acum.



In privinta reactiunilor, se aplica intocmai normele indicate la
capitolul precedent, fira cea mai mici deosebire.

In ceea ce priveste eforturile din bare — reactiunile fiind cu-
noscute — vom aplica pentru determinarea lor una din metodele
Cremona, Culmann
Ritter ete., fiind
totdeauna vorba de
grinzi static deter-
minate. Prin urmare
nimic deosebit de
ceea ce s'a indicat
pana aci.

Acelagi lucru si
pentru liniile de in-
fluenta. Este evi-
dent ca pentru reac-
tiuni, ele sunt ace-
leagi ca si la arce cu
articulafii.

Aproape la fel e
si pentru eforturile
din bare. Ne vom
ocupa numai ca apli-
catie de doua bare
ale fig. 160.

Aplicatia Nr. 41 bis.
Sid se determine liniile
de influenta ale efortu-
rilor din barele 1—3 si
1—4 (fig. 160).

1°. Ny;. Daci facem sectiunea care taie barele 1—3, 3—4 si 4—6 si luim
momentul in raport cu nodul 4, avem evident:

Figura 160

Nys = M, /h,.

Asa dar, linia de influenta a lui Ny este identicd cu a lui M,, care se giiseste
exact ca in cazul arcului cu 3 articulatii. S’a indicat pe figura 160 a si nu mai
e nevoie de nicio alta explicatie.

2°. Ny. Facem sectiunea care taie barele 1—3, 1—% si 2—% si luim mo-
mentul tuturor fortelor in raport cu punctul C,, intersectia barelor 1—3 si
2—4. Aci intrd expresia lui H, si V,, si deci linia de influentd a lui Nyg va fio
combinatie aratatd de calcul a liniilor de influenta ale acestor doui cantititi.

Putem sda o aflam direct cu ajutorul deplasdrilor virtuale.
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Presupunem & in bara 1—% avem o tensiune Ny, si ed bara se lungeste
cu cantitatea ty,. Prin aceastd lungire patrulaterul 1-—2—3—% se deformeazi
si intregul sistem primeste o serie de deplasiri.

Partea din stanga a arcului AD se roteste in jurul lui A cu unghiul 0;, partea
din dreapta se roteste in jurul unui punct C, pe care-] vom determina, cu un-
ghiul 0, iar arcul D B se roteste in jurul lui B cu unghiul 6.

Lungirea barei 1—% se capdtd prin rotirea in jurul unui centru situat pe
normala la bara. )

Partea din stinga se roteste in jurul lui A, de i centrul instantaneu ce co-
respunde lungirii u se giseste pe dreapta normald pe 1—% si care trece prin A.
In mod analog punctul D se roteste in jurul B, deci centrul de rotatie se ga-
seste pe dreapta BD. Cele doud drepte se intalnesc in C, deci bucata de grinda
4 — D, ale carei extremititi se rotesc in jurul lui C, se va roti si ea in jurul
aceluiagi punct.

Proiectiile pe o orizontala ale centrelor de rotatie A, Csi B, adiea A, C,
si By vor avea v=o, si deci cunoagtem 3 puncte prin cari trec dreptele cari
reprezinti rotatia bueatilor de are A —2, 4—D si D—B.

Suma ordonatelor dreptelor A; Cy care faie unghiul 0; cu linia de reper
Ay By 5i Gy Dy, care face cu aceeasi linie de reper unghiul 6, reprezinta deplasarea
relativa a bucatilor de grinda A — 2 §i 4— D. Or, acestea se rotesc una fata
de alta in jurul centrului C,, intersectia barelor 1—3 si 2—4. Asa dar, suma
deplasirilor este nula in C,, deci dreptele A; C, §i C; Dy se intdlnesc in punctul
C,, ce se giseste pe verticala lui C,.

Mai departe. Nodul 1 se deplaseaza odatd cu partea din stanga a arcului,
nodul 3 odatéd cu porfiunea 4 — D, deci 1 — 3 se va roti cu un unghiu 0;.

Acum putem trasa linia de influentd. Daci cunoastem pe 0;, putem trasa
linia A, C, (fig. 160 b), de unde rezulta C, Dy C, 3, si deci 1, 3, si Dy By. Pentru
a-dimensiona aceasta linie de influenta este suficient a gisi un singur element.

De pe figura avem:

Ay Ay =1, 0=c(0—0) , DyDy=f 0=2"q 0 , 0 +a0=176,
egalititi cari stabilesc raporturile intre unghiuri.

Pozitia fortei pe fiecare din intervalele A, — E, E— C; si C;—B, o fixam
prin distantele a si b misurate dela extermitatile fie drui interval. In aceste
conditii putem scrie numaidecat expresia lui v.

De exemplu pe intervalul 3; €; avem: ¢-—= b, pe intervalul D, B,
¢ = bB,,., etice

S aplicim ecuatia lucrului mecanic virtual. Vom avea uy, =d (8 — 0;) 5i deci:

N, d@—6)=v : :
N'avem decdt si punem aci valoarea Jui ¢ pe diferitele intervale, ca sd avem
valoarea lui Ny,

Ca si fixam linia de influentd n’avem de cat sd fixim un singur element.

Sa aflam pe A4; A, Avem:

Ay A, d(0—6;) = ¢ (0—0:)

st deci

Ay A, =c/d
Am putea gisi pe Do D;. Acesta are valoarea:

Dy Dy = cfy/d L.
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In privinta semnului observim ci, atunci cand 1—4 se lungeste, portiunea
A2 se ridica in sus, deci pe acest interval ¢ este negativ si deci §i Ny;. Semnul
pe celelalte intervale rezultd din acesta.

Ca aplicatie si giisim expresia lui Ny, pe intervalul D, B, pe care v= — b,
Avem:

Ny d (0 — 6;) = — b8y,
tinand seami de relatia intre unghiuri avem:
Ny=—0bfyc/dl, 2'a.

In mod cu totul analog procedim si pentru montanti, pentru efortul cirora
gasim linii de influenta analoage.

Am putea inmulti numirul exemplelor de acest fel. La toate se aplica in
mod invariabil cunostintele capitate pana aci.

D) Grinzi curbe plane supuse la forte normale
pe planul lor.

Ne vom margini la cazul grinzilor curbe cuprinse intr’un plan
orizontal §i supuse la forte verticale.

1. Consideratii generale.

Intocmai ca si la celelalte grinzi vom stabili mai intdi o relatie
intre sarcina p, forfa tiietoare si momentul dintr’o sectiune oarecare.

Raportam elementul de arc la sistemul de axe de coordonate
0, », f format de tangenta, normala principalad si binormala la arc
(fig. 161).

In conditiile problemei avem urmitoarele particularititi:

1°) binormala pastreazi o directiune constanti,
§i, incércarea fiind verticala si dirijata de sus in
jos, va fi —pfB;

2°) rezultanta fortelor intr’o sectiune oarecare este
verticala si se reduce la forta taietoare din sectiune
care dupa conventiile adnnse panad acum, are sensul
spre + f, deci va fi R =T f;

3°) fortele fimd verticale si bratele de pArghie misu- o
Flvura 161

randu-se pe orizontale, aza momentului va fi totdeauna
cuprinsd intr'un plan orizontal, deci nu are componentid verticala.

Momentul din sectiunea data il descompun in doud compo-
nente: un moment incovoietor M;, dirijat dupd v si un altul de rdsu-
cire M,, dirijat dupd 6. Ele vor fi pozitive ori de cite ori rotesc
sectiunea care o intdlnim in fatad, cdnd parcurgem arcul ds in
sensul pozitiv, in sensul pozitiv al axelor alese.
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In aceste condifiuni, sa aplicim ecuatiile (1) stabilite pentru
orice arc curb, si anume:

(1) dR/ds =p , dM/ds —=R0
Din prima ecuatie cipatim:
(2) dT/ds =—p

Din a doua ecuatie t{inind seamd de formulele lui Frenet si
ca avem:
M =M;v + M,0
capatam:
(dM,/ds — M;/r) 6 + (d M;/ds + M,/r) » = T»

care multiplicatd respectiv scalar cu » si 6, ne da:

(3) dM;/ds =T — M, /r,
sl

(4) dM,/ds = M;/r,

relatii analoage celor gasite pana acum.

2. Expresiile cantitdtilor T, M; si M,, intr’o sectiune oarecare.

Echilibrul unei asemenea grinzi putem si-l asiguram prin trei
reazime simple, nesituate in linie dreaptd, printr'o incastrare sau
doud reazime simple si o incastrare incompleta.

In toate aceste cazuri se procedeazi ca la descompunerea fortelor
in spatiu, utilizdind ecuatii de momente.

Odata reactiunile aflate, putem
~ gasi expresia lui T, M; st M, in
0 secliune oarecare.

S5a& presupunem cd am gasit

T, M;s1 M,in o sectiune oarecare
& :

) §l voim si gisim aceleasi cantitdti
od

M

\
v

1
[}

-4 in sectiunea la distanta s, interval

% pe care r ramane constant (fig.
Figura 162 162 a).
Avem evident
(5) T,=T,—pro—F

Apo1
(6) Myy= M;ycos ¢ — Mo sin o+ Tyrsin o — pr? (1 — cos ¢) — Frsina
M,y =M,y cosp + Mysing + T, r (1 — cosgp)
(7) — pr? (¢ — sing) — Fr (1 — cosa).
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In aceste formule intervine momentul incovoietor s1 de risucire
dat de sarcina p care este respectiv:

cos ¢)

(8) —quprda.rsina =—pri(l
0

9) s \‘p prda.r(l

Se poate ariita usor cd aceste expresii verifica relatiile (2), (3)
si (4).

Cénd grinda face un cot brusc se vede numaidecat ci avem
(fig. 162 b):
(6") Miy= M, coso— M,, sing
(7 M= M, cosg + M, sing

Asa dar, daca ni-se da un sistem de incirciri, putem gasi reacfiu-
nile §i de aci expresia lui 7, M, si M, intr'o sectiune oarecare.

cosa) = — pr?( ¢ — sing)

3. Linii de influenta.

Vom construi linia de influentd a reactiunilor §i a cantitatilor
T, M; §i M, intr’o sectiune oarecare intr’un caz simplu si anume
cdnd avem o grindd curbd orizontald,
rezimald in trei puncte A, B si C gi
supusd la sarcini verticale (fig. 163).

a) Liniile de influenti ale reactiunilor
Va, Vi si V..

Daca dam o deplasare verticala
reactiunii V,, tot planul grinzii se
roteste in jurul axei BC cu un
unghiu 0.

Daca un punct de pe grinda se

[ i
gaseste la distanta z de dreapta BC, i )
atunci avem evident: Figura 163

p=z0 8 w,—32,0 4-
si deci
Vazif =vz8
Voo gt
Absolut analog gisim liniile de influenti ale reactiunilor din B
si C,insd,in aceste cazuri, z va fi distanta dela un punect al grinzii
la dreptele AC i AB. Pentru exemplul din figura se vede ci re-
actiunea din B are totdeauna acelasi sens pe cind cele din A si C
sunt si pozitive si negative (fig. 163).
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b) Linia de influentd a fortii tidietoare T.

Sa presupunem ca facem sectiunea i (fig. 164) si ca rotim
portiunea iBC in jurul lui BC cu unghiul 6, iar portiunea Ai
in jurul unui ax AA,, paralel cu BC, care trece prin A, cu acelasi
unghiu 6. In aceste conditii cele doud fete ale sectiunii ¢ raméan
paralele. )

Deplasarea lui 7" va fi ¢; =z,0, lar a unui punct oarecare:
¢ = z0, - distantele z misurdndu-se respectiv dela axele AA; si
BC. Avem evident:

Tz, Or=2 ity ol =

¢) Linia de influentd a momentului incovoietor M;.

In sectiunea i rotim cele doua fete, in jurul axului », cu unghiul

0, (hg. 164). In jurul acestut ax portiunea Ai se roteste cu 0;
- iar cealaltd cu 0. Portiunea Ai se

¢ va roti cu unghiul 6; in jurul unum

ax AA, paralel cu v si trecand prin A.

Portiunea :BC se roteste insa cu
Oicos ¢ in jurul axei BC

Pe portiunea Ai avem: ¢ =z0;, z
miasurdndu-se dela axa AA, iar pe
portiunea iBC avem: v =1z 0, cos ¢, z
misurandu-se dela dreapta BC.

Pe langd acestea avem:
0;+ 6, =0, , vi=z 0;=20cos¢
relatii cari stabilesc raporturi intre
unghiurile 0;, 0 si 0,.

Sa aplicim ecuatia lucrului me-
canic. Vom observa mai intai ca
rotirea facindu-se in jurul lui, lucrul
mecanic dat de M, este nul, si deci:

Mi 00 =9

Si serim explicit aceasta. Sa presupunem cd F caled pe in-
tervalul A:. Vom avea:

Figura 164

A’[i 00 = ZB,‘
s1 {indnd seama de relapia intre unghiuri avem:
M; = z.z,c08 ¢/ (z; + 2,c08 @)
In acelagi mod pe intervalul iBe, gasim:
M; = z.zic0s ¢/(z; + z,c08 @).
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d) Linia de influentid a momentului de risucire M,.

Proceddam absolut la fel ca pentru M;, rotind insid cele doua
fete ale sectiunii in jurul axei 6 cu unghiul 6,.

In jurul acestui ax cele doud fefe se vorroti cu unghiurile 0; s1 0.

Portiunea Ai se va roti in jurul unui ax AA,, paralel cu 0,
trecand prin A, cu unghiul 6;. Portiunea iBC se va roti insa in
jurul dreptei BC cu unghiul O;sing (fig. 164).

Pe portiunea Ai¢ avem: ¢ =z 0;, z misurdndu-se dela axa AA,,
iar pe portiunea i{BC avem: ¢ =z U;sing, z misurdndu-se dela
dreapta BC.

Avem lardsi:

0,‘ + 6;.- — 00 , Vi = Zp 6[ = Bli-SiD §9

Pentru aceleasi motive ca la cazul precedent avem:

M, 0=y
Explicit, pe intervalul Ai, avem:
M, =z.z, sing/(z, + 7 sing)
iar pe 1BC:
M, =z.z, singp/(z, + 7 sing)

Examinand aceste linii de influentd se constatd cid chestiunea
lor e mult mai simpld de cum ar parea la prima vedere.
Aplicatia Nr. 42. O grinda orizontald in formd de semicerc de raza 2 m.
reazimd simplu in punctele ABC, punctul B fiind la jumitatea arcului AC.
Dandu-se p = 500 kgr./m. si se giseascd reac-
tiunile si valorile lui 7', M; si M, (fig. 165). T RN

Dacia luim momentul tuturor fortelor in 4 -
raport cu diametrul AC, gisim reactiunea din B: k-t i v

Vo= p. @r. 2r/ar = 2pr = 2.0,500.2 = 2t

Vo= Ve= (par —2pr)/2 =
pr (#/2 —1) = 0,571pr = 0,671t

Vom avea apoi:

=0 Uy

T = (0,571 — o) pr Ad ot el o
M; = (0,571 sing + coso— 1) pr2 Figura 165
M, = (0,571 + sing — 0,571 cos ¢ — o) pr?
Aceste valori variazi precum urmeazi:
e | 00 | 20043 | 32040 59028’ 900
T 0,571 pr — 0 A L, pr
M; 0 + 0,151 pr2 — 0 — 0,429 pr2
M, 0 == — + 0,104 pr2 0
Din acest tablou se vede cd avem:
Tmin=—pr=—1, Minaz = + 0,151 pr2 = 0,302 tm

Mipin = — 0,429 pr2 = — 0,858 tm, Mpmas = 0,104 pr2 = 0,208 im
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E) Grinzi curbe in spatiu.

Vom considera aci grinzile formate din arce curbe oarecum.
supuse la forte oarecari. .

In o sectiune oarecare raportam elementul de are, ds, la tan-
genta 6, normala principald » si binormala f si in raport cu acestea
vom fixa sensul pozitiv al fortelor N s1 T si al momentelor.

Potrivit conventiunilor de pand acum, N este pozitiv in sec-
tlunea ce o intdlnim in fatd, cAnd parcuregem arcul ds in sensul
pozitiv, atunci cdnd este dirijat catre — 0. Daca notam cu T,
si Ty, fortele taietoare normale respectiv pe v si f, ele vor fi de
asemenea pozitive cind sunt dirijate respectiv citre — f si — .

In aceste condifii rezultanta din sectiunea consideratd este:

—R=NO+Tyv+T.B
Daca notim cu M,, M,, M,, momentele dirijate dupa 0, » si f,
atunci momentul rezultant este:

M=M0+M,v+M,pB
componentele avind semnul plus cand rotesc sectiunea de mai
sus in sensul pozitiv al axelor alese.

Daca aplicam acestor expresiuni ecuatliile generale:

dR/ds =p si dM/ds = RO
s1 tinem seamd de ecuatile lui Frenet, gasim 6 ecuafn de legatura
intre cantitdtile de mai sus s1 eresterile lor in raport cu ds.
Pentruca asemenea constructiuni le
. intdlnim rar, ecuatiile de care am pomenit
nu au o aplicare practica si de aceea nu
le mai dam aci, desi deducerea lor e foarte
simpla.

Aplicatia Nr. 43. Un resort helicoidal cilindric
este supus la douad forte egale si de sens contrar,
dirijate dupd axa ecilindrului. Raza ecilindrului
care contine helicea este r. Sa se gdseasca
N, T si M in sectiunea ¢ (fig. 166). Daca unghiul
elicei este @, avem:

N = Fsina i — Feosn |, Tb = 0

F si sunt dirijate respectiv dupd — 8 si
sunt positive.

B, deci

Valoarea momentului este rF care descom-
Figura 166 pus dupa cele doud directii ne da:

= rFsina. f.
WBLOTECY

M, = —rFeosa. 0 , M,
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