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In editia I se strecurase o mulfime de erort
de tipar, si figurile de g lamurite, insd nu era
corect execulale.

In aceastd edifiune toate erorile de tipar
sint indreptate, iar figurile sint facute din nod.

Prin acestea se deosebeste edifia a doa de
intdia, a cdrel prefafd o reproducem.

Dintre toate cartile franceze de Geometrie, acea in-
titulata , Eléments de Géométrie® redactatd de profe-
sorul A. Amiot (mort in 1864%), este consideratd de
toti si cudrept cuvint, ca cea mai buni pentru elevil
de Licee.

In scolile noastre secundare, programa de Geo-
metrie este intocmitd dupa acea a scolilor tranceze ;
prin urmare cartea lul Amiot poate fi utild si elevilor
nostri.

In acest scop am dat la lumind aceastd lucrare,
care in forma nu este intocma Geometria de Amiot,
dar contine tot cese afld in ea, cu addogirl insemnate
luate din acte tractate.

Din diverse imprejurdri, si mal cu sama pro-
babil din cauza scurtimel timpului, elevii nu fac in-
deajunse probleme de Geometrie. Pentru a facilita
acest util exercitii, am introdus una suta septe-zecl
probleme, cu indicatiunl sumare de rezolvire, ceia ce
pune pe elev in st sa le rezolveasca singur cu

u§urm§.a.






GEOMETRIA ELEMENTARA

—

PRELIMINARE

1. Spatiul ocupat de un corp oare-care, este volumul
acelui corp. Portiunea din corp, care este in contact
imediat cu ceia ce’l incunjuri, este suprafafa lui. Cind
doi suprafete se intilnesc, ele formeazi prin intilnirea lor
o linie. Liniile, prin intilnire, dal puncte.

‘Nu existd corp in naturd care si nu aibd un vo-
lum. Pe de altd parte, nu existd corp care sa aibi nu-
mai suprafatd, sali numai linii, sail numai puncte, fie
impreuna fie izolat; cu toate acestea, in imaginatiunea
noastrsd noi le putem considera deosebit pe fie-care, i
aceasta pentru ca si le putem studia mal lesne.

Geometria este acea parte a stiintelor matema-
tice care are de obiect de astudia volumurile, suprafetele
si liniile corpurilor, a cerceta i a stabili mijloacele de a
le mésura.

Inaceasti carte ne vom ocupa numal de liniile,
suprafetelesi volumurile cele mai simple si de un uz
continud.

9. Despre punctul geometric nu avem nimic de dis,
ciel nu are nici una din dimensiunile unui corp i prin
urmare nu avem ce miasura in el. El existd numai ca
o conceptiune a omulul, iar nici de cum in realitate.
Punctul ficut petabeld cu crida, sati pe hértie cu con-
deiul, este o imagine foarte exagerati a punctului ge-
ometric ; sintem insi nevoiti si ne servim de ast-fel
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de imagini, fiind-c& nu avem alt-ceva mai buan la dijs-
pozitiunea noastri. o u

3. Linia geometricii are numai lupgtme; ea mai
poate fi considerati ca niscuti prin miscarea conn’nua
a unui punct care ar lasa urme in fie-care loc celo-
cupa in migcarea lui.

Cea mai simpld dintre linii este linia dreapta. Usor
isI poate cineva face o idee de ce este, o linie dreapté;
o rada viduald ce pleaci din ochiul unuf observator si
se indrepteazi citri un punct oare-care, distanfa cea
mal scurtd dintre dod puncte, urma lasatd de un punct
ce se miscd in o directiune constanti, un fir de ata
intins, ete. sint linii drepte (*).

O portiune de linie dreaptid se numeste un segment
de dreapts,

Atdt linia dreapti, cat §1 un segment al ei, se no-

£ teaza, pe hartie saii

A A tabela, prin doi Ii-

; tere puse in doa

din punctele dreptei saii la capetele segmentului. Astfel

insemneazi saii linia dreapta ce trece prin punectele

A §1 B, sall segmentul ej cuprins intre aceste doi
puncte.

Mai multe segmente de dreaptd, asedate astfel ca

4 B _Ub punct sd le poati descri fara
: Intrerupere, formeazi o [linie
r fraata sat poligonala ; astfel este

¢ linia aliturats ABCDEFG.
Cand un punct se misci
2 F  ast-fel ciin fie-care moment isi
G schimbi directiunea, urma lasats

#) Ca deﬁuitinng geometricA a liniex drepte, este numai acea data
de Euclide, anume: linia dreapta este acea care este asezatd egal in
respectul tuturor punctelor sale ; (vezi »Recreatii Stiintifice®. Anul I
g;g.o!?‘, Iagi 18224);1 %yu; aceasta noi credem ca Kuelide a trebuit sa inteleagi

: ori-ée punct al liniel is1 are simetricul sen in privir 1-carul ¢
Sk e 8 s privirea ori-carui alt
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de el este o linie curbd. O asemenea linie nu_este nici
dreaptd nici frintd: astfel
este linia alituraia ABCDE. /4 %

Sint up numir infinit D \F
de specii de linii curbe, fie- '
care cu definitiunea el. Geo-
metria clementars se ocupi numai de una §i anume
de curba a carei puncte sint de o potriva depdrtate de
un punct fix; ast-fel este linia 3
alaturatd ABCD. ’

Aceastd curba se numeste
circumfereniii de cere $1 punctnl C
fix O este centrul circumferentei. 4

4. Suprafata geometricd are
lungime si litime, ea mai poate D
fi considerati ca nascutd prin ,
miscarea continud a unei limi care ar lisa urme in
fie-care loc ce’l ocupd in migcarea ei.

Cea mal simpld suprafatd este planul, care este
astfel ci o linie dreapta ce trece prin dod din punctele
lui, se afld asedatd in toatd-lungimea el in plan.

Fata unel tabele, o foae de hirtie intinsa fara in-
doituri, fata unui parete, o oglinda, ete. presupuse pre-
lungite indefinit, sint planuri saii suprafete plane.

Planul poate fi considerat ca nascut ‘prin migcarea
unei drepte care se razimi pe alte doa drepte ce al
un punct comun.

5. Liniile, suprafetele si volumurile poarta numele
de figuri.

Figurile se impart in dod clase §i anume: figurt
plane, adicd acele a caror puncte in totalitatea lor sint
asedate in un plan; toate celelalte sint figurineplane,
sall n spatii.

De aici rezultd si diviziunea Greometriel in : plana,
si in spatii.
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Doa figuri se dic egale, atunei cind aplicindu-le
una peste alta, ele coincid in toate punctele lor.

Doa figuri se dice ci sint echivalente, atunei cind
all aceiasl lungime, saii aceiasi suprafatd, sat acelasi
volum fird a ave aceleasi forme. :

6. Semnele intrebuintate in Aritmetici si Algebri,
le intrebuintim si in Geometrie: apoi ne mai ser-
vim de:

semnul ~v Care se ceteste asemene,

semnul || care se ceteste paralel

semnul | care se ceteste perpendicular.

Axiomd este o propozitiune evidents.

Teorema este un adevir ce trebue demonstrat.
Enunciul unei Teoreme trebue si contind doad pirti:
una, numitd ipotezd, este o presupunere ce se face a-
supra unul subiect, si a doa numii concluziune, este
consecinta ipotezei. (#ind pentru a scoate concluziurnea
din jpotezi este nevoe de un raflonament, acesta se
numeste demonstratiunea Teoremel,
~ Doia Teoreme sint reciproce, atuncicénd ipoteza
§1 _concluziunea uneia sint concluziunea $1 ipoteza ce-
leialalte. Nu totdeauna reciproca unel Teoreme este un
adevér. :

Lemma este o Teorems care serveste la demon-
stratiunea unei alte Teoreme.

Corolarul unei Teoreme este o consecintd a ej.



GEOMETRIA PLANA

CARTEA L
LINIADREARTA -

CAPITULUL 1.

NG HEURE

7. Portiunea de plan, cuprinsd intre dod drepte
care pleacd din un acelagi punct A in directiuni deo-
sebite, se numeste unghiul acelor dod drepte.

Punctul A comun celor doé .
drepte este virful unghiului,

iar dreptele sint laturile un-

ghiului. A

Un unghiu se insamna
sali prin singura literd serisd
la virful lui, sad prin trei - B
litere din care cite una pe fie-care lature §i una la
virf. Figura alaturati reprezinti un unghiu care se
insamna sail prin A sait prin BAC; litera din virf se
pune totdeauna in mijloc.

~ Mirimea unui unghiu nu atirna de cit de deschi-
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détura laturilor lui, care trebue presupuse prelungite
fira capat. Cénd laturea AC coincide cu AB, unghiul
dreptelor este nul ; laturea AC radicindu-se de pe AB,
prin rotatiune in jur de punctul A, face un unghiu
din ce in ce mai mare cu laturea AB.

8. Dod unghiuri sint egale daca se pot suprapune.
Un unghiu compus din alte unghiuri, este egal cu
suma lor.

Suma mal multor unghiuri este mar mare de cit
fie-care unghiu in parte.

Daca un unghiu se compune din m unghiuri tot una de

mari atunei unul din aceste este a m? partedin cel dintii.

Doé unghiuri BAC si DAC cari aii acelasi virf A,

o lature comuni AC si agedate

D de o parte si de alta a latu-

rel comune, se numesec un-

¢ ghiuri adiacente sati aliaturate.

A T 9. Si considerim o dreapta

; oare-care CD ; din un punct

A al ei, s3 plece in o directiune oare-care o dreapti

AB; avem de acelasi parte a

B dreptel CD, doi unghiuri ad-

lacente BAD si BAC, si dupi
cum este figura videm cj -

unghiu BAD< unghiu, BA C.

C 4 £  caci aceste doi unghiuri fiind

' Suprapuse nu coincid. Dacs

rotim dreapta AB in jurul luji A asa ca unghiul BAD

84 se mireasci, atunci adiacen-

B tul seti BAC se va micsura, si

este de observat ci cu cit cel

Intal se mdreste, exact ey atata

se mwicsoreazi cel de-al doilea.

& 5 5 Continuand rotirea laturej AB,

va veni un moment cind pozi-
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tiunea dreptei AB va fi ast-fel ci cele dod unghiuri
adiacente vor fi egale, cum este in figura din urmd ;
aceastd pozitiune este uDICa, si se dice cd: dreipta
AB este perpendiculard pe dreapta CD : in toate cele-
lalte pozitiuni, dreptele se dic ca sint oblice una pe alta.
Unghiul format de doa drepte perpendiculare una
pe alta se numeste unghiv drept. :
Un unghiv mai mare de cit un unghiu drept se
numeste unghiu obtuz, i mai mic se numeste ascufit.
Este usor de védut ca toate unghurile drepte sint
egale. Fie dreptele AB si ab perpendiculare respectiv pe
dreptele QD si B 4
¢d: die cd d.e.
unghiul drept
BAD esteegal
cu unghiul
drept bad. In
adevér, pun 4 4 &
dreapta CD pestecd ast-fel ca punctul A si cadaina:
perpendiculara AB va lua directiunea perpendicularel
ab, siprin urmare laturile unghialui BAD vor coincide
cu laturile unghiului bad.
Do unghiuri a céror suma este egala cuuu un-
ghiu drept se numesc complementare, i dod unghiurl a
ciror sumi este egali cu dod unghiuri drepte se nu-

mesc suplementare.

10. TEOREMA. — Céand dod linii drepte AB $i CD
se intretae in un punct K, suma v
a dodt unghiurt adiacente AEC g
si CE B, formate de aceste drepte,
este egala cu dod unghiurt drepte
st prin urmare unghiurile con-
siderate sint suplemeniare. 4 E B

Si radicam in punctul E, per-

pendiculara EF pe AB; unghiul D

c o ad
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obtuz AEC este egal cu suma unghiurilor AEF, FEC;
aga dar suma unghiurilor adiacente AEC si CEB se
poate inlocui prin suma a trei unghiuri si anume : AEF,
FEC si CEB; insi din aceste trei unghiuri, cel dintai
este drept si celelalte do# la un loc fac cit un unghiu
drept, prin urmare suma acestor trei din urma unghiuri,
sall suma celor doi unghiuri adiacente, AEC s1 CEB,
fac Ja un loc doi unghiuri drepte.

Tot asemene se va demonstra ci unghiurile adia-
cente DEA si AEC fae la un loc 1ardsi dod unghijuri
drepte ; etc.

11. corolarul I—Daca wnul din cele patre unghivri
este drept, atunct §i celelalte trer sing drepte. In adevér,
dacd d. e. unghiul CEB este

4 drept atunci si adiacentul sei

CEA va fi drept, cdci aceste do

unghiuri sint suplementare. De

) A £ asemene, daci unghiul CEB este
drept si celalalt adiacent al sed

) BED vafi drept, pentrn acelasi

- cuvint. Infine unghiul AED tre-
bue si fie si el drept edici este suplementul unghiuluj
drept CEA.

12. Corolarul IL—Opy coz de multe unghiuri wvor
fi de aceiast parte a uner drepte, cu virful comun pe
dreaptd, suma lor este egale cu doa unghiuri drepte.

r Fie, in conditiunile enun-

£ 4 tate, unghiurile ACD, DCE

2 % - ECF, FCG, GCH si HCB,

Suma tuturor acestor un-

ghiuri este egald cu suma

7 ¢ 3 unghiurilor ACD si DCB,

carl am vazut ci fac doi

unghiari drepte, prin urmare rezultd ceia ce era de
demonstrat,
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13 Corolarul III —Cind mai multe drepte trec prin
wn  punct, suma tuturor wnghiurilor formate in jurul
punctului, este egala cu patru unghiuri drepte. Fie d. e.
dreptele AB, AC, AD, AE, AF, AG, care toate trec prin
A ; avem sese unghiuri cu virful in'A. Prelungim d. e.
EA, siavem de o parte adreptel EH unghiurile EAF,
FAG, GAB siBAH a ciiror sumi este dod unghiuri
drepte ; de ceialaltd parte a dreptel BH avem unghiu-
rile EAD, DAC si CAH
a caror sumi este laragi
dod unghiuri drepte; acum
ficand suma tuturor aces-
tor sapte unghiuri, avem
toate unghiurile ce am
format in jurul punctului C
A, si aceastd sumi va fi
prin urmare egali cu de D
doi-ori doi unghiuri drepte, sati cu patru unghiari drepte.

14. TEOREMA — Daca dod unghiuri adiacente
ABC' si CBD sint suplementare, laturie lor necomune
AB, BD sint in linie dreaptd.

Dacid BD nu este prelungirea dreptei AB, atunci
fie BE aceastd prelungire. Avem :

unghin ABO~+unghiu CBD=2 unghiurt drepte prin
ipoteza, si

unghiv. ABC4-unghiu CBE=2 unghiurt drepte
prin ~constructune; de unde rezulti ci aceste doi
sumi si fie egale intre ele, ca C
fiind fie-care egald cu dod
unghiuri drepte. Insi aceste
doa sumi aii un unghiu ABC
comun, ramane dar ca un- _/ /4
ghiurile CBE si CBD sa fie | B\E
egaleintre ele, celacenueste
in realitate, cdcividem cad unghiul CBD este cuprins in
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unghiul CBE. Tot la un asemene rezultat absurd am
ajunge, ori-ce altd directiune am presupune ci ie pre-
lungirea dreptei AB, afard de directiunea BD ; riméane
dar cé, singura direcfiune ce poate si iee prelungirea
lui AB este BD.

15. TEOREMA.—Oand doc: linit drepte AB, G se
intretae in un punct O, unghiurile opuse la virf sint e-
gale ‘mtre ele. Si Inim d e. unghiurile COB si AOD

: opuse la virf unul altuia.

4 B Suma unghiurilor adiacente
AOC si COB este egali cu

7 doa drepte (§.10); de ase-

mene, suma unghiurilor adi-

7 D acente AOC §i AOD este ia-

rasl egald cu doa drepte: prin

urmare aceste doa sumi sint egale ; scotind din aceste

sumi unghiul comun AQC, rimane ci unghiurile COB
st AOD opuse la virf, sint egale intre ele.

16. Probleme.— Se numeste bisectoara unai unghiu, dreapta
ce imparte unghiul in doi parti egale,

1. Bisectoarele a dod uwnghiuri adiacente st suplementare
sint perpendiculare una pe alta ; cici cite o jnmitate din cele
dod unghiuri facla un loc un unghiu drept, si unghiul bisectoarelor

considerate se compurne tocma din cate o Jjumitate de-a celor doa
unghiuri adiacente date.,

2. Cand patru unghiuri adiacente Jacla un loc patru un-
ghiurt drepte, ducd cel intds este egal ¢u al treilea si al doilea cu
al patrulea, atunci laturile acestor unghiuri sint dod cdte dod in
linie dreaptd ; cici nnghiurile fntdi sial doilea vor trebui si faca
dod unghiuri drepte, si de-asemene unghiurile intii si al patrulea vor
trebuiiardsi s faci doa unghiari drepte; prin urmare rezulti ceia ce
se cere, o i 5,

3. Bisectoarele a dod unghiur: opuse la virf sint in linie.
dreaptd ; pentru i doid ‘vughinri opuse la vief ag ‘acelasi‘ suple-
ment;‘i prin urmare bisectoarea'ace‘stq’i suplement va fi i)erpendi- .
Cuwad pe ambele bisectoare a-le unghiurilor opuse la vief,

¥
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CAPITULUL II
TRIUNGHIURI

17. Figura formatd de trei linii drepte care se in-
tretae doi citedod in cile un punct, se numeste {run-
ghiu ; punctele de intersectiune sint virfurile triunghiu-
lui : unghiurile de la virfuri sint unghiurile triunghiului
si portiunile de linii drepte cuprinse intre virfurl se
numese laturile triunghiulul.

Cind un triunghiu are dod laturl egale intre ele,
se numeste isoscel; daca are tustrele laturile egale intre
ele se numeste ecvilateral si daca are tustrele unghiurile
egale intre ele se numegte ecviunghiu.

C#nd un triunghiu are un unghiu drept, se numeste
dreptunghic ; laturea opusa unghiului drept se numeste
ipotenuza i celelalte dod laturi sint catetele triunghiu-
lui dreptunghic. :

Perpendiculara dusa prin unuldin virfurile triun-
ghiului pe laturea opusi, se numeste indlfimea triunghiu-
lui 51 laturea opusd virfulul considerat este baza. Un
triunghiu videm ca poate ave trei inlfimi si la fie-care
iniltime corespunde o baza.

La un triunghiu isoscel si je totdeauna ca baza,
laturea neegald cu celelalte.

18. TEORBEMA.——In un triunghiv oare-care, und
din laturi este mai micd de cat suma celorlalte dod.

Linia AC fiind o linie b dbp
dreapti,este cea mal scurta dis- .
tanta dintre punctele A i C (S
3); linia ABC este o linie franta
mai lunga de cat AC; inséd a- ,
ceastd linie frintd este tocma 4 , 4
suma laturilor AB si BC a-le '
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triunghiului ; asa dar putem scri
AC<AB-}-BC.
Corolar. Si scidem din ambii membri al acestel
neegalitati pe BC, avem :
; AB —BO<AB
aceasta din urmi neegalitate ni spune cd: o lature a
unut triunghiv oare-care estz mar mare de cdit diferenta
celorlalie dod. 3 ;
19. TEOREMA.—Daca din-un punct D situat in
wnderiorul unwi triunghiu ABC, se duc dreptele DB, D(C
la -extremitatile uneia din la-
turile BC a triunghivlui, suma
£ DB--DC mai este mica de cat
: suma celorlalte dod laturi AB,AC
2 c g—ée trizc-izgllz:ulzfi. _I)re}ungesc d.e.
pénila intilnire in E cu AC:
in virtutea Teoremer precedente, in triunghiul ABD, in
care laturea BE este compusi din bucitile BD si DE,

avem
BD--DE<AB-}-AE,
$1 in triunghiul CDE avem
OD<DF-|EC.

Avem doi neegalititi de acelasi senz ; le adunim
membru cu membru, suprimdm terminul DE comun
la ambii membr], si avem urmitoarea neegalitate

BD|-CD<AB-}-A EC;
sali, fiind-c3 AE—{—EC:AC:F ik
avem BD—[—CD<AB—{—AC .

cela ce era de demonstrat,

20. TEOREMA.— Dog; triunghiurt sint egale dace
una din laturile triunghiului intar este egald cu o la-
ture de-a triunghiului al doilea, sidaca unghiurile qd-
wcente la laturea din triunghiud intar, sint egale res-

- pectiv cu unghiurile adiacente Ig egala et din triunghiul
al doilea. '
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Fie triun-
ghiurile ABCi @ <
abe in cari:- la-
turea BC este
egala cu laturea
be, unghiul din
B egal cu un- 4 e R G
ghiul din b si
unghiul din C egal cu unghiul din ¢; dic cd aceste dod
triunghiuri sint egale.

In adevér, ieti triunghiul abe si’l suprapun triun-
ghiului ABC, astfel ca punctul b si vind in B, ¢in C.
atunci laturea bc va coincide exact cu BC ; apoi, fiind
ci unghiul B este egal cu unghiul b, laturea ba va
lua directiunea BA ; de asemene unghiul ¢ fiind egal
cu (, laturea ca va lua directiunea CA ; punctul a,
care se afli la intersectiunea laturilor ba $i ca, dupd
suprapunere, va veni la intersectiunea directiunilor lu-
ate de aceste doi laturi, adicd la intersectiunea latu-

-rilor BA, CA, prinurmare iv A. Aga dar aceste doi tri-

unghiuri coineid intoate pértile lor i prin urmare sint
egale. ’ :

Corolar—De cite-ori do#é triunghiuri se vor afla
in conditiunile enunciului acestei Teoreme, ele vor fi
egale si prin urmare vom zice ci ab este egal cu AB,
ac egal cu AC si unghiul din a egal cu unghiul din
A. De unde videm ci in triunghiuri egale, laturile
care se opun la unghiurt egale, sint egale ; de asemene,
unghiurile opuse la laturi egale sint egale.

91. TEOREMA.— Dod triunghiurt sint egale dacd
unul din unghiurile triungaiulut intdl. este egal cu un
unghiu de al triunghiului ol doilea, si dacd laturile care

formeazd unghiul considerat in triunghiul intal sint e-
gale cu laturile care formeaza egaiul acelut unghiu in

triunghiul al doilea.

Geom. Elem. C. Climescu 2

BiB! LlOTE'CA

CENTR
UNIVERSITARA “CAROL I
sGCURESTE




— 18 —

Fie triunghiurile ABC si abc (figura de mai sus)
in cari: unghiul din A este egal cu unghiul din g, la-
turea BA este egali cu laturea ba si CA cu ca; dic
ci aceste dod triunghiuri sint egale.

In adevér, ieti triunghiul abe si’l suprapun tri-
unghiului ABC astfel ca virful @ s vina in A, laturea
ab si iee directiunea AB, atunci virful b va veni in
B fiind-cd ab este egaldi cu AB, laturea ac va lua
directiunea AC, cici unghiul din a este egal eu un-
ghiul din A si prin urmare ¢ va cide in virful C cdcl
laturea ac este egald cu laturea AC ; in fine capetile
laturei ac c#dind anul in B si altul in C, laturea bc
insigi va cide exact pe laturea BO. Asa dar aceste dod
triunghiuri coincid in toate pirtile lor si prin urmare
sint egale. i '

Corolarul teoremei precedente se aplicd si la teo-
rema aceasta. 3 ;

292 TEOREMA.— Daci dod laturt ale unui tri-
unghiv sint egale respectiv cu dod, laturi ale wnul alt
triunghiu, si daca unghiul format de cele intdi doa la-
turt este mai mare de cat unghiul format de cele de al
doilea doa laturi, atunci si laturea a treia din triun-
ghiul intdt va fi mat mare de cat laturea a treia din
triunghiul al doilea(®).

Fie triunghiurile ABC si abe, in care avem :

AB—ab, AC=—ac si unghiulvA> unghiul @ ; dic
f P cd laturea BQ va fi mai

' mare de cat be,
_Fac in A, unghiul
CAD _egal cu unghiul
bac, ied AD egul cu
ab i unese C cu D; am

a

*). Aceastd Teorem# constitue o Temmy pentru

¢ triunghiul bac, fiind-ca

Teorema urmitoare.

triunghiul CAD egal cu’
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_aceste dod triunghiuri indeplinesc conditiunile enun-
ciate in Teorema precedentd, si prin urmare daci sint
egale rezulti ci CD este egal cu bc. Este dar de ajuns
sa demonstrim ci BC este mal mare de edt CD.

Pentru aceasta, impart unghiul BAD in doa parti
egale, ducandu-i bisectoara AR : aceastd bisectoard se
va afla in unghiul CAD: duc dreapta ED ; triunghiurile
BAE si EAD sint egale fiind cé at laturea AE comu-
ni, AB=AD prin constructiune §i unghiul BAE egal
cu unghiul EAD iar prin constructiuné: rezultd prin
armare c¢i laturea BE este egald cu laturea ED. Apoi,
triunghiul EDC da (§. 18):

CD < ED-FEC:
insi am demoustrat ca
ED—BE:

prin urmare avem :
CD<BE--EC saii CD<BC. c.c.e.d.d.

23. Reciproca acestei Teoreme este adevérata, a-
dics : daca laturile BA, CA a triunghivlwi ABC sint
eqale respectiv cu laturile ba, ca a triunghivlui abe,
si daca laturea @ treia BC a triunghiulut inddi este mat
mare. de cit laturea a treia be o triunghinlu al doilea,
atunct unghivl BAC va. fi mai mare de cdt unghiul
bac: céci daci unghiul BAC ar fi mai mic de cit
bac, in virtutea Teoremei demonstrate ar rezulta ca
BC, si fie mal mic de cit bc, cela ce este contrar ipo-
tezei: si daca unghiul BAC ar fi egalcu unghiul bac
atunci ar rezulta (§.21) ci laturea BC si fie egald cu
be, ceiace este iaragi contrar ipotezei; ramane dar ca
BC sa fie mal mave de cat Oc.

94. TEOREMA.— Doq triunghiurt sint egale da
trustrele laturile trivnghiulut intdi sint egale una cit:
una cu trustrde laturile triunghiniu al doila.

Fie triunghiurile ABC si abe in care avem:

AB—ab, BC=b¢ si CA—ca;




S

dic cd aceste dod triunghiuri sint egale. In adevir la-
turile AB, AC fiind egale respectiv cu laturile ab, ac,
dacad unghiul

A , Ay din A ar fi mai
mare de ¢it un-
; ghiul din @, a-
tunci (8. 22) si
laturea BC ar fi
Z ¢4 5

mai mare de cit

laturea be, ceia

ce este contrar ipotezei: daci unghiul din A ar fi mai

mic de cit cel din a, atunei $1 BC ar i mai mic

de cit be, ceia ce ‘este iar contrar ipotezei ; ri-

mane dar ci unghiul din A si fie egal cu unghiul din

a. Tot asemene se va demonstra cx unghiul din B

este egal cu unghiul din % si unghiul din C este egal
cu unghiul din e.

25. TEOREMA.— In un triy

rile opuse laturilor egale sint egale.

Fie triunghiul ABC, in care

4 laturea BA este egald eu laturea CA -

dic ci unghiul din B este egal cuv

unghiul din C, Pentra a demonstra

aceasta, unese virful A al triunghiu-

: lui cu mijlocul D al laturei opuse

P 7 ¢ BC care este baza triunghiului, si

am format ast-fel dox triunghiuri

BAD si CAD care sint egale fiind ci ad tustrelo. la-

turile lor egale una cu alia $1 anume: BA—A(C prin

1potezi, AD=AD ca o, 51 BD=—CD brig done.

tructiune ; rezults, din egalitatea acestor triunghiury,

cd unghiul B éste egal cu unghiul C, ceig ce era de
demonstrat.

Corolar 1—Din egalitatea triun
AC mai rezultscs

nghi isoscel unghiu-

: ghiurilor BAD si
unghiul BAD este egal cu unghiul
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CAD si cd unghiul ADC este egal cu suplementul seti
ADB. Prin urmare dicem: linia dreapta care wuneste
virful wnul triunghiv isoscel cu mijlocul bazer lul, este
bisectoara unghivlui din acel virf, si este tot odata per-
pendiculard pe baza triunghiulul.

Corolar II. — Un triunghiu ecvilateral este si ecvi-
unghiu, filnd-cd unghiurile unui asemenea triunghiu se
opun la laturi egale.

26. TEOREMA —Reciproca teoremei precedente
constitue o nod Teorema adica: Dacaun triunghiu are
dod ungliurt egale intre ele. si laturile opuse acestor
unghiurt sint egale inire ele : triunghiul este isoscel.

Fie triunghiul ABC in care
unghiul ABC este egal cu unghiul
ACB; dic ca laturea AB este e-
gald cu laturea AC. Pentru a de-
monstra aceasta, formim pe la-
turea BC in partea opusi triun-
ghiului ABC, un alt triunghiu
ast-fel cd unghiul BCA' s3 fie
egal cu unghiul CBA si latu-
rea CA’ sd fie egald cu BA;
atunci rezulti ca laturea BA® este egald cu laturea AC
si unghiul CBA’ egul cu unghiul BCA si prin urmare
si cu unghiul ABC; va mai rezulta inca ci si unghiu-
rile BCA, si BCA', si fie egale intre ele.

Asa fiind, sd indoim triunghiul BCA in jurul la-
turei sale BC; laturea BA’ va lua directinnea BA din
cauza egalititei unghiurilor CBA’ si CBA, si laturea
CA’ va lua directiunea CA din cauza egalititel unghiu-
rilor BCA" si BCA. Prin urmare virful A’ cadein A
gi laturea CA' se aplici exact peste CA ; insi CA’
este egald cu BA prin constructiune, prin urmare si
CA este egalicu BA; e.c.e.d. d.
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Corolar.— Un triunghiu ecviungliu este ecvilateral:
fiind-ca laturile unui asemenea triunghiu se opun la
unghiuri egale.

27. TEOREMA.— Dacai considerdm dod laturs a-le
unul triunghiu, aceia care se opuné la un unghiv mai
mare, este mat mare decat aceq care se opune la un
unghiv. mai mic; si dacd considerdm doa unghiuri, acel
care se opune la o lature mar mare este mai mare de cdit
acel care se opune la o lature mai mici.

i 2= Bie triunghiul ABC in

o care sia avem ; unghiul ABC>

unghiul ACB ; dic ci laturea AC

este mal mare de cit laturea AB.

¢ Pentru a demonstra aceasta, for-

Z mez in B unghiul DBC egal cu

unghiul C; triunghiul format DBC este isoscel (§- 26)

sl are prin urmare laturea BD egald cu laturea CD;
celalalt triunghiu ABD ni da (§.18):

AB<BD-DA, saii AB<DCDA,

sai in fine,

AB<A(,

2°. Fie tot triunghiul ABC, in care si avem
AC>AB; dic ci unghiul ABG este mai mare de cit
unghiul ACB; cicl daci intaiul unghiu ar fi mail mic
de cidt al doilea, ar urma, dupd cele aritate maj sus,
ca laturea AC si fie mai iici de cit laturea AB,
Cela ce este contrar ipotezei; daci acest doi unghiuri
ar fi egale intre ele, ar urma ca AC s3 fie egal
cu AC, ceia ce este lardsi contrar ipotezer -
méne dar ci unghiul ABC si fie maj
ACB. ,

28. TEOREMA.—
ce n’t situat pe ea, se p
numar una.

ra-
mare de cit

La o dreapti, din un punct
oate duce o perpendiculard st
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Fie AB dreaptasi O punctul. 0

1. Tnvirtesc partea planuluf careI
deasupra dreptei AB si in jur de a-
ceastd dreaptd, pind ce coincide cu
partea de desubt; fie O’ locul ocupat
de O dupa aceastd invirtire. Radic
inapol porfiunea de plan, si due 4 D c B
dreapta OQ'; aceastd dreaptd este :
perpendiculard pe AB, in punctul C;
cici dacd indoese planul in jur de .
AB, dreapta CO se aplicd peste co’ g
pentru cd, prin ipotezd, punctul O se aplica pe O'; asa
dar unghiurile adiacénte ACO si ACO’ coincid, si
dreapta OO" este perpendiculard pe dreapta AB.

920 Aceastd dreaptd OO' dic cé este singura per-
pendiculard ce se poate duce din O pe dreapta AB.
In adevir, fie OD o altd dreaptd dusa prin punctul O ;
unese D cuO’ si indoesc figurain jur.de AB; punc-
tul O vine in O’ si prin urmare dreapta OD va co-
incide cu O'D, si ast-fel videm ci unghiurile CDO st
CDO’ sint egale intre ele, insd nu sint si suplemen-
tare, cici DO nu poate fi prelungirea dreptei O'D, din
cauzi ca drumul cel maiscurtdelaOla 0’ este 0CO’
iar nu ODO’. Unghiurile CDO si CDO’ fiind egale §1
nefiind suplementare, ele nu pot fi drepte §i prin ur-
mare dreapta OD este o oblica pe dreapta AB

99. TEOREMA.—Daca din un punct, ¢¢ nw'l si-
tuat pe o dreaptd datd, se duce perpendiculara la dreaptd
si matr multe oblice avem : -

1°. Perpendiculara este mal scurtd de cat ori-ce
oblica,

99 Dod oblice,, duse la puncte de pe dreapti, egal
departate de piciorul perpendicularet, sint egale.

30 Dintre doda oblice oare-care, aceia este mal mare




care merge la punctul de pe dreapta cel mar departat
de piciorul perpendiculares. : '
Fie AB dreapta data $10
4 punctul dat,nesituat pe dreapta.
1°. Due perpendiculara OC
s1 oblica OD ; dic ¢s OC este
malmic de eit OD. Pentry a-
-aceasta; prelungese OC sub AR
de o lungime egali adics C/O—
£ BCO'; unesec DO’ si am do3 tri-
unghiuri OCD si O°CD care
sint egale ca avénd unghiul
OCD =—unghiu O’CD eca drep-
g e, CD=—0CD =ua comuna s
OC=0’C rin constructiune ; prin urmare rezulta
¢d: OD=0D,
Insi linia dreapti 00’ este mal micd de cit linia
franta ODO’," adics aven

Dol

0C4+-0'C<0 D4-0'D,
sal 2 OC< 20D,
sall in fine OC<OD. c.c.e.d. d.

2°. Luim doi Puncte D si D’ pe dreapta AB egal
depirtate de piciorul C g] Perpendicularei dusi din
0 O la AB. Die ci oblicile OD)
$1 OD’ sint egale ; cici triun-
ghiurile OD( 51 OD'C’ sint e-
8ale ca avéng -
OC=0(C ca comun,
: CD=CD’ prin constructinne
o Z  Bsi ung. OCD— ung. OCD’ ca
drepte ; rezulti ci s laturile OD, Op’ opuse unghiu-
rilor drepte si fie egale intre ele.
3°. Luim pe dreapta AB doj Puncte D si E
asa ca EC s3 fie majy mare de cat D( - dic ci oblica




Ghmet
CD'—=CD siduc oblica OD’; 0

in urma celor precedente vom

ave OD=0D'. Prelungesc

OC de o lungime egala CO’

s1 nnesc 0" cu D’ §1E Vom

demonstra ca mai sus ca; /£ /7' :

OE—=0’E §iOD=—0D., J - J- B
Acum daci considerim

triunghiul OEQO’, in interio-

rul set avem punctul D’ care

este unit cu extremititile la-

turei O0"; in virtutea Teo-

remei de la § 19 avem:

OE4+OE>0D4-0D),
sai 2 OE>2 OD’ pentru ¢ OE=0E 51 OD=0'D’
sati in fine OE>OD pentrucid OD=0D’, c.c.e.d.d.

Corolar 1.— Distanta de la un punct la o dreapta
este lungimea perpendicularet de la punct lo dreapta
cicl aceastd lungime este mal scurti de cat ori-care
oblica.

Corolar IL—Din wun punct nu se poate duce la o
dreaptd de cat dod obilce egale, cicl dacd s’ar pute
duce trei, atunci am ave de aceiasi parte a perpendi-
cularei dod oblice egale, ceia ce nu se poate.

30. TEOREMA.—Dacd prin mijlocul unut segment
de dreapta, radicam perpendiculara pesegment atuwnci:
1° ori-ce punct de-a perpendicularel va fi egal depdrtat
de extremitatile segmentulut §i 2° ori-ce punct carenw’i
pe perpendiculare va fi meegal depirtatde extremilitile
segmentulut.

Fie AB segmentul de dreapti, C mijlocul ei si
KL perpendiculara la AB dusd in mijlocul ei C.
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1°. Consider d. e. punctul D.
al perpendicularei: avem DA—DB,
fiind-cd am lnat AC—=CB (§. 29.2).
Tot pentru acelasi cuvént AE=BE,
FA—FB. .. asa dar ori-care punct
de pe KL este de o potrivi de-

4 partat de A si B.

2°. Fie H un punct inafari
de perpendicularaKLi ; daci unese
H cu A si B, am lungimele HA

7 $i HB care dic cd nu pot fi egale

intre ele. In adevir, unadin drep-
L tele HA, HB va trebui si intil-
neasca perpendiculara in un punct, in figura noastra HA
o intdlneste in D ; unese D cu A si B §i avem DA=-DB.
Insi avem

N

HB<DH--DB,
si fiilnd-edi DB—=DA putem scri

HB<<DH-}-DA,
sati in fine HB<<AH.

Tot ast-fel vom face cu ori-car
de perpendiculara KL..

31. Observatiune.— Numim loe geometric al unul
punct. linia a cirei puncte se bucura deo aceiasi pro-
prietate geometrici. Ast-fel din Teorema precedenta,
videm ca toate punctele perpendicularel KL ai pro-
prietatea comuni ci ele sint de-o potriva depirtate de
extremitifile A si Ba-le segmentului dat AB- prin ur-
mare putem zice: locul geometric al punctelor cari sint
egal departate de doa puncte date A st B, este perpen-
diculara radicata pe mijlocul distanter intre Ast B.

. 32. Aceste Teoreme privitoare la perpendiculari
§i oblice ne permit, a demonstra cazurile de egalitate
a triunghiurilor dreptunghice in mod may simplu.

e alt punce¢ luatin afari
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33, TEOREMA.— Dod triunghiurt dreptunghice
sint egale, daca ai ipotenuzile lor egal: si cate un un-
ghiw egal wnul cu alful.

Fie triunghiarile ABC siabe 2
dreptunghice in A 1 a i care
ati ipotenuzele lor BC si be egale
intre ele preeum si uunghiurile C
C i ¢ iardsi egale intre ele: dicea
aceste dod trinnghiurlsint egale.

Suprapun triunghiul abc peste

triunghiul ABC, aga ca ipotenuza

be si vindexact peste BC.atunci g e
laturea ca va lua directiunea CA

din cauza egalitatei unghiurilor C si ¢, iar laturea ba
perpendiculard pe ac, se va aplica peste BA care’l
perpendiculard pe AC. Aceste triunghiuri coincid si
prin urmare sint egale.

24. TEOREMA.— Doi triunghiurt dreptunghice
sint egale, dacd aw ipotenuzele lor eqale si cite olature
egali una cu alta.

Fie iarasi triunghiutile dreptunghice de dineoare,
cari si presupunem ca ail ipolenuzele lor BC si 0bc
egale intre ele, precum si laturile BA si ba iardgi egale
intre ele; dic ca aceste doa triunghiuri - sint egale
intre ele. Suprapun triunghiul abc peste triunghiul ABC
asa ci laturea ba si coincida co BA; laturea ac per-
pendiculard pe ab in a va lua directiuea AC ccre’l
perpendiculard pe ABin A, si atunci ipotenuza b se
aplicid peste BC din cauza ci ele sint doa oblice egale
si situatede aceiasi parte a perpendicularei AB. Aceste
triunghiuri coincid i prin urmare sint egale.

35, Probleme.—1. Swma liniilor drepte care unesc un
punct din interiorul unui triunghiu, cu cele tred virfuri, este mai

micd de cdt perimetrul triunghiului simai mare de cat jumd-
tatea acestui pervmetru.
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(Se numeste perimetru unui triunghiu suma laturilor triun-
ghiului). 4
Fie A, B, C, virfurile triunghiuluf si O punctul luat in in-
terior. Teorema de la §. 19 ni di:
CA-|-CB>>0A-}0B, CB--BA™>00-}-0A, BA+4+AC>0B+0C;
adunind aceste neegalitiiti cari sint de acelasi senz si im-
pirtiud prin 2 avem: AB+BC-|-CA>0A-1-0B+0C.
- Apoi considerind a parte trinnghiurile AOC, COB, BOA $
aplicind Teoremadela §. 18 avem : :

AC<COA 400, CB<OC+OB,BA<OB+OA, de unde prin

adunare si impirtire prin 2 aflim :
&—%B\‘tﬁﬁ <<0A +0B--0C.

2. Linia dreaptd care uneste un virf al wnui triunghiu
cu myjlocul laturei opuse, estemai micd de cit Jumétatea sumei
celorlalte dod laturi, insd mai mare de ct Jumélatea excesului
acestel sumi peste laturea a treia. -

Fie AD dreapta dusi din A, prin mijlocul laturei BC; pre-
lungese AD de o lungime egald DE, unese B cu E; se tormeaza
doa triunghiuri egale, din care se scoate usor ceia ce se cere,

Apol, AD>AB—BD §i AD>>AC-DC, adunsm §¢ impéartim
prin 2 ceia ce da; AD~ lﬁ__i__AC-BO

3. Daci se prelungese laturile BA, CA a triunghiviui
BAC dincolo de virful A gi luam AB’, AC respectiv egale
cu AB, AC si dacd ducem dreapta B'C', avem: 1° wmijlocu-
rie liniilor CB, CB’ s virful A sint in linie dreptd si 2°
virful A este in mijlocul distantei celorlalte dod.

Fie I si K mijlocurile dreptelor CB, C'B’. Problema se re-
zolveste cu ajutorul triunghivrilor BAC si B'AC’ care sint egale
intre ele si a triunghiurilor BAT i B'AK care iardsi sint egale
intre ele. ;

4. Se da un unghiu ABC pe lature BA sd et dod lun-
gimi CD BE si pe ceialaltd lature sa ies dod lungimi BD’
st BE' respectiv egale cu BD si BE; se uneste D cu E'

3

i
D' eu E. A arati ca dreptele DE' 5i D'E se intilnesc pe biseg-
toara unghiulus A.

Fie 1 punctul de intersectiune a acestor
triunghiurile BED' si BDE’ egale intre ele " di
litatea triunghiurilor DIE i D'IE’ si din aceste a triunghiurilor
BDI si BD'I si prin urmare a unghiurilor DBI si D° BI; asadar
dreapta BI imparte unghiul ABC in doz parti egale,

drepte. Avem futai
in care rezulta ega-
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Aceasta constitue un mijloc de-a construi bisectoara unui
unghiu.

5. Perpendicularele duse dinvirfurile unul triunghiu ec-
vilateral pe laturile opuse sint egale.

Pentru c# sint inil{imile a tref triunghiuri isoscele egale.

6. Perpendicularele duse din extremititile bazel wuui
triunghiv isoscel pe laturile opuse sint egale.

Pentru ci se formeazia dod triunghiuri dreptunghice egale.

7. Peérpendicularele duse pe laturile unui triunghiv si
prin mijlocurile acestor laturi, se intdilnesc in un acelasi punct.

Pentru ci acest punct considerat ca intersectiune a doi din
perpendiculare, se vede ca este de o potrivd depirtat de cele trei
laturi ale triunghiului, si prin urmare perpendiculara dusi din el
pe laturea a treia va trece prin mijlocul acestei laturi,

8. Bisectoarele unghiurilor wnui triunghiu se intdlnesc
in un acelasi punct, :

Pentru ca ludnd punctul de intersectiune a doi din bisec~
toare, se vede ci acest punct este deo potrivd depirtat de cele
trei laturi ale trinpghiului, prin urmare trebue s apartind si bi-
sectoarei a treia,

9. Se daw dod puncte A, B si o linie dreapti XY ; a
gasi pe XY un punct C asa ¢ suma CA-+-CB sd fie cdt se
poate de micd. Daci A i B sint deo parte si de alta adreptei
XY, nuavem de citsd unim AB si unde AB intilneste pe XY, este
punctul ciutat C; daci A §i B sint deaceiasi parte, atunci si ie
simetricul A" a lui Afin privirea dreptei XY : punctul de intil-
nire al dreptei A’ Becu XY este punctul ciutat.

10. Fiind aceleasi date ca in problema precedentd, se cere
ca diferenta CA—CB sd fie cdt se poate demare, Aceiag construc-
tiune,

11. Se daw dod drepte XX YY' i dod puncte A, B:
a se gasi un punct M de o potrivd depdrtat de A si B si drep-
tele XX ¢ YY. .

Punctul cintat se aflila intersectiunea perpendiculareila AB
dusd in mijlocul acestui segment, cu bisectoarele unghiurilor for-
mate de dreptele date. Sint doa solufiuni,

12. Dacd un triunghiu are dod-indlfimi egale intre ele, tri-
unghiul este isoscel. Se formeazi do triunghiurt dreptunghice egale,
din cari rezultd egalitatea a do# unghiuri de a triunghiului.
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CAPITULUL III
PARALELE

Doz linii drepte situate in un plan, sint paralels
intre ele, daci nu se intilnesc ori citde mult le-am
prelungi in un sens sati in altul.

36. TEOREMA.— Do¢ linit drepte AB, CD per-
pendiculare la o aceiast dreapti EF. sint paralele.
71 et In adevér, daca linile drepte
AB, CD ¢&'ar intdlni unde-va,
in un punct, atunel am ave din
acel punct dod perpendiculare
la dreapta EE, ceia ce stim ci
£ B U F ste imposibil. (§ 28).
37. TEOREMA.— Prin un punct A, ce nu’l situat
pe o linie dreapti BC', se poate duce o paraleld la a-
cea dreapta. Pentru aceasta duc din punctul A dreapta
Al perpendiculara la BQ, si apol duc perpendiculara
AD la AT in punctul A ; dreptele AD si BC sint
paralele cicl sint perpendiculare la aceiagi dreapti Al
(§- 36). ' '
s S Vom admite ca axiomd
2 ¢y prin punctul- A nu se mai
poate duce o ultd paraleld cu
T BO, adicdi vom dice: ca prin
; ‘ un punct se poate duce numai
o singura dreaptd paralela la o ali dreapta dati.

38. TEOREMA.— Daca doa drepte AB, OD sint

. paralele intre ele atunci ori-ce linie dreapti FH per-

pendiculara pe una din cle

. , este perpendiculara si pe
ceialalta.
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Fie dreapta FH perpen-
diculard pe AB; dic ca FH
trebue sa fie perpendiculard si

e CD.

- Mai intii, este evident cd 4 £ 4z
FH trebue si intilneascid pe CD, cici dacd nu o in-
tilneste trebue sd'1 fie paraleld si atunci am ave duse
prin punctul F dod paralele cu CD, ceia ce nu se
poate.

Apoi, CD trebue s fie perpendiculard de FH cécl
daci nu. va fi oblici, si atubei prin H si pe FH vom

ai pute duce o perpendiculard, alta de cit CD, si
acea perpendiculard va trebui sa fie paralelda cu AB;
am ave ast-fel dod drepte paralele cu AB si amindod
trecind prin punctul H, ceia ce am admis cd pu ecu
putinta.

39. TEOREMA.— Do drepte paralele cuo atréia
sint paralele si intre ele.

43 L v/

Fie dreptele AB, oD

-‘L":B7/ﬁ paralele cu dreapta EI;
! dic ci dreptele AB, CD sint
4 Y paralele intre ele ; cacl daca

nu ar fi paralele, s’ar in-
7z 2 tilni in un punct oare-care

M : am ave dar prin punctul
M duse doi paralele cu EF, ceia ce am admis ca nu e
cu putintd. :
40. Definitiuni.—S4 luim doi drepte AB, CD, pe
cari si le tdiem cu o a treia dreaptd EF; fie G si H
punctele de intersectiune a celor doddrepte cu dreapta
secanta.
Se formeazé opt unghiuri, din cari patru intre cele
doi drepte si care sint: unghiurile AHF, BHE, CGE
si DGE; sise numese unghiuri interne ; celelalte patru
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unghiuri situate in afara celor'doi drepte, si anume:

unghiurile EHA, EHB, CGF si DGF se numese un-
glaurt externe. i R i

Doaé unghiuri interne

& si ne-adiacente, se nu-

mesc alterne-interne saii

B interne de aceiast parte,

dupd cum sint de o parte

= st de alta a secantei EF,
/ salnumaide o parte. Ast-

7 : D fel, unghiurileCGEsiBHF
G sint alterne-interne, si un-

e ] ghiurile CGE si AHF
Ve Val ' sint interne de aceiasi
parte.

De asemene, doa unghiuri externe ne-adiacente
se numesc alterne extérne sag externe de acewasi parte,
dupd cum sint de o parte si de alta a secante KEF
sai numai de o parte. Ast.fol unghiurile CGF si EHB
sint alterne-externe si unghiurile CGF si AHE sint
externe de aceiasi parte.

Do unghiuri, situate de aceiagl parte a secantei
insd unul intern si altul extern, se numesc corespon-
dente. Ast-fel unghiurile CGF si AHF sint corespon-
dente ; unghiurile KHB si EGD sint coresponden-
te ; etc. ‘

41. TEOREMA.—Daca doa lini drepte sint pa-
ralele intre ele si le taem cu o secantd, sewvor forma:

1°. Unghiwri alterne-interne egale ;
2° Unghiurt alterne-externe egale ;
3% Unghiurt corespondente equle ;

4°. Unghiury interne de aceiasi parte, suplemen-
tare. :

liE
tare.

Unghiur externe de acelast parte, suplemen-
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Fie paralelele AB, CD, ta- zZ
ete de secanta EF, fie G g1 H
punctele de intersectiune a pa- , 7 B
ralelelor cu secanta. T2
19, Prin mijlocul O, al por- /é
6/

tiunel de secantd GH cuprinsi

intre paralele, duc dreapta IK 0/‘1{,
7%

By

perpendiculard pe AB care va fi

perpendiculard si pe CD (§. 38).

S’att format doa triunghiuri

dreptunghice IOH si GOK, care sint egale (§. 33),
cicl ati ipotenuzele lor OH si OG egale ca date, si
unghiurile IOH si GOK egale ca cpuse la virf ; aceste
triunghiuri fiind egale, rezulta ca uughiurile alterne-in-
terne 1HO §i KGO si fie egale intre ele.

De asemenea unghiurile alterne-interne BHF i
CGE sint egale, ca suplementare de unghiuri egale.

29, Egalitatea intre unghiurile alterne externe, re-
zultd din aceia cd ele sint unghiuri opuse la virf, un-
ghiurilor alterne-interne :

39, Unghiurile corespondente, d.e. EGD si EHB
sint egale cici acest din urmé este egal cu alternul-
intern al celui dintai. : _

4°. Unghiurile interne de aceiagi parte, d. e. EGD
si BHF, sint suplementare céci acest din urmi este
suplementul alternului-intern celni dintal.

59 Unghiarile externe de aceiasi parte, d.e. EHB
si FGD, sint suplemeutare, cici acest din urma este
suplementul alternului-extern al celul dintai.

42. TEOREMA . — Daca dod linii drepte, taete de
o secanta fac:

1°. Unghiurt alterne-interne egale,
sali 2°% Unghiuri alterne-externe egale,
» 39 Unghiurt corespondente egale,

Geon. Elen C CHnescn 3
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sait 4°. Unghiur? interne de aceias? parte suplementare,
> 5% Unghiurt externe de aceiasi parte suplementare,
atunct acele linit drepte sint paralele intre ele.
Aceasta este reciproca Teoreme? precedente.
Fie dreptele AB, CD, taete

oy de secanta EF in punctele G
A HV 2 siH.

1°. Si presupunem eci un-

'/ﬁ ghiurile alterne-interne AHF s
G/ EGD sint egale; dic ei dreptele
Ve / : 2 AB siCD sint paralele intre ele.
I Daca dreptele AB, CD nu ar fi

paralele ‘intre ele, "atunei prin
punctul H trebue si putem duce o dreaptd care si
fie paraleld cu CD; fie TK aceasta paraleld. Dreptele
IK si CD fiind paralele, unghiurile alterne-interne
IHF si DGE rezulla ci si fie egale intre ele: insi prin
ipotezd unghiul DGE este egal cu unghiul AHF, prin
urmare am ave: unghiu AHF=unghiu [HF, ceia ce nu
se poate, cici videm ci unghiul [HF este o parte din

unghiul AHF.
2°. Dacd unghiurile alterne-externe EHB, CGF

sint. egale, opusele lor la virfuri sint unghiurf alterne-
interne egale, si prin urmare sintem in cazul pre-
cedent.

3% . Dacd unghiurile corespondente EHB, EGD
sint egale, atunci avem e opusul la virf al unghiului
EHB este altern-intern si egal cu unghiul EGD, prin
urmare va rezulta ci dreptele sint paralele.

Tot ast-fel se va urma cu demonstratiunea st in
celelalte dod cazuil. 5

Observatiune. —Este de ajuns ca una din cele cinct
conditiuni din aceasti Teorema si fie indeplinitd, pen-
tru ca dreptele si fie paralele. ;

B e

sy ———



43. TEOREMA.—Daca dod unghiuri sint™ ast-fel
ca laturile unwia sint paralele respectiv cu laturile
celuialalt, atunci acele wunghiuri sint egale sait suple-
mentare. ] :

Sd ni didm un unghin DOE, si sd compirim cu
el cele patru unghiuri formate in jurul unui puact C,
de doa linii drepte AA’, BB', paralele respectiv cu la-
turile OD si OE a-le unghiului dat.

1¢. Unghiurile ACBsi DOE
care videm ci'si ait laturile lor £
paralele si indreptate in acelast
senz, dic cd sint egale intre ele. -5/ -----">= i
In adevar, fie I punctul de in-

/
tilnire al dreptei BB cu OD, /
unghinrile ACB 1 DIB sint e- g e /]
gale ca corespondente, formate ‘B

de paralelele A’A, OD tiete

de secanta BB’, (§.41); apol unghiurile DIB si DOE
sint egale iarsi ca corespondente formate de parale-
lele BB, OE tiete de seecanta OD; prin urmare un-
ghiurile ACB si DOE sint egale intre ele.

20 Unghiurile A’'CB’ si DOE, care videm cd'sl
ati laturile lor paralele si indreptate in senzuri contrare,
dic cd sint egale intre ele; caci unghiul A'CB’ este
egal cu unghiul ACB ca opuse la virf: unghiul ACB
am vizat dineoare ci este egal cu DOE: prin urmare
unghiul :A'CB’ este egal cu unghiul DOE.

39 Unghiurile ACB" si DOE, care videm ca au
laturile CA si OD paralele si de acelasi senz. iar- la-
turile CB’ §i OE paralele si de senz contrar, dic ¢i sint
suplementare ; cici unghiul ACB! este suplementul un-
ghiului ACB, si acest din urmi am vézut ca este egal
cu unghiul DOE: prin urmare ACB’ va fi suplemen
si unghiului DOE. L
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44%. Observatinne.— Observim cd dod unghiuri cn
laturi pavalele, sint egale daca sint de acelasi fel adica
sali amindod ascutite sau amindod obtuze, g1 sint
suplementare in caz contrar.

45. TEOREMA. — Doa unghiuri a caror laturi,
saw prelungirile lor, sint respectiv perpendiculare wuna
pe alta, sint egale sai suplementare.

Sd ludm unghiurile DOE si ACB astfel ca latu-

rea AC si fie perpendi-

’ culard pe laturea OD si

/ B . laturea (B prelungita in

senz opus, adicd CB, si

L fie perpendicularad pe OE:

Eiv dic cd aceste dod un-

b/ ghiuri sint egale saii su-

B plementare. Si invirtin

unghiul ACB in jurul lui

A C de un unghia drept ;

e laturea CA va lua o po-

zitiune CA’ perpendiculari pe CA si prin urmare pa-

raleld cu OD, i1ar laturea CB va lua o pozitiune CB’

perpendiculard pe CB si prin urmare paraleld cu OE:

avem unghiul ACB egal cu A'CB’, si acest din urmi

avind laturile paralele cu ale unghului DOE, rezulta

cd acest din urmi va fi egal sau suplementar (§. 43)
cu unghiul ACB.

46. Observatiune. — Do# unghiuri ce’si ali latu-
rile lor perpendiculare respectiv una pe alta, se ob-
serva cd sint egale, dacd amindoa sint in acelagi timp
ascutite saii obtuze, si sint suplementare daci unul
este ascutit gi celalalt obtuz.

47. TEOREMA. — Intr'un triunghiv.  oare-care,
suma  celor tret unghiuri este egald cu ‘
drepte.

7

dodt  unghiuri
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Fie triunghiul ABC: duc prin unul din virfar,

d. e. B, paralela cu laturea opusi AC; avem in
partea dreptei despre triunghiu, V4
trei unghiuri §i anume : unghiul Vi 7
EBA, unghiul ABC si uncrhlul( BF :
insd ;: unghiuEBA
ca alterne-interne, in privirea pa-
ralelelor EF, AC tiete de secanta (ad

AB: unghiu FBC= unglhiuBCA
ca alterne-interne, in privirea acelorasi paralele tiete
de secanta BC ; asa dar suma celor trei unghiuri a-le
triunghiului adica ;

unghiv BAC+ unghiu ABC—+unghiu B4,
este egald cu suma

unghiv EBA-L unghi ABC—H wnghiv FLC,
insi suma din urmd este egald cu 2 unghiari drepte
fiind ca sint de aceiasi pazte a dxeptel EF in jural
punctului B (§. 12): asa dar §i suma celor trei un-
ghiuri a-le triunghiului este egala cu dod unchmu
drepte.

48. Altfel. Prin virful C duec CE paraleli cu la-
turea opusi AB s1 pre- Z
lungesec laturea AC. Un- Z '
ghiurile ABC si BCE sint .
egale ca alterne-interne in
privirea paralelelor " AB,

CE tiete de secanta BC: & 5
unghiurile BAC si ECD 4 7
sint egale ca corespondente in privirea acelorasi para-
fele taete de secanta AD. Asa dar suma celor trei un-
ghiur a-le triunghiului :

unghiv CAB+ unghiu ABC — unghin BC’A
este ecra]a cu suma celor trel unghiurl adiacente :

unghzu A CB—+ unghiu BCF+ ungkzu QED
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segmentul de pe aceastd paraleld cupring intre celelalt

e el

formate de aceiagi parte a dreptel AD si prin urmare
egald cu 2 unghiuri drepte (§. 12).

49. Corolarul I. Unghiul BCD, format de o lature -

BC si de prelungirea unei alteia, se numeste unghin
exterior triunghiului. Din demonstratiunea precedentd
rezultd- cd unghiul exterior al unul triunghiu, este eqald
cu -suma unghiurilor interioare neadiacente acelut
unghiu. ’

50. Corolarul II Un unghin al triunghiului este
suplementul sumei celorlalte dod unghiuri. Prin urmare:
Daca dod unghiurt a-le wnui triunghiuv sint egale
respectiv cu dod unghiuri a-le unui alt triunghiu si al
treilea unghiv a triunghiulut intai este egal cu al trei-
lea unghiv al triunghivlur al doilea;

51. Corolarul III. Un triunghiv nu poate ave mai
mult de un unghiu drept sas obtuz : in acest caz, cele-
lalte dod unghiurt a-le triunghivlui sint ascufite.— Un-

ghiurile ascufite a-le triunghiulut dreptunghic sint com-
plementare.

52, ExercitilL.—1. Dacd bisectoarea unui unghiv in un
triunghin, imparte laturea opusd in dod parti egale, triun-~
ghiul este isoscel. Duc bisectoara unghiului A care presupun ci
imparte laturea opusi BE in doa parti egale ; din piciorul D al
bisectoarei duc perpendiculare pe laturile opuse, se formeaza
niste trianghiuri dreptunghice, cu ajutorul cirora se aratd usor
ci unghiul B— unghiul C. .5

2. Dacd prin punctul de intilnire a celor trei bisec—

toare a-le unui triunghiu se duce paralela cu una din laturi,

¢ acea e dog
latur? a triunghiului, este egal cu suma segmenlelor de pe a-

ce_ste dpcz laturi cuprinse intre cele dod paralele. Fie ABC
trmnghlul,u O;pqnctul de intersectiune al bisectoarelor, DE pa-
ralela dusd prin Ola AC; se formeazi triunghiarile ADO si CEO

isoscele din cauza egalitatei unghiurilor DOA cu. OAC si. EOC
cu OCA. e :

3. Dacd prin virfurile unui triunghin s¢ duc paralele

e,
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cu laturile opuse, aceste paralele formeazd un triunghiv care’s.
de patru ori mai mare de cat triunghiul dat. Fiind cd in'in-
teriorul acelor paralele se formeazd pe lingd tiunghiul dat
ined tref triunghiuri egale intre ele si egale cu triunghiul
dat.

.

4. Se daii dod paralele; intre ele se duce o a treia pa-
raleld la egald distantd de cele dod date; aceste trel paralele
se taie de o secanid oare-care ;, a ardataca segmentul secantel
cuprins intre cele dod paralele, este impdrtit in pdrti egale
de punctul in care secanta este intilnitad de paralela din mij
loc. Prin acest punct de intilnire se duce perpendiculara pe pa-
ralele; se formeaza dod triunghiuri dreptunghice, din care rtezulta
ceia ce se cere.

5. Perpendicularele duse din virfurile unul triunghiv
pe laturile opuse se intilnesc in un acelagi punct. Aceasta so
demonstreazi cu ajutoral problemei anteprecedente ; cdci dacd
se formeaza triunghiul despre care este vorba acolo, atunci per-
pendicularele in chestiune trec prin mijlocul laturilor acestui tri-
unghiu mare si cd ast-fel trebue sid se intilneasca in un punct,
(§. 36. 7.5).

CAPITULUL IV.

POLIGOANE.

53. Definitiuni.—O figurd compusd din segmente
de linie dreaptd cari se tin unul de altul se numegte
poligon ; d. e. ABCDEFGH sail-abedefy. Segmentele din
care se compun poligonul sint laturile lui; punctele
de intersectiune ale laturilor, dod cite dod, sint virfu-
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7ile poligonului; fie-care din unghiurile formate de

~dod laturi consecutive este un unghiu de-a poligonulut ;

linia dreaptd care uneste doa virfuri neconsecutive,
este o didgonala a poligonului; ast-fel sint dreptele
GA, GB, GC...

Suma laturilor unui poligon se numeste perimetrul lui.

54, Dacd un poligon este ast-fel ca ultima lature
se termind in punctul in care Incepe intaia, atunci
avem un poligon.inchis sati un poligon propria dis,
precum este poligonul ABCDEFGH : in caz contrar
avem un poligon deschis saii o linie friants precum este
abedefq.

Ori-care din laturile unui poligon poate fi con-
sideratd ca intiia: cind insd am ales una ca intaia,
rangul celorlalte este hotarit.

55. Poligoanele se deosebese in poligoane conveze
$i concave.

@ Un poligon se dice

e Ca esteconver at;uvnci,
.cénd prelungindu-se,
4 una ori-care din{atu-
rile lui, in amindos
senzurile, poligonul
se afli cu totul de ace-
1asi parte a acelei a-
2 turi ; ast-fel este po-
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ligonul ABCDEF in caré videm cd daci prelungim
d. e. pe AF, saii pe CD, tot poligonul réméne de o
parte : iar poligonul abedefg este concav, céel vi-
dem ca daca prelungim pe ga, o portiune a poligo-
nului rdmane de o parte a dreptei §i altd porfiune de
ceialalta parte.

Poligoanele convexe se deosebesc in regulate 51
nerequlate. Un poligon se zice ca este regulat atunci
cind laturile lui sint egale intre ele §i unghiurile lui
sint iardsi egale intre ele; in caz contrar poligonul
este mnerequlat.

Vom reveni mai tirziti asupra poligoanelor re-
gulate. SR :
56, Cel mai simplu poligon este triunghiul. Ne-
am ocupat de triunghil in eapitulile precedente.

Dupi triunghiu, vine patrulaterul adica poligon
cu patru laturl. -

Un patrulater ecu dod laturl paralele se numeste
trapez.

Un patrulater al cdrul laturi sint paralele dod
cite dod, se numeste paralelogram.

Jar g ez \ //zara/e’/ ogram

:Wal‘raf It/re/ral‘wzyﬁw

Un paralelogram a carui unghiuri sint fie-care
egale cu un unghiu drept, se numeste dreptunghii.
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Un dreptunghii cu laturi egale intre ele, se nu-

- meste patrat.

Un paralelogram a ciroi laturi sint egale intre
ele se numeste lozanj sati romb.

' 57. TEOREMA.— Suma unghiurilor interioare ale
wnul poligon convez, este e-
i gala cu de atdtea-ort doo un-
¢ ghiuri drepte catelaturi are
poligonul mat pufin dod.
Unesc unul din virfu-
A rile poligonului, d. e. A, cu
toate cel:lalte: se formeazi
niste triunghiuricari at un
7 £ virf comun in A sia ciror
: baze sint toate laturi de-a
poligonului, afari de cele doa ce trec prin A; asa
dar sint atitea triunghiuri cite laturi are poligonul,
mai putin 2. In fie-care triunghiu suma unghiurilor
§tim ca este egald cu dod unghiuri drepte (§. 48) si
prin urmare suma totald a unghiurilor din toate iriun-
ghiurile, va fiegali cu de atitea ori doa unghiuri drepte
cate laturi sint, mai putin 2. Se mai vede ci suma un-
ghiurilor din toate triunghiurile este egald cu suma
unghiurilor poligonului: prin urmare, suma unghiuri-
lor poligonului este si ea egald cu de atitea ori doi un-
ghiuri drepte, cite laturi are poligonul mai putin 2.
Daca insemnidm prin » numérul laturilor poligo-
nulul, suma unghiarilor interioare poligonului va &
dati de formula _
2(n—=2) unghiuri drepte, -
safi; B zmghiuz’i drepte minus 4 unghiury drepte.
extergz{JT@Eﬁ?Efl?;):Suma ung{‘aiurilo’r‘, formate in
i SR e acelZc)i,sigsenvCO??;ex P7Z“?-n prelungirea lqtu:
drepte, ori-cate latury a;: ai-e Podel pa.t-ru unglzzurz
S ea poligonul. Fie poligonul

S —.
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convex ABCDEF de n laturi, pe cari le-am prelungit
in senzul AB, BC, i

Gl Fie-care - v ,"Af

virfa poligonului A ‘ B Vi

este virful unul
unghiu interior F\\_
si a unui unghiu

exterior poligo- 7

nulul, 1 amandod

aceste unghiuri 7

fac la un loec dod : ;
unghiuri drepte. D

Prin urmare su-
ma tuturor unghiurilor interioare §i exterioare va fi
egala cu 2n unghiuri drepte ; dacd din aceastd suma
scidem suma uughiurilor interioare care am vazut
i este 2n— unghiuri drepte, ni rdmdne just £ un-
ghiurt drepte. ' '

59. Corolar. Un poligon convex nu are mai mult
de trei unghiuri interne ascutite, cdcinu poate ave mal
mult de trei unghiurl externe obtuze.

60. Ori-ce paralelogram are: 1°. unghiuril> opuse
egale intre ele ; 2°. laturile opuse egale inire ele.

1°. Unghiurile opuse DAB c
si DCB sint egale, cdci 'si au D
laturile respectiv paralele doa
cite doa si de senzuri contrare
(§. 44); tot pentru aceia si un-
ghiurile ADC si ABC sint egale 4 Sk
intre ele. - ‘

20, S3 ducem diagnola DB; ni s’at format doa
triunghiuri BAD, DCB cari sint egale intre ele, pen-
tiu ca ai latureaDB comund, unghiurile BDC si DBA
egale intre ele ca alterne-interne, formate de paralelele
DC, AB tiete de secanta DB ; unghiurile ADB si DBO
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egale iardsi ca alterne-interne formate de paralelele
AD, BC taete de secanta DB ; din egalitatea acestor
triunghiuri rezultd ¢& AD, opusid unghiului DBA. este
egald cu BC opusi unghiului BDC. si de asemene
DC= AB. :

61. Corolar I Doc segmente de drepte paralele, cu-
prinse intre alte dod drepte paralele sint egale ; pentru
ca se formeazd un paralelogram si cele dod segmente
sint laturi opuse in paralelogram.

62. Corolar IL— Dog unghiury consecutive inierne,
in un paralelogram sint suplementare ; pentru cd suma
tuturor unghiurilor este egalid cu 4 unghiurl drepte,
§. b7) si suma a dod unghiuri consecutive este jumai-
tate din suma totald a unghiurilor, :

63. Corolar 1. Dacd wunul din unghivrile wnui
paralelogram este un wunghiu drept, atunci fie-care din
celelalte trex unghiuri este drept, st figura este un drept-
unghiu. i
_ 64. Distanta dintre dod paralele este peste tot locul
acewasi.

Aceasta distantd este dati de lungimea perpen-

C 7 g p Ccularei dusi din un punct al u-
nela din paralele la ceialalti. Fie
AB, CD doi paralele : EF si GH
doit perpendiculare duse din E si
o iR GVE;E]CD;ﬁ'ac(;este'drep?e vor fi

: 5o paralsle ca fiind perpendiculare la
aceiasi dredpta (§. 36), si prin urmare figura EFHG este
un dreptinghiu in care avem EF—GII.

65.. TEOREMA.— Daci un patrulater este ast-fel
ca ungliurile lul interne opuse sint egale intre ele, sai

laturile lui opuse sint egale intre ele, atuncy patrulat:-

rul este un paralelogram.
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19. Fie unghiv ADC— unghiuABC— si
unghiuDAB —unghiw DCB: 5
dic¢ cd figura este un paralelo-
gram. Suma tuturor unghiuri-
lor fiind egald cu 4 unghiri
‘drepte din ipotezd rezultd ca

unghiuBA D unghiu AD C 4
— 2 ungh. rlrept adicd upnghiurile din A §i D sint su-
plementare insd aceste unghiari sint intre laturile DC
s1 AB si de aceiasi parte a secantei AD prin urmare
(§. 42)) dreptele DC si AD sint paralele; tot asemene
se va vide cd si dreptele AD §iBC sint paralele ; pa-
trulaterul are dar laturile lui opuse paralele dod cite
dod, prin urmare este un paralelogram.

2°. Fie AB=CD g1 AD=BC: dic ca figura este
un paralelogram. Duc diagonala DAdsi formez triun-
uhiurile ABD si DCB care sint egale intre ele pentru
cd at toate laturile lor egale una cu alta; din acea-
sta rezultd ca unghiurile BDC si DBA sint egale in-
tre ele, si aceste unghiuri videm césint alterne-interne
in privirea greptelor AB, DC tdete desecanta BD, prin
urmare aceste drepte AB DC sint paralele intre ele
(§. 43); de asemene din cauza egalititei celor doi
t1mngh1un rezultd egalitatea unghinrilor ADB §i DBC
s1 prin urmare sint paralele dreptele AD, BC. Asadar
figura este un paralelogram.

66. Corolar. — Lozanjul este un paralelogram fiind
cd este un patrulater cu laturi opuse egale intre ele.

67. TEOREMA. — Un patrulater care are dod
laturt opuse paralele si egale intre ele, este un para-
lelogram.

Fie patrulaterul ABCD in care si avem AB=DC
si AB[|DC. Duc diagonala DB, si formez astfel doa
trmnghmn ADB si BDC egale ca avind ungbiul BDC
egal cu DBA ca alterne-interne, apoi laturea DB i este

B
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comuni si AB=—BC prin ipotezi ; din aceasta rezulti
cd AD=BC ci oupse la un- b 7
ghiuri egale si unghiarile ADB
si DBC egale ca opuse la la-
turi egale ; insid aceste din
urmi unghiuri sint alterne-
interne in privirea laturilor
AD i BC tiete de secanta .
DB | si fiind cd unghiurile sint egale, rezulti ca la-
turile sint paralele Prin urmare figura este nn parale-
logram. ;

68. TEOREMA. — In un paralelogram. diagona-
lele se taie mutual in doa parft egale.

Fie paralelogramu! ABCD, in care ducem dia-
gonalele AC, DB ; se for- ]
meazd mai multe triun- e ¢

ghiuri, .lin eari conside- v
raim dod si anume AEB
$1 DEC ; aceste triunghiari : £ »

sint egale intre ele fiind 4

ca aill laturile AB si DC

egale intre ele ca laturi opuse ale paralelogramului,
unghiurile EDC, si EAB egale ca alterne interne, si
unghiarile ECD, EAB egale iardsi ca alterne-interne :
prin urmare ED—EB fiind e¢i se opun la unghiuri
egale, si EC—EA tot pentru acelasi cuviut.

69. TEOREMA. — Diagonalele wnui dreptunghiii
sint egale intre ele, si reciproc daci diagonalele unui
paralelogram sint egale atunci e dreptunghi.

1°. Triunghiurile dreptunghi- 2 -
ce DAB si CAB, sint egale intre 4
ele fiind cdai o lature comuni AB,
si laturile AD 51 BC egale intre ele:
prin urmare ipotenuzele lor AC, -
BD, care sint. diagonalele dreptun- 4 2
ghiulut, sint egale intre ele,

‘B
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2¢, Dacit presupunem AC—BD, atunci triunghiu-
vile DAB si CBA sint egale fiind cd ai trustrele la-
turile lor egale intre ele; rezultd céd unighiurile DAB
si CBA sint egale intre ele, ca opuse la laturi egale:
insd aceste unghiuri sint suplementare (§. 63) “prin
urmare fie-care din ele este egal cu un unghiu drept,
si figura este un dreptunghiu,

* 70. TEOREMA. — In un lozanj, diagonalele sint
perpendiculare intre ele, si reciproc un paralelogram
cu diagonalele perpendiculare una pe alia este un lozanj.

10, Fie lozanjul ABCD: triunghiul ABC este isos-
cel, O este wmijlocul bazei AC, prin
urmare BO este perpendiculara e AC:
asa dar diagonalele BD st AC sint’
perpendiculare una pe alta

29 Si presupunem ca diagonalele
paralelogramulut ABCD sint perpen- 0
diculare intre ele: die cad paralelo- /
gramul este un lozanj. Laturile con-
secutive AB, BC sint egale ca oblice
duse din un punct B al perpendicu- z
laret BO la punctele A siC, egal depirtate de picic
rul perpendicularei; de asemene BC—=CD, CD=DA,
DA—AB : asa dar figura este un lozanj.

71. Corolar— Diagonalele unui patrat se tdaie in
parti egale, sint egale intre ele st perpendiculare una pe
alta; fiind-¢4 patratul este si dreptunghiu sl lozanj.

~ 72. TEOREMA.—Daca doii paralelograme  sint
asi-fel ca dod laturt consecutive. a-le unuia, ~sint egale
respectiv cu doa laturi comsecutive a-le celuialalt, si un-
ghiurile cuprinse de acele laturt sint egale intre ele. a-
tunct paralelogramele sint egale intre ele. 55

Fie ABCD si AB'CD’ doa paralelogramé avind
laturile AB, AD egale respectiv cu laturile A'B,A'D,

/C
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$i unghiul A egal cu A’; dic ci aceste do# paralelo-
grame sint egale.

~ ' :  In ade-
2 e - var,aplic
/ paralelo.
, oramul
A S Z  "ABCD

peste paralelogramul A'B’C'D’, asaca laturile AB, AR’
sd coincidi. Find ea unghiurile A gi A’ sint egale, la-
turea AD se va aplica exact pe AD’, si punctul D
va veni in D’; laturea DC paraleld cu AB, valua di

rectiunea B'C™: punctul C va veni justin C": prinur-

mare cele dod paralelograme vor coincide.

3. Corolar—Doa dreptunghiurt sint eqale, daci
dod latury consecutive a-le unuia sint respectiv egale cu
doa laturt consesutive ale celuinlalt.

T74. A duce o linie dreapta pe hirtie. Pentru aduce
o linie dreaptd pe hirtie, ne servim de o vergea de
lemn sai metal numiti linie, ale carei margini longi-
tudinale sint tiete in linje dreaptd. Inainte de a ne
servi de o linie, trebue mai intii sa ne incredintim

daca marginea longitudinald este tieti exact in linie

dreaptd ; pentru aceasta procedidm cum urmeazi: se
pune linia pe hirtie si cu un creion bine ascutit se
duce o trdsiturd urming exact marginea liniel §i se
Insamnd dod puncte A, B pe trisitura; se intoarce de
cela parte a trasiturei, agezdndu-se asa ca aceiasi mar-
gine si treacd prin punctele A st B si larasi se duce

O trasiturd cu creionul. Daci aceastd a doa trasiturs

coincide cu cea dintdi, atanei linia este buni.

Se mal poate verifica si alt-fol : dupi ce am dus
trasitura intdia pe care am insemnat punctele A si B,
lunec linia pe hirtie. in directiunea trisiturei spriji--
nindu-se necontenit pe punctele A si B, si in o alta
pozitiune a liniei duc trisitira cu creionul. Dacii a-
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ceasta a doa trasitura coincide exact cu intdia, atuncl
linia este bund.

75. A duce pe hirtie o perpendiculard Ja o dreapta.

Pentru a duce pe hirtie o perpendiculard 1a o dreapta

ne servim de echer, care este
o linie in formi de triunghiv
dreptunghie, a-le earui laturi
sint taiete exact in linie dreap-
ti. Fie sa ducem perpendi-
culara prin A la dreapta MN. 4
Asez echerul pe hirtie astfe|
ca una din laturile unghiuolui
drept, d. e. ab, s coincidd cu b a
dreapta MN ; apoi, apasind cu
mana dreaptd echerul pe hértie pentru ca sd nu lunece,
cu mana stingd aplicim o linie L pe ipotenuza eche-
rului; in fine apdsdm cu ména stangéd pe linia L ca
s nu se miste, facem si Junece echerul cu ipotenuza
pe linie pana ce laturea sa va ftrece prin punctul A ;
in aceasta pozitiune ducem o trasiturd cu ereionul, ea
va fi perpendiculard cautata.

Vom vide mai la vale un alt mod precis de a
duce o perpendiculard

76. A duce pe hirtie o paraleld cu o dreapti.

Si ducem prin punctul A paralela la dreapta MN.

Asez echerul astfel ca una din laturile lui, d. e. ipo-
tenuza be. si coincida cu
dreapta MN ; apis pe e- /7 7
cher si pe marginea lui U G -
ac aplic o linie L; fixez
apol aceasti linie cu
mina. s lunec echerul
de-a lungul liniei péna
ce laturea bc trece prin-
punctul A; in aceasta

Geom. Elem. C. Climesen
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pozitiune, duc o trasiturd cu creionul ; aceasta va fi |
paralela ciutata, o

77 Verificarea echerulni —Pentru a ne incredmt;a@
ci laturile echerului sint tiiete exact in linii drept:e !
vom urma cum am aratat la §. 74. Ramane sa ver-
ficim dacid unghiul din a este drept.

Pe marginea unei
linii L, aplic una din la
turile echerului d e. al, |
$i duc o trasiturd peac: |

: apol farid a schimba fap |

21 ZJ care era pe hartie, aduc:‘;

24 echerul ast-fel ca ceialalti |

lature cu virful o’ si coincidi cu a silaturea ac'si

se aplice pe marginea liniei; in aceasts pozitiune duc

0 trasatura de-a lungul laturei a'd'; daci aceastd dio

urma trisiturd coineide cu cea dintai; atunci unghiul
din a este drept.

78. Exercitil si probleme.—1. Bisectoarele unghiu- |
rilor unui patrulater convex, formeaza un alt patrula
ter a cdarul ungliuri opuse sint suplementare. Fiacind
figura se vede usor ca unghiul a doi bisectoare con- |
secutive, este suplementul semi-sumei unghiurilor res-
pective a-le patrulaterului; si semi-suma a doi wun- :
ghiuri consecutive de-a patrulaterului este suplemen-
tul semi-sumel celorlalte doi unghiuri ; din aceasta
rezultd ceea ce se cere.

2. Bisectoarele a doa unghiwre cu laturile respec-
pectiv paralele, sint paralele sai perpendiculare pentru
cd unghiurile pot fi egale sat suplementare : in cazul
Intal bisectoarele sint paralele,.in cazul al doilea bisee-
toarele sint perpendiculare intre ele. '

3. Prin extremitagile
patrulater, se duc paralele
formeazi astfel un paralel

——

fie-cirer diagonale a wnul
la ceialalti gli@gonal&; s
ogram. de dod ori mai mare |
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de cat patrulaterul. Ficindu-se-figura se formeazd opt
triunghiuri egale dod cate dod, din care rezulti ceia
ce se cere.

4. Ori-ce dreaptd care trece prin punctul de in-
tersectiune a diagonalelor unui paralelogram, este im-
partitia de acest punct in dod parfr egale, si paralelo-
gramul este impartit prin acea dreapta ‘in dod parft
egale. Aceasta rezultd din egalitatea a dod trivnghiuri
ce se formeazi ducindu-se o dreaptd prin punctul de
intersectiune al diagonalelor.

5 Diagonalele w dod paralelograme ‘inscrise unul
in altul, adica astfel ca virfurile unuia si fie pe la-
turile altwia, trec prinu» acelasi punct. Fie ABCD un
paralelogram inscris in paralelogramul EFGH i O
punctul de intersectiune a diagonalelor EG, HF; dia-
gonalele AC, BD trebuind si se impartd mutval in
parti egale, tot odatd fiind niste drepte.cuprinse intre
laturile paralelogramului EFGH in virtutea Teoremel
precedente, ele nu se pot tdie de cat in punctul O,

6. Suma distantelor unui punct de pe baza unul
triunghiu isoscel la cele doa laturt este constanid.

Fie K un punct luat pe baza BC a unui triun-
ghiu isoscel, KL si KM perpendicularele duse din K
pe AC si BC; duc prin K paralela ¢cu BA, siprin C
perpendiculara CI pe BA. Se formeazi un dreptunghiu
si un alt triunghiu isoscel, in care usor se vede cid
KL+H-KM este egal cu CL

Dacé punctul si ie pe prelungirea bazei, d.e. la
stinga lui B, atunci diferenta intre acele doi distante
este egald cu CL

7. Suma distantelor unwi punct luat in interiorul
unul triunghiv ecvilateral la cele tret laturi, este cons-
tantd. Demonstratiunea se razimi pe problema prece-
dentd. Se giiseste cd suma caulatd este egald cu inil-
fimea triunghiului.
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Daci punctul este exterior, atunci una din dis-
tante trebue scizutd din suma celorlalte dod si rezul-
tatiul este egal tot cu iniltimea triunghiului.

8. Dreapta care uneste mijolcurile a dod laturl |
a-le wnud triunghiu, este paralela cu laturea a treia §i |
egald cu jumatatea din ea.

Fie ABC triunghiul : prin wijlocul D al laturei
AB due DE paralela cu BC, prin E duc EF paraleli
cu AB: se formeazd triunghiurile ADE si EFB care
este usor de vadut ci sint egale si din ele rezulti
AE=EC si apoi DE—BE. :

9. Dacid unim mijlocurile laturilor neparalele al
unul trapez, avem :- 1°. aceasta dreaptd este paralela cu
celelalte doa laturi ale trapezului si trece prin mijlocy:
rile diagonatelor lui: 2°. segmentul acester drepte, cuprins
intre laturile neparalele, este egal cu semi-suma laturt
lor paralele, si segmentul cuprins intre cele dod diago-
nale este egal cu semi-diferenfa acelor laturi.

2 e Fie trapezul ABCD:

; ~ 1° Prin mijlocul Eal
3/\/\}7 laturei AD duc pars-
G : lela EF la AB si DC;
AM Nﬂ aplicind Teorerza pre- |
: cedentd la triunghiu- |
rile ADC,ADBsi DBC. rezulta ci G, H, G sint res-
pectiv in mijlocul dreptelor AC, BD si BC. |

C

s §
|
§

prin urmare |
: AB-DC - -
LF:EGJrGF:T,GH:EH*EG:{XB—aCQ” :

: 5t : 2
10. Medianele unwt triunghiu se sntinlesc in un

gcela,si punct. Se numeste mediand in un triunghiu, |
reapta care uneste un virf cu mijlocul laturei opuse. |

D
2°. Avem apoi EG—=— —HF si EH_AingF' :
2 2

:
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Fie BD si CE dod mediane, O punctul lor de
intersectiune; si luim mij- : 9
locurile F si H a buedtilor ~ 6
de mediane OB si OC: ED =
si FH sint paralele cu BC $ v
si fac cit jumatate din BC;
aga dar figura LEDHE este un
paralelogram: OD este juma- _
tate din BO si o treime din BD. Asa dar medianele
trec prin punctul O, gare se gaseste la o treime din
lungimea fie-cireia cu incepere de la laturl.

Punctul O se numeste ceniru de gravilate a tri-

unghiului AB.




°  CGARTEA L
CIRCUMFERENTA DE CERC

CAPITULUL 1
CIRCUMFERENTA, ARCURI, COARDE.

79. Definitiuni.—— Circumferenta este locul geometric
al punctelor din plan cari se afla Ia acelasi distanta
de la un acelasi punct, numit centrn,

Portinnea de plan limitats de circumferents se nu-
meste cere.

Dreapta care uneste centrul cu un punct A gl
circumferentei se numesgte rad: H

din definitiunea circumferentei 30

rezulti ci toate radele -unei cir- ;

cumferente sint egale intre ele, 2

Ori-ce punct exterior circumfe- ‘
5o

rentei este la o distanti de la
centrul el, maf mare de catrada;
ori-ce punct interior este la o dis-
tantd de la centru mai mici de cdt rada.
O portiune de circumferentd cum este BMC se
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detor, si cd arcul este sub-intins de coarda corespun-
détoare. 2k 4 Ees

Portiunea de plan cuprinsd intre un arc §i coar-
da covespundetoare, se numeste segment de cerc.

Portiunea de plan cuprinsd intre fiatre dod rade
si arcul cuprins intre ele, 'se numesgte sector ; portiunea
AOE este un sector cercular.

Ori-ce coarda ce trece prin centru este un dia-
metru ale circumferentei; DE este un diametru Toti
diametrii sint egali intre ii, fiind-cid fie-care face cat
doa rade. :

Doi arcuri de aceiagi rada sint egale daca se
pot saprapue. :

80. TEOREMA.—O linie dreapta mu poate in-
tilni o circonferenjd in mai mult de dod puncte, fiind
ca din centru se pot duce la o dreaptd numai dod
oblice egale cu rada. ’

81. TEOREMA .—Ori-ce diameiry, imparte cirewmn:--
ferenta tn dod parfi egale.

Y \ Fie AB un diametru; intorc-

A partea AMB a figurel in jurul:

diametrului AB, pentru a o abate -

peste partea AM'B. Un punct.

poare-care M a arculvi AMB are-

si seasede pearcul AM'B pentru:

ca el trebue siramana la acelash

H . distantd de centru; prin vrmare

: _ toate punctele arculul AMB, a-

dici insusi intreg acest arc, va coincide cu arcul AM'B,

de unde rezultd ci diametrul AB impaife circumfe~
renta §i cercul in dod prati egale.

82. TEOREMA — Diametrul este cea mal mare:
coardd posibild. :

Fie MN un diametru si AB o coardd care nn
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trece prin centru. Duc radele Vid
AO,BO ; linia frinta AO-+OB
este mai mare de catlinia dreap- s
tdi AB; insi AO-}-OB este su-

mwa a dod rade, siprin urmare 4
egald cu Jiametrul MN : aga dar
diametrul MN este mai mare de

cit coarda AB.

Observatiune.—O coards care nu trece prin centra,
imparte circumferenta in doi arcuri neegale, unul mai
mic de cdt o semi-circumferenta, si celalalt mai mare:
ea sub-intinde pe amindoi aceste arcuri: de ordipar

4

_._Se considera ca are sub-intins coardel, cel mai mic din

aceste arcuri. -

83. TEOREMA .— In acelasi cerc, saii tn cercurs
egale 1°. doa arcuri egale sint sub-intinse de coarde e-
gale; 2°. dod arcury neegale si mar mick fie-care de cdiy
0 semi-circumferentd, sint sub-intinse de coarde neegale ;
arcul celmai mare est: sub-intins de coarda cea mai mare:

1°. Sa ludm doi cercuri egale O si O, sipe cir
cumferentele lor si luim arcurile egale AMB st A'MB'.
coardele AB si A'B' cari sub-intind acele arcuri sint egale

In adivir, si b7 o : A
punem cercul O S <
peste cgalul seti O',"{ e Z / 7
asa ca centrul O s3 c
cadd in O ambele
cereuri vor coinei-
de. Si invirtim cer-
cul O’ in jurul
punctului O asa ca sd aducem A’ peste A : atunei cor-
curile coincidind arcul A'B se va aplica exact peste
egalul setiarc AB, punctul B’ va cide tocma in B, si
prin urmare coarda A'B’ va coincide cu coarda AB.
Asa dar cele doi coarde sint egale.
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2° Tot in figura aceasta, si luim in ‘cercul O arcul
AMC mai mare de eit A'M'B’ 51 mal mic de cit o
semi-circumferentd ; coarda AO este mai mare de cit
coarda A'B.

In adeyar, si punem cercul O peste ega]ul sell
O’, asa ca centrele sd coincidd si punctul A’ si cadd
in A. Punctul B, va cide pe arcul AMC, intre A
si C, d. e, in B; atunei coardele AB si A'B’ vor fi
egale. Ducem mdPle 0A, OB, OC, Triunghiurile AOOC
s1 AOB at dod laturi eﬂale una cu alta si. fac intre
ele unghiuri neegale, adwa OA lature comuni, OC
egal cu OB ca rade si unghml AOC este evident ca’
mai mare (e cat AOB; prin urmare laturea a treia
AC din triunghiul mtal, este mal mare de cit laturea
a treia AB din al doilea triunghiu.

~ 84 1dacd arcurile considerate sint pe un acelasgi
cere, ne putem imagina cid de pe acest cerc se desli-
peste un cerc egal, riméaind unui din arcuri pe unul
din cercuri si celalalt are pe celalalt cere, §i atunci
n‘avem de c¢at si repetam acelagi demonstratiune, pen-
tru ambele parti a-le Teoremel.

85. Dacéa ludm in un cere, arcul AMB mai mic
de cat o semi-circumferenta, atanci arcul AMB si coarda
care'l sub-intinde sint dod mdirimi carivariaza in ace-
lasi senz; cénd arcul crestesi coarda creste ; daci ar-
cul ajunge egal cu o semi-circumferentd de cerc, coarda
devine egald cu diametrul. Daca arcul creste peste o
circumnferentd, atunci arcul si coarda carelsub-intinde
sint dod wdrimi cari variazd in senz contrar ; cand
arcul creste, coarda se micsureazd, Din cauza acestor
legaturi infre arc si coardid putem dice :

In un acelasi cerc saii in cercurl egale: 1° dod
coarde egale sub-intind arcurt egale, 2° doi coarde ne-
egale sub-intind arcurt neegalt mai mici de cdiit o semi-
circumferentd, si cea maimare coardd sub-intinde arcul
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cel mal mare. Daca luam ambele arcurt mai mari de
cat o semi-circumferenta atunci coarda cea mal mici
sub-intinde arcul cel ma¥ mare ’

- Aceste propozitiuni, constitue reciproca Teoreme-
lor de la §. 83. .

86. TEOREMA.— Diametrul perpendicular pe o
coarda, imparte in dod parts egale coarda si arcul sub-
intins de ea.

- Fie coarda AB si ED diametrul perpendicular pe
AB in punctal C. Intorc in Jjurul diametrului ED, par-
tea figurei care’i la dreapta lui ED,
ca sa o aplicim peste partea din 7
stanga. Semi-circumferenta EBD ;
va coincide exact cu semi-eircum-
ferenta BAD; portiunea de coardi
CB fiind perpendiculara in C pe 4 £ ‘B
ED va lua directiunea CA care’y \_ﬁ/
perpendiculard pe ED tot in C:
punctul B, intersectiunea semi-circumferentei EBD cu
CB, va ecade in punctul A Intersectiunea semi-cireum-
ferentei EAD cu directiunea lvatd de CB dupi invir-
tire. Din aceasta rezulta ci OB este egali cu CA si
arc DB este egal cu arc AD.

87. Corolar L.— Centrul wnut cerc, mijlocul wner
coarde si mijlocul arculus sub-intins de coarda, sint in
linic dreaptd. Aceasta se vede de acolo, ci in timpul
1 dupd invirtirea semi-circumferentei EBD in jur de
ED, aceste trei puncte rimin in loc, pe diametrul ED.

Fiind-cd o linie dreaptd este complect determinati
prin dod puncte, sali prin un punct si conditiunea de
a fi perpendiculara la o dreaptid datd. apoi videm eg
Corolarul acesta da loc la urmitoarele b propozitiuni :

1°. Perpendiculara peocoarda in mijlocul e, trece

prin centrul cerculul si prin mijlocul arcului sub-intins
de coardd.

g
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2°, Perpendiculara dusd din mijlocul unu? arc pe
coarda lu, trece prin mijlocul coarder si prin centrul
cerculul. . S5
3°. Rada dusa prin mijlocul unet coarde este per-
pendiculara pe coardd $i imparte atdt coarda cat si ar-
cul sub-intins de ea, in dod parft cgale. '
4° Rada dusa prin mijlocul unul arc. imparte in
doa peri egale coarda acestut are, sieste perpendiculard.
5°. Linia dreaptd dusa prin mijlocurile unui arc
sia coardel lui trece prin centrul cercului si este per-
pendiculard pe coardd. e
88. Locul geometric al punctelor din mijloc a unet
seril de coarde paralele cuo directiune datd, este diame-
trul perpendicular pe acea direcfiune, fiind-ca toate ar-
curile sub-intinse de aceste coarde paralele, aii acelasl
mijloc. X '
89. TEOREMA.— Prin trel puncte, car? nw sintin
linie dreapta, putem duce o circumferenid st numarl una.
: Fic A, B, C cele trel
Vi puncte. Unesc A cu B §i B
¢ cu O; duc prin mijlocel I
a lui AB perpendiculara DD’
K pe AB, si prin mijlocul K,
a lui BC perpendicularaEE’

4 e pe BC. Dreptele DD’ si EE'
formeaza intre ele un unghit
Z egal saii suplementar un-

ghiulai ABC si prin urmare ele nu pot fi para-
lele. Fie O punctu! lor de intersectiune ; acest-punct
se afld la distante egale de punctele A. B, C. Asa dar
dacéi din punctul O ca centru $i cu OA ca radd se
descrie o circumferen;é, aceasta va trece prin pUDCte]e
A, Bisr s

Dic cd nu mai poate fi o altd circumferenta, care
s treaci prin acele trei puncte Pentru ei ori-ce cir-



e

cumferenti ce trece prin A i B isi.are centrul pe DD’
(§. 87,1% si ori-ce circumferentd ce trece prin BsiC
isi are centrul pe EE’; prin urmare circumferenta ce
trece prin trustrele punctele A, B, C isi vaave cen-
trul la intersectiunea dreptelor DD’ si EE' care este
un punct unic O: asa darori-ce circumferenta ce trece
prin A, B, C trebue si’si aibd centrul in O, s rada
ei ne poate i de cit OA sati OB sad OC, care
lungimi sint toate egale intre ele. Din aceasta rezul-
td cit ori-ce circumferentd ce trece prin A, B, C, co-
incide cu acea descrisd din O ca centru cu OA ca raza.
91. Corelar. — Dodi circumferente nu pot ave mai
mult de dod puncte comune; caci dacd ar ave trel
puncte comune, atunci ar coincide, :

91. Exercitii—1° Fiind date o circumferenia $i un
- pumct : distanfa cea mai micd si cea mai mare de la punct
lo circumferentd, se afld pe diametrul circumferentei ce tre-
ce prin punct.Se va compara distanta ori-ciirui punct al circam-
ferentei la punctul dat, cu distantele punctelor ecircumferentei a-
flatoare pe diametyul ce wece prin punctul dat, la acest punct,
si din trunghiurile cari se formeazi rezulti ceia ce se cere.

2. O lime dreaptd si un punct fiind date, si se des-
crie cu o radd datdo circumferentd cu centrul pe dreaptd, si
astfel ca suma distanfelor maximd gi minimd de la punct la
circumferentd sd fie egald cu o lungime datd.

Fie r rada si ! suma in chestiune; din punctul dat cu o
radd egali cu I- 7 descrim o circumferentd care va tiia dreapta
datd in dod puncte A si B; din unul din aceste puncte ca cen-
tru si cu rada datd 7 descrim o circumferentd ; vom ave ceiace
céutam,

3. 8d ie pe o circumferenfi dod arcuri AB, CI egale
intre ele; coardele acestor arcuri fiind prelungite se intilnesc
in un_punct M ; unind crucig extremitafile arcurilor avem AC
st BD cari se taie in un punct N; a ardta ci M si N sint
pe un diametru ; pentru cd M si N trebue si se afle pe bisec-
toars unghiului M §i aceasti bisectoari trece prin centrul cir-
cumferentei.

s .'4. 4 gesvcm cu o radd datd o circumferenid care si
reaca prin dod puncte date. Se vor uni cele dod puncte prin



o dreaptd; in mijlocul acestei drepte se va duce perpendiculara ;
din unul din punctele date ca centru cu rada data, se va descri
un are de cerc care va tdia perpendiculara in dod puncte ; unul
din aceste puncte va fi centrul cautat. Pentru ca problema sé
aibi solutiune, trebue ca rada datd sa fie egali sali nai mare de cdt
distanta intre cele dod puncte date.

5. Prin un punct dat sd se ducd o circumferenid care
sd fie la aceiagi distanfd de trev puncte date in linie frantd.

Fie M punctal intai, A, B, C punctele cele trei din urmé.
Determinez centrul O al circumferentei co trece prin A, B, Csi
din O ca centru cu OM ca radd descriii circumferenta §i avem
ceia ce se cere. ,

6. Fiind date pe hdrtie patru puncte din core tret mu
stnt tn linie dreaptd, a duce un druwm circular care sd treacd
la egali distantd de fie-care accle palru puncte.

Fie A, B, C trei puncte ce nu sint in’ linie dreaptd si D
al patrulea punct; fie O centrul ciremaferentei ce trece prin A,
B. C. Cii Z o 01\-—;—0,{‘ 3 o

, C. Circumferenta deserisd cu— —--—¢a radd va fi drumal ¢i-

utat, Este loc a se discuta numérul solutiunilor.

7. A deseri cu o radd duld. o circumferentd caresd in-
tercepteze pe dod linis drepte niste coarde de lungimi date.

Fie A si B dreptele date; iuim pe dreapta A, o lungime
CD egala cu coarda dati respectiv; fie r rada datd ; determinez
centrul O al circumferentei ce trece prin C si D de rada r (a
vide problema 4 de mai sus) gi prin punctul O duc paralela cu
A. Fac acelagi lucru cu coarda a dea asedatd pe B: fie O' cen-
trul circumferentei respective ; prin O’ duc paralela cu B. Punctul
de intilnire al paralelelor duse prin O si 0" este centrul circum-
ferentei ciutate.

8. 0 linie dreapti, mobild in plan, poate fi udusa din o
pozifiune in alta, prin o rotafiune in jurul unui punct din
plan, numa¥ cit cele dod- pozifiuni a liniel drepte sa mi fie
paralele si de acelagi senz. Problema se rezolveste ca precedenta,
luéindu-se pe cele dod pozifiuni de dreaptd, coarde egale.
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CAPITULUL 1l

TANGENTA, UNGHIURI INSCRISE

92. TEOREMA.— Inun acelasi cerc, sait in cercurl
egale: 1° dod coarde egale sint egal departate de cen-
trul cerculut: 2° din dod coarde neegale, cea mai mare
este mai aproape de centru.

1° Fie in cercul O, doa coarde 5/
AB, CD egale intre ele; dic ciele
sint egal departate de centrul O. Due C

din centru, perpendicularele OI si
OK pe cele doa coarde, care stim

ca sint distantele centrului la coarde:

duc s§i radele OA, OC Triunghiu- /
rile dreptunghice OAI si OCK sint Z

egale ca avind ipotenuzele OA si GO

egale inlre ele ca rade, precum si Jaturile TA si CK
laragi egale intre ele ca Jumatati de ccarde egale. Din
aceasta rezulta ca OI—OK.

Daca coarda a doa este pe o alta circumferent
egald cu cea dintai, atunci demonstratiunea se face prin
suprapunere. ;

2° Fie acum dod coarde AB, DE neegale si anu-
me DE mai wmare de cit AB - dic ca DE este mai
aproape de centru de cit AB. -

Cu incepere de la D duc spre i un are DC egal
cu AB : fiind-cd arcul AB este maj mic de cat arcul
DE, punctul C va cide intre D $i E, coarda DC s
centru vor fi deo parte si de altaa coardei DE. Due
din O perpendiculare pre cele trei coarde; OI este

7
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B egala cu OK fiind-ca coardele res-
pective AB, DC sint egale Per-
pendiculara OK va tiie coarda DE

Y in un_punet M, si avem ca per-
|E pendiculara OL este mai scurta de

‘ cit oblica OM §i cu atit mai mult

& ‘ -va fi mai scurtd de cit OM—|-MK

D el satt OK : si fiind cd OK este egald

cu OI, rezultd cd OL este mal micd de cat Ol

93. Observafiume.—In un cerc, lungimea unei
coarde si distanta centrululla ea, sint doa marimi cari
variazd in sens invers; cand una creste ceialalti se
micgoreazd. Conchidem reciproca Teoremei precedente :
in un acelagi cerc saw in cercuri egale, coardele cgal
departate de centru sint egale intre ele. si coarde nee-
gal depdrtate de centru nu sint egale inire ele.

94. Definitiuni— O linie dreaptd este numita tan-
gentad in un punct A al unei circumferente. cind acea
dreapta nu are comun cu circumferenta, de cat numai
acel punct. Punctul comun al tangentei -cu circumfe-
renta se numeste punct de contact. Dreapta per-
pendiculard pe tangeutd si in punctul de contact se
numeste normald la cicumferenta.

Ori-ce dreaptd, care are de comun cu circumferenta
doa puncte, este o secantd a circumferentel

Un unghiu cu virful in centrul unel circumferen-
te poartd numirea de unghiu la centru.

Un unghin ¢u virful in un punct al circumferen-
tel poartd numirea de wnghiu inscris in circumferenti.

95. TEOREMA.— Perpendiculara dusa la evire-
mitatea unei rade, este tangentd la circumferenta $i
reciproc : tangentd la o circumterenfi este perpendicu-
lara pe rada dusa la punctul de contact. .

1° Consider rada OA st in A duc perpendicu-
larara TT" la OA ; dic c& TT" este tangentd la cir-



— 64 —

cumferenta in A. In adevdr, dacid luim un punct oa-

re-care M al tangentei. videm 7
cd nu poatefi pe circumferenti

A4 M4 T

caci distanfa sa la centrn, OM,
ca oblica fatd cu perpendiculara
OA, este mai mare de eit OA.

De aici rezultd ca dreapta

TT' nu intilneste circumferenta
de cit in singurul punct A si
prin urmare’i este tangenti si punctul de contact este

A. (%)

2°. Reciproc, dacid TT’ este tangenti in A la cir
cumferentd, dic cid ea este perpendiculari pe rada OA”
In adevir, dreapta TT’ nu poate ave nici un punct in®
interiorul circumferentei, cici atunci ar intilni o in
mai mult de un punct. Asa dar ori-care punct al el
afard de A, este exterior circumferente, §1 prin urmare
la o distantd de la centru mai mare de cat OA. Re-
zultdi dar ca OA este cea mail scurtd distantia punc-
tulu? O la dreapta TT  si prin urmare rada OA este
perpendiculara la TT".

*). O tangentd in un punct A al circumferentei, poate fi consi-

eéste 0 secantd a cirl cele doil puncte de

unul singur.

s &

deratii ca limita unei secanite mobile, ce trece
prin punctul A i prinun alt punct oare-care
B de-a circumferentet, cand acesta se confun-
da@ cu cel dirvidi. :

In adivér, si considerim secanta AB si
sd o invirtim in jurul punctulul A, asa ca al
doilea punct de intersectiune B si se apropie de
A ; punctul I, mijlocul coardei AB se va apro-
pia si el de punctul A, si drespta Ol va riimane
in fle-care pozifiune a secantel, perpendiculari
Pe aceasti secanti. Aga dar, la limitd, cind: punc
tul B se confundi cu A, secantn AB so asadi
pe perpendiculara OA in A, si se confunda cu-
tangenta i A. Se poote dice dar ¢ o tangent
intersectiune se confundi in
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96. Corolar I —Prin un punct luat pe circumfe-
renid nu se poate duce de cat o singurd tangentd la
circumferenfa ; pentru ed stim cd in un punct pe o
dreaptd, nu se poate duce de cit o perpendiculari.

97 Corolar IL—Daca ducem o serie de coarde pa-
ralele cu o tangentd, toate aceste coarde sint impartite
in partt egale prin diametrul ce trece prin punctul de
contact ; pentru ci acest diametru fiind perpendicular
pe acele coarde, trebue si le imparti in parti egale.

98. Corolar IIL.—O normald la circumferenia trece
prin centru; pentru ci fiind perpendiculara pe tangenti
in punctul de contact, normala va confine rada ce
merge la acest punct de coutact.

99. TEOREMA. — Do linit drepte paralele intre
ele, intercepteazd. pe circumferenta, arcuri egale.

Cele doi drepte paralele pot fi saii secante amén-
doi, sall tangente amindoa, sall una secantd §i una
tangenta.

1° Fie dreptele AB, CD amindoa secante ; dia-
metrul EF cari le este perpendicular, imparte in parti
egale arcurile sub-intinse de aceste drepte. Aga dar
arcul CE este egal cu arcul DE si arcul AE este egal
cu arcul BE; prin urmare arcul .

AC, diferenta intre arcurile AE si Z /f? £

CE. este egal cuarcul BD diferen- -

ta intre arcurile BE si DE. & 2
2°. 54 luim impreund tangenta i

TT in E si secanta CD paralele in-
tre ele. Rada care merge la E fiind K J
perpendmu]ara pe CD stim cd im-

parte coarda CD si arcul sub-intins &  # 7=
CED in doa pirti egale; aga dar arcul CE este ega]
cu arcul DE.

3% Daca cele” dod paralele TT, UU’ sint amin-

Geom FElem. C Climescu 5




doi tangente la circumferenti, atunciradele OE si OF
respectiv perpendiculare pe cele dod tangente _s‘int una
in prelungirea alteia §i linia EOF este un diametrn,
care stim ci imparte circumferenta in doid parfi egale
(S. 86) :

100. TEOREMA.— Daca dod circumferente aii doa
puncte comune, coarda comund este perpendiculard pe
dreapta centrelor, si este imparfitd de aceasta din wrmi
in doa parti egale. ;

Fie dod circlimferente cu centrele in O si O’ care
al de comun punctele M si M punctul O este egal
departat de punctele
M si M punctul O
este de asemene egal

departat de aceleasi
puncte: asadar dreap-
ta OO este locul geo-
metric al punctelor e-
S e gal depirtate de M si
M’ si prin urmare dreapta OO’ este perpendicularipe
MM’ in punetul din mijloc al acestei drepte.

101. Corolar —Daci presupunem ci una din cireum-
ferente, d. e. O, se misca astfel cd centrul e O, si
rdmand necontenit pe dreapta O0’, atunci punctele de
Intersectiune M si M’ tind a se confunda in unul sin-
gur; dreapta ce trece prin
punctele M si M’ tinde a
deveni tangents la ambele
circumferente in vunctul
lor comun, rimiind per-
pendiculara pe linia centre-
lor. Asa dar : cand dod cip-
cumferente ai un singur
pzfnrt comun, acest punct
st curcumferentele i gee-

este situat pe linig centrelor,
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iast tangentd in punctul lor comun, adicd sint tangente
una alteia. 2

Tot astfel se intimpld si cénd prin migcarea im-
primati, circumferenta cea mica intrd cu totul in cea
mare

102. Do circumferente pot ave: sai dod puncte
comune, sail numai unul, saii nici unul : in aceste dod
din urmé cazuri, circumferentele pot fi exterioare i
interioare una altela. Prin urmare dod circumferente
pot ave, una in privirea celeialalte, cinci pozitiuni di-
ferite cirora corespund urmétoarele cinci teoreme.

103. TEOREMA.— Daca dod circumferente, nu ai
nicl un punct comun §i sint exterioare una altera, atunct

distanta centrelor este mai mare de cat suma radelor.
Linija dreapta OO’

care uneste centrele* J
taie pe una din circum-
ferente in punctul A,
si pe ceialaltd in punc- C B 0
tul B, prin u: mare este
egald cu suwa razelor

0A, OB, plus distanta
intre punctelr A si B: prin. urmare ayvem
00'<0A+ O'B.

104. TEOREMA.— Dacda dod ctrcumferente se ating
exterior, distanfa intre cedre este egald cu  suma
radlelor.

Am vadut (§ 101) ca
punctul de contact A se afld
pe linia centrelor OO si este
cuprinsintev aceste dod cen
tre, fitnd ca cir umferentel
sint exterioare una alteia ;
Frin urmare avemn

00'=0A-+ OA.




gt s

105. TEOREMA.— Daca doa circumferenfe se in-
tretaie, distanfa intre centre este mai micid d2 cif
suma  razelor st mal mare de cat diferenfa ‘fintre
acele rade.

Fie A unul din punctele
deintersectiune a dod eircum-
ferente O si O'; acest punct
A nefiind pe linia centrelor,
radele OA si O'A formeazi
cu linia centrelor OO un tri-
unghiu, incare stim cio la-
ture, d. e. O0O’, este mai mici
de cit suma celorlalte doi OA si O'A si mal mare de
cat diferenta lor.

106. Observafiune.—Cind doi arcurl de cere se
tale intre ele in un punct A, se dice ciele formeazi
un unghiv in acel punct: acest unghin, se masoard
prin acel format de tangentele la arcuri duse in wir-
ful §i in senzul arcurilor. Din acestea rezulta ca:

1°. Dod circumferente se taie n un punct comumn
lor, sub un unghiu egal cu acel al razelor duse la punc-
tul comun si prelungite dincolo de PUNCE =T

2% Clidnd doa circumferenfe se intretate, ungliul
este acelast in amandoa punctele de intersectiune.

107. TEOREMA .— Daca doi circumferente se a-
ting interior, distanta intre centre este egala cu dife-

renfa radelor lor.

. Punctul de contact A se afix pe
linia centrelor OO’ si de aceiasi par-
te in privirea acestor centre, fiind-

g\ ¢a una din circumferente este in in-

“7** teriorul celeialalte ; asa dar avem :
00'=0A—0A,

108. TEOREMA.— Dacé do

un punct comumn, st una este

circumferente nu ai nicy
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in interiorul celeialalte, distanfa intre centre este mai
mica de cdat diferenja radelor lor.
Prelungesc dreapta OO’ pa-
nd inafard de circumferenta inte-
" rioard: aceasta dreapta intalneste
cele dod circumferente in Bsi A
sividem cd OO’ este egal cu dife- 4
renta intre radele OA si OB mi-
nus BA: asa cd daca pu scidem
pe BA vom ave

00'<OA—OB.

- 108. Corolar. Reciprocele acestor cinei teoreme sint
adevérate sise deduc din ele imediat, pentru ci con-
ditiunile relative la fie-care caz se exclud mutual.

Si demonstram d. e cd daca distanta centrelor este
mal mica de cat suma radelor si mai mare de cat di-
ferenta lor, circumferentele se intretaie.

In adevir, circumferentele nu pot fi nici exterioare,
nici tangente exterior, pentru ci distanta centrelor este
mwai micd de cat suma radelor; ele nu pot fi nici tan-
gente interior, nici interioare una alteia, ventru ca dis-
tanta centrelor este mai mal mare de cat diferenta
radelor. Ramine dar ca circumferentele si fie secante
intre ele. ' .

Tot astfel se va demonstra si reciprocele celor-
lalte patru teoreme.

109. TEOREMA.—1In un acelasi cerc sai in cer-
curi egale, 1°. dod unghiurt la centru egale, intercep-
teaza arcuri egale; 2°. dod wunghiurt la centru neegale,
intercepteazd, arcuri neegale, cel maimare unghiv la cen-
tru intercepteaza arcul cel mal mare.

1° Sa luadm cercurile egale O si O’ unghiurile
la centru AOB si A'O'B’ egale intre ele. Si transpor-
tim cercul O  peste cercul O, asaca centrele sa coin-
cida; sa invartim apol cercul O’ in jurul punctului



- O, pind ce rada
Y p 4 B OA' vine pe rada
OA ; fiind ci un-
C ghiul A'O'B’, este
! egalcu unghiulAOB
apoi rada OB’ va
lua directiunea OB
: si arcul A'B’ se va
aplica exact peste arcul AB: prin urmare aceste dod
arcuri sint egale. Saeed o
2° Sid ludm in eercurile egale O s1 O unghiu-
rile la centru AOC si A’O'B’ neegale, si fie unghiul
AOC mai mare de cit A’O'B. Si transportam iardsi
cercul O’ peste cercul O. asa ca centrele s3 coincxdav;
sd invirtim apoi cercul O in jurul punctului O pana
ce rada O'A’ vine pe rada OA; fiind ¢d unghiul A'O'B
este mal mic de cat unghiul AOC, rada O'B’ va cade
in interiorul unghiulul AOC, d.e. pe OB, puncu.ll B
este situat pe circumferenta O intre punctele A §i C.
Din acestea rezultd ci arcul AC este mai mare de cat
arcul AB: insi arcul AB este egal cu arcul A’B’ prin
urmare arcul AC este mai mare de cit arcul A'B.

110. Reciprocele acestei teoreme sint adevérate :
adicd: 1° la dod arcur: egale corespund unghiuri la
centru, egale; 2°. la doa arcuri neegale corespund unghiurs
la centru neegale ; la arcul cel mai mare corespunde cel
mai mare unghiv. la centru. Demonstratiunea se face
usor tot prin suprapunere.

111. Corolar.— Dot diametri perpendiculary impart
circumferenfa in patru arcury egale; pentru ci acesti
doi diametri tormeazi la cenfru patru unghiuri egale, ci-
rora li corespund prin urmare arcuri egle.

Se dd numele de cadran, sfertului de circumferents.

112. Masurarea unghiurilor, Dependenta dintre un-
ghiuri la centru si arcurile cuprinse intre laturile up-
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ghiului in o aceiasi circumferentd, condace la inlocu-
irea masurarel directe a unghiurilor prin masurarea de
arcuri de circumferentd ; caci desi unghiurile §i arcu-
rile de circumferenti nu sint mirimi de aceiasi specie
insi Teorema urmitoare ni permite dea cunoaste ra-
portul intre dod unghiuri, dacé cunoastem raportul din-
{re arcurile corespunzétoare. :

' 113. TEOREMA.—Daca din virfurile a dod un-
ghiurt ca centre, discrim cu o aceiasi rad cite un arc
de cerc, raportul intre unghiurt este egal cu raportul ar-
curilor cuprinse intre laturile respective a celor dod un-
ghiurt.

Din vitfurile O §i O

aunghiurilor AOB si COD 4 4

ca centre, cu-o acelasl

rada,, descrim arcurile de

cerc AB, CD:ghcca‘{ ! 2 1)

raportul
ungh. AOB arc. AB
W—(ﬁ) este egal cu raportul S OD

Doa cazuri se pot prezenta: sait arcurile sint
comensurabile intre ele, sail sint necomensurabile in-
tre éle(¥).

®). Doi mirlmi 4 §i B de aceiagl specie, sint comensurabile intre
ele, atunei cind se poate gisi o a treia mirime C care si se cuprindd
de un numér exact de ori in A4 si B; d. e. 4 cuprinde pe C de 7 ort’

. 4 3 : T :
§i B de 3 or], avem p=7—" In acest caz videm c# marimile admit o

comund masurd §i raportul lor este un numdr bine determinat, care poate
fi intreg sall fractionar. 2

: .Observsm i daci A ¢i B admit ca comund m#surd pe C, vor ad-
mite si pe o parte alievoti a Iui C; d.e. jumitatea, sald sfertul, sall &
zecea parte a lul C, ete.

Do marimi 4 si B de aceiasl specie, sint mecomensurabile intre
ele atunci cind nu se poate stabili intre ele v comuni mésurd. S8 ludm.
o a treia marime C, care nu se cuprinde exact nicl in A micl in Bygisi
figurm prin linil drepte aceste trei lungimi, si sa presupunem c C intrd

a

de patru ori in A4 si mal réméne porfiunes a‘ar i de trel orf in B si
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1°. S& admitem ci arcurile AB si CD aii o co-
muna masurd, adicd d. e. arcul ab este continut deb
ori in arcul AB si de 4 ori in arcul CD : raportul

intre arcuri este i

Si ducem din centre, rade la punctele arcurilor
AB si DC determinate de arcul ab. Unghiurile ABBsi
COD, sint cu chipul acesta impartite in unghiuri
egale cu unghiul aOb; fiind ¢i am viadut ci
la arcuri egale corespund la centru unghiuri egale.
Unghiul AOB contine 5 unghiuri egale cu aOb si un-
ghiul CO'D contine 4 de aceste unghiuri ; prin urmare
raportul intre unghiurile AOB si CO'D este egal cu

— adied acelasi raport ca i intre arcuri.

K~ Ot

2°. S& presupunem ci arcurile AB st CD nu ai
O comunad masurd. Si admitem ci a 2 parte din ar-
cul ab este continuti de % ori in arcul AR §i mail ri-
mane ceva; de asemenea a 7 parte din arcul ab si
admitem ci este continutd de !/ ori in arcul CD si mai

e > D

mal rimine portiunea bb*. Si luim d. . a decea parte din C; aceasta
se cuprinde in 4 de 40 ori pand in a’ i fncd de 6 ori d. e. in a‘ ar,
mal ramiind
ined o portin- &/ ——
ne;in Bsecu- @
prinde de 30 4 4
orlgiincsade 7 B é s ¢ é
orlin p’b» mai
rimaind fnei ¢
0 portiune ;
vom ave neegalitatile :

C

C v C C
46 _<A<<47 - i 37U B<38 "
10 ¥ T ey

: 10
Cénd vom lua in loc de A pe 461% sall pe 47 1—00” comitem o e-
roare asupra gdevimtel valori a lui A $n mai putin sail in mai mult, myy
mich de ciit —; de asemene cind vom lua in loc de B pe 37 Cuis pe
10 : 10

C :
383, comitem o eroare asupra adevaratel valori a lui B, in mai pujin
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rimine ceva. Arcurile ABsi CD vor fi foarte aproape

; . arc.ab _. , arc. ab.
egale respectiv cu £ sil

n
:::z ‘ég va fi foarte aproape egal cn %

daci vom lua pe n destul de mare. Dacd prin virfu-
rile O si O ducem rade la puactele de diviziune de-

. prin urmare

raportul

terminate de arcul e pe arcurile AB gi CD, unghiu-
n

rile AOB si CO'D vor fi descompuse respectiv in &
si | unghiuri egale intre ele, cicitoate ail acelasi arc
ab S S on : . e
= intre laturl, si va mal rdmine cite un mic unghiu
atit in AOB cit si in CO’D, care va fi cu atit mai
mic cu cit » va fi mai wmare; prin urmare raportul
MB_ va fi foarte aproape egal cu lc adica egal
ungh. CO'D l
cu raportul intre arcuri

114. Dupa ce am constatat ce fel este dependenta
intre unghiuri si arcurl de circumferentd, adicd pro-
portionalitatea, putem preciza mai bine chestiunea ma-

16 ¢

C : - 2

sati in mal mult, maf micd de cit E; prin urmare raporturile _1_0‘ §i
37.C
10

7.9

: 46 47
_I_g, egale respectiv cu 3—73i3—;’ nu vor reprezenta adevirata valoare ara-
381—0
portulul %, dar cite o valoare foarte apropiati de cea adevaratd.

Daca acum, vom lua a n-a parte a lui C, # fiind numdr indestul de
mare, §i admitind S_ se coprinde de % ori in 4 mal ramiind ceva, gi
de 7 ori in B, mal ram#ind iardigi ceva, vom ave

Pl a v —rain
n n n .0



— 74 —

surdrei unghiurilor, modificind cum urmeazi enunciul
Teoremei precedente, care poate fi considerat cao noa
Teorema T 4
115. TEOREMA.—Daca pe o circumferenta oare-
care, si ie ca unitate de arc acel cuprins inire laturile
unghiului la centru luat ca wunitate de unghiu, atunct
mdasura unul unghin oare-care la centru, este aceiagsi ca
st masura arculul cuprins intre laturile lul.
Fie MON unghiul luat ca unitate de unghiu si
A AOB unghiul ce voim si misu-
ram. Din punctul O ca centru si
cu o radid oare-care descrim o
circumferenta ; intre laturile un-
Jghiului MON avem arc. MN, si
intre laturile unghiului AOB avem
arc.AB: diccid misura unghiului
AOB este aceiagi ca si maisura
7 arcului AB, daca luim ca unitate
/4 de are, arcul MN. In adivir,
care’l masura unghiului AOB ? este raportul intre a-

cest unghiu si acel luat ca unitate, adicé:ung-k AOB.

i ungh. MON
Care’'i misura arcului? este raportul intre acest arc
si acel luat ca unitate, adiea M Insd, in virtutea

arc AM

diferentele intre numerii cari cuprind pe 4 si B este _g, cari poate devine
. - - n
orf eat de micZ am vroi, luind pe n destul de mare; prin urmare fn loc de

2 O
4 putem lua kT sal (Ic-!-l)T §i In loc de B putem lua l_g sal (I-41):

O : A
= fara si comitem erori insemnate, si atunel valoarea numerics 3 raportulul

4 va figsy san FH1,
B l 41
Asa dar raportul intre do# marimi necomensurabile nn este exact

determinat ¢i numal aproximatiy, Raportul insugi % in acest eaz este nu-

mit raport necomensurabil,
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Teoremei precedente, aceste raporturi sint egale; prin
urmare, misura unghiului AOB este aceiagi ca §i a
arcului AB

Aceastd Teoremi fiind foarte des aplicatd, pentru
usurintd ig'a schimbat enunciul €i in urmitorul: un
unghin la centru, are drept misura arcul cuprins intre
laturile sale; rimine sub-intiles ca: cuvintele ,are
drept miisurd* exprimd acelasi lucru ca §i ,are aceias?
misurd ca® §i ci unitatea de arc corespunde unititel
de unghiu.

116. Pentru a misura un are, §i prin urmare un
unghiu, se imparte circumferenta in 360 parti egale
numite grade; fie-care grad este impirtit in 60 mi-
nute si fie-care minutd in 60 secunde. Prin urmare o
semi-circumferenti contine 180 grade. Semnele pentru
grade minute §i secunde sint: o,/ )/ care se pun sus
la dreapta numérului; d.e. un arc de 76 grade 35
minute 57 secunde se scrie: 76°3557".

Acum, vom ave unghili la centru de un grad, a-
cel a cirui laturi cuprind pe circumferentd un arcde
1°; vom ave unghiu la centru de o minutd, de o se-
cunda, acele cari cuprind pe circumferentd arcurl de
7 de 7. Un unghiu de un grad face cit 60 unghiurl
de o minuti si cit 60X 60 saii 3600 unghiuri de o
secundd. Un unghiu la centru a cérul laturl cuprind
un arc de 76°35'57”, este un unghiude 76°3557".

Am vizut ci doi diametri perpendiculari im-
part circumferenta in patru par{i egale ; up unghiu
drept a carui virf este in centrul unei circumferente,
cuprinde intre laturile lai un arc de un sfert de cr-
cumferentd, adica un arc de 90° prinurmare un un-
ghia drept face 90°. Din aceasta deducem ci: doa
unghiuri complementare fac la un loc 90° dod unghiurt
suplementare fac la un loc 180°; suma celor tret un-
ghiurt a-le unut triunghiu este egalts cu 180°; in untri-
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unghiv ecvilateral, fie-caré unghiu este de cate 66°, in un
triunghiv, dreptunghic, suma celor dod unghiuri ascufite
face 90°. :

117. TEOREMA.— Un wunghiu inscris ino circum-
ferenfd, are drept mdasura jumatdtea arculus cuprins
intre laturile lwi. Trei eazurl se pot prezenta :

1°. Centrul este pe una din laturile unghiuluid.
e. BC. Duc rada AO; triunghiul AOB este isoscel,
pentru cd are laturile sale AQ si BO
egale intre ele carade: de unde re-
zultd ei unghiurile OAB si ABO
sint egale. Insi AOC este un unghiu
exterior triunghiulul AOB, si ca ast-

g fel este egal cu suma unghiurilor

4 OAB si ABO (§. 49,1), si fiind ch
aceste din urmi unghiuri sint egale

c intre ele, redultd ca unghiul ABO

singur, este jumitatea din unghiul AOC. Unghiul la
centru AOC are drept mésura arcul AC ; prin urmare
unghiul inseris ABO, sai ABC, vaave drept mdsuri
jumatatea din arcul AC. -

B 2°% Centrul O se afli intre la-
turile unghiului. Duc diametrul BOD:
unghiul ABD are drept mdsura ju-
mitatea din jumitate din arcul AD,
unghiul DBC are drept masura ju-
/ , matate din arcul DC. Prin urmare

€ unghiul inscris ABC; care videm ci

I este egal cu suma celor doi unghiuri,

= va ave drept misuri jumitatea din
arcul AC,

5°% Centrul este exterior laturilor unghiului. Duc
diametrul BOD (fig. urmatoare); aici unghiul ABC este
diferenta intre unghiurile ABD st CBD, a-le ciror
masuri respective sint jumitate din arcul AD si jumai-
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tate din arcul CD ; prin urmare unghiul insusi ABC
va ave drept misurd jumitate din arcul AC.

118. Corolarul I. Un unghiu formatde o tangentd
TT' si deo coarda BC ce trece - , /
prin_punctul de contact B.are drept . £ 8 5
masura jumatate din arcul sub-intins
de coarda.

Ducem secanta BA ; unghiul
inseris ABC are drept mésura ju-
matate din arcul AC. Sa invirtim
secanta DA, in jur de B pani ce
devine tangentd in B : in toate po-
zﬂ;xumle secantel BA, unghiul inseris AB(J va ave drept
méisurd juméitate din_arcul AC: aga dar la limita, a-
dici unghiul TBC, al tangentei in B cu coarda BC :
va ave drept miisurd jumdtate din arcul BC.

Aceasta se poate demonstragi direct, considerdnd
unghiul TBC ea diferentd intre unghiul drept TBD si
unghiul CBD.

119. Covolarul II. Toate unghiurile inscrise in un
acelagi segment de cerc, sint egale
intre ele. e

Fie AMB segmentul ; unghiu- 5
rile ACB, AC'B, AC”B... sint toate
egale intre ele, fiind cd toate au
drept masurd jumitate din arcul
ANB. Dacé segmentul este un semi- -
cerc, unghiurile inscrise sint drepte
fiind cd ai drept misurd un sfert 7 4
de circumferentd. Daca segmentul
este mai mare sai mai mic de cit un semi-cere, un-
ghiurile inscrise sint ascutite sal obtuze, fiind cd ai
drept mésura un arc mai mic sal mai mare de cito
semi-circumferenta.

Un segment de cere este numit capabil de un un-

7
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ghiw dat, cind toate unghiurile inscrise in el, sint e-
gale cu unghiul dat. : :

120. Corolarul II. Un unghiu inscris in wnul din
segmentele de cerc determinate de o coardd, este suple-
mentul unuia din unghiurile inscrise in celalalt segment.
Astfel unghiurile ACB §i ADB (fig. pree.) sint suple-
mentare, cdcl masurile lor, > arc. ANB g1 arc. AMB,
fac la un loc o semi-circumferenta.

121. TEOREMA. — Un unghiuv format de doa se-
cante care se intilnesc in interiorul cercului, are drept
masurd semi-suma arcurilor cuprinse intre laturile un-
ghwldut st intre prelungirile acestor laturs.

Vi Unesc A cu C, vid cid unghiul
o CBD este egal ca suma unghiari-
' lor CAD si ACE, si aceste unghiuri

au respectiv drept masuri Lare. CD

§i Larc. AR.
122. TEOREMA.— Un un-
D' ghiu format de dod secante, care se
intilnesc in afard de cerc, are derpt

masurda semi-diferenfa arcurilor cuprinse tntre laturile
sale.

=

Fie unghiul ABC; unesc A
cu D siavem: unghiul ABC este
egal cu diferenta intre unghiurile
ADC si EAD ; prin urmare un-
ghiul ABC va ave drept masuri

- diferenta :
#are. AC—Lare. ED.

Invartind in jur de B una
din laturi sali chiar amandoi,
i3 pand ce devin tangente la circum-
terentd, se vede ci Teorema este aplicabild la un un-
ghiu format de o secanti si o tangentd precum si la
un unghiu format de dod tangente. .
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128. Corolar. Locul geometric al punctelor din
plan, din cari un segment de dreapti se vede sub un
unghiu dat se compune din dod arcuri de circumfe-
rentii eqale, sub-intinse amdndoa de segmentul de dreaptd
ca coarda, si asedate de o parte si de alta a acestel
coarde.

Fie AB segmentul de dreaptd; z
fie C un punct din care se vede
AB sub unghiul dat. Ducem circum-
ferenta ce trece drin A, B,C. Din
ori-care punct H al arculvi AMB,
dreapta AB se vede sub un unghiu
egal cu ACB. Dacé indoim figura
in jurul dreptel AB, videm ca i de pe .
arcul AFB egal cu AMB, dreapta
‘AB se vede sub acelasi unghiu. Din
ori-care alt punct, care n’ar fi pe ar-
cul AMB sai pe arcul AFB, nus’ar
vide sub unghiul dat ACB. In ade-
var, si ludm punctul D in interiorularcului; unghiul
ADB este mai mare de cat ACB, fiind cd are drept
wiésurd larc. ANB plus un alt are. Si luim punctul
exterior E: unghiul AEB este maimic de cit unghiul
ACB, cici are drept masura jarc.ANBminus unaltare

Rémine 'dar cd locul geometric ciutat se compune
din arcurile AMB si AFB egale intre ele.

Observatiune. Dacd unghiul considerat este drept,
atunci arcurile AMB si AFB sint semi-circumferente
descrise pe AB ca diametru. Asa dar: locul geometric
al punctelor din cari o dreaptd se vede sub wn unghiu
drept, este cercul descris pe acea dreaptd ca diametru.

124. TEOREMA.—In un patrulater convez, in-
seris in o circumferenta de cerc, unghiurile opuse sint
suplementare. e
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Z | S& considerim d. e. unghiu-
rile opuse C si D: coarda AB
_determina dod segmente de cerc
\“*" ACB si ADB i am viizut (§ 120)
cd ori-ce unghiu Cinsecris in in-

/ talul segment este suplementul

7 /é? unui unghiu D inseris in al doi-
\_/// lea segment de cerec.

Vi Reciproe, dacainun patru-
later convex, dot unghiuri opuse sint suplementare, pa-
trulaterul este inscriptibil : cu alte cuvinte circumferenta
determinati de treidin punctele patrulaterului, va trece
§1 prin al patrulea punct. In adevir, din virful D se
vede dreapta AB sub un unghiu care’y suplementar
unghiului din C, si arcul AMNB este tocma locul ge-
ometric al punctelor din cari AB se vede sub un un-
ghiu suplementar unghiului din C: asa dar D trebue
sd se afle pe arcul AMNB,

125. Exercitii—1. Locul geometric al punctelor din
mijloc a tuturor coardelor wnes circumferente, egale cu o lun-
gime daté, este o circumferentd ; pentru ci coardele fiind egale
.tre ele, ele sint egal depirtate de centrul circumferentei,

2. A duce o circumperentd caresd treacd prin un punct
dat si sd atingd o dreaptd datd in un anume punct al e,
In acest din urmi punect se riadica perpendiculara pe dreapta dati;
se unesc cele do#d puncte si prin mijlocul segmentului format de
aceste puncte se duce perpendiculara ; punctul de intilnire al acelor
dod perpendiculare este centrul cirecumferentei ciutate.

3. A duce o circumferentda care sd treacd prin  dod
puncte date, §i sd& admili cq tangentd o paraleld la dreapta
ce uneste cele dod puncte date, Fie A si B punctele date si MN
dre apta paraleli cu AB : prin mijlocul lui AB ridie perpendi-
culara care intlineste pe MN in C. acesta este punctul de con
tact ; prin mijlocul loi AC radic iar perpendiculara ; punctul 4’
intilnire a celor doa perpendiculare este centrul circumferente?
céntate. -

4 'A descrie o cz’rcumferen;d care sd intercepteze coarde
de lungimi date pe dod drepte paralele. Se vor lua pe para-
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lelele date lungimile de coarde respective, asa ca mijlocul acestor
coarde sa se afle pe o perpendiculari comuni la cele doi drepte;
circumferenta dusd- prin trel din cele patru capete a-le coardelor
va fi cea cautata. ;

5. Luniile drepte care unesc extremitifile a dod coarde
paralele se taie pe diametrul perpendicular la aceste coarde.
Fie AB, CD coardele; I punctul de intersectiune al dreptelor AD,
BC; coardele AR, BC sint egale ca sub-intinzénd arcuri egale ;
AC si BD siut egale tot pentru acelasi cuviint; din aceste rezulti
CI=ID si AI=IB; prin urmare I se afld pe perpendiculara dusi
prin mijlocul coardelor AB, CD, care perpendiculars, este prin ur-
mare un diametru. »

6. Daca prin unul din punctele de intersectiune a dod
circumyerente, se duce paralela la linia centrelor, suma coar-
delor interceptate pe aceastd paraleld, este egald cu de dod ors
distanfa centrelor. Fie O si O centrele circumferentelor, C punc-
tul lor de intersectiune, A si B celclalte capete a coardelor, Du-
cind din O si O" perpendiculare pe coarde ce vede usor ceia
ce se cere.

7. Care’t locul geometric al centrelor circumferentelor des-
crise cu aceiasi radd, si care taic sub un unghiu dat o cir-
cumferenid datd ? Este o circumferentd concentrici ca cea dati,
a cdrel radd este egald cu laturea a treia a triunghiului format
de cele dod rade date inclinate intre ele sub mughiul dat.

8. Care’t locul geometric al centrelor circumferentelor
descrise cu aceiagi razd, carl impart in dod pdrfi egale o cir-
cumferentd datd 2 Este o circumferentd concentricd cu cea dati
si cu o rada egald cu o lature a unui triunghin dreptunghic a
cirei ipotenuza este rada data, si ceialalti lature este rada cir-
cumferentei date.

9. A descri o circumferentd care si treacd prin un punct
dat §i s atingd o circumferentd datd in un anume punct al
ei. Fie O centrul circumferentei date, B punctul de contact al
acesteia cu acea care trebue dusi si A punctul dat. Se duce
OB si prin mijlocul lai AB se duce perpendiculara care intilnegte
OBin C: acesta este centrul circumferentei ciutate si rada este
CA sai CB.

10. A descri ew o razd datd o circumferentd care S&
treacd prin un punct dat si distanfa intre acea circumferentd
§i 0 altd circumferentd fixd sa fie egald cu o lungime datd.
Fie A punctul dat, 7, B, razele circumferentelor, a lungimea daté.
Din centrol circumferentei fixe, se descrie o alta concentrici cu

Geom. Elem. C. Climescn 6
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rada r+a+ R; apoi din A ca centrn cu rada R, se descrie altd
circumferentd, care taie pe ceialaltd in dod puncte; unul sai al-
tul din aceste doi puncte este centrul circumferentei ciiutate.

 11. Dacd un poligon convex, inscris in wn cerc, are un
wumdr pireche delaturi, suma unghiurilor luz de rang pare-
che este egald cu suma unghiwrilor de rang mepdreche. Aceasta
se vede unindu-se virful 1 (care poate fi ori-care) cu al d-lea,
1 cu al 6-lea, 1 cu al 8-lea; vom ave patrulatere finscrise, cu
ajutoral cirora usor se demonstreazi ceia ce se cere.

12. Prin un punct exterior unel circumjerenfe se due
secante ; care’s locul geometric al punctelor din mijloc de pe
toate coardele interceptate de circumferenfe pe secante? Fie A
punctul dat si O centrul circumferentei date ; locul geometric cé-
utat este circumferenta descrisd din A ca centru cu OA eca rada;
pentru ci toate perpendicularele duse dinO pe coarde cad in mij-
locul acestor coarde

13. Dacdg trei puncte A, B, C impart o circumferenfi
in trei parfi egale, distanfa unui punct oare-care M a arcului
AB la punctul C este egald cu suma distantelor lui M la4
si B. Prin A duc paralela la BM care taic pe MC in I; trion-
ghiul MAT este ecviunghiu i prin urmare ecvilateral ; prin urmare
MA—MI; apoi triunghiurile MBA si AIC, este usor de vadut c,
sint egale si prin urmare BM=IC. :

14. Picioarele perpendicularelor duse din virfurile wnii
triunghiu pe laturile opuse, sint virfu-
rile unui al doilea triunghiu, a cdrw
unghiuri ait ca bisectoare inalfimile ce-
lwi intai. Patrulaterul BFOD este inscrip-
tibil pe BO ca diametru; rezultd ungh.
ABE—ungh. FDO. Circumferenta descrisi
pe AB ca diametru trece prinE si D; re-
zulti ungh. ABE=ungh. EDO; asa dar
A ungh. FDO=ungh, EDO. :
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CAPITULUL I

PROBLEME ELEMENTARE.

126. Compas—Instrumentul cu care putem desina
circumferente, se numeste compas. ,

Compasul se compune din dod betigoare metalice,
ascutite bine la unul din capete, iar celelalte capete
sint reunite intre ele prin un cuill, care in acelasi timp
serveste ca axd in jurul caruia se pot invirti cele doi
betisoare. Invirtirea aceasta trebue si se faci cu ovare
care greutate, asa cd dindu-se compasului o deschidere
sa nu se poate inchide cu usurinti; pentru aceasta cu-
iul de reunire este cu surub, ciruia ise aplici o mu-
telcd, asa cd invirtind mutelea, contactul intre cape-
tele betigoarelor poate deveni cit de puternic, sail cit
de slab am vroi, i prin urmare frictiunea intre por-
tiunile ce sint in contact, impedeci mai mult sati mai
putin invirtirea in jurul cuiulul,

Pentru a desina o circumferentd a cirei centru
este un punct O si cu o radi egald cu o linie datd AB,
se deschide compasul aga ca virfurile ascutite si stee
in A si B: apoi unul din virfurl se fixeaza in O, iar

~pe celalalt virf il facem si se miste pe hirtie; urma
lisatd de acest din urmi virf este o circumferenti.

127. Raportor. Instrumentul cu ajutorul eciruia
putem masura sai desina unghiuri, se numeste 7a-
portor. :
Raportorul este un semi-cerc, de metal saii de
materie de corn, a ciruil semi-circumferentd este im-
partita in 180°, insémnate prin niste trisituri; nume-
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7 rotatiunea este facutd in do3

e senzuri ; centrnl esteinsemnat
prin un punct la mijlocul drep-
tei ce uneste trasaturile 0—180°

. Y, Pentru a masura unghiul
1800112 18011Jo format de doa drepte OA, OB,

se asazd raportoral cu centrul

in virful unghiulul, indreptind diametrul 9—180° pe
dreapta OA, apoi cefim pe circumferenta numérul de
grade continute pe arcul cuprins intre laturile unghiului.
Sa ni propunem

I a duce in un punct

w8 A, situat pe o dreapta

= MN, o alta dreaptd

/ care si facd cu MN

Y 50 . 7 # un unghiu de 50"

Se asazd raportorul
asa ca centrul si trd-
satura de 50° sé coin-
cidd cu dreapta MN : apol lunecim raportorul pe har-
tie, mentinind aceastd coincidentd, pand ce marginea
bazel raportorului trece prin A, si cu un creion tra-
gem o linie pe aceastd margine ca linie: aceastd urma
prelungitd AB, este o linie dreaptd care face in A un
unghiu de 50° eu MN. :

PERPENDICULARE. PARALELE. UNGHIURI

128. Problema I.—A duce prin un punct dat, per-
pendiculara la o dreapta data.
3 Fie Mh;linéa dr%apté datd §i A punctul dat; avem
o0& cazuri de deosebit, dupi cu ; : A
pe MN saii afard de MN. it oL
. 1% Punctul A se afli pe dreapta MN. De o parte
§1 de alta a punctului A, ieli doi lungimi egale intre
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ele mA—nA : apoi din punctul m P
ca centru §i ecu o radd mai mare
de catmA deseriii un arc de cere,
§i fac acelasi Iucru in punctul = :
cele dod arcuri se taie in un Ry S
punct p pe care’l unesc cu A:
dreapta pA prelungitd in sus si in jos este perpen-
diculara cerutd, §i este usor de 2
vadut pentru ce. 74

2°. Punctul A nu se afli pe
dreapta MN. Din punctul A ca
centru si cu o radd oare-cate, el 7
descrili o circumferenti care si #  ---f--" &
tale dreapta MN in dod puncte
oare-care m §i n: apoi din m.n
ca centre cu o aceiagi radid mai
mare de cdt jumétate mn, descril cite un arc de cere
deasupra si dedesubtul dreptei MN, care se vor tiie
respectlv in p si p'. Dreapta pp’, care este usor de
vadut ci trebue si treacd prin A, este perpendiculara
cdutata.

129. Problema I.— A redica perpendiculara in
mijlocul unui segment de dreapta.

Fie AB segmentul de dreapti. Din Y/,
A si B ca centre sicu o aceiasi radi,
mal mare de it jumitate AB. descrim
arcurl de circumferente de o parte si i
de alta a dreptei; aceste arcuri se in- b A
tretaie in cite un punct D si D’ .

dreapta DI)’ este perpendiculara ciutata. :
Observim ¢ in acest mod putem 4
imparfi un segment de dreapta in dod parti egale.
130. Problema IIL—A impdirti un arc de cerc in
doti parti egale. :
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Fid AB arcul de' cerc dat. Ducem coarda AB, pe

care o impértim in dod partl egale
4 prin constructiunea indicatd in pro-
blema precedenta. :

Ca aplicatiune a problemei a-
P S . cesteia, este constructiunea bisec-
& toarel unul unghiu AOB; vom de-
; seri din virful unghiului O, cu o
£ radd oare-care OA un arc de cerc,
si vom impéarti in dod parti egale portiunea de arc cu-
prinsd intre laturile unghiunlui,

131. Problema IV.— Prin un punct dat, si se duct
paralela la o dreapta datd.

Am rezolvit deja aceasti problemi cu ajutorul
echerului (§. 76); cu mal multd exactitate grafici se
poate rezolvi ¢u ajutorul compasului si a liniel.

Fie MN dreapta datd si A punctul prin care se
cere a se duce paralela la MN. Din un punct B, al
dreptei MN ca centru si cu o rada egald cu BA, de-
serim un arc de cerc care intilneste dreapta MN in
punctul C; apoi din punctul A ca centru si cu AB
ca rada, derserim un arc de cerc,si iardin B ea cen=
4z trucuo deschidere de compas

A, 1+ egald cu AC, duc un arc de cerc
/ / care va intilni decel precedent
' /

M /4

in un punct E; eu ajutorul li-
75 niel ducem dreaptace trece prin

A si E; aceasta va fi paralela
cdutatd. In adivdr, dupd constructiune se vede ci pa-
trulaterul AEBC este un paralelogram.

¢ 132. Problema V.— Prinun punct situat pe o dreap”
d data, a se duce o linie dreapti care sa faca cu
dreapta datid un unghiv dat.

Fie A punctul dat pe dreapta MN, si D unghiu
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dat. Din punctul D ca centru Z
cu o rada oare-care, descrim \

un arc de cere care taie la- i
turile unghiului in E si F.Z &

Din punctu A ca centru cu 7 ‘1 )5, e
AR

o aceiagi radd, descrim un
arc de cerc care taie dreapta
MN in punctul B; ieti o des-
chidere de cowpas egaldi cu EF si din B ca centra
descriti o circumferentd care va tiie arcul dus prin B
in do& puncte C si C’; unim A cu C si cu C, avem
unghiurile CAB si ('AB, ambele egale cu unghiul D.
133. Problema VI.— Cunoscindu-se dod unghiurt ale
wunui tniunghiv, si construim pe al treilea.
Fie A si

B unghiu- = 4
rile date. :f\ 4
Luim o i 2 -

e P agy 4

dreapta oa-
re-care MN
si pe diansa un punct O; in acest punct construim, c®
in problema precedents, unghiurile COM si DON egal®
respectiv eu unghiurile A si B ; unghiul cautat este
COD, céel acesta dinpreuna cu celelalte doa, fac la.un
loc doa unghiuri drepte, adica conditiunea. care trebue
si o indeplineasci unghiul al treilea al triunghiului.

CONSTRUCTIUNI DE TRIUNGHIURL

: 134. Problen}a 1.— S se construiasci; un triun-
ghiw cunoscindu-i-se o lature §i cele dot unghiurt ad-
wacente la lature. ‘

Fie a laturea datd, B gi C unghiurile date—Pe o
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dreapti oare-care MN, ieli o lungime BC egali ca a;
in punctul B fac un unghiu ABC egal eu B, in pun-

7 A B e Ee o 4
ctul C fac un unghiu ACB egal cu C: triunghiul ABC
format ast-fel este triunghiul cerut.

13b. Problema II.—Sd se construiasca wn triunghiv
cunoscandu-i-se dod laturi si unghiul cuprins.
Eie g, b laturile datesi C unghiul dat. Pe o dreapta

a

3 7y
o g
P SRS

MN, ieti o lungime CB egald cu a; in punctul C fac
un unghiu egal cu unghiul dat C, si pe laturea care
limiteazi acest unghiu iett cu incepere dela C. o lun-
gime CA egald cu b; unesc apoi A cu B, ABC este
triunghiul cerut.

136. Problema III.—S¢ se construiasca un triunghiu
cunoscandu-i-se cele tret laturt.

Fid a, b, ¢ cele trei laturi date. lel intai lungimea

CB=a ; apoi din punctul C ca cen-

& tru i cu o radd egald cu & descrii

¢ o circumferentd: din punctul B ca

centru cu o rada egald cu ¢ desecrid

o altd circumferentd. Daci aceste circumferente se taie

avem punctele A §i A, cari unite cu C si B dai dod

triunghiuri cari améndod aii cele trei laturi egale res-
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pectiv cu a.b, ¢ Observam  _ - __
insa ca aceste triunghiuri sint
egale, §i prin urmare avem nu-
mai o solutiune.: Dacd eir-
comferentele nu se taie pro-
blema este imposibild. '

Aga dar, pentrn ci sa se
poatd construi un triunghiu
care si aiba calaturi trei lun- 3 \
gimi date, trebue ca wna din - -
laturt st fiemal micd decdt suma celorlalte dod, st ma¥
mare de cdat diferenfa lor.

Putem dice numal cd: ced mai mare dintre cele
trel lungimi date, sa fie mai mici de cat suma celor-
lalte doa. cicl cea mai mare dintre lungimi este tot-
deauna mai mare de cét diferenta celorlalte doa.

137. Problema IV.— Sa se construtasca un tri-
unghiu, cunoscandu-i-se dod laturt §i unghiul opus lo una
din ele. :

Fie a, b, cele doa laturi date i A unghiul opus
laturei @. Ori cum ar fi unghiul A, constructiunea
triunghiului se face in modul urmitor: in un punct
A al uneidrepte oare-care M, se construeste un unghiu
egal cu unghiul dat A, pe laturea AP care margineste

N o

LS

A S s o e A
acest unghiu si ie o lungime AC egali cu b, apoi din
punctul C ca centru §i cu 0 radd egald cu a, sedes-
erie o circumferentd. Fie B un punct de intilnire al
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acestel circumferente cu dreapta MN ; triunghiul ABC
are elementele date.

Din constructiunea aceasta videm ci pentru ca si
avem triunghiu, trebue ca circumferenta descrisi din
C ca centru cu ¢ ca razi, sa intilneascs dreapta MN,
§1 pentru ca aceasti intilnire sa aibs loc, trebue eca la-
turea datd ¢ si fie mai mare saii egald cu lungimea per-
pendicularel dusi din punctul C pe dreapta MN.

Sa presupunem ci aceasts conditiune este {inde-
plinitd; vom ave de deosebit trei cazuri in privirea
mirimei unghiului A .

1° Unghiul A esteascutit. Daci a=CI, circumfe-
renta In chestiune este tangenti la dreapta MN in Isi
avem triun- o v
ghiul drept- !
unghic CJA : 5
carge are cle- #/ ___ . ,’[\
menteledate. 4,7 7 -8 e s
Dacd a este ‘ i :
mai mare de 5 :
cat CI si maj : el
mic de cit §, atunci circumferenta taie dreapta MN in
dod puncte B §i. B situate de aceiasi parte a punctu-
loi A: aceste amindos puncte fiind unite cu C ni dag
triunghiurile BCA si B'CA cari ali elementele date ;
avem doa solutiuni.

Dacs a=b, atunciavem triunghiul B,CA care este
isoscel. .

In fine daci a este mai mare de cit b, atunecy cele
doé punete de intersectiune B, B, sint situate de o parte
$1 de altaa unghinlui A ; numai triunghiul B,CA are
e_lementele date, celalalt triunghiu B,CA are laturile o
§1 0insd nu are unghiul A, ¢j suplementul lui ; avem
0 singurd solutiune.

2° Unghiul A este obtuz. Dacs @ este mai mare
de cat b, circumferenta intilnegte dreapta MN in B si

¥
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B’ situate de o parte §i de alta a punctului A ; numai
triunghiul BCA e- C

steadmisibil: avem

o solutiune. Dacd %\‘
a==" atunel triun-/Z__ Tk Y4
ghiul sereducela 5 57 ks A/

o linie drépta. Da- \\\ : 1

ci a este mai mic b ~

de cit b, ambele : i S T e

puncte de intersectiune By, B/, sint pe portiunea AN
a dreptei MN: nici unul dm triunghiurile B,CA sai
B, CA, nu admite unghiul obtuz A, prin urmare pro-
blemz este cu neputinti.

30, Unghiul A este drept. Daci o este mal mare
de cit b, eircumferenta taie dreapta MN in doa puncte
B, B, cari unite cu C Vi
dati do# triunghiuri drept
unghice BAC si B'AB a-

mandoi admisibile; avem é

insi numai o solufjune, gz Y, /&
gy iy S T Pl >
cacl tnunghmnle sint e- p\_ ‘B
ale. Daca a=b, triun-. = °~Q i
ghiul se reduce la o g e

dreapta CA. Daci « este mai mic de cit.b, circum-
ferenta nu intilnegte pe MN: nu avem nici o solu-
tiune.

Toati discutiunea este rezumatd in tabloul ur-
mator : 5
a<- Gl swise & i nu avem nici o solutiune.
A<900[a<b avem doé solufiuni.

la>b avem una sclufiune.
A>90 {a<b nu avem nici o solutiune.

a>b avem una solutiune.
A—90 fa<b nu avem nici o.solui;iune.

\@>b avem una solutiune.

a>ClI
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CONSTRUCTIUNI DE TANGENTA LA
CIRCUMFERENTE.

138, Problema I—Sa se duci prin un punct dat
0 tangentd la un cerc dat. Doi cazuri se pot prezenta:

1°, Punctul dat 4
se afla pe circumferen-
ta cerculut dat. Pen-
tru a constrai tangenta,
duc rada OA si in pup-
ctul A duc perpend-
culara TT la OA; TT'
este tangenta cautata.

2% Punctul dat A

este in afard de c-re.
S& presupunem problema rezolviti; fie AB tangenta

ceruta si I3 punctul de contact, Tangenta fiind perpen-
diculari pe rada ce merge la punctul de contact, un-

afla pe circumferenta descrisi pe OA ca diametru : tot
acest punct B este pe circumferenta cerculul O - prin
urmare punctul B se gaseste la intersectiunea circum-
ferentei date cn circumferenta descrisi pe OA ca dia-
metru. De aici rezults construcfiunea urmitoare : pe
OA ca diametru des-
erim o circumferent;é,
unim punctal A ey
punctul B, de intersec-
_zune a celor doi cip-
cumferente, $1 AB este
tangenta ciutati. Cele
doa circumferen;e se
maj tae in un alt punct
B; AB’ este o a doa

tangents,
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139. Corolar. Tangentele duse din un punct exterior
la un cere, sint egale intre ele §i dreapta care unese
punctul cu centrul cerculul. este bisectoara unghiului for-
mat de cele doa tangente. Raportindu-nela figura pre-
cedents, videm c& triundhiurile dreptunghice ABO
si AB'O sint egale intre ele. caci ai ipotenuza OA
comuni si laturile OB, OB’ egale intre ele ca rade a
cercului O: prin urmare rezulti AB=AB’ si unghlu-
rile BAO si B'AO egale intre ele.

140. Observatiune. Pentru a duce la un cerc o
tangentd paraleld cu o dreaptd data, se va duce diame-
trul perpendicular pedreapta data: extremitatile aces-
tui diametru sint panctele de contact al tangentelor
paralele cu dreapta data.

141. Problema IL—A duce un cerc tangent la cele
trel laturt a-le unul triunghiv. :

Fie ABC triunghiul §i sd'i prelungim laturile in
amindoa directiunele. Un cerc tangent la cele trel la-
turi trebue sa'si aibd centrul sed de o potriva depar-
tat de aceste laturi. Sa cautim dar punctele cari pot
fi la aceiasi distantd de cele trei laturi a-le triun-
ghiulaf.

Ducem bisectoarele. RR’ si R R, unghiurilor din
A, precum si bisectoarele SS’si S,S',, unghiarilor din
B. Luam dreptele RR’ §1 SS'; aceste drepte trebue sa
se intilneasci in un punct O de aceiagi parte eu Cin
privirea dreptei AB, fiind ca secanta AB formeazi cu
aceste drepte, inspre C, dod unghiuri interne ABC si
BAR a caror sima este mai micd de cdt un unghiu
drept, céci aceste dod unghiuri fac - (A-}-B) §i suma
(A--B) este mai micid de cat 2 unghiuri drepte: aga
dar punctul O se afld in interiorul unghiurilor CAB si
CBA, adiei in interiorul trinnghiulul, Acest punet
O este de o potrivi departat de cele trei laturi
a-le triunghiului dat ; aga dar daca din O ca centru
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cu ON (perpendiculara dusi din O pe AB) ca rads
descrim o circumferentd, aceasta va fi tangenti la latu-
rile triunghiului.

Sd ludm acum dreptele RR' 51 S,S, ; aceste drepte |
se intilnesc in un punct O’ situat deiaceasi parte cu
punctul C in privirea dreptei AB, fiind ¢ unghiurile
interne RAB §i S, BA, formate de cele doi drepte si

~——
—_—

secanta AB, fac la un loc +(A-+B)-H1 ungh. drept,
Punctul O" se afla dar in unghiul exterior din B, prin
-urmare putem dice ci se afli in unghiul A afari din
triunghiu. Acest punct Q' este lardgi de o potrivi de-
partat de cele trei laturi a-le triunghiului dat; asa
dar daca din O’ ca centru cu O'P (perpendiculara dusi
din tO'. peﬁAtB) ca ralgléBdescrim o circumferents, a-
ceasta va f1 tangenta la BC intre B s i1 :
girile laturilor EC §i AB. § e
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Tot in modul acesta gisim punctele 0" 51 0" cen-
trele altor doi circumferente tangente la laturile tri-
unghiului

Cereul O se dice ci este fnscris triunghiului, 1ar
cercurile O, si 07 si O” sint ex-inscrise.

142. Observatiune. Din problema precedentd, scoa-
tem c& punctul O, fiind egal departat de cele trei la-
turi a-le triunghiului, apartine i bisectoarei unghiulul
C. Asa ca putem dice:

Cele trei bisectoare a unghiurilor unui triunghiv se
taie in un acelasi punct.

Examinénd pozitiunile celorlalte trei puncte, 0,
0" si O fatd cu laturile triunghiului videm ca:

Bisectoarea unwi wnghiw din un triunghiv st bisec-
toarele unghiurilor exteriore triungliulut, neadiacente
cu acel unghiu, se taie in un acelagi punct.

143. Problema IIL— St se contruiascd pe o linie
Ireapta de lungime datd, un segment de cerc capabil de
un unghiw dat.

Fie CB dreapta datd; si ni propunem a deserl
segmentul cerut in partea de deasupra a dreptei BC.

Fie A unghiul dat.

Si presupunem problema rezolvitd. Fie BMPC
segmentul cdutat §i O centrul lui. Punctul O videm
ci se afla pe perpendiculara DF dusd prin mijlocul D
al dreptei CB si pe perpendiculara BE dusd pe tan-
genta BT la arc, in punctul B. Pe de altd parte un-
ghiul CBT are drept mésurd jumatate din arcul CNB
intocma ca §i unul oare-care din unghiarile a céror
virfuri sint pe arcul CBMP precum este d. e. un-
ghiul CMB; asa dar unghiul CBT este egal cu unghiul
dat A.

Din acestes <7ultd oo *rnctiunea urmatoare: in
un capit al drep By d. e in B, ducem dreapta
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BT care si faci cu BC un unghiu egal cu unghiul dat
A; ducem in B perpendiculara pe BT, si prin mijlo-
cul D =l dreptel date BC, perpendiculara la aceasti

2
4
| Z 0
A ‘ v 4
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dreaptid ; punctul O de intilnire al celor doi perpendi-
culare este centrul segmentului de cerc capabil de un-
ghiul dat.

144. Problema IV.—Sa se duci o tangentd la dod
circumferente de cerc.

Sa presupunem problema rezolviti.

1° Fie AA’
o tangentid
comuna exite-
rioard, adicd
in privirea

careia amin-
~ dod cercurile
sint de aceiag

: ‘ parte. Du-
cem prin unul din centri, d. e. O, paralela O'C ca

tangenta, care prin urmare este perpendiculara pe rada
OA : unghiul OCO' fiind drept, dreapta O'C vafi tan-
genta in O la circumferenta descrisi din O ca centru
cu OC ca rada. Insi figura ACO'A’ fiind un dreptun-
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ghiu, avem OA—=CA ¢i prin urmare OC—=0A—CA
:O:&-—O‘le.

Din aceste rezultd constructiunea urmitoare : din
O ca centru si cu o radi OC egald cu diferenta ra-
delor cercurilor date, descrim o circumferenti; din O
ducem o tangentd la aceastd circumferentd auxiliari,
unim punctul de contact al acestei tangente cu O,
prelungim OC pini ce intilnegte circumferenta dati in
A, ducem O’A’ paralel cu OA §i in fine unind AA’, a-
vem tangenta ceruta.

Pentru ca problema si fie posibild videm e¢i'i de
ajuns si putem duce din O o tangenti la cercul a-
uxiliar OC, si pentru aceasta trebue ca punctul O’ si
nu fie in interiorul acestul cerc auxiliar, adici si
avem :

00=0C, sai 0O0'>0A—0A’,
care conditiune insemneaza ci cercurile O si O si nu
fie interioare unul altuia.

Dacid cele dod cercuri O si O sint exterioare sai
tangente exterior, ori secante, atunci O  este exterior
cercului auxiliar §i putem duce din O doi tangente
la acest cerc; prin urmare si cercurile date vor ad-
mite dod tangente comune exterioare.

Daci cercurile date sint tangente interior, atunci
O0'=0A—OA’; punctul O’ se afli pe circumferenta
auxiliard : in acest caz prin O se poate duce o sin-
gura tangentd la cercul auxiliar §i punctul de contact
este insugi punctul O’; cele do& cercurl aii o singura
tangentd comuni exterioara.

2° Fie acum EE' o tangenti comuni interioard,
adicd in privirea cdreia cercurile sint de o parte si de
alta. S& ducem prin O paralela O'H la EE’: videm,
ca sl mal sus, cd aceastd paraleld este tangentd la o cir-
cumferentd concentricd cu Osicu radaegali cu suma,

Geom. Elem. C Climeseu 7
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OE-O'E/, radelor date. Scoatem constructiunea ur-
mitoare: din O ca centru cu. o rada egald cu suma
radelor cercurilor date, descrim o circumferenta, si din

O’ ducem o tangenti O'H la aceastd circumferenfd;
unim OH care taie circumferenta O in E; ducemOF
paraleld cu OE ; unim K cu E’ 1 avem tangenta ceruti.

Pentru ca problema si fie posibild videm cd’i de
ajuns ca O’ si nu fie in interiorul cereului auxiliar,
adicd si avem

00'>0H, sai 00> OE4-OE,
care conditiune insemneazi ca cercurile O si O’ pot
fi numai exterioare saii tangente exterior.

In cazul intai punctul O° este exterior cerculul
auxiliar si vom pute duce prin el dod tangente la aces!
cerc; prin urmare si cercurile date vor admite dod
tangente comune: interioare.

In cazul al doilea, punctul O' este chiar pe cir
cumferenta auxiliard; nu putem duce prin el de citc
singurd tangentd la acest cerc §1 punctul de contac

este insusi O cele doa cercuri nu admit de ¢t o siv
gura tangentd comuni interioara.

145, Exercitil.—1. A construi un trapes cunoscandu-i-s
laturile. Se construeste mai intal un triunghiu auxiliar a car
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laturi sint cele dod neparalele a-le trapezului si diferenta intre
cele paralele ; dupi aceasta este usor de format trapezul.

2. Se daw, un punct si dod drepte paralele; a se duce
prin punct o secantd astfel ca portiunea cuprinsd inire cele
dod paralele sd fie de o lungime datd. Fie A punctul dat; din
un punct M de pe una din drepte si cu radd egali cu lungimea
dati descrim o circumferentd care va tdie pe ceialalti dreaptd in
dod puncte B si B’; dreptele duse prin A paralele. cu MB st MB’
sint secantele ciutate, :

3. A construi un triunghiu cunocandu-i-ce baza, indlti-
mea g1 lungimea medianel corespunzetoare bazei, Fie BC baza,
AM inaltimea i AM mediana; construesec mai intdl triunghiul
dreptunghic AMH ciruia i se cunoaste ipotenuza AM si laturea
AH; prelungesc MH in amindoa directiunile §i port incepind de
la M la dreapta si la stinga longimi egale cu jumatatea bazei si
am trinnghiul.

£. A construi un triunghiu cuoscindu-i-se dod unghiurt
st una din indalfimi. lett doa paralele MN, PQ astfel ca distanta
intre ele si fie egali cu indltimea AH ; tac in A unghiurile MAB
si NAC egale respectiv cu cele dod unghiuri date, si triunghiul
ABC indeplineste conditiunile problemei, (Discutiuue).

5. A construi un trapez cunoscandu-i-se dragonalele si
laturile paralele. Consiruesc un unghiii auxiliar ABC, a-le carui
laturi si fie AB, BC egale respectiv cu diagonalele date si AC
egald cu suma AD-LDC a laturilor paralele; prin B duc para-
lela la bazd, BE egala cu DC, si in senz opus; unesc EA si BD
si am trapezul cerat,

6. A inseri in un cerc un unghiu dat, asa cauna din la-
turile Tui sd treacd prin un punct dat 5i ceialaltd lature sd fie
paraleld cu o dreaptd datd. Fie A punctul, BC dreapta §i O
cercul, In un punct M pe BC fac unghiul BMN egal cu unghiul
dat; prin A duc paralela cu MN care taie circumterenta in doa
puncte D si E, prin care ducem paralele cu BC, aceste paralele
fac cu ADE unghiurile cerate. (Discutiune).

7. A deseri, cu o razd datd, o circumferentd tangenid la
o dreaptd datd sila o circumferenfd datd. Duc o paraleli MN
cu dreapta data AB, si din centrul O al circumferentei date, cu o
radd egald cu suma razelor circumferentelor date descrim o cir-
cumferentd care taie pe MN in doa puncte; ori-care din aceste
puncte poate fi centrul circumferentei cautate. (Discutiune).

8. A construi un paralelogram cunoscindu-i-se diagona-
lele $i unghiul. Se poate construiunul din cele patru triunghiuri
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format de diagonale si din cunostinta acestui triunghiu se deduce
usor paralelogramul.

9. A construi un triunghiv cunoscandu-i-se wunghiurile
st suma a dod laturi. Se presupune problema rezolvitd, Fie ABC
" triunghinl cautat; dacid prelungesc AB de o lungime BD egalicu
BC, pot forma triunghiul ADC care are ca lature AD=AB--BC,
unghiul din A si unghiul din D egale cu Y/,B. Asa dar triunghiul ADC
se poate construi; din el voiu deduce pe ABU. ;

10. A comstrui un triunghiu cuncscandu-i-se unghivrile
si perimetru. Construesc un triunghiu auxiliar DAE cu baza DE
egald cu perimetrul dat, si unghiurile D si E egale respectivco
jumitatile a dod din unghiurile date; apoifac in A, in interiorul
triunghinlui, un unghiu DAB egal cu D §i un unghin EAC egal
cu E, triunghiul BAC cépitat este triunghiual cautat.

11. A duce o secantd comund la dod circumferente, astfel
ca coardele interceptate s fie egale cu niste lungimi date. Inscrit
in cercurile date O si O° coardele date AB, A’B’; apoi descrii
respectiv circumferente concentrice cu cele date gi tangenie la
aceste coarde; o tangentd comuni la aceste din urma circumterente
este secanta ciutatd. (Discutiune).

12. Diametrul cercului inscris in un triunghiv dreptun-
ghic este egal cu diferenta intre suma catetelor si ipotenuzd.

Videm pe figuri

Vi g ¢i BF—BD si CE—=CD
de unde BF}-CE=—BC;
prin urmare suma cate-
telor mai pufin AF si

F ) : AE face cit ipotenuza;
insd
c AF=AE—diametrul
o " ‘ cercului ; asa dar, etc.

ete.



CARTEA IIL
FIGURI ASEMENE

CAPITULUL 1

LINTI PROPORTIONALE

146. Definitiuni—S3 considerim doi cantititi va-
riabile X si Y, a céiror valori si atirnede o a treia canti-
tate Z, asa fel ci, la diverse valori

i Bl ol -
ce s'ar da lui Z, si corespundi pentru X si Y niste
anumite valori d. e.

X (X R,

b L8 (R (as T .

Cantitatile X si Y, se numese proporfionale intre
ele, atunci eciind raportul a dod valori a-le cantitatei X
este egal cu raportul valorilor corespundétoare a-le can-
titatel Y, adica daci avem d. e.

;}cl -_Xrl

b
aceastd expresiune poarti numele de proporfiune.
Daci se intimpli ca X, sa fie cgal cu Y, atunci
proportiunea precedenti se scrie
X_X,
Pan A




in acest caz se dice ci X, est medie proportionald in-
tre X, si Y,; iar Y, este oa treia, proporfionala intre
X, 51 X,.

Proportiunea formata cu cele patru valori ale
cantitatilor X si Y se poate inlocui prin proportiunes
formati cu numerii cari exprimid masurile acelor can-
tititi—In adevir, fie x si y unititile de masura pen-
tru cantitatile de specia X si Y vespectiv si sd Juam
in special valorile X,, X, Y,, Y, avem d. e.

X, /X%y, Xp—XX,, N, =y Y=YV
X,, X, I, , I, siot numeril cari reprezintd misurile
respective a-le acelor patru cantitdti; videm ca avem
X, xx_ % g N Vi Vi

> F o e
; 4 X, XX, X Yo lyn %
si prin urmare proportiunea

Xl__ll
R
se poate inlocui prin proportiunea
Xy ¥
;(;— }’2.

147. Lemm&.—Dacd pe o linie dreapta luam doi
puncte fize A si B, exista pe acea dreapta alte doil
puncte, st numal dod, astfelca raportul intre distanfele
ori-ciruia din ele, la cele dod puncte fize, sa fie ega
cu un raport dat. Unul din aceste puncte se afid intre
A si B gi celalalt in afard pe prelungirea segmentu
lui AB. :

Si ciutim mai int3i daci intre A si B este wn
punct care si respunda la chestiune. Fie I raportul dat.
Impirtim distanta AB in 5-{-3 adica 8 pérti egale si punen

la a cincea tri-

saturd litera
C ; punctul C respunde la chestiune cici avem :
CA_5

CB =3
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Punctul C este singurul situat intre A §i B a
carul raport de distante la A si B este egal eu °/,,
cicl si imagindm un punct mobil M care sa plece din
A si si meargi spre B, si in fie-care pozifiune si
consideram raportul %, M indepirtindu-se de A,

A4
MA numéritorul raportului se mireste, si MB numi-
torul raportulul se micsureazd ; raportul merge dar tot
crescind si prin urmare nu poate avea de cdt o sin-
gurd data valoarea ;_

Si ciutdim acum in afari de A si B dacd este un
punct D care iar si respundi la chestiune. Vom deo-
sebi dod cazuri, dupi cum raportul dat este mal mare
sali mai mie de céit 1.

Sé ludm cazul intdi, raportul mal mare de cit 1
d. e. */,. Punctul ‘ :

D fiind mal departe T A V7

de A de cit de B,

el nu se poate afla de cat in directiunea AB dincolo
de B: impirtim pe AB in 5—3, sat 2 parti egale si
purtim trel de aceste parti pand in D; vom ave
g_‘g::;. Punctul D este singurul situat in prelungi-
rea lui AB a cirui raport de distantd la A si B s fie
egal cu °/, ; cici si imaginim iarasi un mobil care
pleaci din B si se indepirteazi in directiunea BD §1

MA '

si considerdm raportul ME' Patem scri

MA_ MBBA _ 4 +BA s
MB MB MB’

de unde videm ei rapoﬁtul i% este egal cu 1 plus

BA . 3 - g
raportul MB~; acest din urma raport se micsureaza
4
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necontenit cind M se indepirteazi de B, prin urmare

s1 raportul ﬁ% se va micsura §i el necontenit ey ip-

depértarea Iui M de B, §1 nu vaave de cit o singuri
datid valoarea 2
(3]

In caz cind raportul dat este mai mic de ci 1,

se va vide, in acelasi mod, ci punctul ciutat se aflz
la stinga lui A. '

148. TEOREMA — O paraleli dusa Ia o lature
a unut triunghiv, imparte celelalte doa latur in  parfi
proportionale.

Fie DE o paraleli cu laturea BC triunghiului
ABC ; dic cii avem

AD__ AE

DB~ EC
Sd admitem ci liniile BD st DB ali o comuni
7 masurd AF, continuti de

3 o11 in AD si de 2 ori
in DB, raportul i va
; DB

fi egal cu ®/,. Prin punc-

o
X \ tele de diviziune a lature;
Al

AB, duc paralele ey BC:
aceste paralele impart |a-
turea AC in segmente egale intre ele. In adevir, si luim
d. e. segmentele AG si EI si sd aritim o3 sint egale ;
duc EK paralela cu AB; dreptele FK si DH sint egale
ca paralele cuprinse intre paralele, insi DH este egal
cu AF prin constructiune, asa dar EK=AF., Apoi tri-
unghiulile AFG si FKI ati laturea IK cgala cu AF



ventul seit *:
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unghiurile AFG si EKI egale intre ele ca avind la-
turile lor paralele si de acelasi senz (§. 43) si unghiu-
rile FAG si KEI egale intre ele ca corespundetoare;
asa dar aceste triunghiuri sint egale, si prin urmare
AC este egali cu El. Tot astfel se va demonstra si

egalitatea celorlalte segmente. AE contine de 3 ori pe
AG si EC de 2 ori, si atunei raportul ég. este egal

cu

W o

S AD
d leu raportul —.
adicd egal cu raportu T

Daci AD si DB nu aii o comuni mésuri, atuncl
rhigra
DB ¥ ECO
cum se arati la nota 1 §. 113. si se va vide ci i
in acest caz cele dod raporturi sint egale.

pentru formarea raporturilor se va urma

149. Corolar I. Daci ludm proportiunea de mal sus

AD AE

_ DB Eu
$i'l schimbim internii intre ii, avem

AD DB,

AE EC’

stim din Aritmetici ci : Suma antecedentilor se rapoartd
la suma consecventilor, precum un antecedent la consec-
; aplicind la proportiunea aceasta avem :
AD DB__AD+4DB
AE EC AE-HEC ;
si inlosuind AD--DB prin AB si AE-HEC prin AC
0l vine éD___QIi___élj
ARAETEC AT
egalitatea acestor raporturi ni aratd ca: .
Daca taiem dog laturt a-le unul triunghiv prin o
paraleld. cu laturea a treia, raportul intre cele dod din-

*) A vide Aritmetica pag. 197.
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tai laturi este egal cu raportul segmentelor cuprinse in-
tre virt si secantd, si cu raportul. segmentelor cuprinse
intre secantd si laturea q treia.

150. Observagiune.—Teorema si Corolarul prece-
dent se aplici si in cazul cind secanta, in loc de a
tala chiar laturile triunghiului, taie prelungirile lor, si
demonstratiunile se fac in acelasi mod.

y4 L 151. Corolar II. Zi-
/ \ ind date dod drepte oare-
v \/" care, taiete de mai multe
c Kq secante paralele, segmen- |

tele cuprinseintre paralele
. sint proportionale.

/ ',YV Fie dreptele AB, CD

/ tiete de secantele EF,

il P 7 GH, IK, LM .. dic ci a-

vem d. e,

GI HK
IL KM
Duc paralela HP 1a BA; avem triunghiul HPM a-le
carui laturl sint tiiete de NK paralela la PM.
Aplicind acestuj triunghiu teorema precedents
HN*HK -
NPT
insd HN si NP sint egale respectiv eu G s1IL, ca para-
lele cuprinse intre paralele, asa dar inlocuind nj vine,

avem

GI HK
IL™ KM’

152. Aplicatiune.—Teorema precedentd ni permite

ge a (Iigeterlmm; Pe o dreapti ce trece prin doi puncte

§1 D, alte dod punete (O $t C' asa ca ra orturile
A o X : ad

B si OB sd fie egale cu raportul a dog lungimr date
m $i n, b
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Ducem prin A o dreap-
t4 oare-care §i ludm pe ea
cu incepere de la punctul A
o lungime AM egald cu m
si apoi de o parte gide alta
a punctului M luam MN, si
MN’ egale cu m: unim e
cu B st ducem MO paraleld A C B ¢
cu NB: unim N ecu B si ducem MC' paraleld cu N’B.
Punctele C gi O sint cele cautate, cici avem,

CA_MA m o4 CA MA m
CB MN = CB MN™ n

153. TEOREMA.—Daca o linie dreapta imparte
dodt laturt a-le unul triunghiu in segmente proportionale,
ea este paralela cu laturea @ treia.

Aceasta este reciproca Teoremel precedente. Pre-
supun ci dreapta DE, imparte laturile AB si AC in
segmente porporpionale, asa cd avem:

AD

~

i emaik
DB EC’
dic cd DE este paraleld cu BC. o

In adevir, dacid prin D duc pa-

lela la BC, aceastd paraleld va

imparti pe AC in dod parti pro-

portionale cu AD si DB; insd v/

E este singurul punct intre A si

C care imparte pe AC in rapor- f o
tul de AD la DB (§. 147); asa

dar paralela dusd prin D va trece prin E.

164, Observatiune. Teorema se aplicd si se de-
monstreaza in acelasi mod si in cazul cand punctele
D si E sint pe prelungirile laturilor BA, CA, cu con-
ditiune numai ci amindod punctele sa fie de aceiagl
parte a lul A.
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155. TEOREMA. — Bisectoarea unui unghiu din-
tr'un triunghiu, imparte latureq opusa in parfi propor-
tionale cu laturile adiacente.

Fie AD bisectoara unghiului A din triunghiul

o BAC; prin extremitatea B a lature;
AB, duc paralela Ia bisectoara cop.
sideratd, si laturea (A 0 prelun-
gS¢ pana ceintilnegte paralela in E.
Avem triunghiul BCE cn paralela
AD la laturea BE- aceastd paraleli
AD imparte laturile CB. CE in pa ti
proportionale, adics avem,

BD 1 AE

virea paralelelor BE, DA §1 a secantei CE ; apoi un-
ghiul DAC este egal cu unghiul BAD Prin construe-
tiune si in fine unghiul BAD egte egal cu unghiul ABE
ca alterne-interne in privirea acelorasi paralele tijete
de secanta AB; prin urmare unghiul ABE este egal cu
unghiul AEB i prin urmare $1 laturea AB esteo egali
cu laturea AE, s1 proportiunea de majy sus devine,

BD AB

DC™ AG |

Teorema reciproci acesteia, rezults din aceia ci ny
existi de cit un punct D pe BC, care s3 o imparts
In parti proportionale eu laturile AB, AC.

156. TEOREMA, — Bisectoara unuy unghiu exterior
la un iriunghiu, determineazi e latureq opusa prelun-
gua, un punct q caru¥ distanfe lg exiremitatile qeestey
latury, sint Proporfionale cu laturile adiacente,

Fie AD bisectoara unghiului FAB exterior tri-
unghiului BAC ; Prin extremitatea B 5 uneia din Jaty-
vile AB, A(C a unghiului, due Paralela la bisectoars



considerats, care in-
tilneste laturea AC in
E. Avem triunghiul
CDA cu paralela BE
la DA ; aceastd para-
leli imparte laturile
AC, DJ in parti proportionale, adicd avem

DC . AC

DB AE
Ca si la Teorema precedentd, se va vide cd triunghiul
ABE este isoscel,’de unde urmeazi cd AE este egald
cu AB, si atunci proportiunea aceasla devine.

- DC_ AC

DB AB

Reciproca acesteia este si ea adivirata pentru ca
stim (§. 147) cd in prelungirea laturel CB nu exista
de cit un singur punct al cdrul raport de distante la
C si B, si fie egal cu raportul laturilor AB, AC.

157. Observafiune.—Din cele dod Teoreme prece-
dente rezultd: Bisectoara unul unghiu din un triunghiv
si bisectoara wunghiulut exterior adiacent, impart laturea
opusa in_segmente proporfionale.

158. TEOREMA — Locul geometric al punctelor
a ciror distanje, la dod puncte date, sint proportionale
cu niste lungimi date. este o circumferenfd.

Fie A si B punctele fixe, m si n lungimile date.
Stim (8. 147) ca a-
vem pe dreapta AB
dod puncte D§i D" a
caror raporturi de dis-
tante la A §i B sint
egale cu raportul dat &

m
— . aceste puncte fac
n

parte din locul geo-
metric ciutat.
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Dupé aceasta, fie C un punct de a loculuj geo-
metric ciutat, il unese ecu A, D, B, D; avem prin
ipotezi
oot insd si Lo sl prin urmare i dl
CB n" JiDb % CB~ DB’
din aceastid din urmi proportiune rezultd (§. 155) ci
CD este bisectoara unghiului ACB din triunghiul ACB.

Dar mai avem s %%= gg, ca fiind ambele ra-

2 m i B ¥ 3
porturi egale cu ~~: din aceasti din urma proportiune
n ; 3

rezultd ci CD’ este bisectoara unghiului BCA" care’i
exterior triunghiului ACB §1 adiacent unghiului ACB
din acest triunghiu. Insi unghiui DCD" este drept, fi-
ind i’ jumitate din suma unghiurilor ACB si BCA’
formate de o parte a dreptei AA’: aga dar C se afli
pe circumferenta descrisi pe DD’ ca diametru.
189. Reciproc, ort-ce punct de-al circumferenter descrisa
pe DB’ ca diametru, face parte din locul geometric cdutat.
Fie M un punct
de-al eircumferen-
tel, dicciosd avem
AM AD AD
lp B BD™ BD"”
Pentru a de-
monstra aceasta
- ducpria B paralela
BE cu DM pani ce intilneste pe AM si avem
AD AM :
BD ~ ME’
duc tot prin B paralela BF cuD'M iar pani ce intil-
neste pe AM si am de asemenea
AD" AM

BD' T MF'




2 4] <

ADE L TAPES s s
=p = BD” sint egale, fiind ¢
prin ipoteza punctele D si D' impart dreapta AD in
segmente proportionale : asa dar ME este egala MF.

Insi in triunghiul EBF, avem laturile BE §i BF
paralele respectiv cu laturile unghiului drept DMD’;
prin urmare unghinl EBF este si el drept; mijlocul
M al ipotenuzei EF este egal departat de F, B, E. Pu-
tem dar inlocui in cele doi din urmé proportiuni ME
si MF prin MB si avem ceia ce se cere.

160. TEOREMA,—Daca o dreaptd este impartitd
in segmente proporfionale prin doa puncte, jumatatea
dreptei este medie proporfionald intre distantele mijlocu-

i et la cele dod puncte.

Tnsd raporturile

Fie AB dreapta,
A—————;—aé———;—’—n‘(} si D cele doa
7 puncte, 1 mijlocul
dreptei AB. Avem prin 1poteza proportiunea :
BD
. AC BC
Se stie din Aritmeticd ca: suma antecedentilor se
rapoartd la suma consecvenjilor precum diferenia ante-
cedentilor la diferenia consecventilor®). Aplicdnd aceasta
proportiunei precedente avem
AD--BD_AD—BD
AC{BC AC-—BC
sati, uitindu-ne pe figurd videm ca

2151 2BD 2IB

C SN R (T _
factorul 2 dispare si suma 1B-BD este egald cu ID
s ni vine ID_IB
1B IC

cela ce demonstreaza Teorema.

# A vide Aritmetica pag. 197.
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Reciproeca Teoremei este adivirats, cici din pro-
portiunea din urma se poate deduce proportiunea dinti,
161. Definitinne.— Do drepte cuprinse intre laty-
rile wnul unghiv sai a-le opusulul sei
la virf, se dic anti-paralele, daca cea
dintdi dreapti face eu una din laturile
unghiulur dat, un unghu egal cu o-
cel facut de a doq dreapta cu ceialalti
lature. .
Astfel, fiind dat unghijul BAC,
dreptele DE. IK sint anti-paralcle in
privirea unghiului BAC, daca unghiul
ADE este egal cu uoghiul AKI; de
asemene dreptelc DE, (4 sint “"‘f.,f'
paralele, daci unghiul ADE este egal eu unghiul AFG-
162. TEOREMA — Daod dogi laturs g.lp wni o
ghiw sint taiete de dog drepte anti-paralele, p7'0d“’df; .
distantelor de la virful unghiului pand la cele doa P’ ;
de intilnire a uner latury e, cele dod. anti-paralele, i
constani. : " anti-
i Fie BCsi DE d"?ffc;
paralele in unghiul
dic ea avem relatiune?
ABXAD=AC><AE.
_E?\ In adivir, ieu AD,E"
AD 5i AE=Af 5i quc D ®
\6”' Din egalitatea triungh!!® i
Bf ~ \ ADE, ADE!, cai aii un
4 ghiu egal cuprins int,"e,int
turl egale, rezultd ca aaghiurile ADE si AD'E srin
egale. Apoi, unghiurile ADE si ACB sint egale pr'
Ipotezd, prin urmare unghiurile corespunzitoare
$i ACB sint egale si atunci BC $i ED’ sing pard
$i avem proportiunea (S 148).

]el@?
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AB. i AC
AE T AD’
in care daca inlocuim AE si AD’prin egalele lor AE,
AD ni vine
AB AG; . orl
B AD sai ABXAD=AC><AE, ceia ce de
monstrd Teorema.
Tot astfel se face demonstratiunea, cind DE s’ar
afla in opusul la virf al unghiului BAC.
163. Reciproc, daca avem AB X AD=AC X AE, sali
AB AC
AE  AD’
atunci dreptele BC si DE sint anti-paralele. In adivar,
si ne imagindm cd ducem prin K anti-paralela la BC
in privirea unghiului BAC; aceastd dreapta tae laturea
AB in un punct a cirui distanta la virful A va fi o
a patra proportionald la AB, AE, AC. Apoi, AD este
tocma aceastd a patra proporfionald dupa cum se vede
din proportiunea de mai sus.

164. Corolar. Daci punctul D si B se confundd
atunci avem Ap ==AC><AE. Asa dar: '

Dagcd dod drepte anti-paralele S

in un unghiu, ai un punct COMUn ;

pe o lature @ unghiulut, distanj@ vir- Z

fulut unghiului la acel punct comun

este medie proporfionald intre dis- p Vid

tantele virfului la punctele n cart

laturea. a doa intilneste dreptele anti-paralele
Reciproca acestel propozitiuni este evidenta.

166. TEOREMA,— Dacd din un punct dat, ducem
secante la un cere, productul distantelor de la punct §i
pana la punctele de intersecfiune @ fie-carel secante C
circumferenja este comstant, ori-care ar fi direcfiunea
secantel. s A

Geom. Elem. C. Climescu 8
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7 Punctul dat poate fi interior
£ . g ;
circumferentel sali exterior.
1°. Fie E un punet interior
£ . S :
circumferentei prin care ducem
secantele AB, CD; avem de de-
Bmonstrat ca
v/ EA XEB=EC X ED.
Ducem eoardele AC,si CD,
unghiurile ACD si ABD sint e-
gale intre ele ca avind aceiasi misuri adica jumata-
tea arcului AD; atuncidreptele AC, BD sint antiparalele
in privirea unghiului AEC si avem ceia ce se cere.

2°. Fie E un punct exte-
rior circumferentei, prin care
ducem secantele EAB, EDC.
Ducem coardele AC, BD
unghiurile ACD i ABD sint
egale intre ele, ca avind a-
ceiagi masurd adici jumita-
tea arcului AD; atuncl drep-
tele AC, BDsint anti-para-
lele in privirea unghiului
AED si vom ave (§.162). EA><EB=ED><EC.

166. Reciproc, dacd doa drepte AB, CD se taie
in un punct E astfel ca sd avem relafiuneq

HA<EB=FEDX EC,

atunct punctele A, B, C, D sint situate pe o aceiagt
circumferentd.

In adivir, relatiunea aceasta probeazi ca dreptele
AC, BD sint anti-paralele in privixgﬁa unghiuloi AE)ED,
§1 ca prin urmare unghiurile ACD $1 DAB sint egale;
astfel fiind, daci pe AD ca coards se descrie un seg-
ment capabil de unghiul ACD, ciccumferenta care trece
prin A, D, C va trece si prin penctul B
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167. Corolar. In cazul punctului exterio. si pre-
supunem ci secanta EDC se intoarce in jurul yunctu-
lui E pinéce coincide cu tan- ; E
genta EF; secantaintreagd EC
si partea sa externd ED devin
ambele egale cu EF, care’l
lungimea tangentei dusa din E
la circumferentd, si relatiunea
respectivd devine :

EA X EB=EF? V4
care ni spune ci : dacd, prin
un punct exterior unul cerc, se
duce la acest cerc o secantd st
o tangentdi, tungenta este medie proportionala inire se-
canla ‘nlreagd $i partea el exterioard.

Se poate face §i demonstratiunea directd a acestel
Teoreme.

168. Reciproe, dacd trei puncte A, B, F sint a-
sezate, cele dod dintdi A si B, peuna din laturile un-
ghiului E si al treilea F pe ceialalia lature, st dacd
avem relajiuned . ‘

EF:=EAXEB,

circumferenfa care trece prin aceste tret puncte este tan-
gentd, in F la laturea EF. :

In adevér, relatiunea aceasta probeazd ci dreptele
AF, BF sint anti-paralele in privirea unghiulul E :
unghiurile AFE si EBF sint egale; astfel fiind daca
descrim o circumferentd care s treacd prin A si F
si si fie tangentd in F la EF, aceasti circumferenta
va trece prin punctul B.

169. Exercitii si probleme.—1. Dacd se unesc punctele
din mijloc a laturilor consecutive a-le unui patrulater, se for-
meazd un paralelogram ; pentru cé liniile duse sint paralele
doi cite dod cu diagonalele paralelogramului.

9. A calcula cu aprozimatiune de 0,001 segmentele for-
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mate de bisectoarele unghiurilor unus triunghiu, a cirui lo-
tur? sint 12", 15™, si 18™. Cestiune revine la: a imparti o lun-
gime de 12™, fin parti proporgionale cu numerii 15 si 18;
apoi o lungime de 15™ in pirti proportionale cu numerii 12 si
18 si in fine o lungime de 18m in parti proportionale cu nume-
12 si 15, :

3. A caleula lungimea tangentei duse din un punct si-
tuat -la 8™ de centrul wunui cerc a carel razd este 6™ Lungimea
ciutati este egald cuy/9z, ;

CAPITULUL II

POLIGOANE ASEMENE.

170. Definitiuni.—Doa poligoane de un acelasi nu-
mar de laturi, sint asemene intre ele, daci au unghiu-
rile lor egale unul cu altul si laturile adiacente la un-
ghiuri egale sint proportionale si asezate in aceiasi
ordine.

Dod puncte, dod linii saii doi unghiuri se dic
omoloage, cind se corespund in doi figuri asemene.
adicd punct la punet, linie la linie, si unghiu la unghiu.
Astfel, virfurile a doa unghiuri egale sint. punecte omo-
loage ; diagonalele determinate de virfuri omoloage sint
linii omoloage.

Se numeste raportde similitudine a doé/éoligoane,
raportul constant a dod laturi omoloage; Daci acest
raport este egal cu 1, cele doa poligoane sint egale,
§1 se pot face si coincidi prin suprapunere, fiind ci
in acest caz toate partile lor (laturi 1 unghiuri) sint
egale una cu alta §i asezate in acelasi ordine.
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171. TEOREMA.—Tdind un triunghiv cu o pa-
raleld la laturilesale, sz formeazi un al doilea triunghiv
asemenea cw cel dintdl. ;

Fie DE paralela cu laturea BC a triunghiului ABC
dic ci riunghiul ADE este ase- .
mene cu triunghinl ABC. :

In adivar, aceste triunghiuri
ati unghiul A comun, unghturile
ADE si ABC egale intre ele ca
corespundente in privirea parale-
lelor DE, BC tiiete de secanta AB, p L
unghiurile AED si ACB sint de F
asemene egale intre ele. Apof, DE fiind paraleld cu

BC avem (§. 148) ci raportul %l]; este egal cu ra-

AL R e .
portul = ; mal ramane sa aratdm cd, unul din aceste

AC

raporturi este egal cu raportul g—g Pentru aceasta du-

cem EF paraleli cu AB : aceastd dreapti imparte la-

turile AC, BC in segmente proportionale §i avem :

Al sali egal cu DE entru <& DF=DE

AC HC: . BO. ’ ' _
Asa dar triunghiurile ADE, ABC aii unghiurile

lor egale unul cu altul si laturile lor omoloage pro-

portionale : prin urmare sint asemene.

172. TEOREMA.— Dod triunghiurt, -a cdror un-
ghiuri sint egale unul 4
cu altul sint asemene. . cLitie
Fie triunghiurile :
ABC, abc astfel ca un-
ghiurile a, b,c,alece- p E
Tui de al doilea sinte- / 2
gale respectiv cu ABC
a-le celui dintaj. e |
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Dic ci aceste doi triunghiuri sint asemene.
Pentru a demonstra aceasta, ieii pe AB o lungime AD
egald cu ab, si prin. D duc paralela DE ca BC. Tri
unghiurile ADE, si ABC sint asemene si unghiurile lor
omoloage ADE, si ABC sint egale. Insid prin ipotezi
unghiul ABC este egal cu unghiul abe. Acum videm
dar cé triunghiurile ADE si abc sint egale ca avind
o lature egali la do# unghiuri adiacente egale ; din
acestea rezultdi ci triunghiul abc este asemene cu
ABC.

173. Corolar. Dod triunghiuri sint asemene dach
atl dod wnghiuri egale wnul cu altul, ciei atunci sial
treilea unghiti din triunghiul intdi, este egal cu al
treilea unghiu din triunghiul al doilea.

174. TEOREMA.— Doa triunghiury, car? aii un
unghiv, egal cuprins intre dod laturi proporfionale sint
asemene. ;

Fie iarisi triunghiurile de mai sus ABC g1 abc a
caror unghiuri din A si @ sint egale intre ele, si la-
turile AB, AC, sint proportionale eu laturile ab, ac;
dic ci aceste triunghiuri sint asemene. Clonstruesc ca
si dineoare triunghivl ADE, care este asemene cu tri-
unghiul ABC §i prin urmare laturile omoloage al a-
cestor dod triunghiuri sint proportionale adici avem :

AD_ AE
AB" AC
insd prin ipotezd avem proportiunea :
; ab  ac
AB - AGEe
din aceste doi proportiuni rezulti dar:
~ab  ac.
AD™ AE’

Insd prin constructiune qb=AD, asa dar si ac=AEsi
triunghiurile ADE si gbe sint egale si prin urmare a-
cest din urmi abe este asemene cu ABC.
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175. TEOREMA.—Doi triunghiurt, cariai latu-
rile lor omoloage proportionale, sint asemene.

Consideram tot figura de maisus si presupunem
ca avem:

ab  ac be .
AB AC BC
dic ca triunghiurile ABC si abc sint asemene,

Triunghiul auxiliar ADE prin construetiunea lui
este asemene cu triunghiul ABC, si prin urmare latu-
rile lor omoloage sint proportionale :

AB AC BC,
AD” AE DE
din proportiunile aceste i cele precedente scoatem:
ab ac _ be
AB™ AC BC’

Tosi prin constructiune, AD este egald cu ab;
rezulti ci si AE este egald cu ac si DE egala cu be;
prin urmare triunghiurile ADE i abc sint egale intre
ele si atunci acest din urmi rezultd ci este asemene

cu ABC.

176. TEOREMA. — Cdnd doa triunghiurt sint ast-
fel ca laturile unuia sint paralele respectiv cu laturile
celuialalt, saii dacd laturile celuy dintdi sint perpe-ndi-
culare pe laturile celut de al doilea, atunci acele tri-
unghiurt sint asemene intre ele. :

Fie ABC, A'B'C’ doa triunghiuri in conditiunile
enunciului. Unghiurile A si A’ -avind laturile lor pa-
ralele intre ele saii perpendiculare una pe alta, sint
egale sali suplementare (§§. 43, 45); tot astfel este st
cu unghiurile B, B' i O, C'.

Prin urmare asupra acestor unghiuri putem face
urmitoarele patru ipoteze:

1°. A-+A'=2ungh.dr., B-+B=2ungh.dr., C--C=2
ungh.dr ;
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2°. A-A’=2ungh.dr, B=B'=2ungh.dr., C=C(':
3°% A-{-A'=2ungh.dr., B=B’ C=t
4o A=A B=B - G,

Cele dod dintai ipoteze nu sint admisibile, fiind
ca suma anghiurilor celor dod triunghiuri nu poate fi
mai mare de cit 4 unghiuri drepte. Din ipoteza a treia
rezulti in mod implicit ci unghiurile A si A’ sa fie
drepte, céci triunghiurile ABC, A'B'(Y, avind doi din
unghiurile lor egale unul cu altul, si al treilea unghiur
A §i A’ sint egale intre ele: prin urmare ipoteza intri
in a patra. Ramine ci triunghile ABC, A’B’C’ aii un-
ghiurile lor egale unul cu altul, si prin urmare sint
asemene,

177. TEOREMA.— Liniile drepte cart pornesc din
un punct, intercepteaza pirft proporfionale pe dod se-
cante paralele. :

~ Fie dreptele OA. OB, OC, g
OD.. tiiete de secantele AD, EH.
Avem triunghiurile OAB si OEF E

as¢mene intre ele si ni daii: G
EF OF, /
AB™ OB’
apoi triunghiurile OBC 5i ORG- /4 [2 YY!’
sint lardsi asemene intre ele si v
ni dati : i :
FG  OF
_E—}—C‘_OHB’
din aceste dod proportiuni rezalti :
; EF FG
AB BC
Tot asemene vom proba ci avem -
FG GH

BC- oD ¢
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Asa dar dreptele esite din O impart paralelele AD,
EH in pirti proportionale.

178. Reciproc, dacd liniile drepte AE, BF, oG,
DH, impart paralelele AD, EIL in parft proportionale
atunci acele drepte se intilnesc in un punct.

Fie O punctul de intersectiune a dod din aceste
dripte, d.e. DH, BF : unesc O cu G si zic cd dreapta
OG prelungiti trece prin C.

Dreptele OF, OG, OH, esite din O, in virtutea
Teoremei precedente, impart paralelele FH, BD in parti
proportionale. Dreapta OG prelungita, trebue si treecd
prin urmare prin punctul ©, fiind cd, prin ipoteza,
acesta este punctnl care imparte pe BD in un raport
egal cu FG la GH, §i nu mai este un altul.

Tot asemene se va demonstra ca dreapta AE pre-
lungitd trece prin O.

179. Observatiune.—Céle doi paralele pot fi de
o parte si de alta a punctului O; demonstratiunea
teoremelor se face in acelagi mod.

180. TEOREMA — Doa poligoane asemene, se pot
descompune in un. acelast numer de triunghiuri asemene
unul cu altul si asemene agsezate.

Fie poligoanele ase- B
mene ABCDE si  abede. '
Din virfurile omoloage A 4 c:
s1 a duc diagonalele omo-
loage AC, ac si AD, ad.
Aceste diagonale impart D> = ® o
poligoanele in un acelasi
numér de triunghiuri asemene agezate. Si ardtdm ca
aceste triunghiuri sint asemene, dod cite dod.

7°. Triunghiurile ABC, abc aii, prin ipoteza, un-
ghiurile din B i b egale si cuprinse intre laturi AB
BO si ab, bc proportionale, dupid cum rezultd din a-

R
)
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semenimea poligoanelor; prin urmare aceste dod tri-
unghiuri sint asemene,

2°. Triunghiurile ACD si acd sint iardsi asemene,
pentru cd ai un unghiu egal cuprins intre laturi pro-
portionale. In adivir, unghiul ACD este egal cu dife-
renta intre unghiurile BCD si BCA ; insid unghiul
BCD este egal cu unghiul bcd prin ipotezi, si unghiul
BCA este egal cu unghiul bca pentru ca sint omoloage
in triunghiurile asemene ABC, abc; asa dar unghiul
ACD este egal cu diferenta unghiurilor bed §i bea,
adicd cu unghiul acd.

Apoi raporturile : A4 §1 _B—C sint egale din
ab be
cauza similitudinei triunghiurilor ABC, abe, si rapor-
4 BC.CD: . st

turile ——, sint egale prin ipotezi: asa dar vom
be  cd

ave &:C—g, adicad laturile cari cuprind unghiurile
e e

egale ACD si acd sint proportionale. Prin urmare tri-
unghiurile ACD si acd sint asemene,

Tot astfel se demonstreazi similitudinea celorlalte
triunghiuri,

181. Corolar— Diagonalele omoloage a dod  poli-
goane asemene sint proporfionale cu laturile omoloage.

182. TEOREMA.— Dod poligoane compuse din un
acelasi numér de triunghiuri asemene si asemene asezate
sint asemene. ;

Aceasta este reciproca teoremei precedente. (on-
siderdm figura de mal sus, si presupun ci poligoa-
nele ABCDE, abede sint compuse din un acelagi nu-
mar de triunghiurl asemene si asemene agezate. Dic
ca aceste dod poligoane sint asemene. i

1°. Raportul de similitudine a triunghiurilor ABC
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ac

dine il at si triunghiurile ACD, acd. Raportul de si-
militudine a triunghiurilor ACD, acd precum i acel
al triunghiurilor ADE, ade sint egale, cici fie-care

si abe este egal cu AC ot acest raport de similitu-

este egal cu ] prin urmare poligoanele date ai la-

turile lor omoloage proportionale. v

20, Unghiurile poligoanelor sint egale unul cu al-
tul, fie ca unghiuri omoloage a dod triunghiuri asemene,
fie ca compuse din unghiuri egale ; astfel unghiurile
B si b sint egale ca unghiuri omoloage a triunghiuri-
Jor asemene ABC abe ; unghiul BCD este egal cu su-
ma unghiurilor BCA, ACD cari sint respectiv egale
;3% I1)mghiuril‘e bea, acd, asa dar este egal cu unghiul

Din aceste conchidem ci cele dod poligoane sint
asemene, fiind ca ati unghiurile egale unul cu altul §i
laturile omoloage proportionale.

183. TEOREMA.— Perimetrele a dod poligoans
asemene, Sint proportionale cu laturile omoloage.
Fie doi poligoane asemene, ABCDE... ABCDE ..
avem :
Al BC. . CD. DE
&R B0 ©D DEO
_ Aplicim o teoremd de Aritmetici asupra propor-
tiunilor *) si formdm urmétearea proportiune :
AB1 BC+CD4-DE~+-. AB
ABFBCHCDFDEH.. AB’
Numiiritorasl AB4BCH-CD—DE-... este peri-
metrul poligonului intai, §i numitorul AB B CHCD
—+D ?]—{— este perimetrul poligonului al doilea. In-
semnind aceste périmetre, respectiv cu P si P’ avem:

#) A vide Aritmetica pag. 198,
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P AB
. B AB;
184. Observatiune importanta.—Teoremele de la
§. 165 panila § 170, privitoare la linii proportionale
in cerc, se pot demonstra cu ajutornl teoremelor asu-
pra triunghjurilor asemene.

185. Exercitil.—7. Fiind dat un triunghiu ABC, se mic-
sureazd laturea AC deo lungime arbitrarg AA’, sise mdreste
laturea BC, de o lungime BB egald cu AA'. A demonstra
cd A'B' este tdgietd de AB tn raport invers culaturiie AC BC.
Se duce prin B” pazralela B'D la AC si se formeazi niste triun-
ghiuri asemene cari daii ceia ce se cere.

2. Fie ABC, A'B'C’ dod lriunghiuri asemene, a ciror
laturi omoloage BC, B'C’ sint paralele; dacd triunghiut A'B'C’
se intoarce in jurul virfului A, se cere locul geometric descris
de punctul de intersectiune a dreptelor care wunesc extremititile
omoloage a laturilor AB, B'C’. Fie AB"C” o alti pozitiune a
lui AB'C’; duc BB”, CC” care se taie in I; triunghiurile ABB”,
ACC” sint asemene; duc AI; patralaternl ABCI este inscriptibil,
cici segmentul de cerc capabil de unghiul ABI si descris pe
coarda AI trebue sd treaci prin virful C a unghinlui ACI, care
este egal cu ABL Prin urmare locul geometric al punctului I este
circumferenta cercului 5:ircumscris la triunghiul fix ABC.

3. A inseri un patrat in un semi-cerc. A'A fiind diame-
trul, si OH rada perpendiculari pe diametrc, un virf C a patra-
tului face parte din locul geometric a punctelor a caror distante
Ja_dreptele OA, OH sint raportulde 21a 1. Trebue giisit punctal
de pe circumferenta care si satisfacd la aceasta; duc prin A
tangenta AM==2 ori raza cercului; punctul C unde OM intilneste
circumferenta este punctul cautat.

4. A inscri in un cerc un triunghiu isoscel, in care suma
sati diferinfa intre bazd gi tndlfime este egald cu o lungime
datd. Fie BCH-AD suma bazel cu iniltimea egali cu m ; ieu pe
prelungirea lui AD lungimea DE egali cu lungimea BC ; duc EB
care intilneste in F pe tangenta dusi in punctul A. Din triun-
ghiurile asemene formate AEF, BDE, rezulti ci AT este egald
cu jumitate din AE saii m, din aceasta rezoulti constructiunea
triunghiului ABC. : 3

5. A gasi locul geometric al punctelor din ecari dod cer-
curl sint vazute sub unghiuri egale. Fie A, B centrele cercu-
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rilor date si P un punct de a locului geometric ciutat; duc tan-
gentele PC, PD la cele doa cercuri. Din conditiunile problemel
rezulta ci unghiurile APC si BPD sint egale, si prin urmare a-
ceste trinnghiuri sint asemene si avem P;}:=A—(—) asa dar locul
‘ ; PB_BD

geometric ciutat este acelasi ca §i a punctelor a caror distantd
la A si B sint proportionale cu razele AC, BD; acest loc este
dar o circursferenta de cerc.

6. Dacd, din un punct dat, se duc linii drepte la dife-
rite puncte a unel circumferente si dacd se tmpart Jie-care din
aceste drepte in raportul a dod linit date m §in, Se cere locul
geometric a punctelor de imparfire. -

Fie A punctul dat in afara de cercul BC; pe AC trebue
d : P L g AR
eterminat un punct P asa ca sd avem ;== sau ey
Duc AB, CB si PD paralel cu BC. Triunghiurile asemene ABC,
APD dai %=%=%=min; prin urmare RED este cons-
tantd ; punctul P se afla pe circumferenta descrisd din D ca
centru cu BC)C i

ca raza.
m—n

7. Se daw trev laturi, AB, BC. CD a-le unui palrulater,
precum i diagonala AC, se cere; 1°. locul geometric a virfu-
i al patrulew D; 20, locul geometrical mijlocului diagonaled
BD. si 8. locul geometric al mijlocului liniei drepte care uneste
mijlocurile diagonalelor.

1° Dupa cum se vede, triunghiul ABC se poate constrai
finda’t cunoscute toate laturile ; virful al patrulea D raméne dar
ca sa se afle ]a o distantd constanta de C, el descrie daro eir-
cumferentd cu CD ca raza.

2°, Diagonala BD uneste un punct fix B cu un punct D al
circumferentei de dineoare, mijlocul M al dreptei AD va descri,
in virtutea problemei precedente, o circumferentd.

3°. Fi M mijlocul diagonalei AC, dreapta M'M uneste i ea
un punct fix M’ cu un punct al circumferentei precedente, prin

urmare locul geometric a punctului P, mijlocul lui M'M este iarasi
o circumferenta.
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CAPITULUL II1

RELATIUNI METRICE INTRE OARE-CARE
LINII DIN TRIUNGHIU,

: 186. Definitinni—Fiind datd o linie dreaptd ay si
un punct A, dacd din A ducem perpendiculara pe zy,
: piciorul @ al perpendicularel poar-
ta numele de proecfiunea punc-
tulul A pe acea dreaptd; dreapta
xy se numeste aza de proecfiune.

Daci din extremitatile unui
segment de dreapti AB se duc
perpendiculare pe axa de proec-
tiune, portiunea ab, cuprinsi intre picioarele perpen-
dicularelor, poartd numele de proecfiunca liniei AB
pe 2 %

187. TEOREMA .— Daca din virful unghiului drept
at unul triunghiv dreptunyhic se duce perpendiculara
pe poteouza, atunci: 1° fie-care cateta este medie pro-
porfionald inire ipotenuzdi st segmentul de pe ea, ad-
tacent catetel ; 2°. perpendiculara dusd din virful un-
ghiului drept pe ipotenuzd, este medie proporfionald in-
tre cele dod segmente formate pe ipotenuzii.

Sa considerdm triunghiul ABC dreptunghic in A

4 §1 sd ducem din A perpendiculara

AD pe ipotenuzi.
1°. Avem triunghiurile ABD
si ABC cari, sint asemenea intre
ele pentru ci sint ambele drept-
7 & u‘nghi_ce, ail unghi.u] din B comun
§1 prin urmare $1 unghinl BAD

£

Qf--=----
Onfen = v = =

X
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este egal cu unghiul ACB. Aceste triunghiuri fiind a-
semene, aii laturile lor omoloage proportionale; compa-
rand laturile omoloage gisim:

de unde videm ci AB este medie proportionald intre
BC si BD.

Tot asemene se vede ci triunghiurile ADC si
ABC sint iarasi asemene, si din comparatiunea latu-
rilor lor omoloage rezultd ¢ AC este medie propor-
tionale intre BC si DC.

20, Triunghiurile BAD si CAD asemene amindoa
cu trunghiul ABC, ali unghiurile lor omoloage egale,
si sint prin urmare asemene ; si iardsi din comparati-
unea laturilor lor omoloage scoatem I

B AD - p

S e D D><DC.

AD DG =

de unde videm ci perpendiculara AD este medie pro-
portionald intre segmentele BD si CD de pe ipotenuza.

188. Corolar.—Daci pe ipotenuza BC ca diame-
tru descrim o circumferentd, aceastd curbd "va trece
prin virful A al unghiului drept, si Teorema prece-
dentd poate fi enunciatd in modul
urmitor : 4

1. O coarda de cerc, este me-
die proportionala ‘intre diametru,
care lrece prin una din extremita- B : C
tile el si proectiunea et pe acest dia-
metru.

2. Perpendiculara dusd din un
punct oaré-care a unei circumferente pe un diametru,
este medie  proporfionata intre segmentele formate de
piciorul perpendicularel pe acest diametru.
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189. TEOREMA.— In un triunghiv dreptunghic,
patratul ipotenuzet este egal cu suma patratelor catetelor.,

Unitatea de lungime cu care masurdm laturile
este aceiasi pentru trustrele latarile.

Considerim figura de la §. 187 si aplicind Teo-
rema aceia avem :

AB?>=BCXBD s1 AC*>=BCXxCD;
adunand aceste egalititi intre ele. avem :
AB*A(0>=BCx(BD+4DCQC)
sau A—BZ“I"A_CE:B—C?:
relatiune care demonstreaza Teorema.

190. Corolar I.—Cu ajutorul acestei Teoreme, pu-
tem calcula una din laturile triunghiului dreptunghic,
cind se cunosc celelalte doa..

S& insemndm prin @, b. ¢, numerii care reprezintd
rezultatul masurdrel ipotenuzei 1 a catetelor prin uni-
tatea de lungime; in virtutea teoremel avem :

a?+b?=c? de unde a=Vp2 i c2.

Astfel daci catetele ati valorile =3 §1 c=4, &
tunci a=y 91 16—

Daca (,unoa§tem lpotenuza $1 ana din catete, b,
d. e. putem determina pe ceialaltd catetd, céci din re-

latiunea principala deducem :
: c’—a?—b? de unde c—Vqg2>—b2.
Astfel dacd a—b si 6—3, avem c:V.28:9;VT6?4.

191 Corolar IL.— Patratele catetelor wnul triunghit
dreptunghic sint proportionale cu proectiunile lor pe
ipotenuza. Avem

ALX=BC><BD
AC:=BCx<DC
de unde, prin impértire ni vine :
AB: BD
XUZ D(_J



L9y

192. (orolar IIL.— Raportul intre diagonala unul
patrat §i laturea lui este egal cu V2.
Considerdm triunghiul ABC care'l g A
dreptunghic in B: avem':
FCE==AB 80"
insi AB—BC fiind ed figura este un
patrat; prin urmare : :

AC:—2AB" ‘ C
de unde prin extragere de ridicind ni vine :
AC‘_'_V3
AR

Se stie din Aritmetica ca nu existd niel un nu-
" mér intreg sall fracfionar care radicat la pafrat si
dee 2- din relatiunea precedentd conchidem ca diago-
nala si latwreq patratului sint dodi linii necomensurabile
intre ele. o
193. TEOREMA —In un triunghiv, patratul unet
laturt opust la wn unghin  ascufil,- B .
este egal cu suma pairatelor . celor
lalte doa laturi, minus de doa ott
productul format din una din acest
latur? iwmulfita. prin proecii unca ce 4
leilalte pe aceasta. ' £

Fie ABC un triunghiu care are un unghiu ascutit
ciruia se opune laturea AB- Din una din extremitiile
acestei laturi, B, d. e., duec perpendi- p
culara BD pe laturea AC; aceasta pere-
pendiculara BL se vaafla in triunghiu
sal in afard de triunghiu, dupd cum
unghiul BAC va fi ascatit sat obtuz. 1----- T
In amindoa cazurile trinnghiul ABD B v A
este dreptunghic in D si da:

o BB -AD" ;

Geom. Elem., C. Climescn g < \ 9
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insi in cazul intdi AD este egald cu diferenta infre
laturea AC §i proectiunea DC a laturei BC pe direc-
tiunea AC caaxi de proectiune, adica AD=AC—DC;
in cazul al doilea, AD este egala cu diferenta intre pro-
ectiunea DC, a laturei BC pe directiunea AC ca axi si la-
turea AC, adica AD=DC—AC.

In amindod cazurile, dacad radicam la patrat avem ()

AD—AC-LD0—2 ACXDC.

Substituim aceastd valoare a Jui A2 in intdia

egalitate, §i avem :
E2:B‘ﬁ2_i_xc2_’_ﬁ@2_AC><DC ;

in fine observdm cd triunghiul BDC este dreptunghic
i prin urmare BD>}DC se poate inlocui prin BCZ
s1 avem relatiunea :

AB*=AC>*}BC>—2AC<DC

care demonstreazd Teorema.

194. TEOREMA —TIn un triunghiu, patratul une
laturt opusa la un unghiu obtuz, este egal cu suma. pa-
tratelor celorlalte dod laturi, plus de dod-ori productil
format din una din aceste laturt, inmulfitic prin proec-
fiunea celeilalie pe aceasta,

) Fie ABC un triunghiu care
are un unghiu obtuz C, caruia se
opune laturea AB.

Duc  perpendiculara BD pe
3 5 ; triunghiul dreptunghic c¢é:
2 AB—BD*+AD".

Insd lungimea AD se compune din laturea AC a tri-
unghiului §i din proectiunea CD a laturei BC pe la-
turea AC ca axd de proectiune. In cazul in care ne

*. Admitem ea cunoseute propozitiunile urmitoare de Aritmetici:

1. Patratul sumel a dot numerl este egal cu swma patratelor nume-
rilor, plus de dod-ort productul lor. 2. Potratul diferentev a doi mnu-

mery este egal cu suma patratelor numerilor, minus de dod-or: pro-
ductul lor.
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ocupim, perpendiculara BD cade totdeauna afard din
triunghiu. Avem dar
AD?=AC--CD°+2ACXCD;
si substituind in egalitatea de sus, ni vine :
AB*=BD*{-AC*CD*}2ACXCD.

In fine observim ci triunghiul BDC este drept-
unghic si prin urmare BD*+CD*® se poate inlocui prin
BC? si avem relatiunea :

AB2—AC*+BC*-F2AC<CD
care demonstreaza teorema. - :

195. Corolar L—Din cele trei teoreme precedente
rezultd ¢i: in un triunghiu, pairatul unet laturt este
mai mic egal sail mai mare de cal suma patratelor ce-
lorlalte doa latur, dupd cum unghiul opus laturel in-
tiia este ascufit, drept sati obtuz : $i reciproe, un wnghiu
al unut triunghiu este ascufit, drept sai obtuz dupa cum

- patratul laturel opusa unghiulut este mat mic, egal sai
| mai mare de ciit suma patratelor celorlalie dod laturt.

196. Corolar Il — Teoremele precedente ni dai
mijlocul de a calcula proectiunea unei laturl a unui
triunghiu pe una din celelalte doi, daei se cunosc ma-
surile celor trei laturi a-le triunghiului, si apoi cu a-

' jutorul acestor proectiuni se pot calcula indltimile tri-

unghiului ; iatd cum:
A Fie triunghiul ABC: si
¢ jnsemnidm prin a, b, ¢, lungi-
‘mile laturilor opuse respectiv
la unghiurile A; B, € lsain-
/4  semnadm  prin % indl{imea AD
V/ ~ esitda din virful A. Dintre un-
ghiurile C si B, unul cel putin este ascutit ; fie B, a-

cest unghiu ascutit.

Avem mal intii, din triunghiul dreptunghic ADC,

h2=h?—CD";
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apoi triunghiul ABC, da (§. 193 - |
c’=a’-b*— ‘2(1,><C
din aceasta scoatem
' a—b2—c?
CD= 5 e
si intaia relatiune devine
hz:bg*ﬁb2_62)2_4a2b2_(a2_%_1)2_c~2>2
4a? g 402
sall, in virtutea unel propozitiuni algsbrice (¥):

,_ (Rabt-a*1b2—c?) (2ab—a>—b? e

4a?
[abbie A0y (bolatboea—bie—aty). |
4a? 4g? |
Sé insempim prin p semi-perimetrul triunghiului|
ABC adicd si punem lf‘
a—-b—-+c—2p ; ' ‘}
avem succesiv : i

b—+-c—a=2p—2a=2( p—a) :
a——c—b=2p—2b=2( p—1b)
a-+-b—c=2p—2c=—2( p—)
- §i purtdnd aceste expresiuni in valoarea lui 7%, si ex-
trigand rddacina patratid gisim:

2q 7
=4 v 0—a) (—b) (p—0) |

Schimband aceasta formuli succesiv pe ¢ in b, |
pe bin ¢ §1 pe ¢ in @, avem formula car1 ni va da |
indlfimea esitd din virful B, apoi in acelasi mod, a-r

vem iniltimea esita din vnful 3
Eaemplu a_13 =9, c=6; ficidnd calculile se
gaseste ci cele trei inall;um sint : ,
h=3,641, h'=5,259, h'=1,886.

© %) Vezl Algebra, ed. 1V pag. 25. -
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197. TEOREMA — Suma patratelor a doa laturi
ale unui triunghiu - este egala cu de dod-ori patratul
jumdtdget laturel a treia, plus de doda-ort patratul me-
dianet corespunddtoare la virful opus laturet a treia.

Fie in triunghiul AB@/ (ficura precedentd). AM
mediana corespundetoare la virful A : aceasta imparte
triunghial dat in alte doa triunghiuri BAM si CAM,
a caror unghiuri adiscente in M siut suplementare.
Duc din virful A perpendiculara pe BC si aplic tri-
unghiului BAM, care are un unghiu obtuz in M. Teo-
rema respeetiva (§. 194) s1 avem :

;\‘BQZAE\{-’_@-I\IBZ__DB;\I X MD;
aplic de asemene trinnghiului ACM. a carui unghio din
M este ascufit, Teorema respectivi (§. 193) st avem :
AC—=CM>FMA>—2CM X MD.
Observim ca: BM=CM, si atunci prin adunare avem :
| - ACHHAB=—2ZAM*-2CN°
cela ce demonstreazi Teorema.

198. TEOREMA . — Intr'un patrulater, suma patra-
telor celor patri laturi este egata.'cu suma - patratelor
| color dod diagonale, plus de patru-ort patratul dreptel
| care umeste mijlocel cliagonalelor.

o 2 Fie ABCD un patrulater ;
WZ duc diagonalele AC, BD s1 unesc

17 punctele E i F, mijlocurile acestor
6’ diagonale. Aplic succesiv la tri-
/ \iiohiurile ABC stADC, Teorema

’ o
L B precedenta §i avem: -

o AB°LBC'—2AE*|-2BE*"
CD™+AD*=25E*-2DE"

:’adur} aceste doi egalitati, §1 pentru prescurtare insemn

cu S suma patratelor celor patru laturi a'patrulaterului

S—4AE2+2 (BE*DE”:
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Insd, in triunghiul BED, F este mijlocul laturei

BD, si aplicandu-i Teorema precedentd avem
BE--ED*=2BE?+2EF?;

prin urmare, inlocuind aceasti sumi in valoarea lui
S avem. ' ;

S=4AE’4-4 BE>+ 4EF2=AC°}-BD?>}-4EF"
fiind-cda AC—=2AE si BD—2BF, si prin urmare
AC—4%AE? si BD?>=4BF*

199. Corolar—Daca patrulaterul este un paralelo-
gram, atunci lungimea EF este nuld si prin urmare :
in ori-ce paralelogram. suma patratelor laturilor este

egala cu suma patratelor diagonalelor - si veciproe daci |

swma pairatelor laturilor unui patrulater este egala cu
suma_ patratelor celor dod diagonale, acel patrulater este
un paralelogram.

200. TEOREMA. — Diferenta patratelor a dodi laturi
a-le unut triunghiv, este egald. cu de dod-ory laturea a
treia, inmulfita prin proecfiunea medianet corespunzatoare
aceestl. laturi

i Avem egalititile:
4\\ AB’=AMZ| BM*—2BM><MD
+ A2 _ ATl Aar2
~ / 2 AC _:AVM +COM-2CM ><MD.
P Seddem intiia din a doa si

e observind ci BM=—CM, avem
AC*—AB *=4BM<MD=—2BC><MD
ceia ce demonstreazi Teorema. |
201. Corolar.—Si presupunem ci punctele CsiB
sint fixe, iar punctul A se migcd in plan astfel ca di-
ferenta AC2— AB? si rimani constanta; atunci relati-
unea precedentd ni arati ci in aceste conditiuni de
migcare a punctului A, proectiunea MD a medjanei
nu se schimbé, adici proectiunea D a punetului mobil

w

-~
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A este fixd pe dreapta BC. Punctul A descrie o per-
pendiculard pe BC.
202. Problema I.—A imparfr o linie dreapta in un
numér oare-care de parti egale.
r 3 Fie AB dreapta de
A impirtit, d. e. in cinci pirtt
geale.
Duc prin A o dreapti
oare-care AM, pe care port
Z de cinci-ori o lungime ar-
bitrarda Ac : am astfel punctele de impértire ¢, d, ¢, f,9;
unese ¢ cu B §i apoi prin celelalate puncteduc drep-
tele fF, ¢E, dD, cC, paralele cu ¢gB. Punctele C, D,
E, F impart pe AB in cinel pirti egale, pentru ci
toate portiunile AC, CD, DE, EF, FB sint egale intre
ele: in adevér, fiind cd Ac—cd apoi §i AC—CD din
cauza similitudinei triunghiurilor ACe, ADd; apoi Ad
find egal cu de dod-orl de, 51 AD este egal cu de
dod-ori DE si prin urmare AC—=CD—DE; ete.
203. Problema II.—Sa se imparta o linie dreapti
in partr proportionale cu tret lungimi date.

Gl o Fie a linia dreapta
m A datd si m,r, p cele trei
P 7 lungimi date.

Consider un unghiu
oare-care A; pe una din
laturile lui ied o lungime
AF—a sipe ceialaltdlature

ort succesiv lungimile
AD=m, DE=n si EG

B ¢ F =p; unesc FG §i prin
E si D due EC, 51 DB paralele cu GF.

Din cauza similitudinei triunghiurilor formate,
segmentele AB, BC, CF sint proportionale cu AD, DE,
EG sai cum, r, p.
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204. Problema III.—A construi o a patra propor-
tionale e tred Tungimi date.
e SR . Fie a,0, ¢ cele trei lun-
¢ gimi date.
lett un unghin oare-care
s A : pe unadin latari 1eu lun-
gimile AB, AC egale respec-
tiv ¢u a §1 ¢; pe ceialalta la-
ture port lungimea AD egali
: cu b: due BD st prin Cdue
€ A paralelacu BD: portiunea AE
este a ‘patra proportionald cadutata ; edci avem
S A D Es o
ACT TAE o7 AR ;
205. Problema IV.—A construimedia proportionald
intre dod lungimi date.

Fie a 51 b lungimile date,

Teti lungimile AC=q si
CB=5 una in. prelungirea
celeilalte: pe AB ca diametru
deseriti semicircumferenta Si
in C radic perpendiculara CD
: pe AB. Portiunea de dreapta
DC' este media proportionald cerutd (8. 188).

: Y Alt-fel. Fie AB=a s1 AC=b
pe AB ca diametru descrit semi-
circumferenta ; in C radic per-
pendiculara pe AB pini ce in-

A C tilnelste circumferenta in D -
lungimea AD este media proportionali ceruti (§. 187);
: Alt-fel. Fie' AB=a cea mai mare dintre lungimi :
Jeli pe dreapta AB, lungimea AC=b; prin punctele
B 5i C duc o circumferenti si din A duc o tancenta
AD la aceasta circumferen;é; AD este media pr§por-
tionald ceruta (§. 167).




'206. Problema V.—A cons

v/ strui punctele cari impart o
dreapta data in segmente pro-
portionale cu doa lungimi date.'

Fie AB dreapta data, m

si n cele doa lungimi date, (fi-

B gura urmatoare).

Prin A, duco dreapta AC
egeld cu m ; prin B due paralela cu AC, pe careiet
de o parte §i de alta a punctului B. lungimile BD si
BE egale cu n: duc dreptele CD si CE, carli intilnesc
pe AB in F si G: aceste ¢int punctele cautate '
In adever, triunghiu-
G vile ACG s1 BEG sint ase-
mene §i dail

GA AC,

GB BE’
triunghiurile ACF, BDF
sint si ele asemene, st daul

FA AC

FB BD
i prin urmare din cauza
egalititel liniilor BD, BE
avem )

GA FA m
6B FB n.

207. Problema VI.—A4
construi  doa linil drepte
cunoscandu-se suma gi productul lor.

E Fie ABsuma liniilor drepte

. §i a latorea patratulul egal cu
€ 0/_1’\5 productul lor.
*} Pe AB ca diametru descrit

/ o semi-circumferenta : duc tan-
genta in A pe care iell 0 lun-




S

gime AC egald cu a: prin C duc paralela cu AB,
care taie circumferenta in punctele D si E.

_ Portiunile CE si CD sint liniile ciutate, cici mai
intai productul lor este egal cu A(? sali a2 (§.167);
apoi suma acestor linii este egald cu AB, precum usor
se vede, ducind perpendiculara OF, ci CD—--CE este
egald cu de doi-ori CF sai AB.

Observatiune. Pentru ca paralela dusi prin C sa
intilneasca circumferenpa, este necesar ea AC si fie
mal micd de cit jumitate din suma ABa liniilor date,
sat cel mult egali cu aceasts jumaitate.

208. Problema VIL.— A4 construi doa liniy drepte
cunoscandu-se diferenta si productul lor.

Fie AB diferenta liniilor drepte si a laturea pa-
tratului egal cu productul lor.

C Pe AB ca diametru, descriii o
circumferentd ; duc tangenta in A
’ pe care port o lungiwe AC egala
cu @ ; unescC cu centrul circum-

4 A % ferentel si CO prelungits, taie cir-

3 V cumferenta in D si E.
‘ £ Portiunile CE si CD sint liniile
cautate ; cici diferenta lor este DE

sai AB, iar productul lor este AQ? sat a’

209. Problema VI —_ 4 imparti o dreapti in medie
st extrema rafiune, adica in dod parpi astfel ca partea cea
mai mare sa fie medie Pproportionala intre linia intreaga
$t - partea cea mai mica.

_ Fie AB dreapta de impértit in medie si extrems
rafiune.
- In puncetul B ridie perpendiculara BE pe AB
$1 1ed BE egal cu AB : pe BE ca diametru descrig
circumferenta; unesc A cu O centrul circumferentei,
$1 fie C si D punctele in car dreapta AQ intilnegte
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£ pircumferenta : in fine iel
eo dreapta AB lungimea
pVE egali cu AC. Dreapta
AB este impartita in punc-
C tul F in medie §1 extre-
-‘ mi ratiune, adicd avem:
7 AF2=ABx<BF
A4 A In adevir, AB fiind
tangenti la cerc in punctul B, avem
AB*=ACXAD;
Insi AB=AF|FB si AD=AC-|-CD=AF--AB.

Daci. in egalitatea precedents, inlocuim AB? prin
AB><(AF-FB) si ACXAD prin AF<(AF-ADB) aceasta
~ egalitate devine

AB X (AF-}FB)=AF X (AF{-AB):
facem inmultirile indicate, si scidem din ambii membri
al acestei egalitati productul AB><AF, avem
AB X BF=AF?
ceia ce era de ardtat.

210. Observatiune. Si insemodm prin a longimea

datd AB; avem

AF=A0—0C:
insia AQ este ipotenuza triunghiulul dreptunghic AOB
si OD este jumidtate de AB saii g prin urmare

it N / 2 5
AO= ‘/ABZ—H&OZ: l/ ag—{—%zaz‘g—
§1 prin urmare
a a

AF=a¥? —5=3(V5—1).
Aceasta este formula care di partea cea mai mare
a lungimei o impartiti in wedie si extremd ratiune.
211. Problema IX.— A construi pe o lungime de
dreapta datd, un triunghiv sai un poligon” asemene cu
un triunghiv sai un poligon dat.



— 140 —

Fie dreapta ab pe care

45 . £ )
. S€ cere sa construim un
. 4 triunghiu asemenea cu
triunghiul ABC: presu-
7 ¥ pun ca ab este omoloaga

laturei AB. Fac in a un-
zhiul bac egal cu unghiul BAC, si fac in & unghinl
abe egal cuunghiul ABC, Triunghiul abc este asemene
cu triurghiul ABC fiind-ci aceste triunghiuri ai doa
unghiuri egale, ;
7 Fie incd dreapta ab
/\ pe care se cere sid construim
€ un poligon asemenea cu poli-
gonul ABCDE ; presupun ci
ab este omoloagi laturei AB
a poligonului dat ABCDE.
Descompun poligonul in tri-
unghiari ; apot construesc pe
ab un triunghiu asemenea cu ABC.

6
a€ ¢ pe ac un triunghiu asemenea cu ACD,
& J 212, Problema X A *deseri' b oir-
cumferenti care sa treaci prin dod puncte
date si sa fie tangenta la o dreapta data saii la o cir-
cumferenti de cerc dati

1°. Fie A, B cele doi puncte date 1 KL dreapta
dati.

Prelungim AB pini in
g l‘u C unde intilneste pe KI..
A

A

v/

Daca T este punctul in care

cercul necunoscut atinge

/ dreapta KL, atunci CT va

A Lol T Lg media proportionala intre

dreptele cunoscute CA, CB. De aici rezulta construc-
{lunea urmatoare : :
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Duc AB p#ni ce intilneste pe KL in un punct,
(; determin media proportionald intre CB si CA si
port pe dreapta KL, lungimea CT egald cu aceasta
medie proportionald. In punctul T ' ridic perpendicu-
lara TO pe KL si o prelungesc pand ce intilneste
dreapta OO’ perpendiculara pe AB in mijlocul e1; O
este centrul cercului cdutat.

Purtaind media proportionali CT la stinga laiC,
avem a doa solutiune.

Dacid AB este paraleld cu KL, punctul de contact
se afli la intiloirea perpendicularel dusa prin mijlocul
dreptei AB cu dreapta KLi; avem o singurd solutiune.

Este vizibil ci problema este imposibild daca cele
dod puncte A si B sint de o parte s de alta a drep-
tei KL.

20, Fie B, C cele doi puncte date si C circum-

ferenta data.
' Presupun problema rezol-
viti si fie A punctul in care
cercul O atinge cercul O ; pro-
blema este rezolvitd dacd cu-
noastem punctul Min care tan-
genta MA intilneste dreapta BC
¢ prelungitd. Ducem prin Bsi C
o circumferentd auxiliara care
taie circumferenta O in doa
puncte D si E ; coarda DE pre-
lungita va twece prin M. In adevar, sd insemnam pen-
tru moment prin K, punctulin care MD taie circumfe
renta O; vom ave

MD><ME,=MA°=MB X MC.
Asa dar punctul B, este pe circumferenta de cerc

determinati de punctele D, B, C care nu'ialt-ceva de
¢t circumferenta auxiliard ; acest punct E, este dar
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Ed

insusl punctul E; din aceste deducem constructiunea
urmatoare ;

Prin punctele B si C, ducem o circumferents
oare-care care taie circumferenta dati O in doa puncte
D §iE, sidin punctul M, intersecfiunea dreptelor BC
s1 ED, ducem o tangentd MA la cercul O. Punctul
A va fi punctul de contact al cercului O cu cercul ce
se cautd : centrul O’ al acestui cerc se gdseste la in-
tersectiunea liniel OA prelungiti eu perpendiculara dusi
prin mijlocul lui BC,

. A doa tangenti dusi din M la cercul Ovadao
a doa solutiune. :

Dacd punctele Bsi Car fide o portivi depirtate
de centrul O, atunci dreptele BC 5i DE ar fi paralele -
ar fi de ajuns atunei si ducem la cercul O o tangents
paraleld cu BC : sint tot doa solutiuni.

Este vizibil ci problema nu'’i posibila de eit nu-
mai intru cit punctele B st C sint amindod exteri-
oare, sali amindoi interioare cercului O.

213. Exercitii. 7. Dod cercurr as razele lor egale res-
bectiv cu 0,5™ si 1,5™; tangentele in unul din punctele de in-
tersectiune, sint perpendiculare una pe alta, se cere distanta
centrelor. Fie 0,0’ centrele, A unul din punctele de infersecti-
une ; triunghiul OAQ’ este dreptunghic in A si avem

W2=6K‘-’+<ﬁ2-=(f5)2+(0,5)‘-’
de unde 00'=1,581=, .

2. Razele a dod cercury concentrice sint 36™ si 20m; se
duce 0 coardd in cercul cel maye tangentd la cercul cel mic
8d se calculeze lungimea coardey,

Facind figura se vede ci coarda ciutati este datd de for-
mula 2 VWX_(W in care R si » sint razele celor doi
cercurl. Se giseste 59,867.m :

3. 4 caleula lungimea coardei comune lg dod cercuri de
raze 12" si 15m stiind cd distanfa centrelor este de 18™.

Chestiunea revine la a caleula indltimea unui triunghin 3
cirui razi este 18™, si celelalte do# laturf cite 12m. $i 15m.,
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4 A duce prin dod puncte A, B o circumferentd care
siimparta in parfi egale o circumferenida datd. Fie O centrul
dremferentei date. Presupun problema rezolvita si 0" cercul
dntat care trece prin dod puncte C si D diametralminte opuse.

Avem,

S 0E><OA——OC><OD=OS2
de unde OE:%[%. Daca punctul E este cunoscut, atunci circum-
ferenta cautata este aceia care trece prin A, B, E. Pentru a construi
OE, due un diametru oare-care FG in O si prin A, F, G duco
crcumferentd care taie pe AQ prelungita in Ej acestai punctul cautat.

5. A duce prin un_punct dat 0 circumferentd care sd fie
tngentd la dod drepte date.

Presupun ci dreptele se intilnesc in A,si“fie BAC unghiul
care contine punctul dat D ; duc bisectoara unghiului; duc DE
perpendicularid pe bisectoard sio prelungese de o lungime egald
ED; chestiunea revine la a duce 0 circumferentd prin’ D, D81
tangentd la AB. ’

6. Locul geometric al punctelor, din cari se pot duce
tangente egale la dod cercuri date, este o perpendiculard pe
linia cemtrelor cercurilor. Fie M un punct al locului, A si A’ punc-
tele de contact a tangentelor duse din M la cercnrile 0 si O'. Avem
_ : OM>=0A"fAM®
1 O/ MP=0'A"-~ A'M’;
sciddnd una din alta, si fiind ¢ AM=A M, avem

OM°—0'M*=0A*—0"A""
ceia ce insemneazi cd diferenta patratelor distantelor luiMla O
51 0" este constantd ; acest loc geometric este dar o linie dreaptd
perpendiculara pe 00’. Aceastd dreaptd poartd numele de aza
radicald a cercurilor. :

7. Locul geometric al centrelor cercurilor care taie sub un
unghiu drept, dod cercuri date, este aza radlecald a acestora.
Se vede ugor pe figuri. )

8. Din extremitatea A a diametrulul AB a unui cerc,
sd se ducq o secantd ast-fel ca Suma saw diferenta distantelor
punctului A la cele dod puncte D si Cin cari aceastd secantd
taie cercul gi tangenta in B, sd fie egald cu o linie datd 2L
Dupd enuncin avem

1 AD--AC=2l,
apof trionghiul dreptunghic ABC, din virful cdruia am dus per-
pendiculara BD pe AC, dé:



— 144 —

ADXAC=AB>
Chestiunea revine la a construi dod linii cunoscindu-se suma $
productul lor,

9. Prin un punct din planul unui unghin si se ducio
dreaptd care sd fie impartita in un raport dat de pumctul dat
i laturile unghiului prelungite si dincolo de virf dacd este
necesitate.

; PE-m
Trebue 'si avem ———.
: S i TR
. Daci facem abstractiune de dreapta OA, punctal E numai
t p ; P i
i i este supus de cat la conditiunea de
Z mal sus, prin urmare E face parte

din locul geometric al punctelor cari
P se capitd ducdndu-se prin punctul P
y niste drepte PEF pana la intilnirea
& cu dreapta OB si pe care si ie, cu
e [ inceperé de la punctal P, o lungime

VA PE caresa satisfaci conditinnei pre-
ceaente. Acest loc geometric se compune din dod linit drepte
paralele cu OB, pe care ca sd-1 construim ducem o dreaptd
oare-care PF’ pe care determinez puuctul E’ prin o a patra
proportionala la linille n, m, PF', si port de o parte si de
alta a punctului P, lungimea PE', si apoi prin E’ duc paralele
cu OB, aceste paralele intilnesc laturea OA in E gi H, ceia ce
dd doa pozitiuni PH, PE a dreptei cautate.
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Ps

CAPITULUL 1V

POLIGOANE REGULATE

214. Definitinni—Se numeste poligon regulat ori-
ce poligon, convex sali concav, care are toate laturile
egale intre ele, si toate unghiurile egale intre ele.
Astfel, triunghiul ecvilateral si patratul sint poligoane
regulate. ;

215. Un poligon se dice ed’ inscris in un cere,
cind toate virfurile lui se gdsesc pe circumferenta a-
celui cerc. Cercul este circumscris poligonulul.

Un poligon se dice cd'i circumscris la un cere,
dacé toate laturile lui sint tangente la circumferenta
acelui cerc. Cercul, este in acest caz inscris in poligon.

. 216. TEOREMA.— Ori-ce poligon requlat poate fi
seris in un cerc si poate fi circumseris la un cerc.

Fie ABCDEFGH un poligon regulat. °

1°. Dic ca circumferenta
dusé priu trel virfuri conse-
cutive A, B, C, trece §i prin
virful urmitor D. Prin mij-
jocurile laturilor AB si BC
e poligonului, duc perpendi-
cularele pe aceste laturl care
se taie in un punet O si care
punct este centrul circumfe-
rentei dusd prin A, B, C.
Pentru a arita ca OD este
egald cu rada circumferentel, suprapun ,patrulaterile
OLBA i OLCD, indoind figura de-a lungul dreptel

Geom. Elem. C;.-Climeacu +10
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OL ; fiind-ci unghiurile OLB si OLC sint drepte, la-
turea LC ie directiunea LB si punctul C vine in B,
fiind ci L este la mijlocul laturei BC. De asemene,
unghiul LCD fiind egal cu unghiul LBA ca unghiusi
a poligonului regulat, laturea (D ie directiunea BA,
si fiind ¢i OD este egald cu BA, ca laturi a-le poli-
gonului regulat, punctul D vine in A, si OD coincide
exact cu OA ; prin urmare circumferenta deserisi din
O ca centru cu rada OA va trece prin D.

Tot astfel se va demonstraca acea cireumferenti
trece si prin celelalte virfuri a-le poligonului.

Asa dar poligonul poate fi inseris in cere.

2°. Latarile AB, BC, OD, fiind coarde egale in
cercul circumseris, perpendicularele OK, OL.. duse
din centrul O pe aceste coarde sint toate egale intre
ele. Circumferenta descrisi din O ca ceutru cu OK ca
radi, este tangents la fie-care din aceste latari, in punc-
tul lor din mijloe. -

Asa dar poligonul poate fi circumseris unuf cerc.

217. Observatiune. Punctul O, centrul cercurilor
inseris g1 circumseris, este namit centrul poligonului
regulat. Rada cerculuf circumscris, este si rada poli-
gonului regulat: rada cercului inseris se numeste apo-
tema poligonului regulat. 3

Se numeste wnghiu la centry in un poligon regu-
lat, unghiul a doi rade consecutive OA, OB. Unghiurile
la centru sintegale intre ele, fiind-¢# arcurile interceptate
de ele pe circumferenta circumserisi sint egale. Raportul
unuia din aceste unghiuri Ia unghiul drept este prin ur-

4 . & . : 5
mare egal cu —, % fiind numéral laturilor poligonulaj.
n .

218. TEOREMA. Daca impdrtim o circumferenta
n un numér oare-care de arcuri egale: 1°, coardele g-
cestor arcurl formeazd un poligon requlat convez, nscris
n ecircumferenti ; 29, tangentele duse la punctele de
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impdrfire, formeazd un poligon requlat convex, circum-
seris la circumferenta.

1°. Fie AB, BC, OD... arcurile egale intre ele ; coar-
deleacestor arcurisint si ele egale intre ele i prin urmare
poligonul inscris ABCDEF are laturile sale egale intre ele.

Sa ardtim ci si unghio-
rile lui sint egale intre ele.
Unghiul inscris ABC are drept
masurd jumitatea sumei arcu-
rilor AF, FE, ED, DC : un-
ghiul inscris BCD are drept
masura jumatatea sumel arcu-
rilor BA, AF, FE, ED ; aceste
dod sumi sint egale prin ur-
= mare si unghiul ABC este egal

ca unghiul BCD.
Tot astfel se vademonstra si egalitatea celorlalte unghiurfi.
20, Poligonul GHIKLM format de tangentele duse
la circumferentd in punctele A, B. C... este si el regulat.
Obsery maiintéi ca triunghiurile GAB si HBC.. sint isos-
cele, pentru ¢a tangentele duse la un cerc prin un punct
exterior sint egale (§. 140): apol, aceste triunghiuri dic
¢d sint egale pentru cd aii cite o lature egald adiacenta la
dod unghiuri egale unul cu altul. Asa, sa luim d. e. triun-
ghiurile AGB si CID: laturile AB, CD sint egale intre ele
prin ipotezd ; unghiul GAB, are drept masurd jumditate
din suma areurilor AF, FE, ED, DO si BC; unghial ICD
are drept mésura jumatate din suma arcurilor CB, BA,
AF,FE, ED; insi aceste dod sumi sint egale intre ele, si
prin urmare si unghiurile GAB, ICD sint egale intre ele.
Tot astfel se va demonstra egalilatea si a celorlalte un-
ghiuri intre ele. Triunghiurile fiind egale, rezulta: egalita-
tea unghiurilor G, H, I... intre ele, si egalitatea tangente-
lor GB, BH, HC, CIL... intre ele si prin urmaresi a laturilor
poligonului GHIKLM, care prin urmare este regulat.
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219. Corolar.— Dacii se imparte o circwmpf erenta
n un numer oare-care de parti egale, d. e.in zece par(i
st cu incepere de la un virf, punctele de impartire le
wiim intre ele din dod n dod, saw din tret in trei..
in general, din n in n, prin linii drepte, cu condifiune
ca n sa fie un numér intreg mai mic de cat Jumiitatec
numerului laturilor poligonulut; se formeazd un poligon
regulat de 10 laturt, dacd n este numér prim cu 10.
Daca insd n nu este prim cu 10, si dacd d este cel
mai mare divizor comun al lor, poligonul regulat ce se

10
formeaza, are - laturt. i
Sid luam n=3, si prin urmare prim cu 10; unesc
&t p virfurile din trei ig vtr.ei: cu
2R ' incepere de la A, adica ied ar-
</ Z curl egale cu AD care repre-
i
A

/ zinta trel zecimi din eircumfe-

R
Fren’gé, g1 duc coardele acestor

arcurl Fiind cd 3 gi 10 sint

‘\ 1& numeri primi intre ei, cel mai

5% ' i Itiplu ¢ 1 lor este
“’v mic multiplu comun al lor es

/5 prin ur a celor 10
ity 30,; prin urmare suma celo

arcurl egale cu AD;este 'egalé
cu de 3 ori lungimea circumferentei, si acesta’cste
cel maji mie multiplu al arcului AD, care poate con-
tine circumferenta un numér exact de orl. Coardele
acestor 10 areuri, formeazi o linie poligonali inchisi,
filnd c4 pleacd din A si si termini in acest punct.
Aceastd linie poligonald are 10 laturi, $i prin urmare
10 virfari, care nu sint alt-ceva de cit cele 10 puncte
de impirfire a circumferentei ; ea formeazi dar up
decagon regulat, fiind-ci laturile lui este evident ca
sint egale intre ele, precum si unghiurile lardsi egale
intre ele; decagonul este concav.

Sd luim »=—=4 §i prin urmare ne-prim cu 10 :

v
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unesc virfurile din patra in patro; dacd plec din A
revil i A dupd ce am dus coaraele a b arcnri con-
secutive egale cu arcul AE care reprezinta */,, din cir-
cumferents, fiind cd suma acestor b arcurl este egald
cade b ori */,, de circumferenta satt de doa ori lun-
gimea circumferentei. Poligonul regulai concav format
in acest mod are numai b laturi, adica atitea cite u-
nitdti sint in citul numdaralai 10 impartit prin cel mai
mare divizor comun 2 a numerilor 10 si 4.
Poligoanele de felul acesta se numesec stelate.

220. TEOREMA.— Doa poligoane regulate, de un
acelasi numér de latury, sint asemene. Raportul intre
perimetrele acestor poligoane este egal cu raportul intre
ragele lor sai intre apotemele lor.

7°. S& ludm d. e. dod hexagoane regulate, ABC ...
A'B'C... dic ca aceste poligoane sint asemenea.

A4 M B Suma unghiurilor

hexagonului ABC...
‘ (7 este egald cu 24
7 saii 8 unghiuri drep-

te, prin urmare fie-
care unghiu valo-
/ reazi °/; din un un-

E D ghiu drept.

De asemenea fie-care unghiu al hexagonului AB'C’
vabreazﬁ tot °/, din un unghiu drept. Asa dar un-
ghiurile acestor dod poligoane sint egale unul cu altul.
Apol, proportionalitatea intre laturieste evidentd, cici
raportul a dod laturl din poligonul intai este egal cu
1, §i tot cu 1 este egal si raportul intre doa iaturi din
poligonul al doilea.
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2°. Poligoanele fiind asemene, raportul perime-
trelor lor este egal cu raportul dintre dod laturi (§. 185)
d.e. AB si A'B. Apoi triunghiurile isoscele AOB §
A'O'B’ sint asemene intrc ele fiind ci ai unghiurile
din O §i O egale intre ele $i cuprinse intre laturi
proportionale ; atunei raportul intre AB si AB' este
egal cu raportul intre OA si O'A’. Prin urmare si
perimetrele celor doa poligoane sint intre ele ca radele
OA si O'A"

Apol, este usor de vidut ci triunghiurile drept-
unghice AOM si A'O'M’ sint asemene $i prin urmare
raportul intre OA si O’A’ este egal cu raportul intre
OM si OM". Asa dar, perimetrele poligoanelor sint
proportionale cu apotemele lor OM, O'M’.

221. Problema 1.—Sa se inscrie un patrat in un
cerc dat. Duc doi diametri AC, BD perpendiculari u-

VA nul pe altul, si unesc extremiti-
tile succesive a diametrilor. Pa-
trulaterul ABCD care se formea-

za este un patrat, cici circum-
< 7 € ferenta este impirtita de cel dos
diametri, in patru pirgi egale, si
la fie-care are corespunde la
centru un unghiu drept.

4 Putem calcula raportul intre
laturea patratului inscris si rada cercului ; triunghiul
dreptunghic AOB di
AB*=A0*1-0B*=2A0°

de unde
AB i
a0~ V%
222. Corolar.—De la patrat, putem trece la octo-
gonul regulat inscris, lmpartind fie-care din arcurile
AB, BC, CD, DA in doi parti egale.
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De la octogon putem trece la poligonul regulat
de 16 laturi.. si asa mai departe.

Patem dar, cu linia si compasul, si construim po-
ligoane regulate de 4, 8, 16. 32... laturi

223. Problema II.—Sa se inscrie un hexagon regulat
in un cerc dat.

Fie AB laturea hexagonulul cerut. Duec radele OA
OB si formez triunghiul isoscel AOB, in care unghiu-

rile din A si B sint egale.

A Unghiul din O valoreaza
4/, sali %, de unghiu
4 P VAl drept ; unghiurile A si B

fac laun loc 2 unghiuri
- drepte minus 2/, de un-
0 ghiu drept, sai %/, de

‘7 unghiu drept; insd A fi-
ind egal cu B, fie-care

z valoreaza 2/, de unghiu
drept : prin urmare tri-

i ;

20 unghiul OAB este ecvi-

lateral si rezultd cid latu-

rea AB a hexagonului este egald cu raza OA. Pen-
tru a construi dar acest poligon, va fi de ajuns
s ludm o deschidere de compas egald cu rada cercului
$1 82 o purtdm pe circumferenta cercului. :

224. Corolar 1.—Unind doa cate doi virfurile, ci-
patam triunghiul ecvilateral inscris. Pentru a ave
raportul intre laturea acestul triunghiu si radd; observ
ca triunghiul dreptunghic ACD da:
 AO-ED*—DC’—4A0"—A0*

§l prin urmare
AO
Ko V3
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Apotema acestul triunghiu este usor de vadut ci este
egald cu jumitatea radei.

225. Corolar IL—Ducind tangente prin punctele
B, D, F, avem triunghiul ecvilateral IKL cireumseris,
a” carel laturi sint paralele cu acele a-le trinnghiului
ACE. Raportul de similitudine intre aceste dod tri-
unghiuri este egal cu OB la OP adiea 2. Aga dar, o
linie oare-care din trinnghiul ecvilateral circumseris,
este de dod ori mai mare de cit linia omoloaga din
triunghiul ecvilateral inseris in acel cere.

226. Corolar III. - De la hexagon putem trece la
dodecagonul regulat, priu impartirea in doi pirti egale
a arcurilor sub-intinse de laturile hexagonului; putem
inseri apoi poligonul de 24... latarl Asa dar cu aju-
torul liniel si a compasului putem inseri poligoane re-
gulate de 3, 6, 12, 24... laturl.

227. Problema I1.—S:i se tnscrie un decagon re-
gulat in un cerc dat.

Sé presupunem problema rezolviti, adici circum-
ferenta impartitd in zece partl egale si fie: A, B, C.
D,EF G H I,K punctele de dividiune. Unind
prin linii drepte punctele de
impéartire consecutive, avem de-
cagonul regulat convex ; si unind
punctele de impirtire din trei in
trei, avem decagonul regulat ste-
lat. Avem a construi larurile
J AB si AD a acestor doi deca-
goane. :
7°. Si considerim triunghiul
1soscel ACB ; unghiul din O va-
loreazd %/, saii 2/, de unghia drept, celelalte dod un-

Bl

ghiuri A si B vor valora 2 unghiuri drepte minas
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2/, adicd %/ de unghiu drept, si B egal iar cu L/, de ‘un-

ghiu drept, adicd fie-care din aceste unghiuri este de
doi ori mai mare de cit unghiul din O.
Duc bisectoara AP aunghiului BAO: ea imparte
pe OB in parti proportionale eu OA si AB, si avem
s AO_OP
AB PB
Dacd acum luiam triunghiul OAP, acesta are unghiu-
rile sale PAO si AOP egale intre ele, fiind cd am va-
dut ca& unghiul total BAO este de dod-ori mal mare
de cit unghiul AOP : rezultd ca AP este egald cu OP.
Triunghiul ABP este si el isoscel, fiind cd unghiul
APB este egal cusuma unghiurilor PAO si AOP, care
ambele sint egale cu unghiul PAB: asa dar anghiul
considerat APB este dublul unghiului PAB i prin ur-
mare egal cu unghiul ABP. Avem dar cd laturea AB
este egald cu AP. '
Putem inlocui in egalitatea precedentd AB prin
OP si AO prin OB, §i ni vine '
OB OL.
OP P
din aceasta videm ci punctul P imparte rada OB in
medie si extremd ratiune, si laturea AB a decagonului
convex regulat inscris este egal cu segmentul cel mai
mare OP al radei. Avem (§. 212).
e

99, S5 trecem acum la laturea decagonului stelat.
(fig. prec.)

Fie ABlaturea decagonului regulat convex si AD
laturea decagonului regulat stelat. AD imparte arcul
BF in dod péarfi egale, prin urmare este bisectoara
unghiului BAF ; mai rezultd din demonstratiunea pre-
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cedentd ci punctul P, unde AD intilneste pe OB, jm.
parte pe OB in medie $l extremi ratiune sl ci drep-
tele OP, AP, AB sint egale intre ele; prin urmare
lungimea laturei decagonalui stelat trece peste .lungi-
mea laturei decagonului convex, cu lungimea PD, Apoi
triunghiul isoscel AOD aye unghiul ADO egal cu
unghiul OAD, prin urmare unghiul ADO este egal si
cu unghiul BAD ; asa dar triunghiurile OPD si APB
sint asemene : ipg3 triunghiul APD este isoscel, atunci
si triunghiul OPD este isosce] siare PD egali cu OD.
Din .aceste videm ci daes la lungimea laturei deca-
gonului convex addogim o lungime egali cu raza cir-

cumferentei avem laturea decagonu]ui regulat stelat,
adica

228. Corolar I.— Circumfererenta fiind impartits
in zece pirti egale, (fig. prec.) daci unim punctele de
impirtire din dod in doi, avem pentagonul regulat
convex ACEGIA §i daci le unim din Patru in patrn,
avem pentagonul regulat stelat AEICGA. :

Duc diametrul AF: AB st AD sintlaturile celor

- dod decagoane ; FD si FB sint laturile ceI.or.doé pen-
tagoane, pe care voim si le aflim, Triunghiurile drept-
unghice ADF si ABF dai:

FD=V4R>—aD" si FB= ViR* 4D,

substituind in loc de AD $i AB valorile lor aflate maj
sus avem

o R0 oy
FD:gV e b YV 100y

229. Corolar II.—De 1a decagonul convex, putem
trece la poligonul regulat de 20 laturi, apol la ace] de
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40... Se poate dar, cu linia si compasul, inseri poli-
goane regulate de 9, 10, 20, 40.., laturl.
930. Problema IV.—Si se inscrie un pentedecagon
requlat in un cerc dat.
4 C Teti un arc AB egal cu a gesa
— R parte din circumferenta 0, si scad
din el arcul BC egal cu a zecea
parte din eircumferenta ; arcul AC
care ramine va fi a cinci-spre-
zecea parte din circumferentd. Asa
dar, coarda arculul AC este laturea
pentedecagonulul cdutat.

231. Problema V.— Cunoscin-
du-se laturea unui poligon regulat inscris in un crc
dat, si se calculeze laturea poligonulut regulat inscris
cu un indoit numdr de laturt.

C Fie AB—a laturea datd si R
rada cercului; CD fiind diametrul
4, 8 perpendicuiar pe AB, AC va fi latu-
£ rea cdutatd; o vom insemna cu -
0 tera c.
Coarda AC este medie propor-

fionald intre diametrul CD i proec-
: jiunea ei CE=0C—OE, pe acest
2/ diametru ; avem dar
; ¢?>=2R(R—OE)=R(2R—20E).
Insd triunghiul dreptunghic AEO da
OE=V )A*—AER:®
. sail OE=‘/ Rz_if___ %yzﬁz_faz';
subtituind in expresiunea precedentd a lul c*si extri-
gind ridicina avem

c=VR(ZR—VZR*—a?).
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In particular daci si ie rada ca unitate, avem
VIV

Acestel expresiuni i se di o alid formi mai ‘comodi

pentru caleulul numeric. Inmultim $i impértim expre-

siunea 2—VZ—72° de sub radical, prin 2-LV/2 3 ceia

e nu va schimba intru nimic valoarea membralui al

doilea; avem

) VT . .
2HVi g V2 g

S& aplicim aceasti formula la patrat si hexagon, in-
serisl in circumfer'enta de rada 1 : iatd rezultatul :

Numeral Semi-per- | Numel Sei-peri-
laturilor - mefrele ) Jafurilor mefrele
Ao a Gy 2,82842 B anse 3,00000
TN S AN R L e 3,10582
160 a 20 SPtan [ 2E. o 3,13262
B2 smnacii o 3,13654 hpes! BTN B R 3,13935
Bd-cae B e 3,14033 |- 96°. ~ 3,14103
1285, o5t 8304197 LABT S pi 3,14145

232. Problema VI.—-Cunoscandu-se latureaunui po-
ligon regulat inscris, sa se caleulese laturea poligonulu
regulat circumscris asemene. :

Fie AB—a laturea dati si R
(8 = 4 rada cercului: si ducem tangenta

N [ oA prin mijlocul F a arculul AR
4 ‘7 §i sd o prelungim pini in punctele
C si D, unde intalneste razele Oa
si OB prelungite. CD va i laturea

cdutatd ; si o insemnim prin «.
Triunghiurile asemene AOE sl

COF dau



insd am gasit la Problema V
OE:%V AR —a?
prin urmare rezultd
2aR
- VaR*—a?
In particular, dacé si ie rada ca unitate, avem
2a
e
V 4—a?
Si aplicim aceastd formuld la aceleasi poligoane ca si
dingoare :

Nomeral Semi-peri= | Numen! Semmi-peri-
lafunlap metrele laturilor netrele
Pl o 2 4,00000 Gy e 3,46411
S 3.31371 B T Sl 3,21540
TR 3,18260 o PR S 3,15957
SR 34hi (3 R R R TS 3,14609
s 3,14412 T S B
L 314228 82 L5 a0 3,14188

233. Probleme VIL.— Fiind date rada r si apote-
ma &, ¢ unui poligon regulat, s& se calculeze rada 1’
$iapotema & a poligonulut regulat care ar ave aceldst
pevimetru §i wn numér indoit de luturi.
. Fie AB laturea si O centrul poligonului dat;
ducem rada OGC perpendiculard pe AB avem
0G=r, OF=a'.
Ducem CA, CB si unim miijlocurile D si E aces-
tor dod coarde. Dreapta DE, paraleld cu.AB si egald
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c cu jumitatea el, va fi laturea
: poligonului regulat care are ace-
% ‘% lagi perimetru si de dod-orimai
4 ‘Z: 3 multe laturi de cit cel dintii.
/ Unghiul DOE fiind jumétate din
/] unghiul la centru AOB a poli-
gonului primitiv, punctal O va
fi centru si noulul poligon si
vom ave
OD.—:’)"', OF:CLI.
Insd, punctul I este mijlocul Iui CG, prin urmare

OF=1/,(OF—00), saii ¢'=1/, (a—+r).

Apoi, triunghiul dreptunghic CDO di:
O‘D2:OC><OF sai ’)",=Vr‘ o ot

234. Corolar.—Videm in figuri ei OF este mai
mare de cit OG si OD este mai mic de cit OC. Prin
urmare cand trecem de la un poligon regulat la poli-
gonul requlat izoperimetric de un numér indoit de laturi,
apotema creste si ragda se micsureazi, asa ci diferenta
intre radd §i apotemd merge descrescind. Triunghiul
AOG arati cd aceastd diferenti OA—OG este mal
micd de cit AG, adici de cit jumitatea laturei poli-
gonului corespondent. Insi, dacd perimetrul unui po-
ligon rimine constant, atunci valoarea fie-cirei din
laturi tinde citrd zero, cind indoim necontenit numi-
rul laturilor. Asa dar, diferenfa intre razi si apotema
poate deveni ori-cat de mica vom vroi.

235. Exercitil.—1. Apotema hexagonului regulat inscris
in un cere, este egald cw jumdtatea laturei triunghiulur ecvi-
lateral inscris in acelasi cerc. Fie A, B, C, D, E, F, virfurile
succesive a-le hexagonulai; duc OD perpendiculara pe AB si
formez triunghiul ABE ; se vede ci OD=1/, AE,
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2. Dacd distania centrelor a dod cercury care se taie
in unghiu drept este egald cu dublu vneia din raze, coarda
comund este laturea hexagonului regulat inscris in unul din
cercuri gi este totodatd si laturea triunghiulyy ecvilateral tnseyis
in celalalt cerc. :

Ficindu-se figura se vede ci coarda in chestiune sub-
intinde in wnul din cercuri wn arc de 60° si un arc de 120° in
celalalt cerc.

3. A descrio circumferentd ast-fel ca perimetrul patra-
tulut inscris in aceastd curbi, s fie egal cu acela a triun-
ghiului ecvilateral circumseris la o circumferentd datd.

Fie R rada cercului dat, si R" rada cerculuf cautat; peri-
metrele in chestiune sint 6RV'3 si 4R’V 35 ; trebue si avem

A i . BRIV 3: :
AR’V 2=6RI/ 5 de unde R'— Sy - care sel pauesen)
5 .

AT : s

R'=m: st acum se vede cd R’ este o a patra proportionald
2RK2

aRVg 5B

“in

4. A construi un lozanj « cirui lature sd aibd o lun-
gime datd si sd fie medie proportionald intre cele dod diagonale.
Fie ABCD lozanjul; O punctul de intretiere al diagonalelor ;
duc perpendiculara OM pe AB; avem A p?=—AC>AD=—4A0XXBO
prin ipotezd ; apoi triunghiurile dreptunghice ABO, AMO sint a-
semene si dait

OM _ BO,
A0 AB
by = AO>BO AB
de unde conchid ci OM:—Af__T'

Coustructinnea lozanjului revine prin urmare la constructiunea tri-
unghiolui dreptunghic- ABO in care se cunoaste ipotenuza AB si
indltimea corespunzetoare OM.
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CAPITULUL V

MASURAREA CIRCUMFERENTEI

236. Definitiuni.—Circumferenta de cere fiind o
linie curbi, lungimea el saii al unui arc al ei, nu se
poate ave in acelasi mod cum avem lungimea unel
linii drepte, adicd prin comparatiunea acesteia cu uni-
tatea de lungime, céci aceastd unitate de lungime este
o portiune de linie dreapta s1nu poate fi egala cu o
lungime de curbi, fiind-cd in Geometrie egalitatea re-
zultd din posibilitatea de coincidentd prin suprapunere;
se poate insd ca o lungime de dreapta si un arc de
curbad si ﬁe echivalente. Pentru stabilirea acestel echi-
valente, s’a adoptat urmitoarea definitiune :

Lungimea unui arc de curba este imita cdtra care
tinde perimetrul unet linil frante inscrisd in are, si a
caret laturi se micsoreazd din ce in ce apropiindu-se
de zero.

237. Sa aphcam aceastd d(,ﬁm(:lune la eircum-
ferenta de cerc, si si aritim cd limita in chestiune
existi. '

Sa 1 1magmdm cad se inscrie un polxgon regulat in
circumferenta, si ed indoim necontenit numarul latu-
rilor acestul poligon ; vom ave o serie de poligoane
a cidror perimetri merg crescind, insd nu vor creste
fara limitd, pentru cd ori-care din ii este mal mic de
cat pemmetrul unui poligon regulat circumseris.. De
aici rezultd ci perimetrele pollgoanelor regulate in-
scrise succesiv in cxrcumferenpa tind cédtrd o hmxta pe
care nu pot si o ajungd nici odatd, dar de care se
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pot apropia ori cit de mult am vroi noi ; aceastd li-
mitd 0 numim lungimea circumferentei Asa dar :
Lungimea wunet circumferente este limita catrda care tinde
perimetrul unui poligon requlat inscris, cdnd numérul
laturilor acestui poligon se mdareste necontenit.
Tot astfel vom defini si lungimea unui are de cerc.
238. TEOREMA.— Dod circumferenge sint propor-
fionale cu radele lor. Fie R si R’ radele celor doi cir-
cumferente, a cdror lungimi si le insemndm cu C si
(", Sd inserim in aceste circuvmferente cdte un poli-
gon regulat de un acelasi numér = de laturi, s1 fie
P, P’ perimetrele acestor poligoane ; avem
PR
PRy
Sd facem sd cireascd n necontenit, P si P’ vor varia
st se vor apropia respectiv de C si C'; dupd defini-
tiunea de mai sus, si fiind-cd raportul lor este necon-
tenit egal cu raportul dintre rade, vom ave

(&Rl 1/ '

iR

239. Corolar.— Doc arcuri asemene, adica doa ar-
curt cart aw acelast numsr de grade. in circumferénfe
deosebite, sint proportionale cu radele lor. Fie a si o
lungimile a dot arcuri cari fac parte din circumfe-
rentele de lupgimi C si C' si de rade R si R, si fie
« numérul de grade cuprinse in unghiurile la centru
corespundente arcurilor. Stim ¢i (§. 113) raportvl intre
arcuri este egal cu rapdrtul iutre vnghiurile de la
centru corespundente ; prin urmare raportul intre a

51 Cova fi egal cu raportul intre ¢ si 360°% adicd

Geom. Elem, C. Climescu =
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de asemine, circumferenta a doa da :

a o

¢ 360?
’ a L

aiea € B
e R

240. TEOREMA.— Raportul intre lungimea unel
circumferente la diametrul ei este constant.

Fie C lungimea unei circumferente de radia R:
sd o comparam cu o altd circumferentd arbitrard de
lungime C si de radd R': avem

de unde sall

€. B
Co R
: 0.
s PIgED

p
cela ce aratd ci raportul 2_% nu atirna de circumfe-

renta considerat.

241. Observatiunme.— Raportul constant intre lun-
gimes, unel circumferente si diametrul ei este un numer
necomensurabil, care prin urmare nu poate fi repre-
zentat prin un numdr intreg sai fractionar ; patratul
lui este gi el necomensurabil; s'a luat obiceiul a se
insemna prin litera greceascd = ; astfel avem ca de-
finitiune : :

Cire. R &

] PR
S’a calculat valoarea numerica a lui 7 cu un mare
numér de cifre zecimale ; 1atd valoarea cu §ese-spre-
zece zecimale :
7=—38,1415926535897932..,

. Archimede a gasit ci meste cuprins intre 3 L
§1 31°/,; si ie voloarea ®2/. ca mai comodi pentru cal-
cule in aplicatiuni.



— 163 —

Adrian Metius, geometru din secolul al XVI-lea,
355
113

242. Corolar I.—Lungimea wunei circumferenfe este
data de formula

a dat ca valoare apropietd pentru 7, numérul

C=2nh,
care rezultd din definitiunea numérului n. Este de
observat cd atit calcularea lungimei circumferentei
cand se cunoaste rada, cit$i calcularea radei cind se
cunoagte lungimea circumferentei, nu se poate face de
cit in mod ‘aproximativ.

243. Corolar I1.—Fie [ lungimea unui arc de cir-
cumferentd de radd R, carei lungimi sid'l corespunda
la centru un unghiu care si aibi drept masurd «;
la lungimea 7R corespunde 2 ungh. dr., la lungimea
[ corespunde « §1 avem

aR [ aRe
e v delunde— Sermie
2unghdr. o 2 ungh.dr.
aceasta in caz cind luim ca unitate de unghiu, un-
ghiul drept. Daca Iudm ca unitate de unghiu gradul,
avem

Dacd unghiul o contine minute si secunde. atunci va
trebul sa transformim totul in secunde. D. E. lungi-
mea arcului, in circumferenta de rada R, cérui cores-
punde la centru 31°4'27",5 va fi data de tormula

I [31604-4]x60+-27,5
AR~ 1806060
244. Problema.— A calcula raportul circumferentel

la diametru. Formula care defineste 7
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TT—

C
2R
ni spune ci pentru a ave 7, putem:

sali si ni dim R §i si calculim lungimea cir-
cumferentel C ; aceasta constitue metoda perimetrelor ;

Sali sd ni ddm circumferenta C si sa calculdm rada
R : aceasta constitue metoda izoperimetrelor.

7’[—_1/"’20,

adicd numérul 7 este egal cu jumatate din circumfe-
renta de rada 1.

Sd cdutdm dar a afla valoarea numericé a lungi-
mel */,C. Dacid vom inscri in circumferenta de rada 1
un poligon regulat de un numér care-care de laturi,
seml- perimetrul acelai poligon este o valoare apropiata
de 7 in minus, si daci vom circumseri un poligon de
un acelasi numér de latur], semi-perimetrul acestuia va
fi iardsio valoare apropiati de min plus. Astfel daci
inscrim un patrat, §i apoi cu ajutorul formulei de la Nr.
252, calculdm succesiv semi-perimetrele poligoanelor re-
gulate inscrise de 8, 16, 32, 64...laturi, vom ave tot atitea
valori apropiete din ce in ce dé 7 insd in minus; apol daci
cu ajutorul formulei de la Nr. 232 eircumscris circum-
ferentei un patrat, apoi un poligon reguiat de 8, 16,
32, 64.. laturi, semi-perimetrele acéstor poligoane vor
fi tot atdtea valori apropiete din ce in ce de =, insa
in plus. Asa am vidut e semi-perimetrele poligoa-
‘nelor regulate de 128 laturi, inscrise $l circumscrise,
sint ega'e respectiv cn 3,14127 si 3,149224 . prin
urmare valoarea lul 7 este cuprinsi intre acesti doi
numeri,

Am pute pleca de la hexagon sia continua ca po-
ligoane de 12, 24, 48... laturi.

246. Metoda izoperimetrelor.— Aceasti metodi a
fost stabilita de geometrul Schwab, in anul 1813 ; vom
da numai o idee de ea :




B |
A

¢
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Si ludm circumferenta egald cu 2, atunci avem

n:lE sall 1_—_R,

de unde videm c& numérul — este valoarea radei cir-

cumferentel egald cu 2. Prin urmare apotema a si rada
7 aori-cdrui poligon regulat de un perimetru egal cu 2,
1 3 < - ] h : :

sint dod valori apropiete de —, una in minus si alta

in plus ; cdci circumferenta inscrisd §i circumferenta
circumscrisa la un asa poligon, fiind una mai mica si
ceialaltd mai mare de cat 2, radele acestor circumnfe-
rente @ §i 7, vor cuprinde rada R a circumferentei
egald cu 2, adici pe numérul =
J
Asa fiind, siludm patratul de lature egalcu ?/,:
perimetrul sel este 2, apotema lui este a,=?/, sirada
sa 1,='/,¥2. Apoi cu ajutorul formulelor (§. 233):
a="/, (a-}r) si r=Vrd ;
sd calculim succesiv radele si apotemele a, si7,. a; si
7, @, §17,... a poligoanelor regulate izoperimetrice de
8, 16, 32... laturi.
Dacd considerim seria
@y s s 10 Ty <l @y,
in virtutea formulelor videm cd cu incepere de la ter-
minul al treilea, fie-care termin este alternativ, medii
aritmetic si medii geometric intre cii doi dinaintea
lui ; terminii de rang nepéreche a,, g, a,... a,, merg

s TR % T | =
crescand ramiind sub valoarea numérulul = pe ednd
T
terminii de raug pareche r,r,,r,...r,, merg descrescind

spre }t Am mai vidut (§. 233) cid diferenta 7 —a,



— 166 —

poate deveni ori-cit de mici vom vroi, daei dim lui
% o valoare destul de mare: prin urmare termeni
seriei considerate fiind alternativ, inferiori si superiori

5 S R e 2
numérului =, ali ca limitd acest numér.
T

Mai observim ei a; ="'/, este media aritmetici
intre O s 2/, si ‘ed r=—"'/,¥ 2 este media geometrica
intre ', §1 /,, si atunci putem dice :

Sy il el : i ;
Numerul = este limita catra care tinde sirul nu-
7T

merior capatafl, incepand cu 0 st /s, luand alternativ
media  aritmeticd si media geometrica intre doi pre-
cedenti.

Prelungind calculal acestor medii pani ce vom
ave doi termini consecutivi cari si albg m——1 zecimale

1 R .
comune, vom ave — cu aproximatiune de ordinul ze-
T

cimal m—-7, si prin urmare impér{ind 1 prin numérul
astfel gasit, vom ave 7 cu aproximatiune de ordinul
zecimal al m',

247. Exereitii—1. 4 calcula, cu aprozimatiune de un
milimetru i fard ajutorul logaritmilor, circumferenfa care
are ca radd diagonala unui patrat @ cdrui laturi este (5.
Fie ¢ laturea patratuluj dat; diagonala lui, sai diametrunl cer-
cului circamseris, este egald cn 2¢)/2, Prin urmare circumferenta
ceruta este 2mel/ 2; insd ¢=075, avem dar de calculat 7z1/3 cn
aproximatiune de 0,001,

} 2. A caleula, pand la seeundd, wvnloareq in grade o
unui arc egal cu raga. lei formula (§. 242).
Rn

=180
dn care fac /=R si am

‘ °  648000"

e R

T T
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3. A calcula rada unwi arc de 25°15 a cdrui lungime
este de 8™,50. Ieii formula
180

aRn
2218—0 de unde R— ——

pun in loc de I, 8™ 50, si in loe de m, 25%15" i am
_180X<8.50  180<8,5X4 =
T U e
4. Doi arcuri de aceingi lungime ot fost descrise cuw
razelz 0™.25 si 0™18. Unul din arcuri este egal cu 15°20',
care’i valoarea in grade a celuialalt ?
Fie R, R/, razele celor dod arcuri de aceiasi lungime, 7 i
» numérnl de grade continute in aceste arcuri; avem
aR'n 7R Lehae _Rn
B0
Pun in loc de R, 0™,25, in loc de R’ 0m,18 si in loc de =,
15°,20°, si gisese

n':16°20'><%z2 1°17°46" ,67.




CARTEA 1V.
ARII

CAPITULUL 1

ARIA UNUI POLIGON

portiunea de suprafata limitati de figura. ,

Si le ca wnitate de arie, aria patratului construit
pe unitatea de lungime ; astfel daci unitatea de lun-
gime este metrul unitatea de arie va fi metral patrat*).

Doi figuri cari a aceiasl arie, fird si aibi ace-
iasi formi sint echivalente.

249. La un paralelogram si ie ca bazd una oare-
care din laturile lui, si lungimea perpendicularei dintre
bazi si paralela bazei, este inalfimea paralelogramului,
_ La un trapez si ie ca baza una din cele doi la-

turl paralele, si indlfimea este distanta intre laturile
paralele.

Baza i iniltimea unui dreptunghiu, sint numite
dimensiunile dreptunghialui.

248. Definitinni.— Seo numeste aria unei figuri,

e e T L,

- *). Pentru mai multe deslusiri privitoare la unitatea de arie, a se
vide Cursul de Aritmetica, capitulul Sistemul metrie.
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250. TEOREMA — Doa dreptunghiurt cari aii ace-
iasi inalfime sint proportionale cu bazele lor.

Observim mai intdi c¢# doa dreptunghiuri cu ace-
iasi bazd si iniltime, sint egale filnd-cd se pot su-

prapune. ;
. Fie ABCD si ABEF doid

2 /.f ‘D a £ 2 2 € preptunghiuri cas;'i ali acelasi
S Fi indltime AB. Si presnpunem
S L ca raportul bazelor AD, AF
i Jey este egal cu '/, : astainsem-

A GH I FWN A D neazi ci bazele ali o comuni
wisurd AG care se cuprinde de 7 ori in AD si4 ori
in AF. Prin punctele de impartire a bazelor G, H, L.
vidic perpendiculare cari impart dreptunghiul ABCD
in 7 dreptunghiuri ABNG, GNPH... toate egale intre
ele, fiind-cd toate ail aceiasi bazd §i aceiasl indltime.
Drentunghiul ABEF este si el impértit in 4 de aceste
dreptunghivri partiale. Prin urmare, dreptunghiurile
date ABCD si ABEF aili o comuni misurd ABNG care
se cuprinde in ele de atitea orl de cate-orl bazele lor
AD, AF contin comuna lor masurdi AG: asa dar ra-
portul ariilor acestor dreptunghiuri este egal cu 8

adicé cu raportul é_D a bazelor lor.
AR

Daci bazele nu al o comuni masura, atuncl se
va proceda cum se aratd in nota de la (§. 113).

251. Corolar.— Dod dreptunghiurs cari ai aceiast
bazi sint proportionale cu inalfimile lor. fiind cd baza
§i indltimea unui dreptunghiu se pot schimba intre ele.

- 282, TEOREMA .— Doa dreptunghiuri sint propor-
tionale cu productele bazelor prin indlfimile lor.

Fie D si ' doi dreptunghiuri, A, 2" iniltimile si
b,b" bazele lor. Consider un dreptunghiu D" care sa
aiba aceiasi bazi b ca D si aceiasi indltime 2" ca D~
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Dreptunghiurile D, D" avind aceiasi bazi b. raportul

i »
b/ 4 A __}

b
ariilor lor este egal cu a-
cela al indltimilor lor, a-
- : ; dici avem
o g D _i
B S

Dreptunghiurile D” IV, avind aceeasi inalfime 7,
raportul ariilor lor este egal cu acela al bazelor lor,
adicd aveam

B 554
Bsse -
Inmultind aceste doi egalit3tl intre ele membru
cu membry si suprimind factory] comun D”, ni vine

D_bxh
D b’

egalitate care demonstreazs Teorema.

253. TEOREMA — Aria ynui dreptunghiv este e-
gala. cu productul bazey prin indlfimea lui, daca se
e ca unitate de suprafata patratul a carui lature este
egald cu unitatea de lungime.

Se luim dreptunghiul D a cirui bazi este } si
inédltime % ; consider patratul construit pe unitatea de
lungime si aria lui o ied ca umitate de arie: avem:

dreptunghiul D cu baza b si inédltimea /,

patratul e 7 ¢ ) < 1;
in virtutea Teoremej precedente, avem
D bx<h

1 ixI’ sau D=b><]z.‘
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Aici, D, b §i % sint numeri pentru ca sint rezul-
tatul mésurdrei ariel, bazei si inaltimei dreptunghiu-
lui prin unitétile respective ; prin urmare egalitatea
din urma exprimi ci : aria dreptunghiului este egala
cu productul a doi numeri care reprezintd masurele
bazei si a inalfimel dreptunghiului. Sat mal pe scurt:
arid unul dreptunghiv este egal cu productul bazel prin
inalfimea lut. :

254%. Corolar.——Aria wnui patrat, este egald cu pu-
terea a doa a laturei sale, fiind ci baza §i iniltimea
lul sint egale intve ele.

Reciproc, puterea a doa a unui numér oare-care
poate fi considerata ca aria wnui pairat a cdrul la-
ture este egala cv. numérul.

Aceasta explicd pentru ce cuvintele patrat sipu-
terea a doa, exprima acelasi lucru.

2065. TEOREMA .—-Aria unui paralelogram este
egald cu productul bazer prin indlfimea lul.

- Si ludm paralelogramul ABCD, a cérui baz este
AB. Prin punctele A si B duc perpendiculare la baza
AB pina la intilnire
£ " cu paralela DC : sai
tormat doa triunghiuri
dreptunghice: AFD si
BEC care sint egale
fiind ci av ipotenuzele
4 : B AD, BC egale intre ele
ca laturi opuse in pa-
ralelogram si laturele AF, BE iarisi egale intre ele ca
paralele cuprinse intre paralele.

Acum, observ ci daci din patrulaternl ABCF,
scad pe rind, triunghiurile egale intre ele BEC si
AFD, resturile capatate, dreptunghiul ABEF si para-
lelogramul ABCD, sint echivalente intre ele. Insa
dreptunghiul ABEF are drept misurd productul




— 172 —

AB<BE : prin urmare si aria paralelogramului va §
egali cu ABx<BE, adici cu productul bazei sale AB
prin iniltimea BE.
256. Corolar.— Do paralolograme cu bazz egale,
sint proportionale cu indltimile lor.
Doa paralelograme cu inalfimt egale sint propor-
tionale cu bazele lor. '
257. ' TEOREMA.— Adria unut triunghiii este egala
cu jJumdtate din productul bazer prin inaltimea lur.
Fie triunghinl ABC, in care iaturea BC si fie baza
lui, iniltimea 5 va fi perpendiculara AT scoborita din
A p  virful A pe bazi. Duc prin
N e G paralels CD cu’ BA s
prin A paralela AD cu
BC, si formim astfel un
paralelogram ABCD care
8 7 are aceiasi indltime Al ca
§i triunghiul dat ABC.
Insd triunghiurile ABC si ACD sint egale caa-
vind trustrele laturile egale una cu alta, prin urmare
fie-care din aceste triunghiuri estc jumitate din pa-
ralelogramul ABCD.
Aria paralelogramului este egald cu BCX AL prin
urmare aria triunghiului ABC va i

\1 ;
?BCXAL

ceia ce demonstreazi Teorema.

258. Corolar 1.—Dod triunghiur, care ai bazele
lor egale intre ele si tndalfimele lor wardast egale intre
ele, sint echivalente. Din aceasta rezultd cia: daci
virful A al unui triunghii ABC se miscd pe o dreapta
paralela cu BC, aria triunghiului nu se schimba.
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259. Corolar Il.— Dod triunghiury
cari ai aceiasi bazi sint intre ele ca
inalfimele lor.

Dodi triunghiuri cari.ait aceias
indaltime sint inire ele ca bazele lor.

260. Corolar IIL.— S& insemnim
prin ¢ laturea unuil triunghin ecvi-

2

lateral ; indltimea triunghiulul va fi egald cu l Gl s

V3
adicd v prin urmare aria triunghiului ecvilateral
: V'3
are de expresiune g

261. TEOREMA.—Aria unul trapez este egald
cu productul inaltimer lut prin semi-suma bazelor. Fle
un trapez ABCD. a cérul baza este AB si DI iniltimea.

Duc diagonala BD

b o care fmparte trapezul

in dod triunghiuri a cé-

| - ror sumid formeazd a-
AL J#  ria trapezulul. Aria tri-
unghiului  ABD este

I} : 1
§AB><DI, g1 aria triunghiului DCB este —_9—DC><‘DI,
prin urmare uria trapezului este
1 ey 1 :
iﬂ)‘ABxDI—{,—gDCxDI, sal §(AB+DC)><DI.

262. Alifel.—Prelungim baza AB, de o lungime
D IAd BF egalicu DC si unim

(4 & D cu F; s’att format tri-
: . unghiwrile DEC si BEF

o ] F  cari sint egale ca avind
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laturea BF egali cu DC, s unghiurile adiacente
acestor laturi egale unul cu altul ca alterne-in-
terne. - Dacd din figura AFECD sead *succesiv aceste
. triunghiuri voiii cipata resturi egale; aceste resturi
sint triunghiul ADF sj trapezul ABCD ; prin urmare
ariile acestora sint echivalente ; triunghiul ADF are

1 !
drept misurs 5 (AF><DI saii 5 (AB--DC)>< DI prin

urmare si trapezul va avea aceasti mésuri.

263. Corolar.— Luim punctele G gi E  mijlocul
laturelor neparalele AD, BC si le unim; dreapta GE
capatatda este jumitate din AF fiilnd ca trece prin mij-
locul laturilor AD si DF a triunghiului ADF.

Ast-fel putem zice ci aria trapezulul este egali
cu GExDI adics - egald cu dreapta care unegste mij-
locul laturilor, mmnlfita cu inalfimea.

264. Problema I.—Aria unus poligon oare-care.

Fie ABCDE un poligon
Pe pamint sali pe hirtie. Pen-
tru a’i evalua aria, il descom-
punem in triunghiurl, ducénd
diagonalele AC, AD, de la u-
nul din virfuri A la toate ce-
lelalte ; sati unind un punct O
din interiorul lui cu toate vir-
furile. Se masoari in parte
fie-care idn acesteiu trnghiuri, si prin adonare capa-

. tdm aria totala.

Daca poligonul este
pe teren, se intrebu-
intazd cu preferent3

* descompunerea urmi-
toare. Fie d. e. poli-
gonul ABCDEFG; dy-
cem diagonala cea maj
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lungd AE, si din celelalte virfurl se duc perpendi-
culare pe aceastd diagonald. Prin aceste perpendicu-
lare figura se descompune in triunghiuri dreptunghice
si in trapeze, a caror arif sint mal usor de madsurat.

265. Problema II.—A preface un poligon in un
triunghiii echivalent. S& consideram d. e. pentagonul
ABCDE, si s ni propunem a’l preface in un triunghit
echivalent. Duc diagonala BD, si prin virful C due
paralela cu BD pina ce intilneste pe AB in F, unesc
DF : triunghiurile BDC si BDF sin echivalente find
ci ail aceiasi bazi BD si indltimi egale, virfurile lor
C si F aflandu-se pe o paraleld la baza BD putem
dar substitui penta-
gonulul ABCDE, pa-
trulaterul A F D E.
Triunghiurile AED
si DGA sint si ele
echivalente fiind cé
adi aceiasi bazi AD
g1 indltimi egale :

¢ A Fe i #"  putem dard substitui
patrulaterului AEDF, triunghiul GFD.

Tot astfel se va procede in mod succesiv si
cind poligonul va ave mai multe laturi.

266. Problema III.—A construi un patrat echiva-
lent cu un poligon. S& considerdm mal intdi un tri-
unghii ABC si si insemndm prin z laturea patratu-
lui echivalent cu triunghiul. Aria triunghiului este
'/sBU<AD si aria patratului este 2%, trebue dar si
avem

i — 1/2BC><AD,

de unde
Al e
Tz T Y,BC
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adicd laturea patratulul cautat este medie proportio-

A nald intre iniltimea AD
a triunghiulal si jumi-
tate din baza lui, Se va
construi aceasti rmedie
c propor{:vio\nalé aga precum

se aratd in § 205.

Dacéd aria poligonului propus se exprimd prin
productul a doi linii drepte date, precum este la pa-
ralelogram si trarez. atunci se va vide ca si dineoare
cd laturea patratului cerut este medie propoértienald
intre dod linil a ciror product exprima misura ariei
poligopuluj, .

Daci poligonul propus nu se expriméd imediat prin
productul a dod linii, atunci se tranformi maf intai
In un triunghiu echivalent si apol se opereazi ca
mai sus.

267 Problema IV.— Prin un punct dat pe o lature
@ unul patrulater, s se ducd o dreapta care sa im-
parta aria figurei in un raport dat. Fie ABCD patru
laterul dat, E punctul
de pe DC prin care
sa se duca dreapta
care trebue si imparta
). patrulaterul in rapor-
\“\\‘ tul dat de mla n. Si
5 4 fie ' de pe AB ai
~ doilea punct al drep-
tel cdutate: patrulatcrul dat este descompus de BF in
alte doi, AFED si FBCE; prefacem pe fie-care din
aceste patrulatere in triunghiurile echivalente GEF si
FEH ; raportul intre aceste doa triunghiuri si fie egal cu

A v/

WLy o Ay AR 4 P04
5, 1 fiind-caad aceiasi inltime, trebue $1este de ajuns

S84 avem
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FG  m
FH- a!
prin urmare punctul F imparte pe GH in doi parti a
. m :
ciror raport este egal cu —; se va construi punctul F
n
cum se arata la §, 152.

268. Exereitil. 1. A caleula aria dreptunghiului a cd-
rul bazd este egali cu 10m75 si diagonald cu 5™ 25. Insers- -
nez cu b baza si d diagonala ; avem

h=VYd? ==V (dLb)(d—0b) ;
prin urmare aria va fi data de formula
A—=bV/(d-}+-b)(d—D),
in care puind inloc de & si d valorile lor avem
a=010,75 V2646 m. p.

2. A caleula aria unui lozanj a cirui lature este egald
cw cea mai micd din diagonale. Daci ABCD este lozanjul si
cea mal scurtd din diagonale este AC, atunci triunghiul ABC
este ecvilateral, si lozanjul este dublul acestui triunghii, adici

e J5) 4
egal ca %Vﬁ 2

3. Aria unni trapez este egald cu productul uneia din
laturde neparalele prin distunfa acestei laturi la mijlocul la-
turei opusd. Pentru cii aceastd distantd este jumatate din in-
dltimea triunghinlui ADF de la §, 262. -

4. A transforma un triunghis dreptunghic in un tri-
unghi isoseel care si’i fle echivalent si se aibd un virf co-
un. Trebue ca una din laturile egale ale triunghinlui isoscel
si fie medie proportionald fintre ipotenuzd si una din catetele
triunghiulut dreptunghic, 2

5. Daca considerdm un patrulater, si prin mijlocul I
st K a fie-cirer diagonale se duce paralelala ceialaltd, si dacd
unim_puntul N de intiluire al acestor paralele cu mijlocurile
laturilor patrulaterulus, acesta va fi impdrfit in patru patru-
latere echivalente, Fie ABCD patrulaterul, X, F, G, H mijlocurile
lawrilor AB, BC, CD, DA. Triunghiurile NFG i IFG sint echi-
valente, prin urmare si NFCG este echivalent cu IFCG si acest
din urmi este 3 patra parte" din patrulaterul total.

Geom. Elem. C. Climescu 12
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CAPITULUL II

COMPARATIUNI DE ARII

269. TEOREMA. — Patratul construit pe ipotenuza
unul trounghiv dreptunghic este echivalent cu suma pa-
tratelor construite pe cele doa catete.

Fie ABC un triunghiu dreptunghic; si BCDE,
ACHK, ABFG patratele construite respectiv pe la-

X turile BC, AC, AB;
£ dic ¢i patratul
BCDE este echiva-
lent cu suma p#
tratelor ACHK ¢
G ABFG.
A Duc din virful
A perpendiculara
| AM pe ipotenuzi;
R prelungirea ei im-
3R s _ parte patratul
: BODE in doa drept
: unghiuri BMNEsi
MCDN eari sint

1

l

: respectiv echiva-

: lente cu patratele
. ; ABFG si ACHK.
-E_ A 7 In adevér, aria
dreptunghiuluf BMg.VE este de dod-ori mai mare de
cat aria triunghinlui ABE, pentru ci ag aceiasi bazi
BE i indltimi egale, fiind ci virtul A al triunghiulut
se gaseste pe paralela MN la baza BE. De asemene




— 179 --

aria patratului ABFG este de dod-ori mal mare de cit
aria triunghiulai FBC, fiind-ci ati aceiasi baza FB si
indltimi egale, cdci virfol C al triunghiului FBC se
afli pe paralela GA la baza FB.

Acum triunghiurile ABF si FBC sint egale caci
ail laturile AB, BE respectiv egale cu laturile FB, BC
si unghiurile FBC si ABE cuprinse intre aceste laturi
sint egale intre ele ca compuse din ecite un unghiu
drept plus unghiul ABC.

Aceste triunghiari, ABE §iI'BC, fiind egale intre
ele rezulti ei si dreptunghiul BMNE este echivalent
cu patratul ABFG.

Tot astfel se va demonstra si echivalenta intre
dreptunghiul MCDN si patratul ACHK.

Din aceste rezultd ci patratul BCDE care este
egal ¢u suma dreptunghiurilor- BUNE si MCDN este
egal cu suma patratelor ABFG si ACHK.

270, Corolar I.— Patratele construite pe cele dod
catete a-le unwi triunghiu dreptunglic, sint proporfionale
cu proectiunile lor pe ipotenuzd.

In adevér, raportul intre cele dod patrate ABFG
st ACHK este egal cu raportul intre dreptunghiurile
BMNE si MCDN cari li sint echivalente ; insa aceste
dreptunghiuri avind aceiasi inaltime MN, raportul intre
ele este egal cu acela al bazelor lor BM si MC (8. 257),
cari videm ci sint in acelasi timp proectiunile catetelor
pe ipotenuzi.

271. Corolar IL.—Patratele facute pe ipotenuzd si
pe una din catete, sint proporfionale ipotenuzer si pro-
ecfiunet catetei pe ipotenuzd.

Raportul patratelor BCDE, ABFG este egal cu al
patratulul BCDE si dreptunghiului BMNE, insd aceste
avind aceiagi inilfime, raportul lor este egal ca acel
al bazelor lor BC, BM.
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272. TEOREMA.—TIn un iriunghiv oare-care, pa-
ratul construit pe o lature ce se opune la un unghin
ascutit, este echivalent ‘cu suma patratelor construite pe
celelalte doii laturt, mai pujin de dodi-ori dreptunghiul
a clirui dimensiunt ar fi una din laturile unghiului as-
cufit si proectiunea celeilalte laturt pe aceasta.

Fie ABC triunghiul in care laturea BC se opune
unghiului ascutit BAC: construesc patrate pe fie-care
din laturile triunghiului ; due perpendiculare din vir-
furile triunghiului pe laturile opuse si le prelungesc;
aceste.sint: AN, BS, CP ; ele impart patratele in sese
dreptunghiuri, .

,’ﬂ

Avem si demonstrim cd doi dreptunghiuri con-
secutive, si asezate pe laturile aceluiasi unghiu sint
echivalente; d. e, BENM este echivalent cu BOPF,
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In adevér, aria dreptunghiului BMNE este de doi-ori
mai mare de cit aria triunghiului ABE, fiind-cd au
acelasi bazd BE si indltimi egale, cici virful A al tri-
unghiului se afli pe paralela MN la bazi : tot pentru
acelasi cuvint dreptunghiul BOPF este de doi-ori mai
mare de cit triunghiul BCF. Acum, triunghiurile ABE
si BFC sint egale, ca avind laturile AB, BE egale res-
pectiv_cu laturile BF, BC si unghiurile FBC, ABE
cuprinse intre aceste laturl sint egale ca compuse fie-
care din cite un unghin drept plus unghiul ABC.

Triunghiurile ABE si BFC fiind egale si drept-
unghiurile BMNE, BOPF sint ¢chivalente.

Tot asemene, se va demonstra echivalenta drept-
unghiului AOPG cu ARSK, sia dreptunghiului CRSH
cu MCDN.

Prin urmare, patratul BCDE este echivalent cu
suma dreptunghiurilor BOPF i RCHS, sali cu suma
patratelor ABFG si ACHK mai putin dreptunghiurile
echivalente AGPO, AKSR. Insi AGPO are drept
misurd productul AOXAG sai ABXAO: asa dar,
avem

BC>=AB>}-AC>*—2ABx<AO,

in care se vede cd AO este proectiunea laturei AC,
a unghiului” escutit A pe laturea AB a aceluiasi
unghiu,

273. TEOREMA.—In un triunghiv oare-care, pa-
tratul construit pe o lature ce se opune la un unghiv
obtuz, este echivalent cu suma patratelor construite pe
celelalte doct laturi, plus de dod-ort dreptunghiul a ca-
rul dimensiunt ar fi una din laturile ungliului obtuz si
proectiunea celzilalte laturi pe aceasta.

Fie ABC triunghiul in care laturea BC se opune
unghiului obtuz BAC.
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Construesc pa-
trate pe fie-care la-

o
'lh\\‘f : : 5
j {7 /. ture a triunghiului;
A erpendiculare
e ~ o d}Jc pA rper _
AT = din virfurile triun-
\‘0

ghiulul pe laturile

//\
g Lo AT AT opuse si le prelun-
e b gesc: aceste sint:
. et AN, BS, CP; aceste
v/ = perpendiculare sila-

turile celor trei pa-
trate formeazi sese
| dreptunghiuri ;
i BMNE, BFPO,
! AGOP, ARSK,
) | CRSH, CMND. Se
}‘/"/ Iﬁ va demoustra ca i
in Teorema prece-
dentd echivalenta a dox dreptunghiuri consecutive
agezate pe laturile unui aceluiasi unghiu sai pe pre-
lungirile lor.

Prin urmare, patratul BCDE este echivalent cu
suma dreptunghiurilor BFPO, CRSH, saii cu suma
patratelor BFGA, ACHK plus dreptunghiurile echi-
valente AOPG, ARSK. Insi dreptunghiu! AOPG are
drept misuri productulAGXAOsaﬁproductulABxAO;

avem dar :

Lok

]3_C2=E2XX@2+2AB><A07
in care se vede ci AOQ este proectiunea laturei A(,
a unghiului obtuz A, pe laturea BA a aceluiasi unghiu,
274. TEOREMA.— Raportul ariilor 4 dodi poli-
goane asemene, eéste egal cu patratul raportului lor de

similitudine, sat doa poligoanc asemene sint intre ele ca
Patratele laturilor omoloage.
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1°. Si considerim mal intdi dod triunghiuri ase-
mene ABC, A'B'C’. Tri-
unghiurile fiilnd asemene,

A
X bazele lor sint propor-
/J\ tionale cu dod laturi
g/ D] \'y omoloage: avem d.e.
4 ¢ BC__ AC

RO AL

Duc perpendicularele AD, A'D' din virfurile A st
A’ pe bazele respective : sé formeaza triunghiurile
dreptunghice ACD si A'C’'D’ cari sint asemene g1 dait

AD__AC
AD™ AC
~ Inmulfim aceste doad egalititi, mémbru cu membru
si ni vine
BC<AD _ A(C:
BOXAD . X O*

Insi aria triunghiului ABC este egald cu jumé-
tatea productului BC XAD si aria triunghiului A’B'C’
este egald cu jumitatea productului B'C><A'D’; prin
urmare egalitatea din urmi demonstreazad Teorema.
2 29, Si consideram acum doi poligoane asemene

siP.

Raportul de similitudine a celor do# poligoane
este egal cu raportul a dod laturi omoloage oare-care

AB si A'B'; acest raport vafi dar‘%. Stim ci poli-

goanele se pot descompune in triunghiurl asemene $1
asemene agezate si raportul de similitudine intre dod
triunghiuri omoloage va fi egal cu raportul de simi-
litudine a celor doa poligoane ; Fie Vo S e
unghiurile poligopului P si PR . trinnghius
rile omoloage din poligonul P'; dupa cele de ma
sus avem



R oy e P PO -

1 T PR e vp

cela ce demonstreazi Teorema

275. Problema— A construi un poligon asemene ey
un poligon dat, si astfel ca raportul intre poligonul de
construit si poligonul dat s fie egal cu raportul o dog
linit date.

1° S& considerim cazy] cand poligonul dat este
un patrat ; fie a laturea patratului s1 2 |atures patra-
tului cerut, si si fie b, ¢ cele do3 linii date. Laturea

% T Se cere si fie determinati

3 i prin egalitatea
=23 G L A

& niPaio linie dreapts ieii o lun-
gime BD egald cu 4 i in
prelungirea ef o lungime DC
egald cu ¢; deserif o semi-circumferentd pe BC ca
diametru §i duc Perpendiculara AD Ia BC: uness A
cu B si Csi le Prelungesc ; ieii apoi pe AC, Incepind
din A, lungimea AT egald cu laturea @ a patratuluj
dat, duc prin H paralela la BC si o prelungesc pini
in F unde intdlneste pe AB. Dreapta AF este laturea
Patratului ciutat. In adevér, triunghiul HAF fiind drept-
unghic in A ni dx (8. 271).

AF® FE

AHY BH
\
*) Vedi Algebra editia IV, §. 60,
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Insd paralelele FH §i BC, sunt impartite in parti
proporfionale de dreptele AF, AE, AH (§. 177) adici
avem
FE_BD
EH. DC
prin urmare avem si
AR By AR
AH® DC’ at ¢
2° S& considerdm cazul cand poligonul dat este
un poligon oare-care P; fie a una din laturiie poli-
gonului P, z laturea omoloagd a poligonulul ciutat X
§i b,c dod linii drepte date.
Dupa ipotezd avem
A he Rigop s
P—-:g; $1 §275 —P=672 ’

din aceste redultd

asa in cdt determinatiunea laturei z revine la cons-
trucfiunea unul patrat a cdrul raport la patratul de
latare @ si fie egal cu raportul liniilor &, c.
Construesc dar linia # ca mai sus si apol pe ea
fac un poligon asemene cu poligonul dat P, (§.211).

276. Exereitii.—1. Patratul fdacut pe suma a dod linii
drepte este echivalent cu swma putratdor facute pe fie-care linie
plus de dod-ori dreptunghiul lor. Ficandu-se ftigura se vede cu
usurintd pirtile din care se compune patratul cel mare.

2. Patratul facut pe diferenta a dod linii drepte este
echivalenl ew suma patratelor fdcute pe fie-care linie minus de
dod-ori dreptunghiul lor. Ca precedenta.

. 3. Dreptunghiul construit pe summa si diferenfa o dod
iy drepte este echivalent cu diferenfa patratelor acelor lini,
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v/ A Ad
s 7 |z
>4 Z

patratul CEFG.

Z

Fie ABCD si CEFG doi palrafl;
prelungesc EF pidnd ce intilneste pe
AD in K si prelungesc pe AB de
o lungime BL egald cu CG; drept-
unghiurile EHLB si DKFG sint e-
gale. Dreptunghiul AKHL este con-
struit pe suma AB--BL si pe di-
ferenta CB—CE care sint aceleast
linii ; se vede ci acest dreptunghiu
este egal cn patratul ABCD minus

4. Dod poligoane asemene fiind date, si se construeascd
un poligon asemene cu ele si echivalent cu suma sai dife-
renta lor. Fie a, b, x laturile omoloage a poligoanelor A, B,

X; avem

de unde

i B
x2 a?_ b®
X _ A48
22 a?Lb?

si fiind-c8 X=A 4B rezulti z2=a?+02
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CAPITULUL III

ARII DE POLIGOANE REGULATE. ARIA
CFRCULUI

277. TEOREMA.— Aria unut poligon regulat este
egala cu productul perimetruluy sei prin jumatatea a-
potemet.

4 2 Unese O cu virfurile poli-
gonului, §i 'l descompun astfel
in atitea triunghiuri cite laturi

7 0 sint ; si aceste triunghiurl sint
” toate egale intre ele. Consider
unul din ele, AOB d. e aria
lui este egali cu jumitate din
£ ) AB inmultitd cu iniltimea OP,
_ care inaltime este apotema po-
ligonului, Aria poligonului fiind egald cu suma arii-
lor tuturor triunghiurilor, videm ci aceastd arie se
compune din productul perimetrulul sed inmultit cu
jumétatea apotemei. Insemnind perimetrul prin  p,
prin @ apotema si prin S aria poligonulul, avem

SE=Hp<d

218. Corolar.— Raportul intre ariile a doa poli-
goane regulate de un acelagt numér de laturt, este e-
gal cu raportul intre patratéle apotemelor lor, sai al
radelor lor. '

Poligoanele avind acelagi numér de laturi sint
asemene ; prin urmare ariile lor proportionale cu pa-
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tratele laturilor omoloage (§ 279). Raportul intre la-
turl omoloage este egal cu raportul intre perimetrele
lor, sali cu raportul apotemelor saii al radelor lor (§.
220); prin urmare raportul intre ariile poligoanelor va

egal cu raportul intre patratele apotemelor lor, saii
patratele radelor lor; adici avem

StigEite
S g pfen

279. Observatinne.— Aria unus poligon  oare-care
circumscris la un cerc, este egala cu productul peri-
metrului sew prin jumatatea rader cercului inscris.

Demonstratiunea este identici cu acea a Teore-
mel precedente.

280. TEOREMA — Aria unur cerc este egald cu
productal circumferentei lux prin jumdtatea rader.

Aria cercului este limita ariilor poligoanelor re-
gulate inscrise in cere, a ciror numér de laturl creste
necontenit. Aria fie-carui poligon este egala cu peri-
metrul inmultit cu jumitatea apotemei, prin armare
§1 aria cercului va fi egald cu productul perimetrulul
adicd a circumferentei sale. prin jumétatea apotemel,
care nu'l alt-ceva de cit rada cerculul. Insemnind prin
S suprafata cerculut, prin C si R circumferenta si
rada lui, avem : :

S=1/,CxR.
281. Corolar —Inlocuind in relatiunea precedenti
prin valoarea sa (8. 244) 2,R, avem
| S —nR%

formuld care arati: 10, pentru a calcula  aria - wnut
cerc a carul rada este cunoscutd trebue tnmadfit  pa-
tratul rader prin m. 2° Peniru o calcula rada  unui
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cerc a carui arie este datd, trebue sa impdrfim prin
numérul care exprimd aria, si din cdt sa extragem rd-.
dacina patrati.

282. TEOREMA.— Aria unui sector cercular este
egala cu lungimea arcului sew inmulfitd prin jumata-
tea ragel. g

Aria sectorului cercular este limita ariilor secto-
rilor, poligonali inscrisi a eidror numér de laturi cregte
necontenit.  Inseriti in arcul see-
torulul o linie frintd regulatd d.
e. de frei laturi, i am un sector
poligonal. Aria acestui sector poli-
gonal este egali cu suma ariilor
triunghiurilor AOB, BOC, COD;

; insd aceste triunghiuri sint egale

intre ele, prin urmare aria sesctorulul poligonal este .
1

2

sall, insemn#ind in general prin p perimetrul liniei po-
ligonale regulate si prin a apotema avem

(AB+-BCH-CD)><0I

aria sect. poligonal —='/; p><a.

Acum si indoim necontenit numérul laturilor ;
limita ariei secorului poligonal va fi aria sectorulul
cercular, perimetrul p are ca limitd lungimea arcului
sectorulul si apotema a are ca limitd rada sectorului;
avem dar

aria. sect. cercul. =1/, arc. ADXr.

283. Corolar. Daci insemnim prin ¢ numérul de
grade cuprins in unghiul AOD, avem

¥ 7ra

anrc: AD= 1—§6 >
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¥ X . 2 a
prin urmare  ariasect.cercul. =arisss

284. (bservatinne. Aria segmentului ABCD este
egald cu diferenta intre aria sectorului ABCDO si aria
triunghiului AOD. ,

Daca coarda AD este laturea unui poligon regu-
lat pe carel stim inseri, atunci putem calcula aceastd
coardd in functiune de rada si putem obtine aria tri-
unghiului §i prin urmare i a segmentului ABCD,
numal prin mijloace geometrice. Altfcl trebue si avem
recurs la Trigonometrie.

285. TEOREMA.—Ariile a dod cercuri sint pro-
portionale cu patratele radelor lor.

Fie doa cercuri a caror arii sa le insemnim cu
S si S, si radele cu R 5i R ; avem

S=aR? si §'=xR'2, de unde%:%;

286. Corolar 1. Ariile a dod sectoare asemene, cu
arcuri asemene, sint proporfionale cu patratele radelor
lor. Fie doa sectoare s si s, R §i R radele lor si «
numérul de grade la centru, care este acelasi pentru
amandod sectoarele, fiind-ci sint asemene, avem

ﬂRga = ; nR'ga
"= 3501 2 b
de unde
350 et
SRS
287. Corolar IL.—Ariile a dod segmente asemene,
adica de arcuri asemene, sint proporfionale cu patra-
tele radelor lor.
Céci sectorul si triunghiul a ciror diferenti este
egald cu unul din segmente, sint asemene respectiv cu
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sectorul si triunghiul cari formeazi celalalt segment,

988. Exerecitii=1. Un teren are forma unui hezxagon
regulat §i are o suprafatd de 3% are s 19 centiare ; se cere
lungimea centrului terenului. Dacd insemndm prin ¢ laturea
hexagonului, suprafata lui este de 6 ori aceia a triunghiului e-

: g =54 V3 :
cvilateral a carul lature este ¢, aaica S:T X 6. Insd

p=~6¢ prin urmare S:p;i?’ ; de unde ])=2V2SV—§; puind in
loc de S, 3419 i facind celculile gisim p==227",60.

9. A caleula laturea unui lozanj, stiind cd suprafaje
lozanjulus este echivalentd cw suprafaje unui cerc de ragdd
egala cw 10™

Cea mai mici din diagonale imparte lozanjul in dod tri-
unghiuri ecvilaterale egale ; insemniind prin ¢ aceastd diagonala

avem in virtutea enunciulul T
Vs o

—7.10% de unde ¢=10 —
2 Vs

facind calculile gisim ¢=19™ 05.

: 3. A caleula aria wnui cerc, in care o coardd de O™ 4
sub-intinde un arc de 120°. Numind ¢ coarda, se vede cd ea
este laturea triunghiului ecvilateral inscris in cerc, prin urmare

c 2

: ? Pine : : ¢
rada cerculni este g—arprn urmare aria cerculul este T
Puind in loc de ¢, valoarea datd 0= 4 gisim 76 decim. patrati
§i 75 centim. pitrati pentru aria cerculul

4. A caleula ariile sectorului si a segmentului de 30°

in cercul de rada 5m20. Aria AOB a sectornlui de 30°, este a
2 2

2

sel : R .
12-a parte din cerc adicd 7;2 ; aria triunghinlui AOB este

4

clcl se poate lua ca bazi AO; prin urmare aria segmentu-
v (w—3)R%* .

lui de 300 este (—12)— Puind in loc de R valoarea sa

5220, gidsim cd aria sectorului este 7,2P-0791 si aceia a seg-
mentului este 0223191, ¢

5. 8d se caleuleze suprafata meridianulul terestru.
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Circumferenta meridianului terestru este egald cu 40000 /7o,
Avem ;
S=nR? si C=2aR

C‘Z
i

prin urmare -

Puind in loc de ¢ valoarea sa 40000 Fm. gisim ci suprafata
cautatd este 127323954%m.2 cu aproximajiuve de 1/m?2,

6. A gdsi, cu aproximatiune de un milimetru, rada
unui cerc, stiind cd dacd aceastd radd Sar mari cu wn con-
timetru, aria cercului s'ar mdri cu un metru patrat. Fie R
rada cdutatd; aria cercului este egali cu 7wR2 Daci miresc
rada cu lem., aria cercului devine 72(R-+-0,01)?; prin urmare avem

(B--0,01) =nR2—1.

desvoltind si ficiind calculile, se giseste R = 15m.910,

7. Se da un hexagon regulat ABCDEF, seunesc vir-
furile din doi in dod prin diagonalele AC, BD, CE, DF,
LA, ¥B i se cere: I, a demonstra cd poligonul abedef for-
mat prin intersectiunile diagonalelor consecutive, este requlat;
11, a gdsi raportul suprafefes acestui poligon I acea a hexa-
gonului. - .

1. Se demonsireads cu usurintd cd ab este a treia parte
din diagonala AC, si fiind ca diagonalele AC, BD.... sint egele
intre ele, rezulti ci $1 laturile ab, be, cd... sint egale intre ele;
apoi unghiurile din a, b, c... sint egale intre ele, caci fie-care
are drept misurd a treia parfe -djn circumferenta ; asa dar poli-
gonul abedef este un hexagon régulat,

II. Hexagoanele ABCDER si sbedef fiind regulate, sint a-
semene si suprafetele lor sint proportionale cu patratele laturi-
lor omoloage. Insi avem :

AC__4BV3
ab—T—-—b{—:
hz a2

prin urmare a_b 9=i.,
ARZ TS

Hexagonul cel mic este a treia parte din cel mare.
8. Daca pe catetele unut triunghiy dreptunghic ca dia-
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metrs, Se descriti Semi-circumferente exterioave triunghiutuy
fie-care din aceste curbe face cu semi-circumferenta dusd prin
virfurile triunghiviui, o ﬂgurd
-~ care are forma unui craiit noiw
si care se numeste luanula
lni Hippocrat. A _demon-
stra cd suma suprafeelor celor
dod lunule este echipalentd cu
suprafala trmnghmlui drept-
unghic,

Flgum iutreafré ADBCG poate fi considerati ca suma LG]OI‘
dod lunele plus semi-cercnl BAC, saii ca suma eercurilor ADB,
si AGC plas triunghiul ABC. Din observatinnea aceasta scoatem
ce se cere.

§4 Supmfa;a cuprinsd intre dod circumferenfe concen-
trice este echivalenta cu cercul a cdrut diametrueste o coardd
a circumferentei exterioare tangentd la circumferenfa interi-
oard. BC fiind coarda, A puntul de contact, O centrul comun
avem: expresiunea suprafetei in chestiune este 7(OB*—O0A?); fnsi
0B*—0A?—AB?; prin urmare aria este 7z AB? care este aceia
a unui cerc descris pe BC ca diamntru.

10, Care este aria dodecagonului requlat inscris in cir-
cumferenta de rada R? Este 3R2. Saii este echivalentd cu patratul
consirait pe laturea triunghiului ecvilateral inscris in acel cerc.

11. Suma perpendicularelor duse din un punct oare-care
wnterior unui poligon regulat pe toate laturile In3 este cons-
tantd. Fie P punctul, il unim cu virfurile poligonului, ceia ce'l
descompune in trivnghiuri de aceiasi bazi AB. Aria poligonu-
lui este dar

D bR PP

in care Py, P,.... sint lungimele perpendicularelor. Tot supra-
fata poligonului este egald cu perimetrul seii n. AB, finmulfitd
cn jumitatea apotemei; aga dar avem

A OM
=5 (B PPy ,.)_n AB>< o
satl P1+P2+P3+ ..... P,=n.0M.

Geom. Elem. C. Climesen : 13
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- 19, Dacd in un cerc se duc trer raje OA, 0B, OC for-

indnd intre ele unghiuri de 1200, si dacd pe acesta drepte
tuam lungimi OA’, OB, 0C" egale cu laturea patratulul in-
seis in cere, triunghiul ecviluteral A'B'C' este  echivalent cu
hexagonul regulat inscris tn acelasi cerc. Aviile: triunghiurilor
ecvilaterale A'B'C’, ABC sint proportionale cu patratele ridelor lor
OA’, OA: Insk prin ipotezi OA'=—0A12] prin urmare 0A 2—20A'%;
asa dar triunghiul A'B'C’ este dublul triunghiuloi ABC: Insd hexa.
gonul regulat inscris in cercul de rada OA, este gi el dublul tri-
unghiului ABC; prin urmare triunghiul A'B'C’ este echivalent cu
hexagonul,

Kinea Geometriei plane



~ GEOMETRIA IN SPATIU
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CARTEA V.
" PLANURI SI DREPTE

CAPITULUL I

DETERMINATIUNEA UNUI PLAN. DREAPTA
~ PERPENDICULARA PE PLAN

289. Definitiuni.— Planul este o suprafatd astfel
cd o linie dreaptd ce trece prin doa din punctele el;
se agadd toatd si in toati lungimea el pe suprafatd,
sall daca dod din punctele unei drepte sint pe su-
prafati, atunci toatd dreapta este pe suprafa{a;

Planul este o suprafatd nelimitatd ; cu toate a-
ceste pentru @'l figura pe tabeld sali hdrtie sintem
nevoiti s&l limitim ; il putem vreprezenta prin o fi-
gurd plani oare-cave precum: un triunghil, un po-
ligon, un cerc... -

290. Rezultd din definifiune ci o dreaptd §i un
plan pot ave trel pozitiuni relative:

1. Dreapta ave dod puncte comune cu planul’; in
acest caz dreapta se afli cu totul in plan, §i'l impatte
in dod regiuni numite semi-planuri.
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2. Dreapta are un singur punct comun cu pla-
nul; in acest caz dreapta stribate planul si este im-
partitd de el in doii portiuni asedate de o parte §i de
alta a planului.

3. Dreapta m’are mici un punct comun cu planul
in acest caz, se dice cad dreapta si planul sint pa-
ralele. : :

291. O linie dreaptdi AB si un plan cari se

S intilnesc in un punct, sint

" . perpendiculare, una pe altul,

dacid dreapta este perpendi-
culard pe toate liniile drepte.
CD, EF.... situate in plan si

gkﬂ cari trec prin punctul I co-

VA D mun dreptel AB ‘g1 planului;

. acest punct I, este piciorul
perpendicularel.

B ‘ Cand o linie dreapti in-

tilneste un plan gi nu sint

perpendiculari, atunci dreapta este oblicii pe plan.
- 292. TEOREMA.—Prin o dreapti si un punct

exterior dreptet putem duce un plan si numai unul.
: Fie AB o dreaptd si C un punct ce nu'i agedat
~ " pe dreaptd. S& imagindm un
[ " P/ plan oare-care P dus prin AB;
: s# invartim acest plan in ju-
] rul dreptel AB; in aceastd
A B XPZ invértire, planul P va veni
: in o pozitiune P, aga, ca sil
contind punctul C: continuind
invirtirea, planul P va pirisi
punctul C dupi care apoi va
ajunge in pozitiunea P,, in care iarisi va contine punc-
tul C; dic ed planurile P, si P: coincid adici sint

unul si acelasi plan.
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- In adevér, si luim a parte planurile P, 1 P,;
amandoa contin dreapta AB si punctul C. Si anim C
cu un punct oarc-care D a dreptei AB; dreapta CD

avind dod din punctele ei C si D situate in P, siP,
ea este situatd toatd in aceste dod planuri. S3 luim
\ un punct oare-eare M din

‘ - planul P, si sd dacem

: P o v w
/ / prin el o dreapta care sd
A er nu fie paraleld nici cu

4 )@5 AB ni¢it cu CD si care
1[ 2 Py / prin urmare le va intil-

ni in cite un punct E i
: : F situate amindod in
planul P,. Insi punctele E gi F sint sttuate in pla-
nul P,, cici dreptele C'D si AB pe care se afld a-
ceste puncte sint in planul P, ; de aici rezultd ca
toatd dreapta MEF si prin urmare §i punctul M se a-
fli in planul P,. Iatd dar ci am demonstrat ci un
punct M de a planului P, se afli §i in planul P, ;
tot asemene se va demonstra ci ori-care alt punct
de a planului P, se afli §i in planul P, ; prin urmare
planul P, si planul P, formeazi un singur i unic
plan care contine pe AB si trece prin C.

293. Corolar I — Un plan mai poate fi determi-
nat si in armatoarele trei moduri: ;

1° Prin trei puncte care nw sintin linie dreaptd.
Fie trei puncte A, B, C cari si nu fle in linie dreapta.
Punctele A, B determineazi o dreaptdi AB care din-
preund cu punctul C, exterior dreptei, determineaza
un plan si numai unul.

2% Prin dod drepte care se intretaie. Fie OA, OB
dod drepte care se intretaie in un Punct O. S& ludm un
punct B de pe dreapta OB ; dreapta OA si cu punctul
B-determineazi un plan unic, care contine pe dreapta
OB, cici aceasti dreapti are doi puncte O §i B cari
se afld in acel plan.
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3% Prin dod drepte paralele. Prin definitiune doi
drepte paralele sini agedate in un plan. Acest plan
‘este unie, edci prin una din drepte si un punet oare-
‘‘care pe de a doa nu se poate duce de cit un plan.

294. Corolar II — Din cele precedente conchidem
i : dod planuri coincid in toatd intinderea lor; 1°
dacd aii o linie dreaplc comuna si un punct exterior
dreptel iardsi comun ; 2°, daca aw doi drepte comune
paralele saiv nu ; 3° dacd ai trer puncte comune, care
8¢ nw fie in linte dreapta. 2

+295. ~Corolar III. Doa drepte oare-care in spafii,
nu sint in general asedate in acelagi plan.”

Fie A, B dod drepte: prin dreapta A si un punct
-+bal dreptei B ducem planul P : acest plan in gene-
“ral, nu va contine dreapta B, si va fi numai stribi-
~tut de de ea. In acest caz, nici un plan nu ar pute
sa treacd prin cele doi drepte A, B,; cidci daci ar
exista vre-unul, ar trebui si coincidi cu planul P,
fiind ci ar conginein el dreapta A si punctul 6. Prin
~urmare dreapta B ar fi cuprinsi in planul D, cein
ce este contrar ipotezei. 3

_ 296. Corolar IV.—Un plan poate fi nascui prin
migcarea unel drepte in wmai malte modurt, - din carl
watd dod ST

1°. O dreaptd OM mobild in jurul unui punct
fix O, si se razimi pe o dreapti AB, care nu con-
tine punctul O, di nastere in miscarea ei unui plan.
In adevér, dreapta mobild este necontenit si in toata
intinderea ei in planul determinat de dreapta AB si
punctul O, si. migeandu se continuli in jurul punctu-
Jui O, trece succesiv prin toate punctele acestui plan,

2% O dreaptda mobild AB, care se migci paralel
cu ea insasl se razimi pe o dreapti fixa CD, da nig-
tere unui plan. In adevér, si considerim dreapta
mobild in dod pozifiuni ale eI AB, A'B". Dreptele
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paralele AB, A'B’ determineaza un plan : acest plan
T contine dreapta CD fiind cd
: contine do# din punctele ei
D si 0. Aga dar planul pa

c 17/ s ralelelor coincide cu planul
: Gt dreptelor AB §i CD. Dreapta
ol

mobild rimaind necontenit in

: planul dreptelor AB §i CD

si in misearea ei trecind succesiv prin toate punctele
planului, di nagcere aeestui plan.

297. TEOREMA— Doa planurt cart ai un punct
comun, se taie n o linie dreaptd ce trece prin acel
punct. - : ¥

Fie P si () dod planuri cari ali un punct comun
A. Ducem prin punc-
tul A si in planul Q dod

4 e on drepte RAR/, SAS, a
5 W ciror portiuni AS, AR,

: 1 sint de o parte a planu-
A lui P. iar portiunile AR,
i : AS, sint de cealalta parte.
ol oy Unesc un punct oare-

; . Y care B de pe AR cuun
\ R - punct oare-care C de pe
AS': dreapta BC intilneste planul P fin un punct
oare-care D). De altd parte, dreapta BC avind ded
din punctele ei B gi C in plauul Q, se afli cu totul
in acest plan; prin urmare punctul D este gi el in
planul Q. -~ - : :

Acum, punctele A si D aflindu-se in acelasi imp
/in planul P i in planul Q. dreapta AD, ce trece prin
aceste dod puncte, este comund acestor dod planuri.

Planurile P §i Q nu mai pot avea vre un alt
punct comun in afard de AD, céci ar coincide ; prin
urmare toate punctele lor comune sint pumai pe a-
ceastd dreapta. ’
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298. TEOREMA .—0 linie dreapti este perpen-
diculara pe un plan, daca este perpendiculara pe dod
linat drepte duse prin piciorul ei in acel plan.

Fie B intersecti-
unea _liniei drepte AB
c¢u planul P ; presupu-
nem ci AB este per-
pendiculard pe drep-
tele BD, BC din pla-
nul P si care trec prin
piciorul dreptei AB;
dic ci AB este per-

T e pendiculard pe ori-care
\ / altd dreapta BI din
planul P ce trece

4 prin B.

M e i ; In adever, duc in
planul P dreapta: DC asa ca si intilneases dreptele,
BD, BC, BL si unese punctele de intersectiune D, I,
Cocu punctele A si K luate de pe dreapta AB, laa-
ceiasi distantd de B. Triunghiurile ADC si KDC
sint egale pentru ci aii laturea CD comuni ; laturile
AC si CK sint egale pentru e3 dreapta BC este rer-
pendiculard pe mijlocul dreptei AK: laturile AD s
DK sint egale pentru acelagl cuyint. Asa dar unghiu-
rile ACD s1 KCD, opuse Ia latari egale, sint egale
intre- ele. e 5 v

Apol, triunghiurile ACI si KCI, ati un unghii e-
gal cuprins intre dod laturi egale una cu alta - asa
dar Al este egal -cu KI. Punctele I si B fiind egal
depirtate de extremititile dreptel AK, dreapta BI este

' perpendiculard pe AK. Reciproc, AK este perpendi-

culard pe Bl si prin urmare si pe planul P.

299, Covolar--—Daci prin o linie dreapta AB se
duc diferite planuri ABC, ABD... $i prin punctul B
se duc perpendicularele BC, BD... la AB, situgte res-
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pectiv in cdte unul din acele planurt, toate acaste per-
pendiculare sint in un plan. :

I'ie P planul deter-
minat de dod din per-
pendiculare, d. e. BC si
BD: dic cd acest  plan
contine pe toate celelalte
perpendiculare. Consider
planul ABF -care taie pla-
nul P de-a lungul drep-
tel BF; obsery ca AB
este  perpendiculard . pe
BF in virtutea Teoremel precedente. Prin urmare,
perpendiculara ‘dusi prin punctul B pe dreapta AB
_in planul ABF se afldin planul P. Reciproc, ori-care

dreapti ce trece prin B si’i situatd in planul P. este "

perpendiculari pe dreapta AB. Asa dar planul P, cu-
prinde toate perpendicularele in chestiune.

-300. TEOREMA. Prin un punct dat se poate.
duce un plan perpendicular la o dreapta datd, st nu
se poate duce de cdt numal unu.

19, Presupun’ mai intdl cid punctul dat se a-
fld pe dreapts, si fie AB dreapta datd §i O punctul

A dat pe ea.

s Prin punctul O duc per-
pendicularele OC, OD, pe AB
in doi planuri diferite P 3

S e P’. Planul - Q dus prin aceste
: 7 doa drepte OC, OD va fi per-
' : / ‘pendicular pe AB.

Ori-care alt plan, afard
~ de Q dus prin O este oblic
B pe dreapta AB, fiind cd am

védut mai sus cd numai pla-
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nul Q contine toate perpendicularele duse prin punc-
tul O pe aceastd dreaptd AB. v =
- 2°% Fie acum D punctul dat né-agedat pe dreapta
AB. Tn planul P determinat de AB si D, duc perpen-
diculara DO la AB: in un alt plan P ce trece prin
AB si ducem perpendiculara CO la AB - dreptele
€0, DO perpendiculare la AB in O, determineazi un
plan' perpendicular la AB, si acest plan trece prin
punetul dat D. i :

~ S& imaginim acum un plan Q perpendicular pe
AB, si care si treacd prin punctul D. Acest plau taie
planul P in o dreapti ce trece prin D si'i perpen-
diculard pe AB in O. Aga dar ori-ce plan perpeu-
dicular ‘dus prin D, trece prin punctul O al dreptei
AB'si prin urmare se confundd cu planul dus per-
pendicularminte pe dreapta AB si prin punctul O al
acestei drepte. :

301. TEOREMA.— Prin un punct dat se poate
duce o linie dreapta perpendiculara la un plan dat,
st nw se poate duce de cdt numai una. ‘

1°. Presupun ci punctul dat se afla in planul dat
i fie P planul in care se afli punctul dat O. Duc
prin punctul dat O, o dreaptd ‘AB agedatd in planul P;
duc apoi fot prin acel punct O, plannl Q perpendi-

E cular pe AB. fie CD inter-

A 2 sectiunea acestui plan cu
___gr__ =y planul P; in fine in planul

B ( due linia dreaptd OF per-

/” - ‘ pendicularila CD; dic ca OF
T T perpendiculard pe planul P.

: In adevér, dreapta AB,
perpendiculard la' planul () este perpendiculard la linia
dreaptd OF caci este dusi prin piciorul acesteja in
plan: si din acestea videm ci OF este perpendiculari
pe amindoi dreptele AB, CD din planul P; prin ur-
mare OF este perpendiculari pe acest plan P,
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Alta perpendiculari pe planul P cu piciorul in O, nu
poate fi afard de OF, cici ori-ce dreapta OF dusa prin
O ve fi oblici cel putin la una din dreptele AB, CD i prin
urmare pu va fi perpendiculard pe planul P. -

20, Fie acum punctul O dat, in afard de pla-
nul P. Tet in planul P
o dreapti oare-care AB,
si duc prin punctul O
planul OCD perpendicu-
lar pe AB : fie C piciorul
perpendicularei AB la a-
cest plan si CD . in-
tersectiunea tot acestul
plan eua planul P. Din
punctul O duc linia dreap-
ta OI perpendiculard pe
CD ; die cd Ol este per-
pendiculard pe ori-ce linie dreaptd din planul e
care trece prin L.

In adevér, fie IE o dreapta in planul P care trece
prin 1, si intiloeste pe AB in E. Prelungesc OI, sub
planul P, de o lungime egald 10, si apoi duc drep-
-~ tele OC, OE, O'C si O'E. Dreapta AB fiind prin ipo-
 tezd perpendiculara pe planul OCD, unghiurile - OCE

si O’CE sint drepte i atunci triunghiurile OCE si OCE
sint egale ca avind un unghiu egal cuprins intre dod
laturi egale una cu ‘alta §1 anume: -laturea CE este
comuni iar laturile CO si (O’ sint egale intre eleca
oblice egal depirtate de piciorul I al perpendicularel
CI dusa pe 00’. Triunghiurile fiind egale rezultd ci
OE este egaldi cu O’ ; atunci triunghiul OEQ’ este
isoscel, si dreapta EI care unesie virful B al triun:
ghiului cu mijlocul I al bazei OO, este perpendicu-
lard pe OI. Rezultd dar ca OO’ este perpendiculara
.pe planul P.
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Ori-care altd dreapti, afara de OI, dusi prin
punctal O, d. e. OE, este oblici la plan, eici tinind E cu
Lavem trianghiul OIE dreptunghic in I $i prin urmare
unghiul OEI este ascutit ; adicdi OE ests oblici pe
planul P.

301. TEOREMA.— Daca din un punct exterior
unul - plan, se duc diferite oblice si perpendiculara
la plan, 2 s
A% Perpendiculara este mai scurtd de cit ori-ce
oblica ; : , S :

2°. Dot “oblice de o potriv. indepartate de piciorul
perpendicularer, sint egale ; : =
- 3% Duntre dod oblice ce nu sint de o potriva inde-
pdrtate de piciorul perpendicularet cea mai indepdirtatd

este - mai mare. %

2°. Fie P uu plan si A un punct exterior planu-

; of - lui; due perpendiculara AB

- la planul P, §i consider un

plan oare-care ABC dus prin

AB si care tale planul P in

i perpendiculard si cea de a

P doa oblici,  prin urmare AB

e . este mal scurtd de eit AC.

2°. Si laim dod oblice AC; AD astfel ca picioa-

vele lor O i D si fie egal depirtate de piciornl B al

perpendicularei, adica BC si fie egal cu BD : dic ci

triunghiurile ABC si ABD sint dreptunghice in B, ai

laturea AB comuni si laturile BC si BD- egale intre

ele prin constracfiune ; din aceasta rezu'ti ci ipo-

_tenuzile, - adicd cele dod oblice, AC, AD sint egale
intre ele, i

8° Si ludm oblicele AC, AE astfel ca picioarele

dreapta BC; dreptele AB si
AC sint, fatd cu BC, cea intii
v
oblicele AC si AD sint egale intre ele. In adevir,
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lor C s E sd nu fie egal mdepartate de B, adica si
_ avem, d.e. BC, mai mici de ciit BE. Port peste
_BE o lungime BF egali cu BC; oblicele la plan, AC
si AF vor fi eoale pentru ca prin construetiune
sint egal depantate de plcxoxul B al per pendlcularel
la plan. =

Acum, liniile drepte AB, AF, AE sint cuprinse
in un acelagi plan ABE": cea dintdi este perpendicu-
lari la BE, §i celelalte dod sint oblice pe BE; a doa
oblici AE este mal lungd de ciit intiia AF. Prin
urmare oblica la plan, AE, este maimare de cit oblica
AC la ace]agl plan

302. Distanta unui punct la an plan este luogi-
mea perpendicularei dusid din un punct pani-la plan.

303. Corolar.—Lecul geometric al picioarelor tu- *
turor oblicelor la un plan egale intre ele, §i care trec
prin  un acelagi punct, este o circumferentd a cirei
centru este piciorul perpendicularei dusd din  punct
la plan.

304. TEOREMA __Daed prm mijlocul unui seg-
ment de dreapti, se duce un plan perpendicular la
dreapta: 1°. ori-care punct
al planului este de o potriva
indepdrtat de extremitafile
segmentulut ; 2° ori-care .
punct exterior planulul, nu
este de o potriva departat
de acele extremitafl.

~ Fie AC segmentul de
dreaptd si P planul per-
pendicular pe ACin punc-
tul B, mijlocul ségmen-
tulul.
? Fle D un punet dm plamﬂ P; duc dreptele
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DA, DB, DC si observ ci DB este perpendiculari in
mijlocul segmentului AC, asa ci punctul D este deo
potrivad departat de extremitdfile AC a-le segmentului.

2°. Fie E un punct exterior planului P; unesc

E cu A sicu C; dic ci EC nu este egalid cu EA. In
adevér, planul AEC taie planul P in dreapta BD per-

- pendiculard pe AB in mijlocul ei: punctul E nefiind
situat pe BD nu este la aceiasi distantd de A si C.

305. Corolar—Locul geomeiric al punctelor din
spafii cari sint egal departate de dod puncte date, este
planul perpendicular pe mijlocul dreptei care uneste cele
dod puncle date.

306. TEOREMA.—Daci din un punct A se duce
perpendiculara AB la un plan P, sidaci din piciorul
B al perpendicularei se duce in_planul P perpendicu-
lara BC la dreapta DE din acest plan; dreapta CA,
care unegte piciorul acestet a doa perpendiculara cuun
punct oare-care A al celel dintdi, este ea insdsi perpen-
diculard pe DE. :

Aceasta este cunoscutdi sub numele de Teorema
celor trei perpendiculare;

- Tei' de o parte si de
alta a punctului C, lungimile
CD, CE egale intre ele si
duc dreptele BE, BC, BD,
AD, AC, AE. In planul P,
oblicele BD si BE sint egale
fiind-ci picioarele lor D si
E sint egal indepirtate de
piciorul C: apoi, triunghiu-
rile ABD i AEB sint drept-
unghice in B, ail laturile BD
si BE egale intre ele si laturea AB comuni, prin ur-
mare laturile AD §i AE sint egale intre ele; din a-
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cestea rezultd ci triunghiul DAE este isoscel si prin
urmare dreapta AC, ce uneste mijlocul C al bazei DE
cu virful A al triunghiului, este perpendiculard pe
baza DE: .. =
307. Corolar.—Din figura precedentd se vede cd
dod drepte AB, DE, ce nu sint in acelast plan, ai 0
perpendiculard comund BC, si el aceasti  perpendi-
culard musoard cea ma¥ scurti distanfa intre ele ;
fiind-ci ori-ce altd dreaptd AD ce uneste dod puncte
oare-care A si D a celor dod linii drepte este, mal
mare de cit AC si prin urmare mai mare i de

cat BC.

308. Bxercitit.—1. A duce prin un punct dat M o linde
dreaptd care sd intilneascd doa linis “drepte AB, CD cire nu
sint situate in acelasi plan. :

Ducem prin M si AB un plan P ducem prin M gi CD un
Q; intersectiunea planurilor P si Q este dreapta ciutatd. Pro-
blema este imposibild daci planul P este paralel cu- dreapta CD.

9. Si di un plan P, si o dreaptd AB care intilneste
planul in punctul B ; aceastd dreapta AB este egal inclinald
pe trei drepte BC, BD, BE situate in planul P i trec prin
piciorul B at dreptei AB. A aratd ¢ AB este perpendibulara
pe planul P,

Laand lungimile egale BC, BD, BE, si unind C, D, E cu
A avem trei trinnghinuri ABE, ABD, ABE egale intre ele si prin
urmare AC, AD, AE sint oblice egal inclinate pe plan si stim ca
picioarele acestor fel de oblice sint de o potrivia depirtate de
piciornl din plan al dreptei dusé prin_ A ; asa dar B este piciorul
acestel perpendiculare.-

3. Locul geometric al pumctelor din un plan, egal de-
partate de dod puncte exterioare planulut, este lania de inter-
secfiune o planului dat cu planul dus perpendicular prin mij-
locul dreptei care umeste cele dod puncte date. o]

4. Care este locul geometric al punctelor din spafin care
sint de o potrivi depdrtate de trei puncte, cari nu sint sibu-
ate in linie dreapid.
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Ridic perpendiculara pe planul celot trei punctein central
circumferentei ce trece prin acele puncte ; aceastd perpendiculari
este locul geometric edutat. I <

9. Se dati un plan P, un punct A in acest plan si un
punct B exierior planului; prin B se duc perpendiculare la
toate dreptele din planul P _ce trec prin A. Se cere locul geo-
mctric al picioarclor acestor perpendiculare.

Duc perpendiculara BC pe plan; locul geometric ciutat este
circnmferenta descrisdé pe AC ca diametra. C fiind picioral per-
pendicularel dusii din B la plan. Demonstratiunea se bazazi pe
Teorema celor trei perpendiculare.

.. 0. Locul  geomelric al punctelor din spatiu, astfel ca
diferenfa patratelor distanelor lor la dod puncte Jize Agsi B
sd fie constanta.

Fie M un punct de a locului: avem
MA®MB’—K®,
_Din MC due perpendiculara MH pe AB si avem

MA®—MB%—2 ABXIH :
I fiind mijlocel lui AB. Din aceste redultd ei IH este constantd

§i locnl céiutat este planul perpendicular pe AB in punctul H §
simetricul seii in privirea lui I.

~ e e RSl ':" ;‘ 2
”/%\' n/ - = »_1'.
%\ ‘;‘__,—//, ,;_G\/
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CAPITULUL Il

DREPTE SI PLANURI PARALELE

309. Definitiuni.—Doa drepte in spatit se dice ca
sint paralele cind sint asezate in acelasi plan si nuse
intilnesc ori-cit de mult le-am prelungi. »

In Geometria in spatiii, pentru a demonstra ca
doa drepte sint paralele, nu e de ajunsca in Geome-
tria pland, si demonstrim ei nu ail nici un punctco-
mun, ci mai trebue si ardtdm ca sint contibute in un
acelagi plan.

310. Doa plapuri se dice ca sint paralele cind
nu se intilnesc de loe, ori-catde mult le-am prelungi.

311. TEOREMA.—Daca doa linit drepte sint pa-
ralele intre ele, un plan perpendicular pe une din ele
este perpendicular si-pe ceialalta.

Fie AB, CD doa drepte paralele intre ele. si P

2 2 un plan perpendicular la

{ dreapta AB in punctul A;

dic ca planul P este perpen-
. dicular §i pe dreapta CD.
: ; Pentru aceasta consider pla-

) nul celor doa paralele si fie

£\ AC intersectiunea acestui
c plan cuplanu P. Acumdreap-
Fis ta AB fiind perpendiculara
pe planul P, este perpendi-

culard pe dreapta AC dusa prin piciorul iei in plan:
prin urmare $i CD este perpendiculard pe AC. Apoi,
prin punctul C, i in planul P duc dreapta EF per-

Geom. Elem. C. Climescu 14
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pendiculard la AC, s1 unesc € eu un punct oare-care
B al dreptel AB. Rezulti din Teorema celor trei per-
Pendiculare (§: 306) ci EF este perpendiculari pe CB
st prin urmare §i pe planul ACB: insi si dreapta CD
se afld in planul ACB, asa dar si ea este perpendicu-
lard pe EF. De aici videm ca CEeste perpendiculari
la dod drepte EF, CA asedate in planul P, prin urmare
este perpendienlard si pe planul P. '

312. TEOREMA — Daca doa

4 Z  linii drepte sint perpendiculare la
. unacelasi plan, atunci dreptele sint
paralele intre ele.
I 2 By Fie AB. CD doa perpendicu-
lare la planul P. :
é 2 ‘4// Daeé prin punctul C, duc

paralela cu ABea va trebui si fie
perpendiculard pe planul P (8. 311), prin urmare va
coincide cu CD, care prin ipotezd este si ea perpen-
diculard pe planul P. bl
313. Corolar.— Do liniy drepte, paralele cu o a
treta sint paralele intre ele. Fie dreptele A, B, paralele
fie-care cu dreapta C : dic cd A 51 B sint paralele intre
ele; cécl dacd duc un plan perpendicular pe O el va
fi perpendicular si pe dreptele A si B: prin urmare
aceste drepte fiind perpendiculare pe un acelasi plan sint
2 paralele intre ele. :
/ 314. TEOREMA.— Daca o linie

{ dreapta este paraleld la o dreapt sitiq-
| ta in un plan, atunci este paralela sicu
TR L) plamd.

. Fie AB paraleld cu CD din pla-
/o mul P; dic ¢a AB este paralels cu
planul P.

- Dreptele AB, si CD fiind. para]elelé sint in un
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plan ABCD care taie plaoul P in linia dreapra CD:

prin urmare dreapta AB dacad ar fi si intilneasca pla-
nul P l'ar intilni in un punct al dreptei CD, si fiind
ca pe CD pu o 1ntﬂne§te de loc, nu va intdlni niei
planul P si prin urmare 7T va fi paralela.

'315. TEOREMA, -~ Daca prin o dreapta paralela
la wn plan s» duce un plan care {taie pe celalalt,
linia de  intersectiune a  planurilor este par ale/fi cu
dreapta datd.

S consideram in ﬁguxa plecedenta dreapta AB
paraleld cu planul P. Ducem prin AB un plan care
taie planul P in dreapta CD d.e. Aceste drepte AB,
CD nu pot sd se intilneased, cdcl intilnirea ar txebm
s aibd loc in un punct al planului P, ceia ce nu se
poate, cédcl pxm ipotezd dreapta AD este paraleld cu
planul P : apoi dreptele AB, CD sint in acelasi plan:
asa dar ele sint paralele cici nu se intilnesc si sintin
un acelasi plan. , :

316. Corolar.—Toate punctele unei drepte parakle

cu un plan sint de -0 potriva departate de plan.
Fie M si M' dod puncte

de pe dreapta AB carel pa-
‘{//1 ‘/1/5 1319};3 cu pll)anul P. Perpen-
dicularele MN si M'N" duse
din punctele M si M’ la pla-
) nul P, sint paralele intreele,
sy = ) §i prin urmare sint in acelael
p N &/ - plan acest din urmé plan
B ~ taie planul' P in o dxeapta
NN’ paralela  ca AB, fi-
gura M\N \1 este un dreptunghm Asa dar dxqtan-z
tele MN. M'N' sint egaIe -

. TEOREMA.-& ~0 dreapta /mzd paralela ou
i plan dacd prin un pwnct al planu?ui se duce pa-

Lok —-——
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ralela cu dreapta datd, acea paralela este continuta
in plan. -
Fie AB dreapta paralels
cu planul P; prin punetul ¢
al planului duc paralela CD
cu AB: dic ed CD se afli in
planul P. In adevér, duc prin
AB i prin punctul C un
plan care va taie planul P
in o dreaptd paraleli cu AB
care trebue si se confunde

&  cu CD, fiind ci prin C nu se
< . poate duce de cat o paralela
/ .Y cu AB. Asa dar CD se afla
i in planul P,

. =319, Corelar. — O linie
dreapta paralela cu doi pla-
nurl cary seintretaie, este pa-
, b o raleld cu linia lor de inter-
e sl el sectiune.

S.L2 Fie dreapta CD paralels
/B\ cu planurile P si Q cari se

% ‘ ~ intretaie de-a lungul dreptei
AB; dic ¢& CD este paralels cu AB.

In adevér, daca prin un punct oare-care B al
intersectiunel se duce paralela cu CD. aceasts para-
leld, in virtutea Teoremei, trebue si fie continuti si
in planul P i in planul Q, si prin urmare se con.
funda cu dreapta de intersectiune. Asa dar dreptele
AB 5i CD sint paralele intre ele.

519. Observatinmea 1.—Prin un punct dat O, se
poate duce un plan paralel cu doi drepte date AB,
CD si iatd enm : prin punctul O due dreptele A'B" s;
C'D’ paralele respectiv cu AB si CD; planul P determi-
nat de dreptele A'B"5i C'D’ este paralel cu dreptele date.

\—T
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Alt plan, in conditiunile

2z ‘cerute nu mai este ; fiind c&
: dreptele A’'B’ si CD' deter-
g mineazd un singur plan.

Dacd finsd dreptele AB,
‘. A B CD ar fi paralele intre ele,
atunci A'B’ si C'D’ s'ar con-

»f funda in o singurd dreapts,

/>< si ori-ce plan gce ar trece

Ip- prin ea, ar fi paralel cu cele
' dod drepte date. 3

520. Observatiunea IL.—Printr'o dreapti dati CD

se poate duce un plan paralel cu alti dreapti data

7 AB sijatd cum : prin un

punct oare-care E al drep-
\5, tei CD, duc EF paralela
cu AB; dreptele CD si

EF determineaza un plan

L. 2 P care’l paralel cu AB.
X Alt plan in condi-
p C- V. tiunile cerute, nu - mai

este, fiind ci dreptele CD
§i EF determineazi un singur plan.

Dacd insi dreptele date ar fi paralele, atunci
dreapta EF s'ar confunda cu CD. si ori-ce plan ce ar
trece prin CD ar fi paralel cu AB.

321 —TEOREMA.— Doa planuri perpendiculare
la o aceiasi dreaptd, sint paralele
intre ele. : ) ,

l 7 Fie P si Qdod planuri per-
/ 74 7 pendiculare pe dreapta AB; a-

' ceste planuri nu se pot- intilai,

e c—

[ fiind cd prin un punct nu pu-

l 2 4/ tem duce de cit un plan perpendi-

/ i / cular la o dreapti (§. 300). Ra-

! mine dar ca planurile sint paralele

{ , intre ele.
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322.—TEOREMA.— Intersectiunile a doa planuri
paralele taicte prin un al treilea sini paralele intre cle.

Fie P si P’ dod planuri paralele, AB si A'B in-
tersectiunile lor prin un al
treilea plan Q. Dreptele AB
si A'B’ fiind asedate in pla-
nurl paralele nu se pot in-
talni; pe de altd parte ele
sint asedate in . un acelasi
plan Q : prin urmare sint

paralele intre ele. e

323. TEOREMA.— Daca
prin un punct exterior unul
plan, se ducdrepte paralele cu
planzd,f[ﬁoate aceste drepte sint
inun _{ﬂan paralel cu planul
dat. :

. : Fie AC o dreapta ce
trece prin punctul A siparaleld cu planul P.

Duc dreapta AB perpendiculard pe planul P;
dreptele AC st AB formeaza un plan, care taie pla-
nul P in o dreaptd BD paralela cu AC. Insi AB fiind
perpendiculard pe planul P, e¢ste perpendiculari si pe
dreapta BD si prin urmare si

& : y
_ pe paralela acesteia AC. Asa
/Z—;—ﬂl / dar dreapta AC se afld in pla-
: nul ) perpendicular pe AB
dus ' prin punctul A, si care

' e plan este paralel cu planul P
, 118 AGE * (§'321). Ori-ce altd dreapts
: /Q‘“‘// dusd prin A paralelminte cu pla-

. : nul P’ se demonstreazi in a-
celasi ‘mod, ¢ se afli continuti in_planul Q.
824, ‘Corolar.— Prin un punct dat se poate duce
. wn plan paralel cu un plan dat, si nu se poate duce
de cat numar unul. v



— 215 —

Raportindu-ne la figura precedenta, ducem din A
perpendiculara AB la planul P si apoi prin A ducem
planul () perpendicular pe AB ; acest plan Q este pa-
ralel cu planul P.

~ Pe de alta parte, sd ne inchipuim ed se mai poate
duce prin A, un alt plan ( paralel cu planul P. Du-
cem prin AB un plan care va tiie planurile paralele
Q si P in drepte paralele AC i BD. Dreapta BD fi-
ind perpendiculard pe AB si paralela sa AC vafi per-
pendiculara pe AB, si prin urmare AC se afld in pla-
nul O ; ast-fel cd un plan oare-care ce trece prin AB
taie planurile Q s1 (' in o aceiasi dreaptd, Asa dar
aceste planuri sint unul si acelasl.

i —np 325.. TEOREMA. — Dod
o ; planurt fund ~paralele,  ori-ce
/ s / o dreapta perpendiculara pe u-

nul din  plapuri: este perpen-
diculara s pe celalalt.
: Fie planurile paralele P,
() si dreapta AB perpendicu-
14 ﬂ lard pe planulPinppunctul A.
o Duc. prin picornl B al
dreptei AB in planul Q. o dreapta oare-care BC, apol
consider planul determinat de AB si BC.: acest plan
taie planul P in o dreapti AD paralela cu BC. Ins3,
AB este perpendiculard pe AD, prin urmare este per-
pendiculard si pe BC care’i paraleld cu AD. Tot asa
se va arita ci AB este perpendiculard pe orl sl care
altd dreaptd dusd prin B in planul Q, de unde re-
zultd e AB este perpendiculara pe planul Q insusi.
326. Corolar.—Dod planurl paralele cu un al tre:
ilea sint parulele intre ele. Pentru ca o dreapti per-
pendiculara. pe al treilea plan, este; perpen_d,ic,_u_lgf‘é‘si
pe celelalte doa. ' N Fe e
327. TEOREMA.—Daca doi unghiuri -me-situate
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in acelast plan au laturile lor respectiv  paralele intre

ele : 1°. unghiurile sint egale sai suplementare ; 2°. pla-

nurile unghiurilor sint paralele inire ele.

C 1. Fie unghiurile BAC si FF-DE
a cédror laturl sint respectiv para-
lele doa cite dod si indreptate in
acelasi senz ; dic cd aceste unghiuri
sint egale.

Ied pe laturile unghiurilor,
./E  lungimile AB si DF egale intre ele

g si AC, DE iarisi egale intre ele

si duc dreptele AD, BF, CE, BC

si FE. Patralaternl ABFD avind
laturile AB, DF egale si paralele
intre ele, este un paralelogram si prin urmare laturile

- opuse AD si BF sint egale intre ele. De asemene,

patrulaterul ACED avind laturile AC si DE egale §1

paralele intre ele, este §i el un paralelogram si prin

urmare laturile AD si CE sint egale intre ele. Din
aceste rezulti ca patrulaterul BCEF este un parale-
logram si prin urmare laturile BC si FE sint egale
ca avind trus-trele latarile respectiv egale una cu alta

§1 rezulti ci unghiurile CAB si EDF sint egale intre ele.
Daca unghiurile BAC si FDE ar ave laturile lor

paralele respectiv si indreptate in senz contrar, ele

iardsi sint egale : pentru ci se poate demonstra ca
inainte, ca unghiul CAB gi cu opusul lui la virf

EDF sint egale. .

Daci unghiurile BAC si FDE sint astfel ci la-
turile AC si DF sint paralele si de acelasi senz. iar
AC si DE paralele si de senz contrar, atunci aceste
unghiuri sint suplementare. Demonstratiunea se face
aritandu-se ca inainte, ci unghiul BAC este egal cu
suplementul unghiului FDE.

_2° Planurile CAB si EDF sint paralele intre

|
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ele, fiind cd dreptele AB si AC din planul CAB sint
paralele cu dreptele DF, DE asedate in planul EDF.

328. Corolar.— Fliind date doi drept: mnesituate in
un- acelasi plan, daca prin intaia se duce un plan pa-
ralel cu a doa, st prin a doa un plan paralel cu in-
taia, aceste dod planuri sint paralele intre ele.

c 2 Fie AB, CD doi drepte

= nesituate in un acelagi plan.

e Prin un punct oare-care E al

A 72 dreptei CD, duc dreapta A'B’

, paraleld cu AB; planul for-

G ’,ﬂi mat de CD s1 A'B" este para-

X lel cu AB. De asemene, prin

j’ £ 7 un punct ’F ?1 dreptei AB duc

dreapta C'D’ paralel cu CD;

planul format de ABs§i C'D’este paraleld cu CD. Cele

dod planurl sint paralele intre ele, cdci sint planurile

a dod unghiuri a céror laturl sint respectiv pa-
ralele. ,

329. Definitinne.—Se numeste unghin a doa linii
drepte nesituate in acelast plan. unghiul format de pa-
ralelele duse la aceste drepte prin un punct oare-care
din spatid.

Doa linii drepte, care se intilnesc sal nu, sint
perpendiculare una pe alta cind unghiurile lor sint
drepte.

330. Observatiune.— O dreaptd perpendiculara la
un plan este perpendiculara nu numal pe dreptele pla-
nulut duse prin piciorul ei, ci pe toate dreptele pla-
nului. :

Pentru ca o dreaptd sa fie perpendiculard pe un
plan, trebue 5i este de ajuns ca ea sa fie perdendicu-
lara pe dod drepte oare-care din plan.



331.—TEOREMA .—Dod' planuri paralele inter-

cepteaza segmente egale pe doa drepte paralele.
oo Fie P s P dod pla-
nuri paralele intre ele, si
AB, CD segmentele inter-
ceptate de aceste doa planuri
pe dod paralele date. Aces-
te segmente sint egale fiind
ca dreptele AC.BD, intersec-
tiuni de doad planuri para-
lele prin un al treilea, sint
paralele si figura ACDB
este un paralelogram.

332. -Corolar.— Doa pla-
nurt paralele sint peste tot
locul -de o potrivi departate.

Tet doa puncte oare-care in. planul P si din ele
due perpendicularele pe planul P’; aceste drepte sint
paralele intre ele §1 prin urmare egale una cu alta.

333. TEOREMA.—Tret planurt paralele inter-
cepteaza pe doa drepte oare-care, segniente pr oportionale.
Fie AB, BC, DE si ' EF ‘segmentele interceptate
pe doi ‘drepte AC DF de! planurilé P,Q,R dic ca

avem

limidgun BB DB 9l
y BC — EF
Due dleapta AF si ﬁe G punctul de intilnire al
acestei drepte cu planul Q “ducem dreptele BG, CF,

AD si GE. Dreptele BG si CF, intersectiuni de doa
planuri paralele prin un. al treilea, fiind paralele avem

AB AG
BO > gF



il by e

o Apoi, dreptele AD i GE
\ fiind s1 ele paralele avem de
‘ asemene '
. S Ac_DE
= ! GRTHE

din aceste dod proportiuni re-

o
/ﬁl 50 )‘5'17 zultd ceia ce era de demon-
ahs ‘

strat.

\ 334. Exercitii—1. A4 duce
o paraleld la o dreaptd daid, ast-

' y : fel ca sq intilneased  alte, dod
%J e Fﬁ/ drepte, - ne-situate in un plan.
|
i

/ Fie'AB si CD dreptele care
trebue sa fie intilnite de o paraleld

/ Ja EF ; prin un punet oare-care a
§ ; > dreptei AB duc BG paralels cu EF.

; Planal determinat de AB si BG, taie
pe CD in na punctK si prin K due KH ‘paraleld cu EF. Dreapta
KH este dreapta cautatd.

; 2. 'Dac o dréaptd’'si un plan-sint - perpendiculare la
o ‘aceiasi dreaptd, dreapta si planui sint perpendiculare una
cu alta, b - :

Pentru ca cele doa drepte formeazii 'un plan caretaie pla-
nol dat in o paralela cu dreapta data. . .

' 3. Daca dod planuri trec prin dod drepte parale, in-
tersectiunea lor este paraleld cu dreptele paralele ; - pentru ci
daca duc paralela 'cu unadin dreptele date prin ‘unul din punc-
tele comune planurilor, ageastd paraleld se aflad si in planul intal
si jal doilea. 3 »

4. Dacd dod planuri cori se taie sint paralele cs o0
dreaptd intersectiunea lor, este paraleld cu aceasia dreaptd,
Demonstratinnea ca precedenta. 3 :

5.7 A gasi loeul geometric al punctelor a cdror distante
la dod planusri = paralele sint proportionale  cu dod lungimi
date m si:n. Duc o perpendiculard comuni AB. la planuriie pa-
ralele P si Q ; determinez patru puncte C, D, C' T gituate pe
AB asa ca e aply R RIIERE RS e P e
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BC_ MD m 7 BC' BD. .m
ACT AD o AL A m

Planurile paralele cu planal P, duse prin aceste puncte, consti-
tuesc locul geometric ciutat.

CAPITULUL III

UNGHIURI FORMATE DE DOA PLANURI SI
DE UN PLAN CU O DREAPTA

335. Definitiuni.—Spatiul cuprins intre dod pla-
nuri care se taie, se numeste unghiu diedru, Intersec-
tiunea planurilor este creasta diedrului, iar planurile
sint fefele lui.

Un diedru se insamni prin dod litere puse pe

p creasta lui; daed se in-
Av 4 timpld ca o creasti si fie
P 7 /\ comuni la mai multe di-

(P a(ﬂ edre, atunci fie-care din

aceste diedre se insamni
prin patru litere, doi pe
creastid si cidte una pe -
fie-care fatd ; literile de
pe creasta se pun la mij-

~-.J lo-.
/ﬂ\] Asttel, dintre cele

dod figuri alaturate, cea dintil este un diedru format
de semi-planurile- Psgi Q' creasta lui este AB si fe-
tele sint P i Q; se insamni prin AB. 3

A doa figurd reprezinti trei diedre formate de

Pphcisin:




Lo e

semi-planurile P 51 Q. P i R, Q si R: creasta AB
este aceiasi: le vom insamna respectiv prin: PABQ,
PABR, QABR.
336. Doa unghivri diedre sint egale dacd se pot
suprapune. :
; Daca semi-planurile ABP,
ABR ABS, ABQ), terminate
toate la dreapta AB, sint a-
sedate ast-fel ea un semi-plan
mobil, aplicat mal intd1 pe
ABP si invartindu-se in jur
de AB, intr'un senz determi-
nat, vine s coincidd succe-
: ’\"\y“ siv._cu semi-planurile ABR,
l I N '\J ABS, ABQ, atunci unghiul
! diedru se dice ca este suma
unghiurilor diedre PABR si RABS : de asemene un-
ghiul PABQ este swma wunghiurilor diedre PABR,
RABS, SABQ si asa mai departe, ori cite semi-pla-

npuri am ave cu ace1a§1 creasta seriu :

PABS—PABR-|RABS
PABQ—PABR--RABS--SABQ ..

Un anghii diedru care'i egal cu suma altor doa
diedre se dice ca este mai mare de cat fie-care diedra
care compune suma.

" Dacd un unghii diedru PABL este suma a m
unghiuri diedre egale cu un diedrn dat PABR, atunci
unghlul diedru PABL se dice ca este egal cu de m
ori diedrn PABR, si acest din urmd este a ms parte
din PABL, si se serie:

PABL—m. PABR si PABR:%PABL.
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Daci un unghia diedru PABM este egal cu de
m ori n* parte din un diedru PABR, se serie

m
n

PABM=--PABR. :

- 337. Doa ‘unghiuri diedre sint adiacente dacé ail
acelasl creastd, o fatd comuni si celelalte doa fefe sint
de o parte si de alta a fetei comune.

Doa unghiuri diedre sint opuse la creasta dacd
fie-care fatd a unuia este in prelungirea celuialalt.

338. Un semi-plan P, 'ce taie un plan MABN in
o dreapii AB formeazi cu planul si de o acelasi
_parte a lui, dod unghiuri
diedre  adiacente MABP si
NABP: dacd aceste diedri
nu sint egale intre cle. atunci
semi-planul P este oblic pe
planul MN ; iar dacd sint
egale atunci semi-planul P
se dice ca este perpendi-

cular pe planul MN.
In acest din urmi caz unghiul diedru este drept.

339.— TEOREMA.— Prinir'o dreapta agsedatd in
un plan se poate duce de o aceiasi parte a planulut,
‘ un semi-plan  perpendicular

pe planul dat “si nuw se poate

duce mai mult de cat unul.

Fie MN planul dat si

" AB linia dreaptd din plan

prin cave trebue si  treacd
semi-planul eerut.

Luim un semi-plan P

care. prin AB §i se

avirteste! in jurul acestel
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drepte, incepind de la partea M a planului si mer-
gand spre partea N. Unghiul diedru PABM mai in-
tal nul, creste neincetat pe cénd adiacentul setit PABN
se micsureazi necontenit, pand ce devine nul.

Unghiul diegru PABM incepe prin a fi inferior
diedrului PABN, apoi se apropie de el din ce in ce
mal mult, devine egal cu el, apol superior.

Existd dar, intre pozitiunile intermediare a semi-
planului P. o pozitiune particulard P;, si numai una,
pentru care unghiurile P,ABM si P,ABN sint egale;
in aceastd pozitiune semi-planul P; este perpendicular
pe planul MN.

340. Corolar.—Toate z/nghzzmk diedre drepte sint
egale’intre ele.

Sa considerdm doi diedre drepte PABQ si PA'BQ".
Aplicim creasta A'B" peste AB, fata ()’ peste fata();
atunci fata P’ se va aplica peste fata P, cdci trebue
s# iee o pozifiune perpendiculard pe (), si aceastd Bo:
zitlune este numai aceia a fetei P.

341. 'Toate unghiurile diedre drepte fiind egale
intre ele, unghiul diedru drept serveste ea termin de
comparatiune cu toate celelalte unghiuri diedre.

Un diedru este ascufit sai obtuz dacd’i mal mic
sali mai mare de cidt un diedru drept.

Dod diedre sint complementare dacd suma lux este
egald cu un'diedru drept.

Doi diedri sint suplementare daci suma lor este
egalé cu doi diedre drepte.

342. TEOREMA.— Cand doa planurt se intretaie
in o dreapta, ele formeaza patru unghiuri diedre; sumao
a q’ocz diedre adiacente estz. egala cu doa- dicdre drépte
st prin urmare._ sint suplementme Demonstratiunea a-
ceste1 teoreme este asemene cu acea de la §. 10.

343. Corolar I,,-,—;rDacd wunal dm cele. patru diedre
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este drept, atunct celelalte trei sint drepte (Demonstra-
tiune asemene cu acea de la § 11). :

344. Corolar IL.—Ori cat de multe diedre vor fi
de aceiast parte a unut plan, pe acelasi creasta, suma
lor este egaia cu dod diedre drepte(Demonstra(;mne a-
semene cu acea ae la § 12).

345. Corolar IIL.— Cand mai multe pca,nuri trec
prin o dreapti, suma tuturor diedrilor formate in Jurul
dreptel, este egala cu patru diedre drepte. Demonstra-
tiune asemene cu acea de la § 13).

46, —TEOREMA .—Daca 1 diedre adiacente
sint szq)lemeniare, fetele lor mecom ine sint in unul st
aceiasz: plan. (Demonstratiune asemene cu acea de la

1*) \
347. TEOREMA .— Doa diedre opuse la creastd sint

egal _intre ele. (Demonstra(;xune asemene cu acea de -

la § 15).
348. Definitinne. —Numim zmghm plan al unui
unghiu diedru PABQ, unghiul
: COD format de perpendicu-
£ larele OC, OD, duse la creasta
44

AB a diedrulul in un acalasi

N

5 punct al el, si asedate respec-
¥/ g tiv_in cele dod fete ale die-
. s drului, :

a Din deflnitiunea aceasta
rezultd urmdtoarele : e

M el 1°. Marimea unghivlui plan

al unwi diedru nu depinde de

pozifiunea punctului de pe creasta diedrulut - ea este ace-
iast, ori-care ar fi virful unghivlui pe creastd.

Sa luim un alt punct O pe creastd si si ducem
perpendicularele O'C’, O’D" asedate respectiv in fetele
P s1 Q. Unghiurile COD si COD’ sint egale intre ele

cadci 'si ati laturile respectiv paralele side acelasi senz.

et |



29, Unghiurile plane a dod diedre egale, sint egule,
pentru ci cele dod diedre se pot suprapune.
3% Doa diedre sint egale intre elo daca unghivrile
lor plane sint egale intre ele. A
Si luim dod diedre a edror unghiuri plane CAD
si C'AD’ si fie egale intre ele.
R Sé transportam di-
I : 7 edrul al doile[a)\ peste cel
intai astfel ca unghiul
plan CA'D’ sid coin-
¢idd eu unghiul plan
(CAD ; creasta A'B ca-
c 14" ¢} reT perpendiculard pe
. dreptele A'C’, A'D’ este
2 A / perpendiculara si pe
planul  acestor dod
drepte si prin urmare va coincide cu perpendiculara
la planul dreptelor AC, AD dusa prin punctul A,
adici cu creasta AB. Rezulta ci ceie dod diedre coineid
si prin urmare sint egale.
349. TEOREMA.— Unghiul plan al unut unghii

diedru drept este un unghit drept si reciproc. :
' Fie MABP un diedru
Z drept: si prelungim fata M
dincolo de credsta AB; se
formeaza un al doilea die-
dra drept NABP adiacent

Y 7 celui dintai. Prin un punct

/D O, de pe creasta AB, si
éﬂ /0 70 ducem in planul MN si in
- planul P, dreptele CD si

; ﬂ ~ OE perpendiculare pe AB.
< Unghiurile COE i EOD sint unghiurile plane a ce-
" lor doa diedre egale MABP, NABP, si prin urmare
sint egale. Insi aceste unghimi egale COE si EOD

-Geom._ Elem. C. Chimescu > 15
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sint suplementare: pentru ci sint adiacenté s1 laturile
lor exterioare sint in lininie dreaptd; asa dar sint
- drepte. Gy .
Reciproe, fie un diedru MABP al cérul unghii
plan DOE este drept. Daci prelungim fata M si dreapta
DO dincolo de creasta AB, formiam un al doilea di-
edru NABP cu unghiul plan. COE. Insi, DOE fiind
drept, si COE este drept. Asa dar diedrele MABP si
NABP ati unghiurl plane egale, i sint prin urmare
egale ; apoi mai sint suplementari, prin urmare diedrul

- MABP este drept. 7
350.- TEOREMA.-——RapoMuZ a doa diedre este e-

gal cu raportul unghiurilor lor plane corespundstoar e.
' @& luam doi diedre CABD si GEFH, eari sil pre-
"Supunem ci ali 0 masurd comuna, diedrul CABK,
“‘care se cuprinde de 5 ori in intdivl §1 de 3 ori in
al ‘doilea diedru. S& ducem prin crestele AB,.EF pla-
‘nuri cari si ‘imparts diédrul intalin & i al doilea in 3
o LR : diedre egale cu
Vi . v

diedrul CABK,
In uu punct A
al crestei AB
sa ducem pla-
nul perpendi-
cular pe ea;
acest plan in-
tilnegte fetele si
~ Feers g - planaurile de im-
B Miglugn s St ¢ _partire«dn drep-
i fe W it e i e ggale - AC,  AK,
AL, AM, AN si ‘AD,:.unghiul CAD este unghiul-plan
‘al. diedrului GABD: 1 umghiurile CAK, KAL, LAM....,
.sint unghiurile: plane gcelor bidiedre egale cu CABK.
- Ducemi: de asemenea .in ‘un punct oare-care. K al crestei
¢ EF, planul ' parpendicular perea.; acest plan;intilneste

e
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fetele §i planurile de impdrtire in dreptele EG, EP,
" EQ, si EH : unghiui GEH este unghiul plan al die-
drulul GFFH, si unghiurile GEP. PEQ, QEH, sint
unghiurile plane a celor 3 diedre egale cu CABK.

De aici videm ci unghiurile plane CAD si GEH
2 celor doa diedre date contin: cel intdi de 5 ori un-
ghial CAK, si cel de al doilea de 3 ori unghiul CAK,
aga dar raportul intre acette unghiuri plane esteegal cu
5/., ca si raportul celor dod diedre.

In caz cind diedrii CABD si GEFI nu: ar ave
o comuni misurd, se va urma ca la Nota de la §.
113, de unde va rezulta egalitatea celor dod raporturi.

351. TEOREMA.— Ori-ce unghui ‘diedru are a-
ceiast masurd ca st unghiul plan corespundetor, dacd
se ie ca unildfi un unghiti diedru oare-care st un-

ghiul plan_ corespundetor:
Fie de misurat die-

- A 4rul CABD prin diedrul
‘ \1 00 MIKL luat ca unitate, fie
CAD si MIL unghiurile
plane coresdundetoare a-
cestor doi diedre. Fac
conventiunea de a ma-
7 ' sura unghiul CAD cu
&g 4/ unghiul MIL considerat

ca unitate de unghil; in

virtutea Teoremei precedente avem:
(0ABD  CAD
MIKL  MIL"

Insd aceste raporturi egale; cxprimd respectiv masu-
rile unghiului diedru CABD si & unghiului « set plan
/CAD ; prin urmare misura acestul unghil diedru este
aceiagl cu a unghialui seti plan. o
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Teorema aceasta se enuntd mai pe scurt precum
urmeaza : un unghvi diedry are drept masurd unghiul
plan corespundetor. :

Se ie de ordinar ca unitate de unghiti diedru,
unghiul diedru drept.

352. TEOREMA. - Daca o dreapta este perpendi-
culara la un plan, ori-ce plan dus prin ea este per-
pendicular la plan.

Fie AB dreapta perpendiculari la planul P, si
un plan oare-care dus prin AB; dic ei planul Q este
perpendicular la planul P. :

Fie CD intersectianea ce-
lor doa planuri, si ducem
prin B perpendiculara BE la
dreapta CD. Dreapta AB,
carei perpendiculara la pla-
nul P este perpendiculari
pe dreptele BC si BE din
planul P, care trec prin  pi-
-ciorul ei, B. Laturile unghiu-
lui ABE sint perpendiculare la dreapta DC in un a-
celagi punct B al ei, si sint totodata agedate respec-
tiv in planurile Q si P; acest unghii ABE este dar
unghiul plan corespundetor diedrului format de pla-
vurile P gi Q, si fiind ca este un uoghit drept, re-
zulta ci plabul Q este perjendicular pe planul P.

- 353. TEOREMA.—Find date doa planuri per-
pendicuore unul pe altul, daca in unul din ele se duce
o dreapta, perpendiculara la intersectiunea celor doa
planurt, acea dreapti este perpendiculara pe celalalt
plrm. :

Si ludm figura de dineoare. Iie AB o dreapta
din planul @ perpendiculara pe interscetiunea CD a
planurilor P s Q: dic ca AB este perpendiculara pe
planul P. IR Lok Gl .
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Due prin punetul B si in planul P, dreapta BE
perpendiculard la CD ; unghiul ABE este unghiul plan
al diedrului format de planurlle P si Q; aceste pla-
nuri fiind perpendiculare, unghiul ABE este drept.
Prin urmare dreapta AB, pﬂrpendlculara pe dreptele
(D si BE, este perpendiculard pe planul P care con-
tine aceste drepte.

354. TEOREMA.—— Fiind date dod planuri per-
pendiculare wnul pe altul, dacd prin un punct al wu-
nuia din planuri se duce perpendiculara la  celalalt,
aceast dreapta este asedatd in planul intai.

Fie in figura de dineocare, dod planuri P si Q
per pendmulaxe unul pe altul. Ted un punct A-in pla-
nul Q st prin el due dxeapta AB perpendiculard pe
intersectiunea CD a celor dod planurl: aceastd dreapta
AB este in planul Q si'T perpendicnlard pe planul P.
Pe de alti parte, perpendiculara la planul P, dusi prin
punctul A, se confundd cu dreapta AB, prin ulmarex
asedata in planul Q

355. IEOREMA —Daca dod planuri cari se taie
sint pe; pendiculare la un al treilea, intersecfiunea ce-
lor doa planuri este si ea perpendiculard pe al trei-
lea plan.

Fie un plan P si Q, R alte dod planuri perpen-
diculare pe planul P, si a cdror intersectiune este
dreapta AB: dic ca dreapta
AB este perpendiculard pe
planul P. In adevér, daci
prin un punct A, al inter-
sectiunei planurilor Q si R
duc perpendieulara la planul
P, aceastd per pendiculaliin
_ virtatea Teoremei precedente
se afld i in planul Q si in
planul R, si prin urmare se
confundid eu intersecfiunea AB a acestor dod planuri.
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356. TEOREMA.— Prin o dreapiii oare-care se
poate duce un plan perpendicular la un plandat, siin
general nu se poate duce de cat unul singur.

Fie AB o dreaptd si P un plan dat.

lei un punct oare-care A pe dreaptd, si prin el
duc perpendiculara AC la planul P ; planul format de
dreptele AC, AB este perpendicular pe planul P pentru
ci contine perpendiculara AC la acest plan. Ori-ce
alt plan ce ar trece prin AB si prependicular pe pla-
nul P, va trebui s& contind pe AC si prin urmare
se va confunda cu planul dreptelor AB si AC.

Daca insi AB ar fi perpendiculara pe planul P,

: 2 atunci prin AB sepot duce un
: : numeér infinit de planuri per-

/‘4/ pendiculare pe planul P.

357. Definitiuni.— Din un
punct dat A, ducem perpendi-
cularala un plan dat, fie o pi-
ciorul perpendicularei pe plan
; punctul a se numeste proecti-
unea punctului A pe planul dat.

Fiind daté o linie, din fie-
care punct al liniel ducem per-
pendiculara la un plan dat: locul geometric al picioa-
relor perpedicularelor duse prin fie-care punct al liniei
la plan, se numeste proecfiunea acelei linil pe planul dat.

358 . TEOREMA.— Proecfiunea unei linii drepte
pe un plan este o linie dreapta.

Fie AB o linie dreaptd §i P un plan. Prin un

- punct A al dreptei, ducem

/J‘{//_'ﬂ;"" perpendicalara Aa la plan,
~ . planul format de dreptele AB

: : 2/ 8§ Aa este perpendicular pe
i planul P 5i’l taie in o linie
ol 5 - dreaptd mn. Prinunalt punct

al dreptei date ducem per-
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pendiculara Bb la plan ; aceastd perpendiculard este cu
“totul agezatd in planul BAa prin urmare piciorul et
b va fi pe intersecfiunea mn a celor dod planuri.
Asa dar proectiunea dreptei AB este dreapta mn.

359. TEOREMA.— Daca o dreapta este oblica pe
wn plan, unghiul format de dreapta cu proectiunea €t pe
plan. este cel mai mic dintre toate unghiurile formate
de dreapta cu ori-care altd dreapta dust in plan prin
piciorul oblicet. i lom S iR

Fie BA, oblici la planul P, B piciorul oblicei,

4 BC proectiunea dreptel BA pe

plan ; diced unghivl ABC este

, mai mic de eit unghiul ABD
A format de dreapta AB eu o
dreaptd oare-care BD din pla-

m i / nul P si care trece prin B.

o0 R Pentru a demonstra aceas-!
8 D at, ieti lungimile BD si BC e-
gale intre ele. Triunghiurile
ABC si ABD ali dod laturf egale una eu alta, adica:
AB este lature comuna’si BC egald cu BD prin cons-
truetiune : laturile al treilea sint neegale caci per-
pendiculara AC este mal mica de cat oblica AD.
Prin urmare unghiul ABC este mal mic de cit un-
ghiul ABD. : :

360. Observatiune.—Dacé invartim dreapta BD in
plan, asa ca si o aducem in directiunea BC’ opusa
directiunei BC, unghiul ABD creste neincetat in mig-
carea aceasta. ln adever, din punctul B ca centru s
cu o rada egald cu BC, descrim circumferenta io pla-
nul P §i s imagindm ca punctul D percurge arcul
CDC". In triunghinl ABD doa din laturi nu se schimba
si anume AB 51 BD; insd laturea a treia AD se mi-
reste, caci punctul D se indeparteaza de punctul C,
coarda CD se mireste si prin urmare si oblica AD a
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carul picior D, se indepirteazi de acel al perpendicu-
larei AC. se mireste si ea: din aceasta rezulti ci
unghiul ABD se mireste. Dupid ce BD a luat direc-
tiunea BC', si continudm a o invarti in aelasi
senz; unghiul ABD reia, in ordine inversd, aceleasi
valorl. Asa dar unghiul ABD este minimum ecind
dreapta’ BD coincide cu proectiunea BC a dreptei BA
s1 maximum cand BD coincide cu BC' care’i in pre-
lungirea in senz invers a directiunei BC.

361. Se numeste unghinl unei drepte cu un plan
cel mal mic unghiuformat de dreapti cu o alti dreapti
dusd in plan prin piciorul el. Din cele precedente
videm c¢i: :

Unghiul unet drepte cu un plan, este wnghiul format
de dreapti, cu proectiunea ei pe plan.

362. TEOREMA.— Fand date dod planuri care
se taie; dintre toate dreptele care se pot duce in unul
din planuri si - prin un anume punct din plan, aceia
care face un ungliv. mai mare cu planul al doilea, este
perpendiculara la intersectiunca pianurilor.

Fie planurile P si (), MN intersectiunea lor si A

< un  punct in planul Q.
Duc perpendiculara AC
din A pe planul P si prin
piciorul C al acestei per-
pendiculare duc CB per-
pendiculard pe MN, si u-
nim B cu A ; dreapta AB
este perpendiculara pe
MN.

S& ducem prin punc-
tul A si in planul Q o dreapti oare-care AD. Pro-
ectiunea dreptei AB pe planul P este BC, si un-
ghiul dreptei AB cu planul P este ABC. De ase-
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mene, proectiunea dreptei. AD pe planul P este CD,si
unghiul dreptei AD cu planul P, este ADC. Avem sa
demonstrim  ¢i unghiul ABC este mai mare de cat
unghiul ADC. :

Si invartim triunghiul dreptunghic ADC in jur
de AC. pani ce’l vom aduce in planul triunghiului
ABC : laturea CD, ie directiunea CB si fiind-ca oblica
CD este mai lunga de cit perpendiculara CB, punetul
D se agazi pe prelungirea lui B, in un punct E.
Acum avem unghiul ABC exterior triunghiului ABE,
egal cu suma unghiarilor AEB si BAE; asa dar un-
ghiul ABC este mai mare de cit unghiul AEC sat de
cat egalul sei ADC.

363. Problemi.—Sd se duca o dreaptd care si in-
tilneasca doa drepte date ne-situate in un plan, si s li fie
perpendiculard. '

Fie AB. CD dreptele date. Duc prin AB planul
P paralel cu dreapta CD.
O dreapta perpendiculara
pe cele doa drepte date
este perpendiculard pe
dreapta AB si pe o dreapta
din planul P paralela cu
CD : prin urmare dreapta
perpendiculara pe cele
doi drerte date este per-
pendiculard pe planul P;
astfel directiunea dreptel cerute este determinatd : mai
ramane sd’i determindm pozifiunea. T

Daci prin toate punctele dreptei AB, duc per-
pendiculare la planul P, toate aceste perpendiculare
tormeazi un plan Q perpendicalar pe planul P, si una
din aceste perpendiculare, anume acea care intdlnegte
pe CD, este dreapta cautata. Dacd, prin toate punctele
dreptei CD), du¢ perpendiculare la planul P, toate a-
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ceste perpendiculare formeazid un plan R perpendicu-
lar pe planul P, si una din® aceste perpendiculare,
anume acea care intilneste pe AB, este dreapta caatata.

Asa dar, dreapta ciutatd este continuti in pla-

v nurile Q 'si R, prin ur-
mare este intersectiunea
lor, MN.

364. Altfel —Sa du-
cem un plan U perpen-
dicular pe AB si un plan
V perpendicular pe CD ;
intersectiunea XY a aces-
tor doi planuri are o di-
rectiune = perpendiculara
pe ambele drepte AB si
CD; prinurmare perpen-
diculara comuni este paraleld en XY : am determinat
astfel ‘directiunea dreptei cautate. Acum duc prin AB
planul Q paralel cu XY si prin OD planul R paralel tot cu
XY ; intersectiunea MN a planurilor Q si R intilneste
ambele drepte AB si CD, este perpendiculard pe fie-
care din ele, fiind ci paraleld cu XY ; MN este dar
dreapta cautata. :

365. (Cea mai senrts distantd intre dod drepte.— Fie
AB,CD do# drepte in spatili. Determin cum am aratat
dineoarea perpendiculara comuna MN. Dic ci aceasta

; - este mal scurtad
de cat ori-care
altd dreapta ce
uneste dod punc-
te oare-care situ-
ate respectiv pe
cele doa drepte.
In adevér, si lu-
dm un punct E
de pe CD siun
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punct H de pe AB: unese Ecu H si’prin E duc per-
pendiculara EF la planul P ; dreptele EF si MN sint
egale ca paralele cuprinse intre paralele. Insd dreapta
EH este o oblici la planul P, prin urmare este mai
lungd de cat EF.

366. Observafiune.—Daci s’ar cere numal lungi-
mea celei mai scurte distante dintre doa drepte, atunci
este de ajuns ase duce prin fie-care dreaptd, un plan
paralel ~u ceialaltd dreaptd §i a lua apol distanta intre
aceste doa planuri. '

367. Exercitii-—1. Dod planuri perpendiculare pe un
al treilea si cari tree prin dod linii drepte paralele, sint pa-
ralele. Fie AB, CD, dod drepte paralele; din A §i C ducem per-
pendicularele Aa si Ce pe un plan P planurile @AB, ¢CD sint
perpendiculare pe planul P ; aceste planuri sint si paralele intre
ele fiind-ca unghinrile aAD si ¢CD ai laturile lor paralele una
cu alta.

Din aceasta rezulti ci proectiunile pe unplana dod drepte
paralele sint paralele. ‘

9 Daci o linie dreaptd este perpendiculard pe un plan,
proecfiunea ei pe un alt plan oare-care, este perpendiculard
pe intersectiunea celor dod planuri.

Pentru ci linia dreaptd si proectiunea el formeazid un
plan perpendicular pe ambele planuri, prin urmare si pe inter-
sectiunea lor.

3. O dreaptd de lungime constantd este supusd a se re-
zema cu extremitdfile ei pe dod linii drepte dreptunghivlare
ne-situate in un acelasi plan; se cere locul geometric a mijlo-
cului dreptel de lungime constantd.

Fie AB, CD dreptele dreptunghiulare date; EF dreapta
de lungime constanti. Ducem GII. perpendiculard comuna la AB,
CD. Prin N, mijlocul dreptei GH. duc NI paraleld cu AB si NK
paraleld cu CD; plapul INK taie EF in mijlocul ei m ceia ce
se poate vide, ducindu-se perpendicularele EI si FK pe planul
INK ceia ce formeazi triunghiurile TEm si FKm.
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2 Din aceasta  se¢ conchide ci

A G £ B loenl geometric estc acelasi ca a

mijlocului dreptei IK care se razi-

mi pe laturile NI si NK ale un-

N 7 ghiului drept INK. Lungimea IK

este constantd cidci D d. e. este

/ 22 laturea a treia a triunghiului drept-

ﬂ unghic Elm a cirui latorf mE si 1E

sint constante ; apoi Im=—Km. Mij-

H locul laturei cdutate 1K este o cir-

F eumferentd. cici Nm este egald cu

c Jjumdtatea din 1K adici este con-
stants, '

4. Se cere locul geometric al punctelor egal depdrtate de
doa planurl cari se tae. 3

Acest loc geometric se compune din planurile bisectoare a
celor patru diedre formate de cele doi planuri,

5. O linie dreaptd este de o potrivi inclinatd pe  dod
planuri cari Se toie, atunes ednd punctele ei de intdalnire cu
Planurile sint egal depirtate de intersectiunca planurilor. De-
mostratiunea este usoard. ficindu-se figura.

Reciproca este adevarata; numai cit dreapta datd si nu fie
paraleld cu planurile date,




CAPITULUL 1V

UNGHIURI TRIEDRY ST UNGHIURI
POLIEDRI

368. Definitiuni —Se numeste unghiu poliedru fi-
gura formati de mai multe planuri cari trec prin un
punct fix si se termina la intersectiunile lor. Figura
aldturatd compusa din planurile: ASB, BSC, COSD,
DSE, ESE. FSH, HSA care
se tale consecutiv in: SA,
SB, SC, sD, SE. SF, SH,
este un unghiu poliedru.

Punetul S comun planu-
Z rilo‘r, este virful 1fnghjtzlui

poliedru: dreptele SA, SB.,
Pid sunt crestele si unghiurile

& SAB, BSC,..formate de dod
creste consecutive, sint fefele unghiului poliedru.

369. Cind unghiul poliedru are numai trei fete,
§1 prin urmare trei creste, atunci avem un unghiu
triedru. -

Un unghiu triedru este dreptunghic cand are un
diedru drept, este bi-dreptunghic cand are dod diedre
drepte, si tri-dre plunghic daca tustrele diedrele sint
drepte. :

' 370. Un unghiu poliedru este numit convex atunci
cind prelungindu-se in toate directiunile una oare-care
din fetele lui, ¢l ramiane de o aceiasi parte a fetei.
n cazul contrar unghlul poliedru este ‘concav.

Un plan care intalneste toate crestele unui unghiu

!
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poliedru convex de o aceiasi parte a virfului, tale su-

prafata unghiului poliedru in un poligon convex.

371. Doa unghiuri poliedre SABCDE si S'A'BCD'E
sint opuse la virf atunci cind cres-
tele unuia sint in prelungirea cres-
telor celuialalt.

, Vom vide mai la vale cid dod

unghiuri poliedre opuse la  varf ai

fetele egale si diedrele lor egale unul
cu altul, insd in general nu se pot
suprapune.
372. TEOREMA.—1In un tri-
edru, una din fefe este mai micd de
cat suma celorlalte dod.
triedru, a cirui fete sint ASB. BSC,
s1 CSA ; dacd aceste fefe ar fi egale
intre ele, Teorema este evidenti.
Dacii nu sint egale intre ele, atunci
este de ajuns si demonstrim ca
cea mai mare dintre fete, d.e. ASB
~este mai micd de cit suma celor-
lalte’ doa st atunci Teorema este
BN demonstrata. :
4 771 e Fac  in planul ASB, unghiul
BSD egal cu fata BSC: laturea SD vine in interiorul
unghiului ASB, cici prin ipotezi, acestaeste mal mare
- de cdt BSC. Tot in planul ASB duc o dreaptd care
+~si tale liniile SA; SD, SB; de o aceiasi parte a punc-
~tului 8; fie A, D,B punctele deintersectiune respec-

tive. Pe creasta SC jeti lungimea SC egald cu 5D si
i-apoi duc un. plan prin (! gi dreapta AB; acest plan

- .-tale fefele ASC. si. BSC a-le unghiului triedra in drep-

tele AC g1, BC.: BB i
Triunghiurile BSC sic BSD. sint: egale, fiind-ca ai
.-un. unghin. egal cuprins intré: dod laturi, egale una cu

\
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alta: prin urmare si celelalte do# laturi BC s1 BD sint
egale intre ele. Asa fiind videm c& porfiunea AD,
care este egald cu diferenta intre laturile AB si BC a-le
triunghiului, ABC, este mai micide cit laturea a treia
a aceluiasi triunghit ; atunci triunghiurile: ASD s
ASC aii doi laturi egale una cu alta silaturile al trei-
lea AD §i AC neegale intre ele, prin urmare unghiul
ASD este mai mie de eit unghiul ASC avem dar:
ungh. ASD=ungh. DBS< ungh. AS C~-ungh.BSC,
' sall, ungh. ASB<ungh. AS C--ungh. BSC. L
' 373, TEORMEA —Dacd se prelungesc cresteleu-
i unghiu triedru de ceialalta parte a virfulue,  se
- formeaza ungliul triedru opus la virf celul "dintai ;
 fetele unghiului triedru al doilea sini respectiv_egale cu
. fetele celui dintai st unghiurile diedre a-le celul de al
doilea_sint egale respectiv cu unghiurile diedre a-le celui
dintav; adica aceste. dod unghiurt triedre @it aceleasi
clemente : nsi nu se pot suprapune de cdt mamai
cand wnul din unghiwrle Uriedri are “doa fete eqale
intre. ele. B s
PR 7 e SABC, SA'B’C’ dod unghiuri
triedri opusé’ la virf. Fetele ASC si
A'SC’ ' sint_egale ca' opuse la” vird,
. de asemene fdtele ASD si BSC sint
" egale respectiv cu “fetele 'ASB si
B'SC ‘iarasi ca opuse la varf. “Apoi,
~ diedrul BSAQ. este egal cu diedrul
* 'B’SA’C’ pentru ci sint opuse la
_creastd de aseniene diedrele ASCB
 'si ASBC sint egale respectiv cu die-
 drele ASCB’ 51 A’SB’C” tot ¢ca opuse

o _é;jeé’sté/.
. Sa anatam;

L. D2 anatap acum ci numai, daci;. dod. din, . fetele
-unghiuluitriedru s SABE sint:egale, intre ele, -atunci
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cele doa unghiuri triedri opuse la virt se pot supra-
pune. Fie fetele ASC si BSC egale intre ele: pun
diedrul A'SC'B” peste diedrul ASCB asa ca ereasta SC’
sd vind peste SC si planul SC'B” pe planul SCA ;
aceste doia unghiuri diedre coincid fiind-cid sint egale
intre ele. Dupa aceasta. observ ed unghiurile B'SC st
ASC sint egale intre ele filnd c¢a améandod sint egale
cu unghiul BSC, atunci rezultd ¢i creasta SB’ ie di-
rectiunea SB: planul A'SB  coincide prin urmare cu
planul ASB. Videm ca cele dod unghiuri triedre
sint egale.

Daca acum am presupune, ci unghiul triedru
SABC n'are doid feteegale intre ele, atunci suprapuind
iarasi unghiurile diedre ASCB si ASCB. videm ea
creasta SB' nu ie directiunea SA, fiind-cd unghiurile
B’SC” st ASC nu  sint egale intre ele: de asemene
SA’ nu mai vine peste SB, asa in cat planul A'SB’
nu coincide cu planul ASB. Cele dod unghiuri triedr:
nu sint egale. ;

374. Ouservafiunca I— Cauza, pentru care nu
putem face sa coincidd dod unghiuri triedri, in caz
cand unul din ele n'are doa fete egale, este ca fetele
‘intdiului unghid triedru, nu sint in aceiasi ordine ca
fetele din eelalalt unghiu triedru. Asa, in unghiurile
triedri precedente, se vede ci fetele egale intre ele,
ASC si A’SC’ sint, ceaintai la dreapta si cea de a doa
la stinga crestei CC.

375. Observatiunea 11.—Tot ca in Teorema pre-
cedenti se va'demonstra ca daca se prélungesc crestele
wnul unghiv. poliedru de ceialalta parte a virfului, se
formeaza unghiul poliedru opus la virf celui dinta :
Jfetele wughiului poliedru al doilea sint egale respectiv cu
fetele celut dintai, si unghiurile diedre a-le celui de al
dotlea sint egale respectiv cu unghiurile diedre a-le celui
dintdi. In general insd, dod unghiuri poliedre opuse



la virf nu se pot suprapune fiind-ci fetele lor nu sint
dispuse in aceiasi ordine 1

Aceste proprietati a-le unghmrllm poliedre opuse
la virf, sint cuprinse in un singur cuvint i anume
se dice ca sint sumetrice.

376. TEOREMA — Dacii un unghiu triedru are
doat ]‘ez‘e egale ‘imtre ele, atunct st unghiurile diedre opuse®
acestor fele sint egale inire ele, si reeiproc. -

Fie SABC un unghiu triedru cu’ fetele (USA si
(CSB egale intre ele, (ﬁgma din_urmia)  Prelungese
crestele de ceialalts parte a virfului S si formez un-
ghiul triedru SA'BC’ opus la virf celul dintai. Aceste
doa unghiuri triedre opuse la virf sint egale dupa
cum am vazut mai sus:-de unde rezulti ci unghiurile
diedre SB si SA’ sint egale intre ele: insd unghiul
diedru SA’ este egal cu unghiul diedru SA ca opuse
la creasta : asa dar unghiurile diedre SB si SA, opuse
fetelor eoale CSA si CSB din unghiul triedru SABC,
sint egale intre ele.

Reciproca Teoremei se demonstreaza prin un ra-
tionament analog.

377. Corolar.—Dacd celetrel fete a-le wnl unghiu
triedru sint egale inire ele, si cele trex unghiurt diedre
sint egale intre ele si reciproc.

378. TEOREMA.— In ori-ce unghiu triedru, lawn:
unghiv. diedru mai mare se opune o faid mai mare.

Fie unghml triedru SABC, in care si presupunem

cd unghiul - diedru SB  este mai
- mare de cat unghiul diedru SA.,
~ Prin’ creasta SB.si in unghiul die-
dru SB, ducemun plan BSD care
»sé-'ﬁfacé.cu. planul BSA un unghiu
diedru egal cu diedrul SA. Un-
ghiul triedru SABD avind dod
- unghiuri diedre egale intre. ele,

Geom. ESen. C. Climescu : 16
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fetele opuse lor, BSD si ASD sint egale intre ele. Insi
unghiul triedru SCBD da: :

ungh. CS B < ungh. CSD+-ungh. BSD,
vom ave dar, inlocuind fata BSD prin egala sa DSA,

ungh. CS B<ungh. CSD—-ungh.DSA,
sall ungh.CSB<ungh.CSA.

379. TEOREMA.—In ori-ce unghiu poliedru con-
vex, suma fejelor este mat mica de cdt palru unghiuri
drepte. foage) :

Y Fie SABCDE un unghiu po-
liedrn si pe ABCDE poligonul
convex capitat prin taierea un-
ghiului poliedru cu un plan. Con-
sider#m ' toate unghiurile triedre
a caror virfuri sint A, B, C,D, E
si aplicim la fie-care Teorema de la

8. 372 si avem neegalititile:

EAB< EAS-+BAS,
ABC< ABS+CBS,
BCD<BCS+DCS

adunind toate aceste neegalitdfi membru cu membru
avem neegalitatea :

EAB4 ABC-+BCD+...< EAS+BAS+ABS+CBS4BCS+DCS+..,
in care videm c¢i membrul intdi este suma unghiarilor
interioare poligonului ABCDE, §i membrul al doilea
este suma unghiurilor de la baza triunghiurilor care
toate ai acelagi virf S.

Daci la suma intdi adunidm 4 ungh.drepte vom
ave de atitea ori 2 ungh. drepte cite fete are poliedrul,
si dacd la suma a doa adunim toate unghiurile din
S avem iarasl de atdtea-ori 2 ungh.drepte cite fete
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are poliedrul, adied avem egalitatea :
EAB+ABC+BCD-.. 4 ungh.drepte—
KAS+BAS+ABS—+CBSH-..~unghiurile din S ;
Insi suma intdi fiind mal micid de cit a doa, pentru
ca egalitatea aceasta si aibd loc, trebue ca 4 ungh.
drepte si fie mal mare de cat unghiurile din S: ceia
ce era de ‘aratat. :

380. Observatiune. Din Teoremele de la §§. 372
379 rezultd ci pentru a forma un unghiu triedru cu
trei fete date, trebue ca cea mal mare din fete si fie
mai micid de cit suma celorlalte doi, §ica stma celor
irei fete si fie mal mica de cat patru unghiuri drepte.
Avem sid ardtam ca aceste
dod conditiuni fiind inde-
plinite, ele sunt suficiente
pentru existenta triedrulul.

Fie ASB cea mai mare
fatd si ASC, BSC' celelalte
dod fete culcate pe pla-
nul fetei ASB, de o parte si de alta a acestel fete;
SC s SC’ provin din desdoirea crestei SCa unghiu-
fui triedru. ,

Descriti din punctul S ca centru, cu o rada oare-
care, un arc de cerc CC’: acest arc va fi mai micde
¢it o circumferentd fiind-ci suma celor trei fete date
este mal micid de cit patru unghiuri drepte. Duc per-
pendicularele Cc si C'c’ pe crestele SA si SB; arcu-
rile AC si Ac sint egale intre ele, precum si arcurile
BC’ si Be’; prin urmare, relatiunea

arcAB<arcAC+t-arcBC’
care exprima ca fata cea maimare ASB este mai mica
de cit suma celorlalte doa fete, se poate scri
- arcAB<arcActarcBc'.

Aceastd relatiune aratd ei punctul ¢ vine intre

punctele B gi ¢’ gi ¢ punctul ¢’ vine intre ¢ s A;
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prin urmare, cele do# coarde Cesi C'c” se incrucisazi
in un punet O in interiorul cercului CC’.

Asa fiind, ridic in O perpendiculara OM pe pla-
nul ASB, si in planul DOM din punctul D ea centru
cu DC ca radi, deseriii un arc de cere, care arc va
intilni de sigur perpendiculara OM, fiinded DO este
maj micd de vit DC. Iie M acest punct de intilnire
pe care sil unim cu S: unghiul triedru SABM este
format de cele trel fete date. In adevér. ducem MD si
ME ; aceste drepte sint respeetiv perpendiculare pe
SA 51 SB, in virtutea Teoremei celor trel perpendicu-
lare; atuneci triunghiurile SDM si SDC sint egale intre
ele ca avind un unghiu drept cuprins intre doi laturi
egale una cu alta: rezultd dar ca fata ASM este egald
cu fata datd ASC, si ed SM este egald cu SC. Apof
triunghiurle dreptunghice SME si SC'E aii ipotenu-
zile lor SM i SC’ egale intre ele, silaturea SEcomuni,
de-unde rezulti ca fata MSB este egald eu ceialalti
tatd datda BSC~ = :

381. Definitiune.—Prin un punet O al unui plan

P s& ducem perpendiculara OM la plan, si. o oblica

ON. Daca dreptele OM si ON sint de o aceiasi parte

a planului P, atunci unghiul MON, format. de aceste

L5 7 Lis drepte este ascufit, filnd cid’i

A & cupring in unul din unghiurile

drepte MOT saii MOT" for-

; : / mate de OM cu intersectiunea

- TOT’ aplanului MON cu pla-
/7’ OBl ia nui‘P.‘p p

g ~ .. Daci cele doi drepte OM
i ON sint de o parte si- de alta a planului P. atunei
unghiul MON este obtuz fiind-ci in el seva afla unul
din unghiurile drepte MOT sai MOT". Si reciproc,
dupi cum unghiul MON este. ascufit sati obtuz, se



dat va fi suplementar celuialalt.
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A poate afirma ci  perpendicu-
, -~ lara OM si oblica ON sint de
— 7 aceiasi parte a planului P,

/ ) sali ‘de o parte si de alta.
Ak, das ity = Astfe! fiind, numim un-
L 4 gliw triedru suplementar unal
\\Af unghiu tn"iedi-u. dat SABC, un
7 alt unghiu triedru SA'B'C’,

format in modul urmitor : '

Prin virful S, due per-
pendiculara SC’ la fata ASB
de aceiasi parte cu SC in pri-
virea planului acestei fete ;
duc perpendiculara SB" 1a fata
ASC de aceiasi parte cu SB,
in privirea fetei ASC, si in
fine due perpendiculara SA’
la fata BSC de aceiasi parte
cu SA in privirea planului fetei BSC.

Unghiul triedru SA’'BC’ astfel format, este suple-
mentar unghiului triedru SABC.

382. TEOREMA.— Dacid un unghiu triedru este
suplementar wnui triedru dat, st acest unghii triedru

Fie SA'B’C’ un unghiu triedru suplementar un-
ghiului triedru SABC : zic cé si SABC este un unghii
triedru suplementar lui SA'B’C’. Pentru a demonstra
aceasta «ste de ajuns a arita cd SABC rezulti din
SA'B’C’, asa precum acesta a rezultat din intdiul: sai,
cu alte cuvinte ci creasta SC d. e. este perpendicu-
lard pe fata A'SB’ si de aceiasi parte cu SC’ in pri-
virea planului acestei fete. Prin ipotezd, SA este per-
pendiculard pe planul CSBgi prin urmare §i pe SC:
de asemene SB’ este perpendiculard pe planul ASC si
prin urmare §i pe SC; aga dar SC este perpendicu-
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lard pe planul A'SB’. Mal mult incd, SC’ este duss
perpendicularminte la ASB de aceiasi parte cu SC, si
prin urmare unghiul CSC’ este ascufit; asa dar per-
pendiculara SC la planul A'SB’ i oblicaSC, formind
intre ele un unghili ascutit, aceste do# drepte sint a-
sedate de o acelasi parte a planului A’SB’.

383. TEOREMA.— Daci, prin wn punct oare-
care al crester unui unghiu diedru, se rddicd perpendi-
culare pe fefele sale, astfel ca fie-care din aceste per-
pendiculare-sa se gasascd in privirea fetet pe care ea
este perpendiculara, de aceiasi parvte cu ceialaltii fata,
unghiul format de cele doa perpendiculare este suple-
mentul unghiulut plan corespungetor unghiului diedru.

Din un punet oare-care B

al crestei BD a unui unghii die-
dru ABDC, duc perpendiculara
- BC’ pe planul ABD de aceiasi
parte cu fata CBD, gi perpendi-
culara BA’ pe planul CBD de a-
celagi parte cu fata ABD. Planul
¢ acestor doa drepte taie fetele un-
ghiului diedru in BA si BC am-
e 4 bele perpendiculare pe creasta BD
i atunci unghiul ABC este unghiul plan corespun-
detor unghiului diedru dat; dic cd unghiul A’BC’
este suplementul unghiului ABC.

In adevir, dreapta BC’ perpendiculard pe pla-
nul ABD este prin urmare perpendiculara si pe dreapta
BA care trece prin piciorul ei in acest plan ; pentru
acelasi cuvint, dreapta BA este §i ea perpendiculard
la dreapta BC"; prin urmare unghiurile ABC §i A'B'C’
ati laturile lor perpendiculare una pe alta. Acum,
dacd unghiul ABC este ascutit ca in figura prece-
denta, atunci}unghiu A'BC’ euprinde in el unghiul

~
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drept A’BC si, prin urmare este
obtuz : daci unghiul ABC este
obtuz, ca in figura aldturatd, a-
tunci unghiul A'BC’ este cuprins
in unghiul drept ABC’, si prin
armare este ascutit. Asa dar
tn améndod cazurile unghiul
€ A’BC este suplementul unghiu-
“~, -lui ABC.
4 384, TEOREMA. — Dacd
consideram dod triedre suplementare, fie-care unghiti
diedru al unuia din aceste unghiuri triedre este suple-
c p mentul fetel opuse in_celalalt.
B Fie SABC, si SABC’
do# unghiuri triedre suple-
mentare, §i sa considerim
d. e. unghiul diedrn SC.
Dreapta SB° este perpen-
diculara la fata CSA a a-
_cestul unghit diedru i de
aceiasi parte cu SB, si prin urmare de aceiagi parte
cu fata CSB a diedrului considerat ; de asemene, SA’
este o perpendiculard la fata CSA a diedrului in spre
fata CSA : asga dar unghiul A'SB’ este suplementul un-

-

_ ghiului care misoari diedrul SC, sali mai pe seurt,

este suplementul a insusi diedrulul SC.
Tot astfel vom procede si cu celelalte doa die-
dre SA s SB.

- 385, Observafiune.—Sa insemnim prin @, b0l
numerii eari misoara fetele si prin A,B,C numerii
cari masoard unghiurile diedre a-le unul unghiii trie-
dru, unitatea de unghiii fiind unghiul drept. Numerii
a',b',c cari vor masura fetele, si A’,B'C’, cari vor
misura unghiurile diedre a-le unghiului triedru su-
plementer, vor fi dati de formulele :
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TSSO e
b BB R
C' =2 C, C’:?’—c.

Dacid cunoastem vre-o proprietate a unui nnghii
triedru, adica o relatiune intre elementele a,b,c,A,B,(
a acestel figuri, aplicind aceastd relatiune la elemen-
tele a'b',d, A, B,C’, ale unghiului triedru suplemen-
tar 1 inlocuind aceste elemente prin valorile lor scoase
din formulele precedente, vom avea 0 noud relatiune
intre a,b,c, AB,C, adied o noui proprietate a unghiului
triedru primitiv precam, aceasta se poate vide din Te-
orema urmaitoare : i

386. TEOREMA.—7In un unghiw, triedru : 1. Su-
ma unghiurilor diedre este cuprinsa intre dod drepte
st sese dreple; 2. cel mai mic unghiv  diedru mdiri

. cu dod dreple, este mar mare de cdt suma  celorlalte
= dod. unghiure diedre.
e 1. Ludm notatiunile dela § precedent si aplicim
uughiului triedru suplementar Teorema de la §. 381
ceia ce da: %

ol +bFo<4,
in rare, inlocuim a',b',c', prin valorile date de for-
mulele -de mai sus §l avem : PER
0<2—A+4-2_ B2 O<4
sati :
2<A+ B+ C<s.
2. Aplicim jard unghiului triedeu suplementar
Teorema de la § 374 §i avem:
A iaitbie,
35 In care ficind aceiasi inlocuire ca mai sus nj vine :
2—A<3—B+2—C, sai 44-2>B--C.
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387. TEOREMA.— Doda. unghiuri triedre . sint e-
gale in_patru cazuri §i anume ;

1. Cand ai o fata egali adiacenta ladod wan-
ghiurt diedre egale unul cu altul si dispuse in acelast
mod. e :

2. Cand an un unghiv diedru egal cuprins intre
dott fefe egale una cu_alta si: dispuse in. acelags ;mod.

3. Cand au fetele lor egale una cu alta s dis-
puse in acelasi mod. 7 7

4. Cand ai unghiurile lor diedre egale unul cu
altul si dispuse in acelasi mod =

1. Fie unghiurile triedre SABC si S’A’B’C’ in

ek "~ cari avem: fata ASB

'Cv/ : : egald cu fata A'S'B’

: : unghiul diedru SA e-

gal cu unghiul diedru
A’ s1 unghiul die-
dru SB egal cu un-
~ ghiul diedru S/B’. Mai
presupun ci dispozifi-

" unea clementelor este
. aceiagi in amindod, un-
ghiurile triedre, adici un observator cu capul in S,
cu dosul rezemat pe fata ASB si privind creasta SC,
are la stingalui creasta SA si la dreapta lul creasta
SB; un alt observator eul capul in S* cu dosul reze-

mat pe fata A’'S'B’ si privind creasta S'C’ si aibi la
stinga lui creasta S’A’ si la dreapta lui creasta S'D'.

~ Dic cd aceste dod unghiuri triedre  sint egale,
adicd se pot suprapune. In adevér, agez fata
A’S’B’ peste egala sa ASB aga ca S’A’ si ceincidi cu
SA si 9B’ cu SB, ecreasta S'C’ vine in raport cu
planul ASB, de aceiasi parte cu SC, cacl altfel d]S:
pozitinea elementelor nu ar fi aceiasi ‘in cel;—': dod
unghiuri triedre.  Cu chipul acesta, diedrele SA i
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S'A fiind egale, planul A’S’C’ se cplici pe planul
ASC: de asemene diedrele SB si S'B° fiind egale,
planul B’S’C’ se aplici pe planul BSC; prin urmare
crestele S'C” §i SC se confundi §i cele dod unghiuri
triedre coincid. g ,

2. Cazul al doilea este corelativ cazului intai, eicl
unghiurile triedre suplementare celor date, au o fata
egalid adiacentd la doi unghiuri diedre respectiv egale
91 dispuse in mod asemene: ele dar se pot supra-
pune si prin urmare si unghiurile triedre date se pot
suprapune. : : :

Demonstratiunea directi nu -intdimpind nicl o
dificultate. s

3. Unghiurile triedre SABC §i S’A"B'(?, in care

5 = ~ fetele celui dintéi sint

3 it
respectiv egale cu fe-
/\ : tele celui de al doilea
¢ s dispuse in acelasi
mod in amandod un-
: ghiurile triedre.

Va fi de ajuns si demonstrim egalitatea a dod
unghiuri diedre analoage, d. e. SA §1 S7A”

S presupunem mai intdi ca fetele ASB, ASC,
cari cuprind diedrul SA, sint dod unghiuri ascutite.
In un punct oare-care O de pe ereasta SA sd formim
unghiul plan corespungdétor unghiului diedru SA ;
adici, in punctul O ducem perpendicularele OM
si ON pe SA agedate respectiv in planurile ASB s
ASC: unghiurile ASB s ASC fiind = ascufite, a-
ceste perpendiculare ait si intilneascid crestele SB
§i SC in dod puncte M, N de aceiagi parte cu
punctul O in priviea punctului S; upim M cu
N. 1In unghiul triedru S'AB/C’, ludm pe creasta
S'A’ lungimea S’O’ egaldi cu SO si apol in punc-
tul O’ formdm unghiul plan M'O'N" . corespunde-
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tor unghiulai diedru S'A’. S aritam cd unghiurile
plane MON si M'O’N’ sint egale intre ele. Triunghiu-
rile dreptunghice SOM si S’'O'M’ sint egale intre ele
fiind-c4 al SO egald cu S’O” si unghiul OSM egalcu
unghiul O'S'M’; tot asémene triunghiurile SON si
S’O’N’ sint egale intre ele; prin urmere triunghiurile
SMN si S'M’N’ ali un unghii egal cuprins intre dod
laturi egale una cu alta; in fine triunghiurile OMN si
O'M N’ sint egale fiind c& si aii tustrele laturele lor
egele una cu alta. Din egalitatea acestor dod triun-
giluri din urmé, rezultd egalitatea unghiurilor MON,
MO'N". :

Si presupunem acum, ci fefele ASB si ASC
cari cuprind diedrul SA nu sint numai de cat ascu-
tite, ¢i sint niste unghiuri oare-care.

2o Cu incepere de la

S virfurile S §i § si
pe crestele celor dod
unghiuri triedre, la-

4 SEel o ~ #m sese Inngimi e-
7 >4 ¢ gale intre ele: SA=
Z SB=SC=S'A'=S8'B'

=8(. Se formeazad
sese triungiuri isoscele cgale dod cate dod §1 anume
ASB egal en A'S'B’, BSC egal cu B'S'C" st ASC egal
cu A'S'CY, pentru cd al cate un unghiti egal cnprins
intre dod laturi egale una cu alta; prin urmare trinn-
ghiurile ABC si A’B'C’ sint egale intre ele avind cate-
trele laturile egale una cu alta. Asa fiind, consideram
unghiurile triedre a edror virfuri sint A §i A’; aceste
ali fetele lor respectiv egale una cu alta §i wiighiurile
SAB si SAC, cari cuprind diedrul AS, sint ascufite
fiind-cd sint unghiuri la bazi de triunghiuri isoscele;
prin urmare, in virtutea demonstratiunei precedente,
diedrul AS este egal cu diedrul A’S.
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i 4. Cazul al patrulea este corelativ cazului al tre-
ilea, edci unghiurile triedre suplementare celor date,
an fetele lor respectiv egale intre ele si dispuse in
‘mod asemene ; ele dar se pot suprapune si prin ur-
mare unghiurile triedre date se pot suprapuvne.

388, Observatiune. Observim ‘¢ este analogie
‘intre proprietatile * unghiului trieden §i proprietitile
triunghiului plan: fetele triedrnlui corespund cu latu-
rile triunghiului gi diedrele triedrului la unghiurile
triunghiului. Tusd nu putem dice ca, daci la o pro-
prietate de-a triunghiurilor corespunde o proprietate
de a friedrelor - reciproca este adevérati cici d. e.
din egalitatea diedrelor a doi triedre rezulti egalita-
tea fetelor lor una cu alta, pecand din_egalitatea un-
ghiurilor a doid triunghiuri nu rezultd de cat propor-
tionalitatea laturilor.

389. Exercitii—Care’s locul geo:r}etric al punctelor egal

depdrtate de cele tret fefe ale wuui unghiu triedru 2

- Fetele unghinlai triedra find prelungite dincolo de virf, se
formeaza opt unghiuri triedre. doa cate doi opuse la virf.
Stiind ed locul geometric al punctelor egal depirtate de fetele
unui unghiii diedru, siut planurile bisestoare aidiedraluf si saplimen-
lui sed, urmeaza ci Jocul geometric al punctelor egal depiirtate de
fetele unghiulni triedru se va compune din patru drepte, care repre-
zinta intersectiunile planurilor bisecteare a-le diedrelor triedralui.

2. Care't locul geometric al punctelor din spifis egal
departate de dod drepte care se taie?

Proectiunile tutoror ‘acelor puncte sint bisectoarele unghiu-
rilor formate de cele dud drepte; prin urmare local geometric
cerut se compune din dod planuri perpendiculare pe planul drep-
“telor date si_duse prin bisectoarele celor dod drepte, Aceste doi
planuri sint perpendiculare unul pe altal.

3. Care'y locul geometric al punctelor egal depdrtate de
cele trei creste ale wunui unghiii triedry dat ?

Cu ajutorul problemei precedente se gaseste ca locul geo-
metric ciutat se compune din patru linii drepte. :




Planurile, duse perpendicular pe /eleZe wnul  unghii

tr zedm prin crestele opuse fepelor, trec prin o aceiasi dreptd.
- Fie SABG triedrul dat; Sa, St urmele a doa din planun

pe BSC-si ASC. Din D de pe SC dnc perpendicularele DaE si
DOF pe Sa si 8b. Triunghiul DEF aré ca iniltimi pe Fa si Eb;
si prin ormare De. dusda prin punctul O de finfilnire a dreptelor
Fa si Eb. este a treia inaltime. =

Este uvsor de vadut apoi ¢i CSe este perpendicular pe fata
_ASB'; din aceste videm e : planurile in 6hestiune trec prin.
dreapta SO.

5. Planurile duse prin fie-care din. crestete unui unghiii
triedru si bisectoara fetel opus@ erestel, trec prin 0 aceeqsi
dreapta. :

Luim SA==SB==SC; avem triunghinl ABC a carui taturi’
intilnesc bisectoarele in chestmne in M, N, P; punctyl M este"
mijlocul laturei BC ciici SM. este bxsectomea unghmlm de la virf
al trionghiului BSC. Cele trei planuri in chestiune sint dar SAM.
SBN, SCP cari videm ei trec prin dreapta SO, O fiind punctul
de intersectiune al meridianelor AM, BN, CP.

6. O sectiune facutd in un unghiv triedru dreptunghic,
prin un plan perpendeculm pe una din creste, este un trmn-
ghiu dreptunghie.

Fie SA unghiul dtedru drept al triedralui SABC. Si con.
siderdm un plan perpendicular pe SB d. e., a eciirui intersectiuni
cu fetele ASB, ASC si BSC sa fie respectiv. DE, EF, FD; DEF
este an triunghiii in- care TD este perpendienlara pe DE, clel:
FD este intersectiunea a dod planuri anume : DEF si ASC am-
bele pelpendlculare pe ASB. :

Un unghiu triedru tndreptzmgkw se taie prin un:
plan oare-care puntcul de intilnire al indlfimeloy triunghiv-
lus de int#rsec;fiune este proectiuneq virfulu? triedrului pe plan..

Fie DEF triunghiul de intersectiune, Di S scobor perpen-
dmn!am SO pe planul trinnghiului. Planul dreptelor SD,.SO care

; g : sint respectiv perpendiculare pe

‘.4. : planurile BSC, DEF. este el in-
susi ‘perpendicular pe  intersecti-
unea EF a acestor dod planuri;
asa dar si DO este perpendicu-
larii pe EF si fie d punctul dlor.
. de inulnq‘e Tot .asemene se va
vide ci ED este perpendxcularﬁ
- pe. DF si FO pe DE; prin ur-

mare punctul 0, plClOI‘nl per-




/
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pendicularei dusd din S pe plan, este punctul de intilnire ale
celor trei ipdltimi a triunghiulei. x

8. Dacd se taie un unghiw triedru tridreptunghic prin
un plan care intilneste cele trei creste: 1° triunghiul format
e fie-care din fefe este medie proporfionald intre proectiu-
nea lui pe planul secant §i sectiunea determinatd de acest
Dlan in triedru ; 20, patratul acestel secfiuni este egal cu su-
ma_patratelor proecliunilor ei pe fefele unghiulul diedru.

1. Considerim figara precedenti. Observ ca triunghiurile
DEF, SEF si OEF aii aceiasi bazi EF si prin urmare sint intre
ele ca fniltimile lor. Mai mult, triunghiul SDd fiind dreptun-
ghic in 8 si SO perpendiculuri la ipotenuza Dd. laturea Sd este
medie proportionald intre ipotenuzd si proectiunea sa Od pe a-
ceastd linie; prin urmare triunghiul SEF este si el medie pro-
portionald intre triunghlul DEF si proectiuuea sa OEF pe pla-
nol DEF. - =

20 Din cele precedente conchidem egalititile urméitoare ;

SFF*—0EF X DEF, SDF?’—0DFXDEF,
SDE®>—=0DEXDEF ;

de unde prin adunare cipitim
SEF*-4-SDF °*}-SDE*—DEF™

9. Sd se taie un unghiii poliedru de patru fefe prin un
plan astfel ca secfiunea sd fie un paralelogram.

Fie ABCD paraielogramul cerut; punctul de intersectiune
O al diagonalelor paralelogramulul se afli pe intersectiunea pla-
planurilor ASC, BSD. De aici rezulti constructiunea : prin un
punct O al intersecfiunei planurilor diagenale ASC, BSD duc
dreptele AC si BD nasa ca punctul O si le impartd in pirti
egale. : HHES
10. Suma unghiurilor formate de crestele unui unghiu
triedru cu fefele opuse, este mai micd de cdt suma celor trei
Jete, si mai mare de cat jumatatea acestei sume.

Fie Sa, 8b, Sc proectiunile crestelor pe fetele opuse.

1° Avem ASa<CASB, BSbh<BSC, 0Sc<CSA,
de unde prin adunare gisim !
ASa—{-BSb-}-CSc<_ASB-}-BSC-CSA,

2, Fie SO intersectiunea planurilor ASe, BSh, OS¢ cu
fetele triedrului. Consider triedrul SABO, in care avem
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ASB<ZASO-}-BSO
si a fortior :
: _ ASB<ASa-}-BSb.
Tot asemene, stabilim neegalititile urmatoare :
BSC<<ASa +CSe, :
CSA<<CSc-}-ASa;
prin adunare si impirtind prin 2 avem :-
s T e el
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CAPITULUL I

PRISMA. PARALELIPIPED.

390. Definitinni,— Se numeste poliedru un corp
terminat in toate pirtile prin planuri. Poligoanele for-
mate prin intersectiunile planurilor sint fetele polie-
drului. si toate fetele la un loc constitue suprafata
poliedrului. Unghiurile poledre formate de fetele po-
liedrului, sint unghiurile poliedrului ; virturile acestor
unghiuri sint virfurile poliedrului ; linia dreaptd care
unegte doa virfurl nesituate pe o aceiasi fatd este o
diagonala a poliedrului. =73 v

Un poliedru este convez cind se afli cu totul de

0 aceiasi parte a planului dus prin una din fetele
sale. : : - :
Un plan oare-care taie suprafata unui poliedru
convex in un poligen convex, flind ci acest poligon
este cu totul de o aceiasi parte a fie-cireia din drep-
tele care’l formeazi. Aga dar, o linie dreapti nu poate
intilni un poliedru in mai mult de doa -‘puncte.



Cind numérul fetelor unui poliedru este 4, 5, 6..,
poliedru poartd numele de tetraedru, pentaedry, he-
xaedru.... e : e

392. Se numeste prisma un “poliedru care are
dod fete egale si paralele, unite prin paralelograme.

Iatd cum se poate construi o prisma: ludm un
poligon oare-care ABCDE; prin virful A, duc o dreapti
oare-care AA’ nesituatd in acelasi
plan cu poligonul si prin celelalte
-virfuri duc dreptele BB’, CC’, DD,
EE' egale gi paralele cu AA’ side
aceiasl parte cu AA' in privirea
planului ABCDE; in fine ducem
dreptele ; A'B, BCG, C'D’, D'E/,
si E'A’. Toate patrulaterele’ late-
rale sint paralelograme. R#mine
s& ardtim ci figura A'B'CL I,
este un poligon egal cu cel daf si
cd laturile lul sint paralele cu ia-
: turile poligonului dat. Mai intai
figura A'B'C'D'E este pland cdci dacd prin punctul
A’ duc planul paralel cu planul poligonului dat, a-
cel plan trece prin B, C, D, E’, pentru ci doi pla-
nurl paralele intercepteaza lungimi egale, pe drepte
paralele, Apoi poligoanele aii laturile lor respectiv e-
gale intre ele, ca laturi opuse in un paralelogram, si
unghiurile respectiv iardsi egale intre ele ca avind
laturile paralele si de acelagi senz. Avem astfel o
prisma. s
Poligonele egale ABCDE, ABCD'E’ sint bazele
prismei; paralelogramele ABB'A’, BCC'B'.... sint fefele
laterale a prismei; laturile AA’, BB’ sint crestele la-

terale a-le prismei. : . ;
Distanta intre bazele paralele este inalfimea pris-

v

mel,

Geom Elem. C. Clmescu 17



— 258 —

O prisma este friunghiulard, patrunghiulara, ete.,
dupi cum bazele sint triunghiuri, patrulatere, ete.

O prismi este dreapti sal oblicd dupd cum fetele
laterale sint perpendiculare sai oblice, pe planurile
celor dod baze. : il

3992. Se numeste paralelipiped, o prismé a carel
baze sint paralelograme. :

Un paralelipiped este drept daci
_ crestéle laterale sint perpendiculare
pe planurile bazelor ; in cazul con-
trar este oblic. Un paralelipiped este
“dreptunghic daca bazele lui sint drept-
unghiuri. Cele sese fete a-le paraleli-
: ipedului sint _paralelograme : dacd
paralelipipedul este drept, cele patru fete laterale sint
dreptunghiuri ; daca paraléelipipedul este dreptunghic,
cele gese fefe sint dreptunghiuri. .

393. Sé numesgte cub un paralelipiped dreptun-
ghie a cirui cele gese fete sint patrate. <

394. Pentru a construi un paralelipiped este de

: ajuns si se cunoascd Un-

£ ghiul triedru format de cres-
tele paralelipipedului care
s¢ intilnes¢ in uuul din vir-
furi, si lungimile acestor
-ereste. Fie d. e. unghiul
triedru OABC si OA, OB,
OC lungimile erestelor, Con-
struim in planul AOB, pa-
: . ralelogramul OADB ; apol
prin punctele A,D,B ducém dreptele AE, DF, EG
paralele si egale cu OC; se formeazid prisma OAD- .
BGCEF a cirei baze sint paralelogramele OADB si
CEF G, prin urmare aceastd prisma este un parale-
lipiped. '
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Pentru a construi un paxalehpl;ed dreptmwhm
este de gjuns si se cunoased lungimile crestelor ; a-
ceste trel Jungimi poarti numele de dxmensmmle pa-
ralelipipedulut dleptunghw

Pentrn a construi un cub, este de ajuns a cu-
noaste lungimea uneia din creste. :

395. TEOREMA.—In un paralelipiped, dod fefe
opuse sint egale si paralele.

S& considerdm figura de mail sus. Bazele OADB
s1 CEFG sint egale si paralele prin  definifiane. - Sa
luim dod fete opuse, d. e. ADEF si OBGC; AD si
OB sint egale ca laturi opuse in pc.xale]oglam DF
si BG sint iardigi egale intre ele pentru acelasi cuvint:
apol unghiurile ADF $1 OBG sint egale iutre ele pen-
tru cd ati laturile lor paralele si indreptate in aceleasi
senzuri ; prin urmare aceste dod paralelograme aii un

_unghit eoval cuprins intre dod laturl egale una cu alta;
aga dar sint egale.

396. Observatiunea I. Urmeazi din Teorema pre-
cedenta ea un paralelipiped poate ave ca baze dod
oare-care din fetele opuse..

Dacé paralelipipedul este drept, fird a f drept-
unghic, il vom pute considera ca o prisma dreapia
sali oblica, dupa cum vom alege fetele care servesc
de baze; insd un paxalelipiped dreptunghic va fi tot-
deauna o prismi dreapld, ori-care ar fi fetele ce le-am
lua ce baze. ‘

397. Observafiunea Il Intersecfiunea unui parale-
lipiped prin un 'plcm care intlineste doa fefe opuse este
wn paralelogram, casi laturile intersectiunei sint pa-
ralele ca provenind din intersectiuui de planuri para-
lele prin un al treilea.

398. TEOREMA .— Cele patru diagonale a-le unu
paratelipiped se taie wna pe alta in parft egale.

Sd luim ludm AC si DB, doa din cele patru
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- diagonale a paralelipipedului. Aceste drepte sint dia-
gonalele patrulaterului ACC'B’, care este nn parale-
; : logram, pentru ecd la-

¢ turile opuse AD, CB

s 41 sint egale si par:f\Iele' asa
S o -dar aceste dlagonale
#———__N\Zse taie una pe alta in

- do# parti egale. De a-
. ‘semene AC gi- CA’
N, !/  sint diagonalele paIale-
>, ‘B Iogramulm ACC'A" s

_ se impart una pe alta
in doa parti egale ; apoi BD §1 CA’ sint diagonalele
parale]omamulm A’BCD’ “si lardsl se impart in dod

parti egale. Acela§1 punet O este mijlocul fie-cérei din
diagonzle, pxm urmare avem ceia ce era de demons-
trat.

399. Observatiune. Punctul de intilnire O a ce-
lor patru dlagonale ‘poartd numele de centrul parale-
lipipedulut.

Ori-ce dreaptd ce trece prin centrul O i se mar-
gineste la supxafa’ga paralelipipedului este impartita de
punctul O in doa parti egale In adever, planul de-
terminat de aceastd dreaptd si diagonala AC’ taie dod
fete opuse in doa drepte paralele si egale intre ele. d-
e. AK, CL; triunghiurile AOK si C'OL sint prin ur-
mare egalc §1 atunci KO=LO.

400. corolar.— Daci paralehplpedul este dreptun-
ghic, toate paralelogramele ﬁgu1e1 sint’ dreptunghiuri.
- D. e. paralelogramul ABC’D’, este dereptunghic pen-
- tru cad creasta AB este perpendlculma pe fata AA'D'D.
_Diagonalele unul paralelipiped dreptunghlc fiind egale,
cele patru diagonale a-le lui sint egale intre ele.

In aceasta ipotezd triunghiurile AD'B, ADD fiind
dreptunghice dai : :




BD' >—=AB*}-AD’% A
prin urmare
Bb >—AB%LAD>}|-AA 2

Asa dar, patratul diagonalet wnui paralehpzped
:dweptunghzc este egal cu suma patratelor celor trei di-
mensiuni a-le lui. = ,

Pentru cub vom dice; patratul diagonaler u-
nui cub este egal cu de irei ort patratul lature: sale.

401.—TEOREMA —Sectiunile facute in o prisma
prin doda planurt paralele sint doa . poligoane eqale
intre ele.

Fie AH o prisma si M\OPQ RSTUYV sectiunile
ficute prin dod planuri paralele. S& consideram fata
ABGF; planurile secante o taie in dreptele MN si RS;
aceste planuu secante fiind paralele intre ele, dreptele
MN si RS sint si ele paralele
intre ele ca provenind din in-
tersectiunile a dod planuri pa-
ralele pun un al treilea; atunci,
rezultd ei patru‘aterul MNSR
este un paralelogram si prin ur-
mare MN—SR. Tot asemene
vom vide ci: NO este egald si
paraleld cu ST, OP cuTU, etc....

Aceste poligoane al st un-
ghiurile lor egale unul cu altul;
cici d. e. unghiul MNO are la-
turile lui MN si NO paralele si
de acelasi senz, cu laturile RS
si ST a-le unghiului RST, ete.

Asa dar secglumle MNOPQ si RSTUV sint poli-
goane cu laturi si unghiuri egale unul cu altul, prin
urmare sint §i eoale mtre ele
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402. Corolar.—Dacd planul secant este paralel cu
baza prismel, sectiunea cipdatatieste eqala cu baza.

Daca prelunglm crestele laterale a-le prismei din-
colo de baze, demonstrafiunea precedenta se apllca st
in caz cdnd sectiunile sint exterioare prismeli, sai chiar
cind ar fi in palte interioale si in paxte exterioare.
In ori-ce caz, planurile secante trebue si intilneasci
toate crestele lateralé.

403. Definitinne.—Se numeste secfiune dreapm a
unel prisme, sectiunea determinata in prismi pxm un
plan perpendicular pe crestele laterale.

404. TEOREMA.—Arig laterald a unel prisme
are ca masurd productul perimetrului  sectiunet sale
drepte, prin creasta ei laterald. '

Fie AH o prismd si MNOPQ sectiunea ei dreapti.
Laturile poligonului de sectivne dreaptd sint inalfi-
mile paralelogramelor cari formeaza aria laterald a
prismei §i bazele acestor paralelograme sint crestele
laterale a prismei. Suma miasurilor lor va fi dar:
AFXMN-LBGXNO-L..... -+ LEXOM—AF>[MN--NO...--QM]

405. Corolar. — Dicd prisma

_/4/ este dreapti atuncl secpunea sa

/ dreapti este egald cu baza si creasta

G laterald este inalfimea prismei; prin

2. urmare : aria laterald a unei pras-
i

My
&
_N“‘

~

[~@ me drepte are drept masura pro-

74 ductul perimetrului bazet prin in-
naltimea €.

406. TEOREMA —Doa pris-

I me sint egale dacd ali un unghii

diedru egal, cuprins inire o baza si

A o fata laterala egale una cu alte

si agedate in ac:last nod.
FieZdoa prisme AK, A’K’ cu bazele lor ABCDE,
A'B'CDF egale intre ele cu fetele lor laterale ABGF,

N
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A'B'G'F’ egale intre ele si unghiul diedru AB egal
cu unghiul diedra A'B’; dic ¢ aceste prisme sint e-
ki o gale, dacd fe-
: : . tele lor egale
sint asedate in
acelagi mod in
planurile lor
respeetive.
~ Suprapun
poligoanele “de-
baza ficandu-le
si coincldd; a-
tunci  planul
A'B'G" se a-
ol ¢ plica pe. pla-
nul ABG, din cauza egalititei diedrelor AB, A'B.
Paralelogramele ABGF si A'B'G'F’ fiind prin ipotezd
egale si agedate in acelasi mod in planurile lor res-
pective, rezultd ci unghiul A'B'G* este egal cu un-
ghiul ABG ; creasta B'G’ ie directiunea BG i aceste
drepte fiind egale, extremitatile lor G si G' se con-
funda. ‘ Tee .
Dupi ce am stabilit coincidenta bazelor inferi-
oare si a crestelor B'G, BG’, este usor de vidut cd
crestele laterale C'H’, C'K'... a-le prismei A’K" se a-
plica respectiv pe crestele CH, CK.... a-le prismei AK
fiind ci sint paralele intre ele si virfurile bazelor su-
perioare coincid dod cite dod.
Asa dar prismele AK, A’K’ putindu-se suprapune
sint egale intre ele.
407. Corolar I.—Doa prisme drepte sint egale daca
ait bazele si inaltimile lor egale una cu alta.
~ In adevir, unghiul diedra drept AB (figura de
-sus) este egal cu unghiul diedru drept A’'B’ si drept-
ghiurile ABGF, A'B'G'F" avind bazele si indltimile
egale una cu alta, sint egale intre ele.

»
——— -
’ |

SN




=

Prismele au dar un unghiu diedru egal euprins
intre o baza si o fata laterala egale una cu alta st
in acelast mod asedate ; prin urmare, sint egale.

~ 408. Corolar 1II. —Exact
in acelast mod se poate de-
monstra ca doa prisme drepte
trunchiate care au aceiast
baza si crestele laterale egale
una cu alta, sint egale.

409. TEOREMA .— 0 pris-

o i mda oblicd este echivalenti cu
' 1)) - 0 prisma  dreapta, avind ca
£yt e inalfime una din crestele late-

7

! 3 ; + .

| 1 N |  rale a prismer oblice si ca bazii

4 : 1 A€ sectiunea dreapta a acesteia.

\ % Sa luam prisma oblica

Hoee AH. Prin punctul G’ de pe

/' ‘creasta BG- sa ducem secti-

A Ve ~ unea dreapta E'G'HKTL.

; : ~ Prelungim creasta BG  sub

baza de o lungime BB’ egald cu GG’ i prin punc-

tul B’ si ducem un plan paralel eu planul sectiu-

nei drepte. Intersectiunea acestur plan cu crestele

laterale prelungite a-le prismel, vor determina un

poligon A'B’C’D’E’ egal cu poligonul F'G'HK'L..

Vom ‘ave dar o prisma A’‘H’ care va fi dreapti a-

vind ca baza sectiiinea dreapta a prismei oblice AH

$i ca indltime creasta BG a acester prisme oblice,
cacl B'G’=BG. L

Prisma oblici AH si prisma dreaota A'H’ ai

O parte comuna avume prisma trunchiata A,

Pentru a demonstra echivalenta celor doa prisme,

este de ajuns si demonstrim ci prismele * drepte

trunchiate A'C si F'H’ sint egale intre ele. Aceste

doa prisme drepte trunchiate au bazele lor A'BE‘C'D,
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F'G'H'K’LS egale  inrre ele; apoi A’A—F'F caci
A’A este creasta laterala sau maltlmea prismel drepte
AH’ minus AF" i F'F este creasta laterala a pris-
mel oblice AH minus tot AF’. De asemene avem
B'B=G'G, C'C=H'H: etc. Asa dar aceste doa pris-
me drepte trunchiate (§. 408) sint egale.

410. TEOREMA. —Planul dus prin doa cresle
opuse a wnul paralelipiped, imparte paralelipipedul in
dod prisme triunglhiulare echivalente. '

Fie paralelipipedul AG, in care crestele BF,

¢ DH sint-opuse una la alta;
aceste drepte fiind paralele
intre ele, cici sint aman-
doa paralele cu AE, sint
in un plan si planul lor
imparte paralehplpedul in
do# “prisme triunghiulare
ABDEFH, BCDFGH care
dic ca sint echivalente.

Due planul MNOP
perpendicular pe crestele
laterale a prismei si avem:
prisma oblica ABDEFH
este echivalenta (8. 409)
» cu prisma dreapta care ar
ave ca bazd sectiunea dreapta MNP a prismel oblice
si ca inaltime creasta ei laterala BF ; de asemene,
prisma oblica BCDFGH este echiv alentd cu prisma
dreapta care ar ave ca baza sectiunea dreapta NOP
si ca inaltime BF. Insa bazele' MNP, NOP sint
egale find-ca au toate laturile egale una cu alta;
pnsmele drepte aii si aceiagl 1nah;tme BF ; prin ur-
mare ele sint egale. Asa dar, prismele oblice ABDEFH
BODFGH sint echivalente. ~

411. TEOREMA. Dod paralehpzpede dreptun-
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ghice cu baze egale sint proportionale cu inaltimile lor.

Fie doa paralelipipede dreptunghice ABCDEFGH, i

ABCDKLMN, car1 aii aceiagt baza ABCD si ca in-
naltimi unul AE s celalalt AK. =

e A

. L e

Sa presupunem ca

0 eomuna masura care
se cuprinde d. e. de 3
ori in AE si de b ori
in AK; raportul inalti-

;
:
E

punctele de impartire
~de pe AK, ducem pla-

lelipipedele dreptunghi-

lipipede _drepﬁm ghice

baze egale si inaltimi egale.

dreptunghice egale, si

gal cu raportul inaltimilor lor.

- Daca inaltimile AE si AK nu arave o comuni
masurd, atunci se va procede cum se aratd in nota
vide ca egalitated intre ra- §

de la §. 113, i se va
porturi subsista.

412. Observatiune. In un paralelipiped dreptun- ¢
ghic, putem lua ca bazi una oare-care din fetele =
sale ; laturile dreptunghiului luat ca baza sint doa §
din cele tref dimensiuni a paralelipipedulut si inal- |
‘fimea corespundetoare este a treia dimensiune. Te-

orema precedentd se poate dar enuncia si precum
urmeaza :

PSR

inalfimile AE g1 AKau

milor este #/,. Daca prin

nurl paralele cu baza |
£ ABCD, impartim para-

. ce date, in alte parale- |
egale intre ele, fiind ca ait ||
: Insa, paralelipipedul |
ABCDEFGH contine 3 de aceste paralelipipede |
paralelipipedul ABCDKLMN
contine 5; videm dar ci raportul intre cele doa
paralelipipede dreptunghice date este °/,, adica e- §
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~ Doi paralelipipede dreptunghice cart ai dod  di-
mensiuni comune sint proportionale cu al treilea di-
mensiuni. >

413. TEOREMA. —Doa paralelipipede  dreptun-
ghice cart ai aceiast tnalfime sint proportionale cu ba-
zelé Hors men L ‘ <

Fie P si P’ doa paralelipipede = dreptnnghice
cari si aiba aceiasi inaltime /4, si a caror baze res-
pective B, B’ ait ca dimensiuni lungimile a,b sialb.
Sonstruesc un paralelipiped dreptunghic P* cu di-
mensiunile h,a,b’. -

Paralelipipedele P si P” ait doa dimensiuni co-
mune anume A si @ §i prin urmare sint proportio-
nale cu al treilea dimensiuni (§. 412); adica avem:

P=—=b
e

Paralelipipedele P” si P’ at si ele doadimen-
siuni comune % si b’ si sint prin urmare proportio-
nale cu al treilea dimensiuni; adicd avem -

P% = a
: Posg
Inmultesc membru cu menibru aceste dod cga-
titati si suprim factorul comun P’ ceia ce da:-
P aXb
P axb
Inza bazele B si B ale paralelipipedelor sint

dreptunghiuri si raportul lor este egal cu raportul
productelor axXb, a’Xb" (§ 252); asa dar

PR
pos *

ceia ce demonstreaza Teorema.
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414. TEOREMA.— Dos paralelipipede dreptun-
ghice oare-care sint proporfionale cu productele bazelor
prin indltimile lor. ‘

Fie P, P’ doa paralelipipede dreptunghice, a-
vind ca baze dreptunghiurile B, B’ s ca inaltimi
lungimile 4, %'. Construese un paralelipiped P cu
~baza B i inaltimea %, Paralelipipedele P ‘si P a-

vind acejasi bazd sint proportionale cu iniltimile

lor, adica avem:
-P_— ]z 2
Py

apoi, paralelipipedele 'dre‘ptungh?ice PP avind a- |

celasi Inaltime, sint proportionale cu bazele lor, si
avem : -
PEB
O
Inmultesc “aceste doa egalitaty, membru cu
membru §i suprim factorul comun P/, ceia ce di -
z BBk
S P B i’
ceia ce demonstra Teorema. 5
415. TEOREMA.— Volumul unui paralelipiped
dreptunghic este egal cu productul bazei prin inalfimea
lut, dacd soie ca unitay de volum st de suprafata
cubul §1 patratul ficut pe unitatea de lungime.
.~ Fie P un paralelipiped dreptunghic a carui
baza este B si inaltime /4 : iei ca unitati de volum
- §1 de suprafati cubul sl patratul construit pe uni-
tatea de lungime : aplicind Teorema precedenta la
- paralelipiped si la cub avem :
S I

h 3
T:TXT saii P=B><A.

T 36k R i P et v SR o
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Insa; numerit P, B s A& sint masurile respec-
tive a paralelipipedulur dreptunghic, a bazei si a
inaltimei lul. Egalitatea din urmé exprima ca: nu-
mérul care reprezinta mdsura paralelipipedulut drept-
unghic, adica volumului, este egal cu productul celor
dot numeri cari reprezintd masurie bazel si a indl-
timet lul. - :

De ordinar se enunta acest rezultat mai pe scurt
in modul urmator: Volumul paralelipipedului drept-
unghic este egal eu productul bazet prin indalfimea .

416. Corolar I.—Fie a si b dimensiunile drept-
unghiului de baza B; stim ca avem (§..253):

B=ax?b 2
prin urmare pntem scri:
: P = axbxh;

aceasta egalitate exprima ca volumul paralelipipedu-
lur dreptunghic este egal cu productul celor tret dimen-
siumi a-le lut. i =EEL :

Din aceasta rezultd ci misura paralelipipedu-
lui dreptunghic nu atirna de unitatea de suprafata.

417. Corolar 11— Volumul unui cub este egal cu
productul celor irei dimensiunt a-le lut, sait cu putered
a treia a laturet lut. :

Reciproe, pulerea a treiq @ unul numer oar-care
poate fi consideratd ca volumul unut cub a carui lun-
gime de lature este reprezentatd prin acel numér.

Acest corolar si reciproca lut explica sinonimia
cuvintelor cub si puterea a treia a unul NUMEr.

418. Observatiune.—Daca luam ca unitate de
lungime metrul, atunei metrul patrat va fi unitatea
de suprafatd, si metrul cub unitatea de volum.

Un metru cub are 1000 de decimetri cubicl i
1000000 de centimetri cubiel. :

419. TEOREMA.— Volumul unut paralelipiped



970 -

~oare-care este egal cu produciul bazet prin inalfimea lui.

Teorema aceasta am demonstrat’c in ce pri-

veste paralelipipedul dreptunghic. Ramine s'o de-
monstram pentru paralelipipedul drept si oblic.

- 1°% Fie un paralelipiped drept A, a ciirat bazi

: G este paralelogramul ABCD

st inaltime AE. Prin un

1
: :\ punct-al unei creste de a
i N F - unei baze, d. e. A, duc
L planul perpendicular pe

| R ereasta. AB >  sectiunea
tigent ol e s
: ~ AEH'D’ este un dreptun-
.|, ghii pentru ci fetele o-
R

R sint perpendiculare pe ba-

zele ABCD si EFGH.
~ Apoi, observ ca paralelipipedul propus AG este
echivalent cu paralelipipedul drept (8. 409) care are
ca bazi sectiunea dreapti AEH'D’ sl ca inaltime
AB. Insa, acest al doilea, paralelipiped drept este
dreptunghic, pentru ca baza luf este un dreptunghit ;
el are dar drept misura productul AEXAD X AB. (§.
415). Dar atunei, si paralelipipedul AG are drept ma-
surd acest produet
e s L e e By
insd AB><AD’ este
/' miasura bazei AB-
CD; asa dar, pa-
ralelipipedul AG
este egal ‘eu baza
ey D ABCD; inmultita cu
¥ Sy A inaltimea lui, AE.

2%  Fie acum

paralelipipedul oblic AG a cirur bazs este parale-

logramul ABCD. Prin un punct al uner creste de a

~‘——~—-;B puse a-le paralelipipedului -

N
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anet baze, d. e. E, duc planul EKN perpendicular
pe creastd, si observ ca paralelipipedul propus este
echivalent cu paralelipipedul drept care ar ave ca
Dbaza sectiunea dreapta EKNM si ca inaltime crea-
)6 ) G
“Due din E perpendiculara EO pe planul bazet
ABCD ; aceasta dreaptd este in acelast timp inal-
’gimea_pa,ralelipipodului propus AG si a paralelo-
gramului EKNM, caci este cuprinsi in planul aces-
tui paralelogram si'I perpendiculara pe KN. Avem
dar: paralelipipedul drept are drept masurd pro-
ductul EOXKNXEF ; paralelipipedul oblic AG are
si el drept masura tot acest product; insa KNXEF
este egal cu KNXAD care este misura bazet ABCD.
Asa dar paralelipipedul propus AG are drept ma-
sura baza ABCD inmultita cu tnaltimea luf, EO.
420, TEOREMA- - Volumul unel prisme este egal
cu productul bazet prin imaltimea et. :
-~ (Clonsider mai intdi o prisma triunghiulara
' o carer bazi este triunghiul
ABC i inaltime FIL. Duc prin
fe-care din extremitagile cres-
telor AB,AC, AF,un plan pa-
ralel cu celelalte doa; cu chi-
oul acesta formez paralelipipe-
dul ABHCDKEF ; planul dus
_ prin crestele opuse BD, CE
imparte pasalelipipedul acesta
in doa . prisme ABCDEF’,

She BCHDEK echivalente infre ele
(§. 410); prin urmare paralelipipedul este dublul
prismel propuse. Paralelipipedul are drept masura
productul 2 ABCXFEI: asa dar prisma va ave de
misura productul ABCXFI, adica productul bazer
sale ABC prin indltimea e1, FL.
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Fie acum o prisma poligonala ; o descompun

; In prisme triunghiulare, ducind

L planuri prin creasta laterala

AF & prin fie-care creasta CH,
- DK paraleld eu AF 1 nesitu-
ate in aceiasi fatd. Toate aceste
prisme triunghiulare aiu aceiasi
inaltime, care este si inaltimea
prismer poligonale, si ca baze
triunghiurile ABC, ACD; ADE
in cari poligonul de haza este
impartit de diagonalele AC,-
4 AD. Insemnand prin I inaltimea
‘ prismei avem :
vol. prismer =ABC,{I+A CDXI4+ADEXI
—(ABU+ ACDHADE)XI=ABCDEX &
adica volumul prismer poligonale este egal cu pro-
ductul bazei sale ABODE prin iniltimea e I.

421. Corolar I.— Doa prisme cari an baze echi-
valente sint proporfionale cu indlimele lor, )

Dod prisme cari aw aceiast inalfime sint propor-
tionale cu bazele lor.

422, Corolar IL.—Doa prisme aw volume echiva-
lente, dacd bazele lor sint invers proportionale cu inal-
timile lop,

Fie P o prisma a cirer volum sa fie V, baza
B si inaltimea I: fie P’ ¢ prisma -a carei volum
sa fie V', baza B’ si inaltime I'. :

Prin ipotezi avem BXT=B"XI";
ingg | s N=BXI, 5 V=—B'XI':
prin urmare V=V

s

K ’
'
TSI
&

i

423. Exercitil.—1. 4 calcula, cu aproximatiune de un
decimetru cub, volumul une¥ prisme drepte, a carel bazd este
un hexagon requlat ; laturea bazel este 1,56 st indltimea
om 45,
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i , - 3 (1m,56)2/3 ;

~ Saoprafata hexagonului este X 9 ) ; prin urmare
: 3% (1™,56)21/ 3>X2™ 45

volumul prismei este S ) ) 2 » ficaad caleulile” gi-

sim : 1578 4919m3,
= 2. 0 prismd dreaptd a cdrei bazd este un triunghin
ecvilateral, are un volum egal cu 1™ gi indlfimea egald o
0",80. Sa se calculeze -laturea bazer. =7 =
Insemniind prin ¢ laturea triunghiulni ecvilateral i H inil-

2 3
timea prismei, avem V=ﬂ4/i; saii, inlocuind cu_cifrele din
enancili avem : :
3 - e
: Z 2 30.8—1, de unde c:]/?lg_s

Ficand calculile gisim : ¢=1™ 70. :

3. Volumul unei prisme triunghiulare este egal cu ju-
mdtatea productului uneia din fetele laterale prin- distanfa
acestel fefe la creasta care’i este opusd.

Se complecteazi paralelipipedul dublu prismei, si se vede
cu usurintd ceia ce se cere. =

4. Pe trei drepte paralele nesituate tn un acelagt plan,
se ieii lungimile AA’=BB —=0CC" ; volumul prismel triunghiu-
lare AA’BB' CC’ este acelagi, ori-care ar fi pozifiunile res-
pective a crestelor AA', BB, CC'.

Pentru ci ori-cum vor fi agedate aceste trel langimi pe
cele trei paralele, volumul prismel este echivalent cu volumul
prismei a cirei bazd este trinoghiul a cdrul virfuri sint vil’] un
plan perpendicular pe paralele si a cirei indlfime este AA’; si
volumul acestei prisme este constant. e

5. Suma distantelor de la virfurile unul paralelipiped
la un plan exterior, este egald cu de opt ori distanja de la
punctul de intersecfiune al diagonalel:r paralelipipedului la
acelagi plan. i fal

Fie O punctul de intersectiune al diagonalelor_paralehpl—
pedului ; luim diagonala AOQA’ si fie aoa’ proectiunea el pe pl‘agul
dat. Figura Aaa’A’ este un trapez §i Op este semi-suma bazelor ;
avem dar: : 3. : '
200—=Aa+A'a’;
de asemenea ayem : 3

Geom. Elem. C. Climescn 18
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200=Bb-+B’l’
200=Cc¢+C’¢
200=Dd-}-D'd’, :

de unde prin adunare, giisim ceea ce ni trebue.

6. Fiind dat un paralelipiped i un plan extcrior, a
gdsi locul ‘geometric al punctelor din plan ast:fel ca suma
patratelor distantelor lui la cele opt virfirt a paralelipipedulul
sd fie egald cu un patrat dut.
> Fie M un punct al loculuiin planul P, si fie 0 proectiunca
pe acest plan a centrului O al paralelipipedului. Consider diago-
nala AA’ si unesc M cu A, O §i A’; dreapta MO este mediand
fu triunghiul AMM' si avem (§. 97):

20M %204 2=MAZ}- Ma "% ;

mai avem incd trei relatiuni, privitoare la celelalte trei diagonale.
Prin adunare se capiti;

i K%2(0A%}-0B>4-00°+0D?)

8
in care K2 reprezintd patratul dat.
Apoi OMo este un triunghii dreptonghic si da

- oM’=0M*—00? ;.
inlocuim OM prin valoarea sa de sus §i conchidem ci oM este
o cantitate constantd si ci prin urmare locul geometric al punctu-
Ini M este o circumferentd a ciirel centru este o.

CAPITULUL I
PIRAMIDE

424. Definifiuni. Se numeste piramida un polie-
dru compus din o fata poligonali oare-care si ce-
lelalte fete sint triunghiuri a ciror baze sint laturile
poligonului §i a caror virfuri se confundi in un punct
exterior fetel poligonale:

~ Aga, fie d: e. poligonul ABCDE si Sun punct
nesituat in planul acestui poligon. Corpul, cuprins
intre fata poligonala ABCDE si fetele triunghiulare

-
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i SAB, SBC, SCD, SDE, SEA,

- este o piramida. et

4925, La o piramidi, po-

ligonul = este- baza  piramider

si virful comun triunghiurilor

~ piramidel este virful el Lun-

gimea perpendicularel dusa

din virt pe baza este indilpi-
mea piramidel. i

Suma fetelor, triunghiu-

lare a-le unel piramide, este

B C
aria laterala a ei. :

426. O piramida se califica dupa felul bazei;
ast-fel dupa cum baza va fi: triunghiit, patrulater,
pentagon, hexagon, etc. piramida va fi triunghiulara,
patrunghiulara, pentagonalé, hexagonala, etc. O pi-
ramida triunghiulard avind patru fete, poarta numele
de tetraedru. = =

Toate fetele unul tetaedru fiind triunghiuri, unul
oare-care din aceste triunghiuri poate fi luat ca baza
a tetraedrului; virful ‘tetraedrului este“atunct acel
care se opune bazel R

Tetraedrele sint in Geometria in spafiti, cela ce
triunghiurile sint in Geometria plani:  Ast-fel d..e.
se fixaza pozitiunea unui punct in plan; legandu’l
cu doa puncte fixe prin un trinnghin: -de asemene
se fixaza pozitiunea unui punct in spatiu legandu’l
cu trei puncte fixe prin un tetraedru. - ¢

427. O piramida este regulata, atunei cand baza
ei este un poligon regulat a carul centru - este pir
ciorul inaltimei piramider. ‘ :

(irestele laterale a-le unel piramide regulate’ sint
egale, fiind-ca sint nigte oblice, pe Ela'mul' bazei, de
o potriva departate de piciorul inalfimer; fetele ld-
terale sint triunghiuri isoscele, toate egale intre: cle.
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Inaltimea unuia din aceste triunghiuri este apotema
piramider. ’

428. Daca se taie o piramidd cu un plan care
sa intilneasca toate fetele laterale, poliedrul cuprins
intre sectiunea facuta de plan si baza piramidei este
O piramidd trunchiata sau un trunchiv de piramida.
Daca planul secant este paralel cu baza piramide;,
avem un trunchiti de piramida cu baze paralele.

Fie piramida SABCDE : si o taiem cu un plan
paralel cu baza si cuprins intre bazi si virfnl ei;
fie abede sectiunea ficuta in piramida de planul con-

S siderat; avem un trunchiu

' de piramida cu baze paralele

ABCDE abcde. Inaltimea unui

trunchii de piramidi este

a distanta dintre cele doi baze.
G Portiunile de dreapta Aa, Bb,

trunchiului de piramida.
Daca taiem o piramida
regulati cu un plan paralel
cu baza, avem un trunchiii de piramida regulat. Inil-
timea unuia din trapezele laterale este apotema trun-
chiului de piramida. : :
429. TEOREMA.-— Daci se taie o piramidé cu
un plan paralel cu baza e, atuncy :
I°. Crestele laterale si inalfimea piramidei sint
impdrtite in parfe proporfionale.
2°. Secfiunea este un poligon asemene cu baza pi-
1 Fie piramida SABCDE (Fig. preced.) taiet
de un plan paralel cu baza si care da sectiunea
abcede. Crestele laterale a-le piramidei, SA, SB, SC...

Ce.. sint crestele laterale, iar

trapezele laterale ABab, BCbc..

A ) constituese aria laterali a
B = G
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sint nigte drepte care pleacd din un punctS si sint
taiete de doa planuri paralele ; putem presupune ca
punctul S este in un plan paralel cu cele doa sl
atunc aplicand Teorema de Ja (§. 333), putem seri:
Sa Sb Sc
S8R S0 SH
2. Poligoanele ABCDE, abcde au laturile lor
paralele intre ele una cu alta si indreptate in ace-
lagi senz, prin urmare unghiurile lor sint egale unul
cu altul. -
Apoi dreptele AB, ab fiind paralele intre ele,
triunghiurile SAB, Sab sint asemene intre ele gi prin
urmare avem :
ab  Sb —
AB SB’
triunghiurile SBC, Sbc sint iaragi asemene intre ele
pentru acelasi cuvint i avem

Sb  be
SB- BC:
Din aceste doa din urmy proportiuni deducem
ab  be
AB BC

De asemene, vom proba ca avem
‘be cd de ea
BC  CD DE EA’

Asa dar poligoanele ABCDE, abede ati unghiu- -
rile lor egale unul cu altul §i laturile lor omoloage
proportionale, prin urmare sint asemene intre ele.

4£30. Corolar— Triunghiurile SAB, Sab fiind a-
semene dati : 1 :

ab ~ Sa
AB  SA,

sail, in virtutea celor de mal sus
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ab - Sh
i AB7 S

A o1 pohgoanele ABCDE, abede fiind asemene
dait (§ 274)

abede ab®
: ABCDE AB?
prin urmare,
: abcde Sk -
ABCDE™ S’

adica: in o piramida, sectiunile paralele cu bma st
baza chiar, sint proporfionale cu patratele distantelor
lor la virful pirawidei.

431. TEOREMA. — Daca doa ])namzde ait inal-
fmi. egale, sectiunile fz‘lcute in ele prin planuri paralele
cw bazele lor 51 la o aceiasi distanta de virfuri, sint
proporfionale cu bazele celor dod pir ~amide.

Fie piramida tnun0h1ula1d SABC. si piramida
patrulloluulam S’A’
B'C’'D’, a caror inal-
timi SE s S'E’ sint
egale intre ele. Ieu
Se egala cu S'e si
apoi due prin e si
¢ planuri paldlele
respectiv. cu bazele
celor doa pmumde
sl fie abe, abed sectiunile respective facute in cele
doa piramide de catra cele doa planuri. In virtutea
celor de mal sus avem :

abe. Se®  abc'd ___S_e'z

ABC SE?, AB'CD” Sg® ;
insd noi am luat SE= S'E’ g1 Se= -8 e , prin ur-
mare rezultd :
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abe  a'bc'd’
ABC ABCD"

432 Corolar.— Daca bazele celor doa piramide
sint echivalente una cu alta, atuncl si sectiunile abe,
wbe’d’ sint echivalente intre ele. |

433. TEOREMA.— Aria laterald a unet piramide
requlate, are drept mdsurd jumatated productului - pe-
rimetrului bazet prin apotemd -€l.

Fie piramida regulata
SABCDE. Triunghiurile isos-
cele si egale intre ele carl
compun suprafata laterala a
piramider; ati ca baze laturile
AB, BC....EA a poligonulut
de baza si ca inaltime apo-
tema SI ; suma ariilor acestor
triunghiuri, adica aria ce se
cere, are drept masurd jumatate din suma laturilor
AB, BC.. .EA inmultita cu apotema SI, adica ju-
mitate din productul perimetrulul bazel: piramider
prin apotema el e

434, Corolar.— Aria laterald a unil trunchiw de
piramidd requlat, are drept masura productul semi-Su-
mel perimetrelor celor dodt baze prin apotema trunchiulut.

Q3 luam in figura de mai sus, trunchiul de pi-
ramida regulat ABCDEabede. - Aria laterala a trun-
chiului de piramida se compune din ariile trapezelor
AAab, BCbe....; bazele acestor trapeze sint respectiv :
AB, ab: B, bC ;.. 8Y inaltimea lor este aceiasf,
apotema trunchinlul; bazele de jos a-le trapezelor
sint toate egale intre ele, si cele de sus jarasi egale -
intre ele, fiilnd-ca sint laturi de poligoane regulate.
Aria cautatda va ave dar ca masura, productul semi-
sumei laturilor AB si ab, BC i be.... prin apotema el.
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: 435. TEOREMA.— Dod piramide triumghivlare
care ail baze echivalente si indlfimy eqale, sint echivalente.

Fie piramidele triunghiulare SABC, S’A’B'CY
care sa aibid inaltimi egale si bazele ABC, A'B'(’
sa fie echivalente: dic ci aceste piramide sint echi-
valente intre ele. ; -_

Pun bazele celor doa piramide pe un acelasi
plan, atunci virfurile-S si 5" vor fi la o aceiagi dis-
tantd de acest plan, fiilnd-ci Inaltimile =piramidelor
sint egale-intre ele. Impart creasta SA a piramider
intala in un numér oare-care de parti egale, d. e.
In patru pérfi egale, si prin punctele de impartire
D, G, I due planurt paralele. cu planul bazelor. Ieii

- piramida intii; aceste din urmé planuri o taie in
triunghiurile DEF, GHK, IMN asemene intre ele si
cu, baza ABC; inseriti in piramida, trel prisme
APQDEF, DRTGHK si GUVIMN a caror baze pa-
ralele sint respectiv cele trer triunghiuri de sectiuni,
de mai sus, ' :

In piramita a doa cele trei planuri paralele cu
baza determineazi trei triunghiuri D’E'F’, G'H'K, I'M'N”

asemene intre ele §i cu triunghiul de bazi A'BC’;
Inserili §i in aceastd piramidi, prismele APQDEF,
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DRP'GHK’ i G'U'VI'M'N" a ciror baze paralele

sint respectiv cele trei triunghiuride sectiune.—Acum
consider prizmele APQDEF si APQD'E'F : elesint
echivalente, cici bazele lor DEF si DEF’ sint echiva-
lente intre ele (§. 432) si inalfimile egale cu a patra parte
din indl{imea comund a piramidelor. De asemene -tot e-
chivalente sint si prismele DRTGHK s§i GUVIMN
inscrise in piramida intdia, respectiv cu prismlele
DRT'GHK’ si G'U'VI'M'N" inscrise in piramida
a doa. Dacid acum am inseri, in acelagi mod, patru,
cingi, sese. . prisme, in ambele piramide, am vide ca
suma prismelor inscrise in piramida intdia esté echi-
valentd cu suma prismelor inscrise in piramida a doa.
Noi putem considera fie-care piramida ca limita catrd
care tinde suma prismelor inserise in ea, cind nu-
mérul acestor prisme ecreste necontenit. In fie-care
moment suma prismelor din piramida intiia este echi-
valentd cu suma prismelor din piramida a doa si prin
urmare §i cind trecem la limite aceste dod sumi vor fi
echivalente ; asa dar cele doa piramide sint echivalente.

436. Am admis in demonstratiunea precedentd ca
volumul fie-cirei piramide este limita cdtrd care tiPde
suma prismelor inserise in piramidé c#nd numérul
lor creste necontenit. S& demonstrim aceasta,

Si luim de exemplu piramida SABC gi si con-
struim prismele a ciror baze respective sint ABC,
DEF, GHK, IMN a ciror numér este cu 1 mai mare
de cat numérul prismelor inscrise. Volumul piramidei
este cuprins intre suma prismelor inscrise §1 suma
prismelor circumserise, si prin urmare diferenta intre vo-
lumul piramidei si suma volumurilor prismelor inscrise
este mai mica de cit diferenta intre suma volum_urllor pris-
melor circumscrise si suma volumurilor prismelor in-
scrise. Z

Acum, si comparim prismele circumscrise cu
cele inscrise, incepdnd de la virful piramidei §i co-
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borindu-ne catra bazi ; cea intdi prisma circumscris,
adicd aceea care are de bazid IMN si creasta IS, este
_egald cu cea intdi prismd inserisa GUVIMN ; a doa
piramidi circumscrisd este egald cu o a doa prismi
inscrisd si aga mai departe; penullima prisma circum-
serisd este egald cu ultima prismd inserisi.

Din acestaa rezultd ci diferenta intre suma pris-
melor circumscrise i suma prismelor inserise, este
egald cu ultima prismi circumserisi ABCDXY ; sia-
pol mai rezulti ci diferenta intre volumul piramidel
§1 suma volumurilor prismelor inscrise, este mai mici
de¢ cidt prisma ABCDXY:. - '

Aceastd prismi are indlfimea mai mici de cit
creasta ei AD, §i aceastd inadlfime va fi cu atit mal
micid cu cit vom inscri in piramidi mai multe prisme;
prin urmare si volumul ultimei prismé circumscrise va
fi si ¢l din ce in ce malmic. Conchidem ci diferenta
intre volumul piramidei §i suma prismelor inscrise are
ca limitd zero, sai cu alte cuvinte volumul pirami-
del este limita sumel prismelor inscrise, cind numé-
rul acestor prisme creste necontenit.

437. TEOREMA .— Volumul unei piramide are drept
mdsurd a treia parte din productul bazel prin indlfimea el.

1°, 83 considerim intii primida triunghiulard
DABC. Prin virfurile A si C ducem dreptele AF, CE
paralele si egale cu creasta BD; formim astfel o pris-
g ma triunghiulara avind aceiagi in-
iltime ca i piramida considerata.

Consideram planul punctelor
C, D, F, vidlem ci se formeazi
trei piramide triunghiulare si a-
nume :  DABC, ACDF si CEDF.
Cea dintdi este piramida dati ;
celelalte dod sint echivalente inte ele
cicl all aceiasi inaltime si baze e-
chivalente adicd jumititile paralelo-




gramului
putem 83
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AFEC. In ce priveste piramida a treia,
% consideriam ca bazi fata FDE si virful

ei este atunci in C; prin urmare aceastd piramida
este echivalenti cu piramida intdia. -

SABCDE. Prin ¢

A

Rezulti dar ci cele trei piramide sint echiva-
lente intre ele si fie-care este prin drmare a treia
parte din prisma ABCDEF, Insi, volumul prismei
are drept masura productul bazei prin inalfimea el ;
volumul piramidei DABC va ave dar drept masura a
freia parte din productul bazei sale prin inilfimea el.
90 83 considerdam acum o piramida poligonald

-

/4

reasta SB ducem planurl cari des-
compun piramida poligonald in mai
multe piramide triunghiulare avind
ca baze triunghiurile ABE, EBD,
DBC cari comdun baza piramidel :
inaltimea tuturor acestor piramide
triunghiulare este aceiagi. Suma ma-

p surilor lor, adicd mdsura ~ piramidei

date, va fi egald cu a treia parte din
produetul bazel ABCDE prin inal-
timea ei SL

438. corolar I. — Dacé insemnim prin V,:B; 1,
numerii cari mésoard respectiv, volumul unei piramide
baza gi inilf{imea ei, avem formala generald :

Vo= 1/5B><L

Din aceasti formula scoatem urmitoarele :

1. Ort ce piramida esle a trewa parte din pris-
ma de acelast baza si aceidst tmaltime cu piramida.
2°. Dod piramide cu baze echivalente si cu aceiast
inalfime, sint echivalente. ,

3% Do piramide. sint intre ele ca productele res-
pective a bazel prin indlfimea lor.
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4°. Doa piramide care ait aceiasi bazd sint inire
ele ca inalfimile lor.

5% Doa piramide cari ai acciasi indltime sint
inire ca bazele lor. -

439. Corolar IL. — Un tetraediu regulat este cu-
prins intre patru triunghiuri ecvilaterale egale : si
insemndm prin g laturea unuia din triunghiurile ec-
vilaterale, care lature este in acelasi timp si creasta

tetraedrului. Baza tetraedrului regulat are drept ex-
ripcs

presiune 2? (§- 260). Iniltimea Iui este cateta

unui triunghii dreptunghic a eadrui ceialalti ecatetd
este rada cercului circumseris la triunghiul de bazi,

Ly a = : v
adica V5 & Ipotenuza este creasta a a tetraedrului;

indlfimea in chestiune este dar

|/ o @=0V=.
R

Prin  urmare, volumul tetraedrului regulat in
functiune de creasta sa este :

V_l a*¥3 ay2 a’V2
SRR B Y A

Volumul tetraedrului de creasti egald cu 1™ este
073,117851. :

440. Corolar IIL.—Pentru a evalua volumul unui -
poliedru, se descompune poliedru in piramide, sl se
face suma volumurilor acestor piramide.

Descompunerea in piramide se face, luindu-se un
punct oare-care in spafiti i unindu'l cu toate virfu-
rile poliedrului. Bazele acestor diferite piramide sint
fetele poliedrului, iar iniltimile lor sint perpendicu-
larele scoborite din virful comun pe planul fetelor.
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Se calculeazid volumurile acestor piramida si cu ajutorul
lor se calculeazi apol volumul poliedrului.

Daci se poate gisi in interiorul poliedrulul un
punct care si fie la egald distanta de toate fefele lui,
piramidele in care’l vom descompune vor ave o in-
iltime comund, care va fi perpendiculara scoborita din
acel punct pe una din fefe si atuncl vom pute dice :
volumul poliedrulut va ave drept mdsurd a treia parte
din productul suprafeter lut prin perpendiculara dusa
din acel punct pe una din fefe.

441 TEOREMA.— Un trunchiw de piramidd cu
baze paralele este echivalent cu tret piramide, avind ca
naltime comuna inalfimea trunchiulut si cu baze respec-
tive, baza inferioarda a trunchiulut, baza lut superioard
si 0 medie proporfionala intre aceste dod baze. '

19, S3 considerim intdi, un trunchiti de pira-

midé triunghiulard ABCDEF a
DF carui baze ABC, DEF sint pa-
ralele intre ele. Planurile AEC
gi DCE, impart trunchiul in
trei ~ piramide  triunghiulare

AEBC, ECDF, EACD.
Piramida intdia EABC are fata
4 a ABC ca bazi si atunci indlfimea
B ei aste insisi indltimea trunchiu-
lui, pentru ca virful ei E, este-
un punct al bazei superioare al trunchiului. Piramida
a doa ECDF are fata DEF care i se poate lua ca
baza si atunci indl{imea el este insdsl inaltimea trun-
chiului, pentrn c¢i virful ei C este un punct al ba-
zei inferioare al trunchiului. Si luim piramida atreia
EACD a carei baza este ADC si virf in E; prin vir-
fal E duc EG paraleld cu AD; EG va fi paraleld
cu baza ADC a piramidei; unesc G cu D si C; for-
mez piramida GADC echivalentd cu piramida EADC
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cici all caeiagi bazd ADC si virfurile lor sint agedate
pe o paraleld cu baza. Acum, in piramida aceasta
GADC putem considera ca bazi triunghiul AGC si
atunci indltimea i va fi egali cu indltimea trunchiu-
lui. Ramane sd aritim ca baza aceasta AGC este me-
die proportionald intre cele dod baze a-le trunchiulul
de piramidai.

Due GH paralela eu BC; am triunghiul AGII
egal cu triunghiul DEF fiind-cd AG—=DE ca laturi
opuse in paralelogramul AGED si unghiurile GAH si
AGH egale respectiv cu unghiurile EDF si DEF ca
avind laturile lor paralele una cu alta si indreptate in
acelasl senz. Triunghiurile ABC si AGC al aceiasi

inaltime,—perpendiculara dusd din C pe AB— : ra-
portul lor este egal cu acela al bazelor lor.
i ABC_AB
- tri. AGO™AG’ |
apoi, triunghiurile AGC si AGH ai §i- ele aceiasi
inaltime,—perpendicularid dusa din G pe AC—, si
avem : -
| riAGC_AC
tri. AGH AH

Insi raporturile al doilea a acestor do& proportiuni
sint egale intre ele din cauzid ci GH este paraleld cu
BC, st prin urmare avem

tri. ABC _tri.AGC

. AGC ™ #ri. AGC’
ceia ce ni arati ci in adevdr baza AGC a piramidei
a treia GHDC, este medie proportionald intre cele
doi baze ale trunchiului de piramida dat.

2. Si considerim acum un trunchiti de piramidi
poligonali ABCDEFGH ecu baze paralele; acest
trunchii face parte din o piramidd poligonala SABCD
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si s'a capatat tdindu-se aceastd piramidad prin un plan
EFGH paralel cu baza ABCD.

S# construim aliture o piramida triunghiulard S°
care si aibi aceiagi iniltime ca §i piramida S sla
cirei baza A'B'C’ si fie echivalentd cu baza ABCD.
Piramidele S si S sint echivalente (§- 438). Facem in
piramida S’ o sectiune E'F'G’ la o aceiagi distanta

s : de la baza ca si
in piramida S;
A\ G sectiuuele EFGH,
DD E'F'G vor fi e-
chivalente intre
ele (§ 432)si pi-
ramidele SEFGH,
A S SEF'G" vor fi
si ele echivalente
. intre cle ca avind
baze echivalente si indltimi egale. Prin urmare, trun-
chiul poligonal dat este echivalent cu trunchiul triun-
ghiular ABCD'EF G ca diferente de piramide echi-
valente. Acum, am vizut ' ci trunchiul de piramida
triunghinlard AB'CEF G, este echivalent cu trei pi-
ramide cari aii ca indltime comuni indl{imea trunchiu-
lui si cu baze respective cele dod baze a-le trunchiu-
lui si media proportionald intre ele : conchidem ‘ca
si trunchiul de piramida poligonald va fi echivalent
cu aceleasi trei piramide.

442. (orolar I — Dacd insemnam prin VB, .b;
4, numerii cari masoard respectiv, volumul, cele dod
baze §i inidltimea unul trunchit de piramidd cu baze
paralele, avem formula '

V=1/, Biit1/, bi+"/; 1 VBb.

m
U]
=

V=1/,i (Bth t VED).



— 288 —

443. Corolar IL.—Adese-ori, in loc de cele doi
baze, se di una din ele, d. e. B, si raportul gﬂadoé

laturi omoloage de-a ceclor dod baze: in acest caz
avem

b’_a2 : 2

B A de Aunde b==%§ B.

si formula de mai sus devine
B a . a®
vl it il

444, Observatiune.—Teoremele relative la sectiuni
in o piramidd se aplicd si in cazul cind aceste sec-
tiuni devin exterioare, fie ele ficute din-colo de virf
sali de desubtul bazei piramidei propuse. Planurile
secante sint supuse la singura restrictiune ca si ri-
mand paralele cu baza piramidei. Trunchiurile de pi-
ramidd cuprinse intre dod planuri paralele si de ace-
iagi parte a virfulul piramidei le numim de specia in-
tiva, §i dacd planurile pavalele sint de o parte si de
-alta a virfului le numim de specia @ doa.

- Sa evaluim volumul unui trunchii de specia a
doa ABCFED; trebue si facem suma piramidelor
SABC si SDEF. Fie i inaltimea trunchiului si I gi I’
inaltimile celor do# piramide. Avem, conservind no-
tatiunile de mal sus : =

=/, BI+4,4r=5 ] g ]

Din relatiunea urmitoare :

rezulti :



de unde - J="— sl I'=

= Bikilad -Bir o ot
Prin urmare V=-3_AT(A—{—_CL):—_3_[1'_A_ i ]

a
Az
s i Ba ., Ba? )
sau ined - V=—3—[B———£—{—;§2 =%[B+b——vﬁ;:]-

Aceastd din urmi formuld sa-
m3ni cu acea de la § 442, nu-
mai ecit semnul radicalului este
minus. .

445. TEOREMA. — Un trun-
chiti de prisma triunghiulara este
cchivalent cu suma @ trel piramide
avind. ca bazd comunt baza infe
rioard a trunchiulut gt ca virfurt
acele a-le bazei superioare.

Fie trunchiul de prisma triunghiulara ABCDEF.

s Planurile AEC si:DEC im-
part trunchiul in trei piramide
triunghiulare EABC, EADC si
EDCE. ;
~ Piramida intiia EABC are
ca virf punctul E si ca baza, baza.
insasi ABC a trunchiulul.

Piramida  a doa EADC, a
ciirer virf este punctul E si bazd
este ADC, este echivalenta cu
piramida BADC a carel _baza
este tot ADC si are aceiasl inaltime, fiind ca virful
ei B este agedat pe creasta EB care’i paralela cu
planul bazei comune. Insa acum, in piramida acea-
sta BADC putem considera ABC ca baza i D
ca virf. .

Geom. Elem. C. Clx'mes:m

19
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Piramida a treia EDCF poate fi considerata
ca avind ca baza ECF si D ca virf, prin urmare ea
este echivalenta cu piramida ABCF cu BCF ca bazi
si A ca virf, caci bazele CFE si BCF sint echiva-
lente ca triunghiuri cari aii aceiasi baza CF §1 a-
celagl inalfime, cdcl BE este paralela cu CF; apoi
inalfimile acestor doa piramide sint egale fiind ca
dreapta DA care uneste cele doa virfuri este para-
lela cu CF si prin urmare si cu planul de baza
EBCF. Insa acum piramida triunghiulara ABCF
poate fi considerati ca avind de baza ABC si vir-
ful in F. '

446. Corolar I.— Daca avem de a face cu un
trunchiii de prisma dreapta, atunci inaltimile celor
trel piramide sint insdsi erestele laterale a-le trun-
chiului gi baza este sectiunea dreapta a prismet, asa
ca putem zice: wolumul wnui trunchi. de prisma
dreapta are drept masurd productul sectiuner sale drepte
prin media aritmetica a crestelor lui laterale.

447. Corolar IL—Enunciul precedent poate servi
s la evaluarea unui trunchit de prisma oblici. Fie

A %7, ABCDEF un trun-

, chii de prismi o-
/ » blica. Fie MNP sec-
R4 /.5 tiunea dreapta ; a-
ﬂ\\‘\\\ ceasta imparte trun-
P —>F chiul dat in doi
alte trunchiuri de

prisma MNPABC, MNPDE  are sint drepte, daca
consideram aceastid sectiune va bazi. Avem : trunchiul

MNPABC are drept misuri Mxp (MA+NB+PC)
S 4 3 ]

trunchiul MNPDEF are drept masura



- — o
(MD--NE+PF)

MNP.—.‘_g————, si prin urmare trunchiul
de prismﬁ oblica ABCDEF are ca masura
Mh@,@i@fﬁ CF). '

3

148. Corolar IIL— Insemnand prinV, B, 6 i
i, i, @, @’ @’ numeril cari masoara respectiv vo-
lumul, baza si sectiunea dreapta, indltimile virfurilor
bazei superioare deasupra planuluf bazel inferioare
si crestele laterale, a-le unui trunchic de prisma
triunghiulara, avem formulele : '

—B [l_hﬁ S Vet [a.—i'ag—%—a”].

53
9]

449. Problema I.—— Se cere volumul wnul parale-
lipiped trunchiat, a cdrul creste laterale opuse dod cate
dod sint A, @, st B, b, secfiunea dreapta este S.

- Duc planul ce trece prin
crestele AE, CG ; acest plan
desparte corpul in dod prisme
triunghiulare trunchiate drepte
a caror sectiuni drepte sint
jumitate din S : insemnand
pun v, v,V volumurile celor
doa prisme §i acela al trun-

chiului dat; avem.
S A+Bta, S_Atatb. 2(A+a)+(B+0).
e el o e S
450. 1 lema IL— Gramezile de peatra sfara-
mata, ori ae prund, ce sint de-alungul drumurilor,
sint terminate jos si sus prin dod dreptunghiuri pa-
ralele ABCD, AB’C'D’, i lateral prin patru trapeze
isoscele ABB’A” BCU'B, CDD'C’; st ADD’A’ egale

dos cite dod. Sa exprimam volumul unul asemene
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corp cunoseindu’i distanta ¢ intre cele doa dreptun-
ghiurt §i dimensiunile acestora g, b, 050"

7 ; . Fie EFFE’ sec-
‘fv‘q : tiunea dreapta facuta
S i ﬁl' in corp s1 E'G dis-

tanta intre cele doa
dreptunghiuri.  Pla-
le nul A'B’CD desparte

corpul in doa trun-
chiuri de prisma tri-

- 5,  unghiulard ABCDA'B
- 4 S ABEDDC; ool
intal are drept masurda productul sectiunel sale
drepte EFE’ prin a treia parte din suma 2a+a’,
crestelor lui laterale; ins3 suprafata triunghiului

3 EFXFEF” :
EFE’ este egald cu —I‘#saﬁ %Z Asa dar vo-

lumul trunchiulur ABCDA B’ este b—ZX( ik

e
asemene volumul trunchiulut A’B'C'D’CD va ave
- X (2a’+ ;
drept magsura ‘2->SZ><( a3 e - Prin urmare volumul

unel gramezi de peatri va fi: ,
b.i b'. 1
5 @ata)+ g z(fZa'-Hz).
451. Observatiune.— Dacs presupunem ca drept-

unghiurile ABCD, A’B’C’D’ sint asemene intre ele,
adiea daca avem

a bl

& TR ~
atuncl crestele AA’, BB’, CC’, DD’ prelungite se
intilnese in un acelagt punct. Formula precedenti
devine :
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i
G (2ab-1-2a’b"+a’b+-ab").

Observam insa cd din proportiunea precedenta scoa-

Y i e . , % 7 = pyerp
tem ab’=a’b si ab"Xa'b=(a'b)?, de unde a'b=Vaa bb!
asa in cat formula precedenta devine

2—'2(ab—i—a, ‘b -Vaa'bh).

; Acest rezultat era de asteptat, ciei in acest caz

figura noastrd este un trunchit de piramida si prin
urmare formula trebue sa fie acela care da volumul
unui trunchii de piramida.

452 Exercitii: — 1. Planul bisector al  wnui unghii
diedvu dintr'un tetraedru, imparte creasta opusd in dod seg-
mente proportionale cu fejele adiacente.

Fie SMC planul bisector diedrului SO. Avem do# piramide

EeE 4 14 cari ail aceiagi inaltime, prin urmare
sint intre —ele ca bazele lor ACM,
BCM; insé aceste trinnghiuri sint
intre ele ca bazele lor AM, BM fi-
ind ci aii aceiast indlfime ; avem dar
g piramida SAlLIC_:‘é_DE
[ piramida SBC  BM
=4 A LuAnd punctul M ca virf al pi=
, ramidelor, ele iar ati aceiagi inaltime
si prin urmare sint intre ele ca bazele
lor SBC, SAC; asa ci rezultd:
SAC_ AM
SBC” BM
ceia ce era de aratat.

9. Dacd prin virful S al tetraedruluy SABC se duce
dreapta SD asa ca sa_formeze unghiuri egale cu planurile
fetelor SAB, SAC, SBU; “si daca se unesc virfurile bazel
"ABC cu punctul D in care aceastd dreaptd intilneste planul
ABC, triunghiurile DAB, DBC, DAC sint proporiionale cu

~ fetele SAB, SBC. SAC. = g

Dreapta SD este intersectiunea celor trei planuri bisectoare

a celor trei diedri SA, SB, SC. Piramidele SDAB, SDBOC, SDAC
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avind aceiasi indlfime, sint intre ele ca bazele lor DAB, DBC,
DAC. Daci si ie ca virf punctul D, piramidele iar aii aceiasi
indltime, fiind cd D este egal depirtat de cele tref fete, si prin
urmare sint intre ele ca bazele lor SAB, SBC, SAC. De unde
rezultd : .

DAB DBC__ DAC

SAB " .SBC™ SAC 3

3. Planurile bisectoare a-le unghiurilor diedri a unur
tetraedru SABC, trec prin un acelusi punct. :

Consider triedrul cu virful in S ; planurile bisectoare a di-
edrilor acestui triedru se taie in o dreapts SE; planul bisector .
unghiolui diedru BC d. e.. intilueste pe SE in un punct O care
este egal depirtat de cele patru fefe a tetraedrului. Acesta este
punctul prin care trece cele sese planari bisectoare celor sese
unghiuri diedre interioare tetraedralni dat.

4. Planurile perpendiculare in mijlocul fie-cireia din
crestele unui tebraedru, trec prin un acelasi punct. Fie SABC
un tetraedru; planurile perpendiculare duse prin mijlocul laturi-
lor fetel ABC se taie in o dreaptd EF care este locul geometric
al punctelor egal departate de cele trei virfuri a acestei fete A, B
$i C. De asemene, planurile perpendiculare duse prin mijlocul
celor trei laturi a-le fetei SBC- se taie in o dreaptd GH, locul
punctelor egal depirtate de S, B, C. Dreptele EF si GH sint
amindod asedate in planul perpendicular pe BC in punctui M din
mijlocul acestei drepte, si sint perpendiculare respectiv pe drep-
tele coneurente ME si MF ; prin urmare EF si GH se intilnesc
in un punct O, Acesta este punctul ciutat.

5. Sa se determineze in interiorul- unui tetrnedru un
punct astfel ca wwindw'l cu foate virfurile, se desconmpund te-
traedrul in patru piramide triunghiulare echivalente.

Presupun problema rezolviti si ieii punctal O in interiorul
tetraedrului ABCD, asa ca cele patru tetraedre: OABC. OACD,
OABD si OBCD si fie echivalente intre ele. Prelungese dreapta
AO pdnd in punctul F unde iutilneste fata opush BCD, si dic ci
punctul F' este intersectiunea celor trei medisne a triunghialui
BCD.

Scobor din punctul A si O perpendicularele AH si OK pe
planul BCD; tetraedrele ABCD si OBCD avind aceiasi bazi, sint
intre ele ca fnilfimile AH, OK, sati ca dreptele AF si OF care
i sint proportionale. Insi prin ipotezd, tetraedrni OBCD este a
batra parte din tetraedrul ABCD ; prin urmare OF este a patra
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parte din AF sai a treia parte din AO. Tot asemene voiil proba
1 ca dreapta GO prelungitd
4 intilneste faia opusa ACD
in un punct G, aga ci OG
este a treia parte din BO.
Asa fiind, duc dreptele AG,
BF ; aceste drepte gasin-
du-se in planul ABO, in-
tilnesc creasta CD a tefra-
edrului in un acelasi punct
M. Triunghiurile AOB. FOG
aii un unghiii egal cuprins
futre laturi proporpionale t
ele sint prin urmare ase-
mene si dreapta FG este
paralelda cu AB siegala cu
a treia parte din aceasta linie. Triunghiul MGE este prin urmare
asemene cn triunghiul MAB si MFE este egald cu a treia parte
din MB sat jumatate din FB. Tot asemene voiti demonstra ci
dreapta CF prelungitd intilneste creasta BD, in un punct N asa
ci FN este jumitate din CF. Prin un rationament asemene cu
precedentul, veil proba ci drespta MN este paraleld cu creasta
BC si ca M si N sint mijlocurile crestelor CD st DB. Prin ur-
mare, punctul F este intersectiunea medianelor triunghiului BCD,
si punctul cdutat O se gaseste pe fie-care din cele patrn drépte
care unesc virfurile tetraedrului ABCD cu punctele de intilnire
a medianelor fetelor opuse.

Chestiunea este astfel adusi la, a arita cd aceste patru
drepte se intilnesc in un punct. Fie AF si BG do# din ele ; drep-
tele AG, BE se iotilnesc ip mijlocul M al crestei DC, pentru cé
aceste drepte sint medianele triunghiarilor ACD st CBD. Asa dar
AF si BG sint in acelasi plan ABM, si se futilpesc. Fie O punc-
tat lor de intersectiune; duc dreapta FG | triunghinrile MAB si
MFG, avind un enghit egal caprins intre laturi proportionale, sint
asemene. Insd MF este a treia parte din MB; prin urmare FG
este si ea a treia parte din AB si este paraleld cu aceastd
dreaptd. Din aceste conchid ca triunghiurile OFG. OAB sint a-
semene si ¢i OF este a treia parte din OA sail & patra parte din
AF. Tot asemene voill demonstra ca fie-care din celelalte dod drepte
duse din virfurile C 5i D a totraedrului in punctele-de intilnire
a medianelor cu fetele opuse, taje dreapta AF la un sfert din
lungimea el cu incepere de la fata BCD. Prin urmare cele pairw
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drepte care unesc virfurile letraedrului ABCD cu punci
de intersectiune a medianelor fetelor opuse, trec prin un au-
lagi punct O care imparte pe fie-care din ele in vaportul de 3
la 1 cu incepere de la virfurile tetraedrulul.

Panctul O se numeste in Mecanici centrul de gravitate il
tetraedralui.

6. Dacd unghiurile triedre a dod tetraedre ABCD,
A’ B'C'D’ sint egale, volumurile acestor tetraedre sint proportio-
nale cu productele : ABX ACXAD, A'B'XA'C'XAD.

Ieit pe crestele unghiulu¥ triedru A lungimile AB”, AQ” AD
egale respectiv.cu A'B° A'C A’'D si due planul B“C”DY, Cele doi
tetraedre AB"C"D”, A’B'C’D’ sint egale fiind-c& aii un unghiii
diedru egal, cuprins intre dod fete egale una cu alta §i asemene
agedate. Duc planul BC”D ; tetraedrele C”"AB”D", C"BAD ai s
ceiasi iniltime si sint intre ele ca bazele lor, care baze sint pro-
portionale cu productele AB”">XAD”, ABXA’'D din canza egli-
tater unghiurilor B"AD” si BAD #); avem dar

piramida AB"C'D” ~ AB"XADr
piramida  ABC'D — ABMAD :

De asemene, tetraedrele ABC'D, ABCD sint fatre ele ca
bazele lor ABC”, ABC. Insi aceste triunghiuri ati aceiasi inilfime

dacd considerim in ele pe ACY si AC ca baze; si avem prin
urmare : L)

piramida ABC!D ACe
Ppiramida ABCD — AG ® %
prin inmultire gisim ceia ce seo cere. ﬂ,

7. Un plan dus prin mijlocul M si N a dod lafuri 0-
puse AB, Cv'lz @ unui patrulater stramp ABCD, impurte pe
celelalte dod in segmente proportionale. ey

Fie P si Q punctele in cari planul MNPQ taie latarile AD,
gg aC cpagzlateruiui ;Iseobor din virfurile luf perpendieularele A%

» ¢, Ud pe planul secant. Dregpt yvin M, e prin
Q, c¢d prin N si da prin P. - o Al trect}i’l)—ffy M’ 7
Asa fiind, triunghiurile dreptunghice APaiTDPd'sint ase=

mene intre ele, precum si t.; hae o5 ;
F ok e y P §1 triunghiurile dreptunghice BQb, Qe

*). Aceasta se vede Cu usurinty AL I
COMES By ring iderd * i AD ca hawe
e i Cinnghiarl &f atunol in oo} oo aied AN R i
care li sint proportionale. Wmilor se-peieiie e
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AP_ A« BQ_Bb
DP-Dd- GQ Cc
o Insd triunghiurile dreptunghice AMa, BMb sint e;gfale pentra
cd ail ipotenuza egald §i un unghiii ascutit egal ; asa dar Aa=—Ab;
tot pentra acelasi cuvint Cc=Dd gi atunct cele dod proportiunt datt
i AP BQ
DP CQ

AD
BC :

8. Un plan dus prin mijlocurile a dod creste opuse a

unul tetraedru il imparte in dod pdrfi echivalente.

Fie tetraedrul ABCD ; prin mijlocul M si P a crestelor
opuse AC, BD, duc un plan
care taie crestele opuse AD, BC
in N si. Q. Pentra a demonstra
ci poliedrii ABMNPQ, CDMNPQ
sint echivalenti, observ cd planul

_ APQ descompnne pe cel- diutéi
in o piramidd patrunghiulard
AMNPQ si o piramidi trianghiu-
lara ABPQ. Planul CNP imparte
poliedrul al doilea, in o piramidd
patrunghiulara CMNPQ si in una
triunghiulardi CONDP. Cele dod
piramide patrunghiulare - sint e-

chivalente, cdci aii aceias] bazi MNPQ si iniltimi AE, CF e-

gale infre ele, fiind c& M este mijlocul dreptei AC. Cele doi
piramide triunghiulare BAPQ, DNCP sint si ele echivalente ;
pentru aceasta, comparim fie-care din aceste piramide cu tetra-
edrnl ABCD cu care fie-care are cite un unghiu triedrn comun
si avem (a vide N-ru 6 precedent) ;
piram. BAPQ_ BAXBPXBQ BQ
piram. ABCD BAXBDXBC™ 2BC’

o piram. DONP__DCXDPXDN__ DN

i piram. ABCD DCXDBXDA 2DA

membrii al doilea a acestor egalitati sint = egali, cidci planul

MNPQ care trece prin mijlocurile 3 si P a laturilor opuse AC,

BD din patralaterul strimb ABCD, imparte pe celelalte doad

laturi in segmente proportionale. Prin urmare, etc.

raporturi egale §i cu
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CAPITULUL III

"POLIEDRI ASEMENE.

453, Definitiune,—1D0d poliedre sint asemene dacd
at acelasi numér de fete asemene una cu alta gl dacd
anghiurile poliedre formate de fefele asemene sint e-
gale intre ele. G ; ,

Doa elemente cari se corespund in doi poliedri
asemene, se numesc omoloage. 4

In doi poliedri asemene, unghiurile diedre omo-
loage sint egale si asedate in aceiasi ordine ; aceasta
din cauza ca unghiurile poliedre sint egale.

454, TEOREMA.—1In dot poliedri asemene crés-
tele omoloage sint proporfionale.

Fie P si P’ doi poliedri asemene ; doa fete o-
moloage fiind poligoane asemene, laturile lor omoloage
sint proportionale. Apoi, laturea comuna la dod fefe
adiacente ‘A, B a poliedrului P, este omoloagd cu la-
turea comund fetelor adiacente A’. B’ din poliedrul
P’ omoloage respectiv fetelor A si B; raportul de si-
militudine intre fetele omoloage A si A’ este egal cu
raportul de similitudine_intre celelalte dod fete omo-
loage B si B, fiind ca ambele aceste raporturi sint
egale (§. 170) cu raportul intre laturile comune fe-
telor A si B de o parte, A’ si B’ de altd parte ; insé
raportul de similitudine intre A si A’ este egal cu
raportul altor doi laturi a-le lor omoloage, care laturi
sint si ele creste omoloage de a poliedrilor. Prin ur-
mare, conchidem c¢a raportul intre dod ecreste omo-
loage este egal cu raportul intre alte dod creste omo-
loage: cu alte cuvinte, crestele omoloage a dol po-
liedii asemene P P’, sint proportionale intre ele.
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455. TEOREMA — Daca taiem o piramidd prin
un plan paralel cu baza si cuprins inire virf st baza
e, delermindm o piramidd asemene cu cea ntdia.

Fie SABCD o piramida si
fie ubcd o sectiune facutd in a-
ceastd piramida prin un plan pa-
ralel cu baza ABCD; zic ci pi-
ramidele SABCD si Sabed sint
asemene intre ele.

Bazele piramidelor abed st
ABCD. sint poligoane asemene
dreptele ab., Obc.... sint res-
pectiv paralele cu AB. BC..
si prin urmare fetele Sab, Sbc....
sint respectiv asemene cu fetele SAB, SBC...; aga dar
cele doi piramide sint cuprinse intre fete asemene.

Apoi unghiul poliedru S Ii este comun. Unghiu-
rile tricdre, a caror virfurisint a si A ai fetele egale
una cu alta si unghiurile diedre iardsi egale unul cu
altal; mai mult, dispozitiunea elementelor; in unul
din aceste triedre, este 'aceiasi ca §i a elementelor e-
gale in celalalt ; aga dar triedrii a, A se pot supra-
pune, prin urmare sint egall. Tot asemene vom arita
cé si unghiurile triedre b, c... sint respectiv egale cu
~ unghiurile triedre B, C. ..

Asa dar, cele doad piramide sint cuprinse intre
fete asemenea §i unghiurile poliedre omoloage sint e-
gale, si prin urmare sint asemene.

456. TEOREMA. — Doa piramide triunghiulare
care au un unghii diedru egal cuprins inire doa fefe
asemene una cu alta si asemene asedate, sint asemene.

Fie doi piramide SABC, SA'B'C’ in care die-
drul SA este egal cu eiedrul SA, fata SAB asemene
cu fata S'A'B’ si fata SAC asemene cu S’A'C, si pir-
tile cari se corespund sint dispuse in aceiasl ordine;
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dic cé aceste dod piramide sint asemene. Si transpor-
tdim piramida SA'B'C’ aplicind fata A'S'B’, peste fafa
N ! ASB asa ca S'A’sid
vind peste SA s

S
: SB" peste SB si A
\C" P [:,si B” punctele in
‘44'"’" . < care cad A’ si B.
: R

/ Diedrul A’S’ fiind

o cegal cu SA, fata A'S'C’ vine si se
asede in planul ASC si creasta S'C’

B se agadd pe SC, punctul C' vind in
C”. Piramida S'A'BC’ coincide dar

. cu piramida SA"B”C". Insi din cauza aseménirel fetelor

SAB si SA'B’, unghiul SAB este egal cu unghiul S'A'D'
si prin urmare §i cu unghiul SA’B” si atunci A'B’
este paraleli cu AB. Laturile unghiului C’A"B” fiind
paralele cu laturile unghiului CAB, planul C’A"B" este
paralel cu planul CAB si prin urmare si plramida

- SA"B’C’, saii piramida S'A'B‘C’, este asemene cu pl-

ramida SABC.

457. TEOREMA.—Dot poliedri compusi din un
acelasi numér de tetraedri asemene unul cu altul i a-
sedat? in aceiasi ordine, sint asemene.

Fie OABD, OBCD, OCDE... O'A'B'D’, O'B'CD".
O’C’'D'E doi serii de tetraedri asemene respectiv u-
nul cu altul si asedati
in aceiasi ordine; di¢

P
3 ¢i poliedrul format de
cii intdl tetraedr este
asemene c¢u poliedrul
format de ecii de al

B 55

doilea.

Sa cercetim intdl
fetele poliedrilor. Fe-
tele omoloage a celor
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doi poliedri sint asemene fiind ¢& sint compuse din
un acelasi numeér de triuughiuri asemene g§i asemene
asedate. In adevidr, sid ludm d. e. fata ABCD din po-
liedrul intdi. Triunghiurile ABD &1 BCD din cari se
compune aceastd fatd, sint asemene cu triunghiurile
ABC, BCD ca fete omoloage de tetraedri asemene.
Mai mult incd, triunghiurile ABD si BCD fiind in un
acelasi plan, unghiurile diedre OBDA si OBDC a te-
traedrilor OABD si OBDC sint suplementare. Tot
astfel este si cu unghiurile diedre omoloage O'B'D'A’

OBD'C a tetraedrelor O'A'B'D’, O'BD'C’ asemene

cu eii precedenti. Prin urmare, triunghiurile A'B'D’,

BCD: sint si ele in un acelasi plan, si formeazi in
poliedrul al doilea o fati A'B'C’D’ asemene cu fafa
ABCD. Tot asemene, vom demounstra i asemenimea
a cite altor dod fete de-a poliedrilor. -

S& trecem acum la unghiurile poliedre. Unghiurile
poliedre a celor doi poliedri sint egale ca avind toate
elementele lor egale si in acelasi mod agedate; cdci
fetele omoloage a celor doi poliedri fiind asemene a-
sedate, unghiurile lor poliedri ati, mai intai, toate fe-
tele lor egale una cu alta §i in acelagi mod agedlate.
Apoi, unghiurile diedre omoloage acestor unghiuri po-
liedre, sint egale intre ele, sai fiind-ca sint dxgdre
omoloage din doi tetraedri asemene, sail ca sumd de
unghiuri diedre egale. De exemplu, unghiul diedru
BCDE, format de fetele ABCD si CDE din poliedrul
intai, este egal cu suma unghiurilor diedre BODQ s
ECDO. cari apartin tetraedrilor OBCD, OCPE; §1 un-
ghiul diedra BC'D'E’ format de fetele A'BCD’ i
C'D'E’ din poliedrul al doilea, este egal cu suma un-
ghiurilor diedre omoloage B'C'DO), ECDO cari a-
partin tetraedrilor O'B'C'D’ O'C'D'E.

458. TEOREMA.—Doi poledri asemene pot fi des-
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compust n un acelagi numér de tetraedri asemene s
asemene asedatl.

S8 Iuim punctul O in interiorul intdiului polie-
dru, pe care si’'l descompunem in tetraedri ludnd
punctul O ca centru de descompunere si si fie OABC
unul din tetraedri. Punctele A,B,C avind ca omoloage
in poliedrul al doilea punctele A, B, C' si ducem un
plan O’A’B" care si facd deasupra lui A'B’C’ un un-
ghiti diedru egal cu acel format de planul AOC dea-
supra lui ABC, si in acest plan' si& construim triun-

ghiul O'A’B’ asemene cu
triunghiul “-OAB. Luénd
dar punctul O" ea cen-
tru de descompunere,
descompunem  poliedrul
al doilea in tetraedri cari
_corespund cu aciia din
poliedrul intdi §i ramine
numal s probim cd a-
_ cesti tetraedri sint ase-
mene intre ii doi cite dol.

Fie D un al patrulea virf din poliedrul intai, ast-
fel ca triunghiurile ABC, ABD sa aibd o lature co-
muni si si fie asedate pe aceiagi fatd sali pe doa fefe
adiacente. Si comparim intre ii tetraedrii OABD,
O'A’B’'D". Fetele OAB, O'A’B’ sint asemene ca fete
omoloage a doi tetraedri asemene OABC, O'AB'C"
fetele ABD, A'B’D’ sint si ele asemene ca triunghiuri
omoloage de doi fete asemene de-a poliedrilor dati.
Mal mult, daci triunghiurile ABC si ABD sint in a-
celasi plan, unghiurile diedre OABD O’A’B’D' sint e-
gale ca suplemente de unghiuri diedre egale OABC,
O’A’B’C’; dacé triunghiurile ABC si ABD nu sint
in un acelasi plan, unghiurile diedre OABD, O’A'B'D’
sint iarigi egale ca diferente de unghiuri diedre egale
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DABC si OABC de o parte, D'AB’C” i O'A'BC’
de altd parte. In amindoa cazurile, tetraedrii OABD
si 0’A’B'D’ sint asemene intre ii (§. 456).

Aeemenimea acestor dol ain urmé tetraedri ni va
permite si demonstrim in acelasi mod,. asemenimea
intre alti doi tetraedri urmatori, si aga mal departe.

- 459. Ohservatinne.—Dod puncte O si O, raportate
la doi poliedri asemene, se numesc omoloage, dacd u-
nind unul din ele O, cu virfurile consecutive A,B C...
a-le unuia din poliedri, si pe cellalt O’ il unim cu
virfurile omoaloage A,B’.C’... al celuialalt poliedru, se
capitta dol tetraedri OABC, O'A'B’C’ asemene si in
acelasi mod asedati in raport cu cii doi poliedri.

~ Din demonstratiunea precedentd rezulti, ca se
pot lua doi puncte omoloage- ¢a centri de descom-
punere a doi poliedrl asemene, in tetraedri asemene
§i in acelasi mod agedati.

Daci punctul O este exterior poliedrului intai,
omologul seit O’ este §i el exterior poliedrului al
doilea ; in acest caz, poliedril trebue considerati ca
diferente de tetraedri. ; :

Daca punctul O coincide cu unul din virfurile
A apoliedrului intdl, omologul seti O coincide cu virful
A’ din poliedrul al doilea, si diagonalele omoloage a
celor doi poliedri, relative la virfurile A si A se confun-
d% cu crestele laterale a tetraedrelor lor omoloage.

S 460. TEOREMA. — Volumu-
: rile a dod piramide asemene sint
proportionale cu cuburile crestelor
lor omoloage. ;
: Fie SABCD, Sabed, dod pi-
ramide asemene, pe care le pre-
D supunem asedate una in aliia aga
ca unghiurile lor poliedre sa co-
incidd, Atunci bazele ABCD,
8 ¢ abed a acestor piramide sint pa-
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ralele §i inéltimile lor SO si So se misoard pe ace-
lagl dreaptd SO, duse din virful comun S perpendi-
culard pe baze. :

Piramidele SABCD si Sabcd fiind  asemene,
bazele lor ABCD, abed sint si ele asemene si ariile
acestor poligoane sint proportionale cu patratele la-
~turilor omoloage avem d. e.

ABCD aB?
abed @b
insd triunghiurile Sab si SAB fiind asemene daii
AB SA
ab-Ba
prin urmare, ariile bazelor sint proportionale cu pa-
tratele crestelor omoloage a piramidelor
ABCD Sa®
= . abed 8a°
Insi avem, de asem ae din cauza paralelismului pla-
nurilor bazelo:
SO SA.
So Sa’
asa da1 mmul’gmd membru cu membru avem
ABCDXSO _ sA®
abedXSa - [o®’

Insd volumurile piramidelor SABCD si Sabed sint e-
gale respectiv cu o treime din productele ABCDXSO,
abed><So ; prin urmare raportul intre aceste volumuri
este egal cu raportul cuburilor- clestelox ~ omoloage
SA, Sa.
461. TEOREMA.— Volumurile a do¥ poliedri asemene
sint proponfwnale cu cuburile a doa creste omoloage.
Fie P si p doi poliedri asemene. Descompun po-




liedrii in un acelasi numér de -tetraedri asemene gi si
fie V, V', V'.... volumurile tetraedrilor poliedralai P
si v, v, ... volumurile tetraedrilor corespundetori
din poliedrul p.—Fie A, @ dod creste omoloage. A-
vem, in virtutea Teoremei precedente.

NN A VAT

03} (1‘3 ) ’ C(;s » a are

§l prin urmare :
Y N N As
—_— = = e ——

v P e q
din aceste fractiuni egale deducem

VAV 4V 4 - As
o Y
e P A
sall in fine 7?::—“—3
462. Definitinne.—Un poliedru se dice cd este
regulat, atunci eind toate fetele luisint pohg?ane regu-
late egale intre ele, si toate _unghiurile lui poliedre
sint egale intre ele. i e
463. TEOREMA. Nu existe de cat cincl poliedri
requlati convexi. .

- Suma fetelor unui unghiu poliedru convex, tre-
buind’si fie mai mica de eat patru unghiuri drepte
(§. 379), daca fetele sint triunghiuri ecvilaterale, nu
putem reuni in jurul unui punct, pentru a foxjm:i
un unghiu poliedru. de cat tre? sau patry sau  cinct
de aceste triunghiuri. Avem ast-fel : tetraedrul regulat
cuprins intre patru triunghiuri egv1!atera_1e ; octa,fedrul
requlat cuprins intre opt trmng?lgrl‘ecvﬂatel_'ale ’h ico-
saedru regulat cuprins intre dod-decl de triunghiuri
ecvilaterale. Sese triunghiurT ecevilaterale pu le putem

iin j a acl iurilor face
reuni in jurul unui punct cacl suma unghiu =

" Geom. Elem. C. Climesct
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patru unghiuri drepte ; nu mal este unghil poliedru;
cele sese triunghiuri se gisesc in un plan.

Patratele si pentagoanele regulate nu le putem
reuni de cit cite trel, fiind cd unghiul unui patrat
este drept. si acela a unui pentagon este egal cu °/,
din un unghiu drept. Avem: hexacdrul requlat sai cubul
cuprins intre gese patrate egale, si dodecaedrul regulat
cuprins intre dod-spre-dece pentagoane regulate.

Nici un alt unghiu poliedru regulat convex nu
mai este posibil, cdci dacd am lua d. e. hexagonul
regulat, a cirui unghiti este */, din un unghiu drept,
trei unghiuri de hexagon regulat fac patru unghiuri
drepte; prin urmare aceste trei hexagoane ar fi intinse
pe un plan.

464, Exercitit.—1. Dod piramide poligonale sint asemene
daca ait un unghiv diedru egal, cuprins intre bazd si o fata
laterald asemene una cu alta si asemene agedate.

Fie unghiurile diedre AB, A'B’ egale intre ele, cuprinse
intre bazele ABCD si A’B'C'D’ gi fefele SAB, S'A'B’ respectiv
asemene, leii Sg—S'A’ si prin @ duc planul paralel cu baza,
determin piramida Sagbed asemene cu SABCD i egali cu
S'A’B'C'D/, de unde rezultd ceia-ce se cere.

2. Suprafetele a dod piramide asemene sint proporfio-
nale cu patratele laturilor omolouge ; pentru ci d. e. ariile
fetelor SAB, S'A’B’ sint proportionale respectiv cu AB2 si a/B.

3. Se taie o piramidd prin un plan paralel cu baza sa,
asa ca suprafoja piramider determinatd de acest plan gi aceia
a piramidei datd, sd fie proportionale cu dod lungimi date
m §t m, adicd si avem '

Sabede  m : Sa®_ m
mf—?, prin urmams—_A—Z=7’
Asa dar lungimea S @ este laturea unul patrat a cérui raport
la patratul lungimei SA este egal eu raportul m la 7. ;

4. Dacd dod piramide asemene, aii fefele loy omoloage
paralele una cu alta, dreptele care unesc virfurile omoloage
se intilnesc in un acelasi punct. Din cauza asemenimei figu-
rilor, rezultd o dreptele AB si ab sint paralele intre ele precum
§1 BC cu be, CD cu cd.... Apol daci Aa, Bb se intilnesc in Q
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dic ¢ 5i Cc Dd .. trec prin O. Pentru aceasta ieti d. e. triun-
ghiurile OBC, Obfc cari, se poate vide cii sint asemene; atunci
rezultd c& unghiul BOC este egal cu unghiul 5O¢ i prin ur-
mare ¢ se afli pe OC,

5. Daca se duce prin virfurile unui telraedru - planuri
paralele cu fefele opuse, tetraedrul format de aceste planuri
este asemene cu telraedrul dat ? ~
Fie tetraedrul ABCD; duc
prin fie-care din virfuriun plan
para'el cu fata opusd; aceste
planuri formeazd un tetraedru ;
in adevér, unul oare-care din il,
d. e. acel care trece prin virful
A, este tiiet de ciialal{T trei in
trei drepte B'C’, D'C!, D'B’ care
sint respectiv paralele cu laturile
BC, CD, DB fetei BCD a tetra-
edrului, si formeazi prin urmare
un triunghiic B’C’D’ asemene cu
fata BCD. Tot ast-fel este §i cu intersecfiunile planulur dus prin
virful B cu celelalie trei planuri ; aceste drepte determineazd un
unghin A’B'C’ asemene cu triunghiul ABC. Triunghiurile A'B'D’
A'C'D’ figureaza planurile paralele cu fetele ABD, ACD, duse
prin virfurile C si D, Prin urmare, cele patrn planuri conside-
rate formeazi tetraedrul A'B'C'D’. Este evident ca cif doi tetra-
edri ABCD si A'B’C'D’ nu sint asemene, cu toate ca fetele lor
opuse sint asemene, cici unghiurile triedre omoloage, d. e. B
si B, avénd crestele lor paralele doii cite dod si indreptate in
senzuri contrare, sint simetrice si prin urmare neega}e. 7

6. A calcula, cu q}prom’ma;iune de un centimetru, Qz-
mensiunile unui paralelipiped dreptunghic, stiind ca ele sint
proportionale cu numerii 2[5, ;5. st cd volumul seit este
egal cu doi metri cubici. ot e

Paralelipipedul dreptunghic a cirul dimensiu'ni‘ sint 3,
%5 si ¥y din un un -metru este egal cu % din un metru
cubic, Insi, acest paralelipiped este prin ipotezd, asemene cu
paralilipipedul propus; aga dar volumurile lor sint proportionale
cu cuburile crestelor omoloage, Insemniind prin 2, ¥, # crestele
cautate, avem :

s R L ek m :
=Yy F=1"14 ; y=25y/5=1"37 ; gmsd], Y 5=1",28.

Ny
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Cele trei corpuri rotunde

L e e e

CAPITULUL 1

CILINDRU

465, Definitinne.—Un dreptunghii AOO’A’ invir-
tindu-se in jurul uneia din laturile sale, 0O’ d.e., da
e ‘nastere unul corp care se numeste

A /A cilindru drept cu bazi circulara.
_/ In aceastd invirtire, laturile
_-14=-. | » OA, O’A’ a-le dreptunghiului des-

ME---1---34 crili, cite un cerc cu centrele in
\/ O si O’ de rade OA, O'A’; aceste
sl cercuri sint paralele intre ele i
A% ) )8 formeazi bazele cilindrului.
Laturea AA’ in invirtirea e,
da nagtere la suprafata laterali a cilindrului: aceastd
lature se mal numeste §i generdatoarea cilindrulur. Un
punct M de pe AA’ deserie o circumferentd egali cu
circumferenta unuia din cercurile de bazi, si planul
circumferentel descrisi de punctul M fiind paralel cu




adets

planul cercurilor de bazid este perpendicular pe OO/,
iar centrul circumferentel este pe OO

Laturea fixi OO’ a dreptunghiului in jurul ca-
reia se face invirtirea dreptunghiulul, este axa cilin-
drului. M#rimea acestei axe, este indalfimea cilindrului.

466. Si considerim generitoarea cilindrulul in
una din pozitiunile ei. d. e. CC’; prin punctele C si
(’ s ducem tangentele MN si PQ la circumferen-
tele de baze; aceste tan-
gente, fiind agedate respee-
tiv in planurile /cercurilor
de baze, care sint paralele
intre ele si tot odati g
perpendiculare pe planul
COO'C’ format de radele
paralele OC, O’C’, sint pa-
ralele intre ele; prin ur-
mare formeazi un_ plan
MNOP care are de comun
cu eilindrul nuinai generédtoarea CC. Un asemene plan
se numeste plan tangent la cilindru de-alungul gene-
ritoaret CC’.

Un plan tangent la cilindru de-alungul unei ge-
neritoare, poate fi considerat ca limita unui plan se-
cant care trece prin o generatoare vecind cu ea, c»ax}(vi
aceasts din urma tinde a se confunda cu cea intal.

467. Daca construim o prismi dreaptd care Sa
aibi aceiasi indltime ca cilindru si a carei bazd si fie
un poligon inscris sau circumseris la cer(_:ul dev bazd
a cilindrului, atunci avem O prisma inscrisd saki -
cumscrisi la cilindru. Fie-care fatd a prismei circum-
scrise, este tangentd la cilindru de-algngnl unei gene-
ratoare. Daca poligonul inseris saﬁ.cu'cur?sc'r@ lva cer-
cnl de bazad este regulat, atunci prisma’ 1nscrisa sau
circumserisi la cilindru este regulata.
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468. Dol cilindri drepti cu baze circulare sint o-
semene. dacd provin din dreptunghiuri asemene, adici
dacd inalfimile lor sint proportionale cu radele = ba-
zelor lor. :

469. Sa considerdm o prismi regulatii inserisi in
un cilindru drept cu baze circulare, si si facem si
creascd necontenit numérul laturilor poligonului de
bazd : in fie-care moment suprafata laterala a prisme]
are drept masurd productul perimetrulul bazei prin
inaltime (§. 405). Aceastd suprafati creste cu cit vom
inmulfi numérul laturilor poligonului de bazi, insi nu
poate trece peste suprafata laterald a cilindrului cic
prismele sint toate insciise in cilindru. Asga dar su-
prafata laterald a prismel are o limitd, care este su-
prafata laterald a eilindrulai.

Tot asemene este si cu volumul prismei inscris3
in cilindru. :

De aceia, vom considera suprafaia laterald a w-
nul cilindru drept cu baza circulard si volumul lui,
ca limitele catra care tind respectiv- suprafata laterale
st volumul unel prisme inscrise a cdrel numér de la-
turi a paligonului de bazii creste nicontenit.

Ori-ce proprietate, relativd la prism# care nu va
depinde de numérul si misura la-
turelor bazel, se va aplica si la
cilindru.

470. TEOREMA. — 4rig su-
l prafetet laterale a wnui cilindru
' drept cu baze circulare are drept mi-
sfe e ainl surd productul indlfimer lui prin lun-
- 2 Py gimea circumferenter cerculuy debazi.
4 4,? ‘ Sa inserim in cilindru, o pris-

’,f mi regulatd, d. e. prisma cu bazi
a < hexagonali : suprafata laterals a
acestel prisme se compune din dreptunghiuri egale,
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si aria ei laterald are drept misurd productul peri-
mitrulul poligonului de bazd prin indltimea cilin-
drului. :

Si imaginim ¢ indoim necontenit numérul latu-
rilor poligonului de baza ; perimetrul poligonului tin-
de citra o limitd care este lungimea circumferentel
de bazi ; indltimea rimine tot egald cu indlfimea ei-
lindrului ; suprafata laterala a cilindrului fiind limita
suprafetei laterale a prismel videm ca suprafata la-
terala d cilindrulut are drept mdsurd productul lun-
gimel circumferentet cerculut de baza prin indlfimea lul.

471. Corolar.—Insemnind prin R rada cercului
de baza si prin 1 iniltimea cilindrului, prin S supra-
fata lui laterald, avem expresiunea

S=2aRI.

Suprafata totald, co punindu-se din cele do#
cereuri de bazi si din suprafata laterald, insemnind
prin S, suprafata totald avem expresiunea

S, =2aRI-+21R2,
sall 8, =2aR(I4-R).

472. Desfasurarea cilindrulul. Suprafata latgralé

a unei prisme poate fi desfasuratd pe un plan s a-
. /) ~ copere o porfiune de plan egala Cll}

i

A4 ~ un dreptunghiti a carui baza este ¢ga
SR Ay e ey

4 L ,

B a L [ a e
cu perimetrul poligonului de bazd a prismel, si a carul
inaltime este egald cu inal{imea prismei. Iatd cum se

v



o

poate face desfyiurarea: fie prisma patranghiulari
ABCDA’B'C'D’; o deschid d. e. de-alungul” crestei
AA’ i invirtesc fata ABB'A’ in jur de BB’ pina ce
o aduc in planul fetei BCC'B’; laturile BA, B’A/,
perpendiculare pe BB’, rimin pecpendiculare pe a-
ceastd dreaptad si se asada pe prelungirile Jaturilor CB
OB’ perpendiculare $i ele pe BB’. De asemene si
invirtim fata CC'D’D in jur de CC’ pidni ce vine in
planul fetei CO'B'B, etc ; continuiind tot astfel avem
o serie de dreptunghiuri, fie-care egal cu cite o fati
a prismei, formdnd impreund un dreptunghiii egal cu
suprafata laterald a prismei si avind ca iniltime, in-
nalfimes insdsi a prismel. v e

- Daci de la
prisma frecem
la cilindru, gi-
sim ca supra-
fata laterald a
cilindrului, fiind
— g desfaguratd, a-

copere o porti-
une de plan egald cu un dreptunghiu a céarei bazi
este egald cu lungimea circumferentei de bazd a ci-
lindrulul si iniltime este egald cu acea a cilindrulai.

473. TEOREMA .— Volumul unui cilindru drept
cu bazd circulard are ca masura productul ariei bazer
prin indlfimea lul.

Sé inserim in cilindrn o prisma regulatd (fig. de
la § 470). Volumul acestei prisme este egal cu pro-
ductal ariei poligonului de bazi prin inaltime, care
este g1 iniltimea cilindrnlui. Daca indoim necontenit
numérul laturilor poligonului de bazd, aria acestui
poligon tinde catrd suprafata cercului de bazi, si in-
niltimea rimine tot egald cu iniltimea cilindrulul.
Volumul cilindrului fiind limita volamului prismei,
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avem ¢4 volumul cilindrului are drept mésurd aria
circumferentei de bazi inmultitd cu iniltimea cilindrului.
474. Corolar—Insemnind prin R rada cerculul
de bazi si prin I iniltimea =ilindralui; volumul lui
va ave de expresiune.
V=nR2L

AT, TEOREMA .-——Dacd dot cilindri cw baze
cireulare sint asemene, suprafetele laterale s suprafe-
tele totale a-le lor, sint proportionale cu patratele ra-
delor de baze, iar volumurile lor sint proportionale cu
‘ cuburile acelorast rade.

Tie doi cilindri asemene
ABCD. A’B'C’D’; insemnind
prin R sir radele bazelor a-
cestor cilindri prin I si ¢ in-
naltimile lor, prin S §i s su-
_prafetele lor laterale, S, .81 s
suprafetele lor totale si prin
V si v volumurile lor, avem:

S=2aRI ; S, =27REB1D); —aRL
s=2nri ; s, =2mr(r--0): v=nR2.
Qilindrii fiind asement, avem (S 468)
e rin urmare cu e
F i b r—i’
tinind sama de aceste ralatiuni, deducer :
8- Bs
e
s, R BRI R Ree i ?
8 SHE S T Xr =
: Vo Rs
n bRl
ceia ce demonstrd Teo.ema. d
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476. ExereitilL— 1. A caloula, cu aproximatiune de un
milimetru, dimensiunile litrului intrebuinfat pentru licvide,
stiind ca are forma wnui cilindru drept cu baze circulare §t
indlfimea lut este de dod ori mare de cdt diametrul bazei.

I fiind fnaltimea. raza Dbazei este 1y I; un litru contine
1000000 de milimetri cubici, avem dar

13 Sk :
1g = 1000000, deunde I=l/ 16000000
> e e

facind calculile gisim I=172 m.m. si prin urmare rada bazei
este 43 m.m.

2. Lutrul, decalitru si hectolitru cu care se mdsoard gri-
nele, ait forma de cilindri a cdror indlfimi sint egale cu dia-
metrul bazei; sa se calculeze dimensiunile lor. Se gaseste :

3 = 3 : =

4

I.—_'/ }mz 108 m.m.; 1= _4@03000 —=233m.m.

3

_l /’400000000
7T

=503 m.m.

3. Sa se calculese rada interioard a unwi tub de sticld,
perfect cilindric, stiind cda_ acest tub cantdreste 90 gr. cdnd
este desert §i 150 gr. cand introducem in el o colond de Mer-
cur de 9c.m. de lungime. (Densitatea Mercurului este egals
cu 13,568).

Mercurul introdus in tub cintireste 60 gr. prin urmare yo-
lumul Tuf este ®9/;;, .. c.m3  Daca ludm milimetra ca unitate li=
neard, si insemnam prin 2z lungimea radei interioare a tubulu,
avem relatiunea

60000
13,568

60000
d — —_—— — M. .=1 35 .
o e % l/ TR et
4. A determina dimensiunile unvi cilindru drept cu basd
circulard, stiind cd indlfimea lui este egald cu jumdtatea ra-

:,iiei de bazd si suprafata totald egald cu suprafafa unui cerc
at.

9= m.m3,
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S4 insemnim prin o rada de bazd a cilindrulut cHutat si
@ rada cercului dat, avem :

27t (JL +_:)=27m2,

sail- SaF—a-

Asa dar x este rada cerculul circumseris la- trinnghiul ec-
vilateral a cérui lature este a.

5. Pentru a scoate apa din un puf, ne servim de o pompd
a cdrel tub are un diametru interior egal cu d. Cursa pisto-
nulul este egald cu h; D este diametrul putului i 1 addan-
cimea apei. Cate curse va face pistonul ca Sd scoatem toatd
apa din put?

Numérul curselor pistonului va fi egal cu raportnl intre
capacitatea putului si aceia a corpului de pompd.

Misura celei dintai este 1/,7wD2[ si a celel de a doa este

. 2 4 5 Dl
Jwrd®h ; asa dar numérul cdutat este: LT) X i

CAPITULUL 1l

CONUL

477. Definitiuni. — Un triunghit dreptunghic AOS
invirtindu-se in jurul uneia din catetele sale, SO
d e, da nastere unul corp, care
se numeste con drept cu bazd cir-
culard.

In aceasta invartire, ceialalta
cateta OA descrie un cerc care for-
meaza baza conului.

Ipotenuza SA in invartirea el
: da nastere la suprafafa laterala a
conului ; ea se mai numeste si generdtoared conului
sau apotema lut. Un punct M de pe SA descrie 0
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circumferentd a carer plan este paralel cu planul
cercului de baza si prin urmare perpendicular pe
SO gi centrul circumferentei este pe SO.

Laturea fixa SO a triunghiulut dreptunghic este
aze conulul. Marimea acestei axe este indlfimen co-
nului.

Punctul fix S este virful conului.

478. Sa consideram gene-
ratoarea conului in una din
pozitiunile ei, d. e, SB; in
punctul B duc tangenta BN la
circumferenta de bazi ; planul
MN determinat de generitoarea
SB sl tangenta corespondenta
BN, n’are de comun cu conul
de cat generatoarea SB. Un
asemene plan se numeste plan tangent la con de-a-
lungul generatoarer SB. s

Un plan tangent la con de-alungul unei ge-
neraroare poate fi considerat ca limita unui plan
secant care trece prin generatoarea consideratd si o
generatoare vecina cu ea, cind aceasta din urma
tinde a se confunda cu cea dintai.

479. Daca construim o piramida a ciref virf sa
fie virful conului §i sa aiba ca baza un poligon in-
seris satl eircumseris la cercul de baza a conului,
atunci avem o piramidd inscrisa sai circumserisa la
con. Fie-care fatd a piramidei circumscrise este tan-
genta la con de-alungul unei generatoare.

Daca poligonul inseris sati circumscris la cercul
de bazi este regulat, atunei piramida inscrisa sau
circumserisa la con este regulata.

480. Daca tdiem un con ecircular drept prin un
plan perpendicular pe axa, adicid paralel cu baza
conului, si lasam la o parte portiunea despre virf,
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capatam un corp AA'MM’ (fig. de la §. 485), ter-
minat cu o portiune din suprafata unul con si prin
doa cercuri paralele AA’, MM". Acest corp se nu-
meste trunchiii de con circular drept cu baze paralele.

Acest trunchiii de con, mai poate fi considerat
ca naseut prin invartirea trapezului AOO’A” in ju-
rul laturei OO’. Dreapta OO’ este inaltimea trun-
chinlui, cercurile AA’, MM’ sunt bazele si AB este
apotema trunchiului de con.

481. Dot coni drepti cu baze circulare sint a-
semene intre ef, daca provin din triunghiuri drept-
unghice asemene, adica daca indltimile lor sint pro-
portionale cu radele bazelor lor.

482, Si consideram o piramida regulata inscrisa
in un con circular drept, si sd facem sa creasca
fara limita numcral laturilor poligonulut de baza;

" in fie-care moment suprafata laterala a piramidet
are drept masura (§. 433) jumatate din perimetrul
poligonulut de baza, inmultita cu apotema pi?amldei.
Aceasta piramida creste cu cit vom inmulfl numé-
rul laturilor poligonului de baza, insad nu poate
trece peste suprafata laterald a conului, caci toate
piramidele sint inscrise in con. Asa dar suprafata
laterala a piramidei are o limita care este suprafata
laterala a conului. i

Tot asemene este si cu volumul piramidei in-
serisa in con. :

De aceia, vom considera suprafato laterala a u-
nui con cireular drept. st volumul Wi, ca limatele catrd
care tind respectiv suprajaja laterala st volumul unet
piramide inscrisa, a caret numér de laturs a poligonu-
lui de baza cregte mecontenit. :

Ori-ce proprietate relativa la piramida care nu
va depinde de marimea §i numeérul laturilor bazet,
se va aplica si la con. :
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483. TEOREMA.— Aria suprafeter laterale a u-
nul con circular drept, are ca masurd productul
circumferenter de bazi. prin jumditatea apotemel conulul.

Sa inserim in con, o piramida regulatd, d. e.
piramida cu baza hexagonald. Suprafata laterali a
acestel piramide are drept méasura productul juma-
tatel perimetrului poligonului de baza prin apotema
el. Sa imaginam ci indoim necontenit numérul
laturilor poligonului de baza; perimetrul acestui
poligon tinde catra o limita care este lungimea cir-
cumferentei de baza sl apotema
piramidei tinde catra apotema co-
nulul. Suprafata laterald a conului
fiind limita suprafeter laterale a
piramidel, avem eca, suprafata la-
terala a conului are drept masura
productul jumatater circumferenter
cercului de baza prin apotema
conului. A

484. Corolar I.— Insemnand prin R rada cer-
cului -de baza, prin a apotema, prin S suprafata
lateralad a conului, avem expresiunea

S=nRa.

Suprafata totala compunandu-se din cercul de
baza si suprafata laterala ; daca insemnam prin S,
suprafata totald, avem expresiunea

- S,=nRa-}nR*
sat S, =nR(R--a).

485. Corolar IL— Daca ducem un plan paralel
cu baza conului, egal depértat de virf si de baza
avem ca intersectiune, un cerc MM’ a caruy rada
O'M este jumitate din rada OA a bazer, prin ur-
mare si circumferenta acestul cerc MM~ este jumatate
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din circumferenta cercului de baza, asa ca putem

dice :-

Suprafata laterali a conulul
are drept misurd productul apote-
met lut prin circumferenfa secfiunet
paralela cu baza, la o egala distanjd
de virf s de baza.

486. Desfisurarea conului. Su-
prafata laterala a unel piramide
regulate se poate aplica pe un
~ plan §i acopere o portiune de plan in forma unul
sector poligonal regulat, a carul radd este egala cu
creasta piramidel si a carul perimetru este egal cu
acela al bazei piramidel.

Daca de la piramida trecem la con, gasim cd
suprafata laterala a conulul fiind desfasurata, acopere

S . : a

A A : - &

o portiune de plan egala cu un sector circular, &
carui rada este egald cu apofema conului, g1 a carul
arc este egal cu lungimea circumferentei de baza a
conului.

487. TEOREMA.— Suprafaja_laterald @ unut
trunchiti de con drept cu baze paralele, are drept ma-
surda productul semi-sumet circumferentelor de¢ baze prin

apotema, lut. 5 i
_Tie un trunchiit ABB’A’ egal cu diferenta in-

tre conil drepti circularl SAA SBB’ a carui baze



AA’ si BB’ sint paralele. In extremitatea A a gene-
ratoarel SA radic, pe aceasta dreapta, perpendxculara
AC egalda cu
lungimea cir-
cumferentei O
A a bazei in-
ferioare a trun-
chiului de con.
Due SC si prin
punctul B, un-
de generitoa-

rea SA i ntalneste baza superloara a trunchiului, duc
dreapta BD paralela cu AC. Dic ca dreapta BD
este tot atat de lungd cit este st circumferenta OB.
In adevar, SO hmd axa conulm SAA’, triun-
ghiurile SBO si SAO sint dreptunghlce sl asemene ;
avem dar:
SB 'OB 'circ OB
SA = OA cire. OA’
I’11u110111ur11e SBD SAC sint s ele dreptun-

ghice s1 asemene s avem :

SB  BD
; x circ. OB BD
prin urmare O

Insa dreapta, AC este prin ipoteza, egali cu
circ.OA ; prin urmare dreapta BD este eg ala cu
cire.OB. 5

Apoi, arla suprafetei laterala a conului avind
drept masura !/, cire. OAXSA, este echivalenti cu
-aria triunghiului dreptunghic SAC care - are drept
masura '/, ACXSA. De a,semene, -aria  suprafetei




— 321 —

laterale a conului SBB’ este echivalentd cu aria tri-
unghiului dreptunghic SBD ; prin urmare, aria su-
prafeter laterale a trunchiului de con este echivalenta
cu aria trapezulut ABDC. Insa aria trapezului (§. 261)
are drept masura ABX'/, (AC4-BD); asa dar aria
suprafetei laterale a trunchiului de con are drept
misura productul apotemel lui prin semi-suma cir-
cumferentelor de baze.

188, Corolar I— Daca prin mijlocul E al apo-
temet AB, duc EF paralela cu AC si planul EE’
paralel cu bazele trunchiului de con, atunci dreapta
EF este egala cu circumferenta O,E. Insa, aria tra-
pezului ABDC are drept masura AB<EF, (§. 263);
asa dar, aria suprafetet laterale @ unul trunchiii_de
con drept cu baze paralele, are drept masurd productul
apotemes - prin circumferenfa sectiunet de 0 potriva de-
plirtate de baze. :

Corolar 1L —Insemnind prin R siz radele cercu-
slor de baze, prin a apotema © 7 .- 3 aria suprafe-
tei laterale a trunchiului de con, avem expresiunea:

S =aR+r)a.

Aria suprafetel totale se coripune din aria su-
prafetei laterale g1 ariile cercurilor de baze; {nsemnénd’o
prin S, avem
Sl=n[R2+r2+(R-{—r)a]

496. Observat_iune.——Al'ia suprafetel laterale a unui
tranchiu de con se mal poate afla, inscriind in trun-
chiul de con, un trunchii de piramida regulatd cu
baze paralele. : 3 :

491. TEOREMA. — Volumul unut con circular
drept are ca masdrd productul ~ariet circumferentel
de bazt prin a treiq parte @ indalpimer lut. :

(fig. dela

S% inserim in con o piramida regulata
§, 483). Volumul acestei piramide este egal -cu pro-
Juetul ariei poligonulul de bazd prin a treia parte a
Geom. Elem. C. Climescu 21
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indltimel care este si indltimea conului. Daci indoim
necontenit numérul laturilor poligonului de baza, aria
acestul poligon tinde cétrd suprafata cercului de bazi
s1 indltimea rimine tot egald cu iniltimea conului.
Volumul conului fiind limita volumulul  piramidel, a-
vem cd volumul conului are drept mdsurd aria cir-
cumferentel de bazid inmulfitd cu a treia parte a in-
naltimei conului. = 2

492. (orolar. Insemnind prin R rada cercului de
bazd §i prin I indltimea couulul; volumul seii va a-
ve de expresiune : %

V= })) aR¥.

493. TEOREMA.—Daca dot cont drepfi cu baze
circulare sint asemene, suprafetele laterale si suprafejele
lotale a acestor coni sint proporfionale cu patraiele ra-
delor de baza ; iar volumurie lor sint proportionale cu
cuburile acelorast rade.

(Demonstratiunea acestei tecrome este ideatica
cu aceia de la (§. 475).

494. TEOREMA — Volumul unvi trunchiv de con
drept cu baze paralele este echivalent cu suma volumu-
rilor a tref coni care ar ave ca ‘indldtime comumd, indlfi-
mea trunchiulul de con si ca baze: wnul baza inferi-
oara, dtul baza superioara, si al treidea media pro-
portionala intre cele doa baze a-le trunchiulul.

Fie ABB’A’ un trunchiu de con egal cu dife-
renta conilor drepti
SAA’, SBB’ aci-
rui baze AA’, si BB
sint paralele : cons-
truesc pe planul ba-
zel inferioare a trun-
chiului de con o pi-

- ramida triunghiulard
sabe, a o#rei bazi
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abc si fie echivalentd cu cercul OA si a civei inilti-
me SI si fie egala cu “indltimea SO a conulul SAA’.
Dic mai intdi, cd planul bazei superioare BB’ a trun-
chiulul, determineaza in piramidi o sectiune ¢ b’c’ e-
chivalentd cu cercul O'B

In adevér, bazele trunchiului de con fiind para-
lele, planul SOA taie baza superioard a trunchiului de
con in o dreapti O'B paraleld cu OA si raportal ra-
delor OA si O'B este egal cu acela al iniltimilor SO
st SO’; avem dar

cerculOA-  OA? S0?

cerculO' B OB* SO”
Din paralelismul planurilor abe, §i a'b'c’, re-
rultd ci = ; £
tre.abe © 35F
tri.a’b’c S
ingd prin ipotezd, dreptelé S I si 8 O sint egale intre
ele, precura §i dreptele Si, S O’ ; prin urmare:
= cercul OA  iri. abe
cercul OB tri. a’b'c’-

Tnsd, triunghiul abe este prin constructiune, echi-
valent cu cerenl OA : rezultd ci gi triunghiul abe
si fie echivalent cu cercul O'B. s

“Apoi, volumul conului SAA" are drept masurad

i/, cerc. OAXSO ;
acest volum esie dar echivalent cu volumul piramidei
Sabe, care are drept masurd 1/, abeXSL. De asemene
volumul conului SBB’ este echivalent cu volumul pi-
ramidei s'a’b¢ : asa dar, volumal trunchiului de con
ABB'A’ este echivalent cu trunchiul de I_)n'amlda
abea’b’c’; Volumul acestui trunchiil de piramidd are
drept masuri (§. 441)
1/, SIX [abe-+-a'bé--Vabes<a5e |
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si prin urmare trunchiul de con va ave drept masura

1/, SOX[cerc. OA + cerc. O'B+Veéere. OAXcercOB]
ceia ce demonstrd Teoréma.
495. Corolar.—Insemnind prin R §i » radele cer-
curilor de baze, prin I iniltimea conului trunchiat,
volumnl sefi va ave de expresiune

1
V=~2*nI.[R2~i—r2—{—Rr]. _
496 APLICATIUNE.—. In practicd, si mai cu

sami in ceia ce priveste mdsurarea (cubagiul) trun-
chiurilor de copaci, bazele se deosebese putin intre
ele, aga cd fard eroare mare se poate asimila trunchiul
de con cu un cilindru a cirui indltime ar fi egal cu
iniltimea trunchiului 1 a edrui bazi ar fi sectiunea
facutd in trunchiu, la o egala distanta de cele doi
baze. Eroarea ce se comite, urmind ast- fel, este ugor
de calculat. ‘
Volumul eilindrului este :

R-+r

V=nl
volumul trunchiului de con este :

1 z
V=5nl[R! i L

prin sciadere avem :

1 1 R—»r\?

Eroarea comisé este dar egald cu volumul umd
con care are ca inalfime, indlfimea trunchiului si ca

radd de bazi, dlferenga intre radele bazelor trunchiului.

“Cind este si se aplice formula

R+

v=rnl.
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pentru mésurarea unui trunchiu de copac, se misoard
lungimea circumferentel mijlocie C si iniltimea luil,
si atunei formula precedenta se schimbi in urmitoarea:

il E L I C
A= 4 4n
s, C—] 80 m, I=6,50 m. Volumal va fi 1,676m?.

2, Chestiunea cotitului poloboacelor se leagd cu
masuritoarea trunchiului de con. :

Considerdnd polobocul ca su-
ma a dod trunchiuri de con iden-
tice, lipite prin baza lor cea mare,
am ave formula

V=1/, 7 1[R*+r+Rr]

in care I reprezintd iniltimea to-
tald a trunchiului dublu, » rada
fundului AA 'R rada bazei mari BB

Insi aceasti formuli di un rezultat mai mie,
cici neglijim de dod-ori volumul niscut prin rotafi-
unea segmentului AMB cuprins intre dreapta AB si
arcul AMB.

Daci inlocuim, in parentezd, Rr prin R? avem
formula

V=1/, n I (2R*}?)

care din contrd di un rezultat prea mare.

Formula care se adapteazi mal bine la forma ge-
nerald a poloboacelor este urmitoarea :

V=1/,n L[2R*+r*—7/, (R*—r?)].

Pentru : 1=0,756m, R=0,346m, »=0,305m, for-
mula intdi di 250L. a doa 261l si a treia 254/

Se mai intrebuingeazi formula empirica

V=0,625 D*
in care D reprezintd lungimea BA' care merge de la
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vranid pand la punctul cel mai de jos A’ a unuia din
funduri. Pentru cotirile diagonale, se calculeazi mai
dinainte, cu ajutorul formulel precedente, valorile lui
V care corespund la diverse valori de a lui D si se
inscrili aceste valori pe varga de fer ce se introduce
in poloboc, si obtinem astfel Capamtatea polobocului
prin o simpld cetire.

Pentru a compara aceasta formula cu cea pre-
cedentd, observim c3d triunghiul drebtunghic BA'T di

Ba">=AI>BI? sat D=1/ T HR+r),
gidsim prin aceasta ci polobocul de dineoare contine
257 4,

498. Exercitii —1. Si se impartd suprafata laterald a
unui con drept cu bazd circulard, in dod parti echivalente,
prin un plan paralel cu baza. I fiind indltimea conului, z dis-
anta de la virf a planulai céotat gasim

¥ 1
9-‘——'—2

adici x este egald cu laturea unui patrat a cirui dla"onala
este =1 =

2. Daci 'mmrtzm succesiv un triunghiu dreptunyhzc in
Jurul fie-carei -catete, wvolumurile celor doi coni simt imvers
proportionale cu q‘na“lﬁmile lor. Avem

V="/3 7 c%b. V'='}3 7 b,
Yo oo
de unde rrzultd V=7

3. Laturea ¢ a unui tr wunghiu ecvilateral find datd, si
se calculeze suprafata totald si volumul conului ndscut prm
invirtirea acestui trmnykm in jurul malg:zmel lui.
¢ V3

Rada bazei este iniltimea tnunghmlm cste &

2 o
prin urmare ;

3 ¢ bl
S==—4~ §i Vw—z- wed Vs .



-

oy o

4. Suprafata totald a unui con drept cu bazd circulard
este egald cu 10m> si rada bazei sale este 1,2m ; sd se cal-
culeze cu aproximafiune de un centimentru, apotema §i indl-
simea conului, apo¥d volumul lwi cu aproximafiune de un cen-

b

timetrw cub. 3 -
Ayvem pentru aceasta formulele

S—aR (A+R), I=yA*—R? V:A}jﬂRzI.

Daci S si R sint date, cea intdf din aceste di pe A+R
si prin urmare pe A ; cu a doa calculim pe I, §i cu a treia pe
V. Puind cifrele de sus avem :

A=145m; 1=0,82m; V=1254c. m.>,

CAPITULUL 11
SEFERA

499. Definitiunt.—-Un semi-cerc AMBO invirtindu-
se in jurul diametrulul seli AB, di nagtere unui corp
numit sferd.: e A
‘ In acestd fnvirtire semi-circum-
ferenta AMB deserie suprafata sferei si
este usor de vidut cd ori-ce punct
al acestei suprafete este de o potriva
depirtat de centrul O al semi-cercu-
lui; de aceia sfera se pote defini si
precum urmeazi: sfera este un corp
: terminat cw o suprafatd o carel puncte
sint de o potriva depdartate de un punct fiz O.

Punectul fix este centrul sferei.

O dreapti ce uneste eentrul cu un punct al su-
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prafetel sferei este rada, sferei. Toate radele sint
egale intre ele.

O dreaptd ce trece prin centru si se mérgineste
de ambele parti la suprafata sferei, este un diamefru
al sferei. :

Toti diametrii sint egali intre ii, fiind-ca fie-care
diametru este dublul radei. :

Doa sfere de aceiasi rada sint egale.

500. Un plan este tangent la o sferd dacd nu
are de cit un punct comun cu ea; acest punct se
numeste punct de comtact.

Doi sfere sint fangente in un punct, atunei cind
in acel punct ele ai acelasi plan tangent. :

501. O portiune din suprafata unei sfere cuprinsa
intre doi planurl paralele se numeste zond  sfericd.
Distanta intre cele doi planuri este inaltimea zonei,
far sectiunile ficutd in sferd de cele dod planurisint
bazele zonei. :

Dacid unul din cele dod planuri in loc si taie
sfera, ii este tangent, atunci zona sferica are numail
o bazi : o astfel de zoni se. numeste calota sferica.

Portiunea din sferd cuprinsd intr'o zond se nu-
megte segment sferic.

Numim fus sferic o portiune de pe , sprrafata u-
nel sfere cuprinsi intre dod planuri cari  grec prin un
acelagi diametru al sferel.

Numim wunghier sferic portiunea diin sferd cu-
prinsi intre dod semi-cercuri mari care se: termini la
un aceélagi diametru al sferei ; fusul sferic terminat de
aceste planuri este baza unghierului sferic.

Numim piramida sferica portiunea din sfera cu-
prinsd in -un upghiu poliedru a cdrai virf este in
centrul sferei. 2

_ Piramida are ca baza poligonul interceptat de un-
ghiul poliedru pe suprafata sferica.
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Numim sector sferic volumul niscut prin invir-
tirea unui sector circular in jurul“unui diametra ex-
terior sectorului circular ; sectorul sferic are de baza
o zoni sferici. -

502. TEOREMA — Ori-ce sectiune facuta in sferd
prin unplan, este un cerc. ,
Si presupunem mal intai
ca planul trece prin centru O al
sferei: un punct oare-care M al
sectiunei se afld la o distantd oM
de la centrul sferel, cgald cu ra-
da sferei; prin  urmare . toate
-punctele sectiunel sint pe o eir-
P cumferentd a carei centru este
tnsusi centrnl sferei si a carel radi este fusdgi ragla
sferel.

Sé presupunem acum cd planul secant nu trece
prin centrul sferei si ca taie sfera in o curbd CND
care dic ca este o circumferenti. Duc din central O
al sferei, perpendiculara OI pe planul secant; radele
OD, ON... a-le sferei, duse in diverse puncte D, N
ale conturului secfiunei, sint oblice pe planul CND
si egale intre ele, prin urmare ele sint indepdrtate in
mod egal de perpendiculara OI ; prin urmare picioa-
rele tuturor acestor oblice sint pe o cireumferentd a
cirei centru este punctul L

Daci insemnam prin R rada sferef, prin 7 rada
sectiunei si prin d distanta eentrului sferel la planul
secant, avem : r>—R*—d?

503. Observatiune __Videm cA sectiunile plane a
sferei sint de doa feluri: 1. Cercuri a ciror planurl
trec prin centrul sferei si sint toate egale intre ele,
pentru ca toate aii ca rada insasi rada sferei ; aceste
le numim cercuri mari de-a sferel. 2. Cercuri a ca-
ror planuri nu trec prin_centrul sterel g1 a caror ra-




. mapt : :

de, mai miei de cit rada sferel, merg descrescdnd cu
cit planul secant se indepirteazi de centru ; aceste
le numim cercuri mict de-a sferei.

.. Numim polit unwi cerc CND, extremitifile PP’
a diametrului sferei, perpendicular pe cere.

Doa cercurt de pe sfera paralele intre ele, an a-
citasi poli. Observdm ci centrul I al unui cerc oare-
care, polul lui P si P’ si centrul O al sferel, sint pe
o acelasi perpendiculara la planul cercului.

Ori-ce cerc mare PEP’ care trece prin polii PP’
a unul cerc CND este in un plan perpendicular pe
planul acestui cere, fiind-ci zontine dreapta PP’ care
este perpendiculard pe acest din urmi plan. -

504, Corolar I. Prin doa puncie de pe suprafata
unei sfere, se_poate duce o circumferenta de cerc mare
fiind-ca. daci ducem un plan prin centrul sferei gi
cele dod puncte, acest plan taie suprafata sferei in o
circumferenti de cerc mare, ‘

Dacid centrul sferei si cele dci puncte nu sintin
linie -dreapta. atunei avem un plan unic si prin ur-
mare nu putem duce de eit o circumferenti de cerc
mare prin cele dod pancte date. In ipoteza contrarie,
cele dod puncte sint la extremitatile unuf aceluiasi
dlametru-de-a sferel si prin urmare prin ele putem
duce un numér infinit de cercuri mar.

5U5. Corolar IL—Un cerc mare imparte sfera st
suprafata e in dod parfi egale: fiind-¢i daci luim
cele doa parti a-le sferel si le aplicim pe baza lor co-
mund, cu convegitdtile lor in aceiagi directiune, aceste
doi parti vor coincide, cici altfel punctele suprafe-
telor nu ar fi la aceiasi distantd de centru,

506. Corolar HL.—Doa cercuri mart se impart
unul pe altul in dod parft egale ; fiind ca dreapta lor
de intersectiune trece prin centrul sferei, care centra
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fiind comun la cele dod cercuri, acea dreapts este un
diametru pentru fie-care cerc. :

507. Corolar IV.—O dreaptd nu poate taie o su-
prafati sferica in mai mult de dod puncte: fiind-ca
dreapta nu poate ave mail mult de doid puncte comune
cu circumferenta de cerc mare determinati de planul
ce trece prin dreapti si centrul sferei '

508. TEOREMA.—7. Doa cercurt mici egale sint
egal departate de centrul sferer.

2. Din dott cercury ne-eqgale, cel mai mare este
mai aproape de cenyey de cdit cel mar mic.
ok __Sa considerdim planul dus
prin centrul sferei i prin_ cen-
trele ‘celor dod cercuri: acest
plan taie sfera in un cerc mare
ABCD si pe cele doad cercuri in
diametrii lor AB, CD care sint
nigte coarde fatd cu cercul mare.

- Prin urmare: 1. distantele OE,

OF vor fi egale dacd diametrii AB 51 CD sint egall
adica dacd cele doi cercuri micl sint egale intre ele;
2, distanta OE este mai mare de cit OF dacd dia-
metrul AB este mai mic de cit CD, adicd daca
cercul EA este mai mic de cit cercul FC. ‘

Reciprocele pirtilor acestei Teoreme sint evi-
dente. :

509 TEOREMA .— Toate punctele wnut cerc de
pe sfera, sint de o potriva departate de cit dot poli at
cerculut. : : o

Fie ABC un cerc de pe sferd, P, P’ polil cercu-
lui si [ centrul lui. Dreptele PA, PB, PC...duse din
polul P la diverse puncte A, B, C.... de-a cercului, sint
egale intre ele pentrn cd sint de o potrivd indepartate
de perpendiculara PI; punctele circumferentei ABC

-
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sint dar la aceiasi distantd de polul P. Tot pentru a-
celasi cuvint, aceste puncte sint la aceiasi distanti de
polul P,
Mai rezulta din aceastd demons-
tratiune cd arcurile de cerc mare
' PmA, PnB, PgC... duse de la polul P
la circumferenta ABC, sint egale intre
ele fiind-cd coardele lor sint egale.
510. Observatiune. Din Teorema
precedenta rezulti ci se pot desena
circumferente pe o sferd, ca §i in
plan. Pentru aceasta ne servim de un compas cu pi-
cioare incovdete, ca sd nu fim impedecati de convexita-
tea sferel ciind migedm compasul : ddm compasului o
deschidere egald cu distanta polului la un punct al
circumferentei ce vroim si descrim: asedim unul din
virfurile compasulul in pol §i cu cel« At virf descrim
circumferenta. : ‘

Numim distantd polara a unni « ¢ de-a sferei,
distanta polulul acestul cerc la un | 1 ct oare-care al
circumferentei cercuiui, si cind dicem polul unui cerc
vom intelege deacum inainte, polul care se afli pe
aceiagi semisterd cu cercul, adeci polul cel mai a-
propiet de cere.

Numim radd sferica a unul cere, lungimea arcu-
lui de cerc mare dus din polul cercului la un punct
al circumferentei lui. \ :

511. Corolar I.—Distanta polara @ unui cerc mare
este egala cu coarda sfertulul de cerc mare, adicd cu
laturea patratulut inscris in un cerc mare de-a sferel.

Rada sfericd a unui cerc mare este egald cu un
sfert din circumferenta acestut cerc.

512. Cerolar II.—Pentru a ave polul wunui cerc
mare se poate procede in dod moduri: 7, sa ieu doa
puncte A, B pe circumferenta ABC a cerculut mare
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si din aceste puncte ca polt descrim doa arcuri de
cerc mare a caror intersecfiune va fi polul cautat; 2,
ducem un cerc mare perpendicular pe cercul dat, si
ludim cu incepere de la circumferenia cerculu? dat, pe
acel cerc mare o lungime de un sfert de circumferenia
de cerc mare. ; \

513. Corelar IIL.—Dod cercuri mari sint perpen-
diculare wnul pe altul, daci polul unuia -este pe cir-
cumferenta celuialalt.

Demonstratiunea acestor trei Corolare nu prezintd
nici o greutate.. s

514. TEOREMA.— Planul perpendicular la ex-
tremitatea unel rade de-a sferel este tangent la sferd.

Reciproe, un plan tangent la o sfera este perpen-
dicular pe rada care merge la punctul de confact. -

Fie ACB un plan perpendicular la extremitatea

' radei OC. Fie D un punct oare-
care in acest plan; distanta OD,
este mal mare de eit OC (§301)

~‘aga cd punctul D este exterior
sferei. Prin urmare planul ACB
ne avind de cit un punet comun
- C cu suprafata sferei, este tan-
gent la aceastd suprafati. :

Reciproe, dacid planul ACB este tangent la sferd
in C, rada OC este cea mai scurtd dreaptd cé se poate
duce din centrul O la planul ACB, fiind cad toate
punctele planulul afard de C sint exterioare sferel;
prin urmare OC este perpendicularid pe planul ACB.

515, Qorolar I.—FPrin un punct luat pe supra]‘a;‘a:
unei sfere, se poate totdeauna duce un plan tangent, 51
numat unul (§. 300). :

516. Corolar IL— Punctul de contact a dod sfere
tangente este agedat pe dreapla care unegte centrele lor,
fiind-ca perpendiculara la planul tangent, dusad prin
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punctul de contact, trece prin fie-care din centrele
celor doa sfere.

217. TEOREMA. — Intersectiunea a doa sfere
este o circumferenta de cerc a cirer plan este perpen-
dicular pe linia centrelor celor doa sfere si a carei
centru este situat pe aceasta dreaptd. -

= — Pentru c¢i aceasti in-
tersectiune nu este altceva
de cat circumferenta nis-
cutd prin invirtirea in jurul
liniei centrelor AB a punec-
tului C comun celor doi
circamferente, in care cele
dod sfere sint tdiete de un plan oare-care ce trece
prin AB. : :

518. (Observatinne. Pozitiunile relative a doi sfere
sint in numeér de cinel, §i relatiunile corespunditoare
intre distanta centrelor si radele sferelor, sint aceleasi
ca si pentru circumferentéle de cerc mare, care le ca-
pitim tdind sferele date prin un plan oare-care ce
trece prin linia centrelor. (§. §. 100—107).

519. TEOREMA.—Prin patru puncte ne-asedate
' in un acelast plan; pu-

tem face sa treaca o su-
prafata sferica si numal
una. -

Fie A, B, C, D cele
patru puncte date; avem
sa probam ci existd un
punct, i unul singur, de

-0 potrivi departat de

cele ‘patru puncte. : :

Ducem perpendicularele EG, FH ridicate res-
pectiv pe planurile ABC i ACD §i anume in punctele
E si F care se fie centrele cercurilor eircumscrise tri-
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unghiurilor ABC, ACD. Uu punct de o potrivi de-
partat de A, B, C, D trebue si se afle in acelagi
timp pe EG si FH, ceia ¢4 di un singur punct O
intersectiunea acestor doa drepte.
~ Rdmane sd aritim cid cele doi drepte, EG si FH

trebue si se intilneascid. In adevér, planal perpen-
dicular pe AC in mijlocul ei K, fiind locul punctelor
egal departate de A si C, trebue si contind pe EG
s1 FH fiind cd fie-care punct al acestor drepte este
egal departat de A si C; apoi, dreptele KF si KE
in care acest plan intilnegte planurile ABC si ADC,
se taie intre ele, pentru cid aceste dod planuri sint
deosebite unul de altul : asa dar dreptele EG si FH,
agedate in planul EKF si perpendiculare respectiv pe
doa drepte KF s1 KE care se intretaie, ali un punct
comun O care va fi centrul sferei céutate.

520. Problema 1.—Sa se duca prin un punct dat
exterior unel sfere, un plan tangent la sfera.

Fie O sfera, 1 S un punct exterior. Ducem prin
OS un plan oare-care care va determina in sferd un
cerc mare PAP’, si sa ducem tangenta SA la acest
cerc. Si invirtim semi-cercul PAP" g1 tangenta SA in
jurul axei SO ; semi-cercul da
nagtere sferei si tangenta SA da
nagtere unui con circular drept
care are comune cu sfera toate
punctele cercului AMB descris de
punctul A. Mai mult, in un punct
oare-care M a acestul cerc, com'
si sfera aili acelagl plan tange:
cdci generitoarea SM si tangenta
MT la cercul AMB, care determi-
nd planul tangent la con (§ 478),
sint si una §i alta agedate in planul tangent la sfer.

Se dice ‘ci conul este circumscris la sferd s sfera
este inscrisi la con de-alungul cercului AMB.

3




— 336 —

De aici videm ci prin un punct exterior putem
duce un numér infinit de planuri targente la o sferd,
si ci toate tamgentele la sfera care pleaca din un
punct, sint egale intre ele. ‘

521. Problema II—Fiind data o sfera, sa’t gasim
rada. Din un punct P a suprafetei sferei ca pol, cu
o o deschidere de compas arbitrard,
deserid un cere ABC, ludm cu com-
pasul distantele dreptliniare AB, BC.
CA si construim alaturea un triun-
i ghili abc carg sa aiba ca laturi a-
~ ceste trei lungimi. Determin centrul
i al cercului circumseris triunghiului
abe si dreapta ai este egali cu Al
rada cercului ABC. Prin urmare,
daci din punctul a ca centru, cu o
deschidere de compas egald cu acea
cu care am descris cercul ABC pe
sfers, descriti un mic are de cerc pana la intilnirea p
cu perpendiculara pip” dusd prin i la ai, formam tri-
unghiul api egal cu triunghiul APT; radic apoi ap’
perpendicularid pe ap in @ §i am astfel pp’ egal cu
PP’ care este diametrul sferei.

Pentru a ave rezultate precize, cédnd avem la dis-
pozitiunea noastra numal o portiune de sfera, iati cum
este bine s se opereze: sa alege punctul P cat se
_poate la mijlocul portiunel de suprafati de care dis-
punem, distanta polard PA si ie cdt se poate de mare
si in orl ce caz, se aleg punctele A, B. C aga ca
triunghiul ABC sa fie aproape ecvilateral.

Dacd presupunem ca am misurat Al—p si PI—=i,
triunghiul dreptunghic PAP” da:

AI2=IP<IP’ sail r*—i (2R—i),

de uﬁde t R—‘—l— ) ﬁi -
scoatem R—— i+ )
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592. Altfel.—leti dod puncte M, N pe sferd. Din

' punctul M ca pol sicu o distantd
polard arbitrard, deserill un arcde
cerc ; apoi din punctul N ca pol
si cu aceiasi distantd polard des-
criti un alt arc de cerc care taie pe cel
dintal in un punct A, de o potriva
departat de M si N. Determin inca
alte doa puncte B, C, iardsi de. o potriva departate
de M si N. Centrul  sferel O si punctele A, B, C,-
sint in un acelasi plan care’i perpendicular pe mijlo-
cul dreptei MN ; prin urmare sectiunea facutd de a-
cest plan in sferd este un cerc mare.

Construesc apoi triunghiul a cirei laturi sa fie
AB, BC, CA; rada cercului circumscris la acest tri-
unghil este egala cu rada sferel.

523. Problema IIL—Si seducd o circumferenid de

~ cerc mare prin dod punce date pe suprafata unet

sfere.
Fie A'B punctele de pe sferd. Este de ajuns si
determindm polul cercului cautat.
Insi, distanta punctelor A si B la
polul P este egald cu coarda sfer-
tului de circumferentd de cerc mare;
vom ave dar polul P, dacé din punc-
tele A si B ca polj, vom deseri ar-
curi de cerc cu o distantd egald cu
acea coardd; punctul de intersectiune al acestor ar-
curi este polul P; apoi din P ca pol si cu aceiasi
coardd deseriind o circumferenta, aceasta Vva fi cir-
cumferenta cautata.
594, Copolar. Dacd punctele date sint extremi-
tatile unui diametru de-a sferei, problema are un nu-

mer infinit de solutiuni.

525. Problema IV. Prin un punct dat pe sferd
99

Geom. Elem. C. Climescu 22
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sa se duca un arc de cerc mare perpendicular pe cir-
cumferenfa unul cerc mare. :
' Fie A punctul dat si BDC circumferenta data,
Este de ajuns sa determinam polul cercului cautat,
Acest pol P trebue si se afle
pe cercul BDC i sa fie la g
distanta de punctul A egali en |
A € coarda sfertului de -circumfe- |
- renta de cerec mare. Prin ur
w mare, vom ave polul P, descris
ind din punctul A ca pol cu o
distanta polari egali cu acea coarda, un arc de
cere, care intilneste circumferenta data in punctul P.
526. PROBLEMA V. A imparti un arc de cere
mare in dod parfi egale. : '
Fie AB arcul dat; din punctele A si B ca poli
§i cu aceiagi deschidere de compas, descrim doi ar-
curl care se taie in C gi D; arcul de cerc mare ce
trece prin punctele C si D este ar-
cul cautat, cacei planul lui este per-
pendicular pe mijlocul coarder AB.
Observam ca arcul de cere
mare CD imparte in parti egale
toate arcurile de cercuri care s6
pot duce prin punctele A si B;
cacl toate aceste arcurl ail acelagi coarda.
527. PROBLEMA VI. A descri cercul mic ¢
trece prin trei puncte de pe suprafaja unet sfere.
: . Fie A, B, C cele trei puncte.
Duc arcurile de cerc mare DE, FG
perpendiculare respectiv in mijlo-
cul arcurilor AB, BC; aceste ar-
curl: se intilnesc in un punet F
care’i deopotrivi departat de A, B
si C. Apoi din punctul P ca poi

i
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sl cu PA ca distanta polara, ‘deserim o circumfe-
rentd. Aceasta este circumferenta cautata.

528, Exereitii.— 1. Suma arislor cercurilor, in care cele
trei fete a-le unui-unghit triedru tridreptunghic taie o sferd,
este constantd dacd virful wnghiului std fiz.

Fis S virful triedrului tridreptunghic SABC, care triedrn
este mobil in jurul punctului S.
Duc din centrul O al sferel per-
pendicalarele 00", 00", 00™"; pe
fetele ASB, BSC, CSA ; punctele
0, 0", 0 sint centrele sectiu-
nilor circulare ficute in sferd de
cele trei fete a-le triedrulni. Dacd
presupun ci crestele unghiunlni in-
tilnesc suprafata sferei in puue-
tele: A i A", B si B’, C i C}
suma ariilor celor trei sectinni
circulare este egald cu

7 (0'A%+0"B*1+0"C?-

“Triunghiul dreptunghic O0'A di:

0'A2=0A%—00"®
de asemenea avem

0'B*=0B*—00"*
si GP=—=0C—00""2
prin urmare,

7 (/AP H07B*H-0776%)=  [504°—00"*—00"*—00"*}

Insd, dreptele 00’, 007, 00" sint crestele unul paraleli-
piped dreptanghic a cirui diagonald este SO, si prin urmare
membral al doilea al egalititei precedente se poateginlocm prin

7 (30A*—S07)
care este o cantitate constantd, dacd punctul S este fix.

- 2. Locul geometric al punctelor din spafiic _astfel cd
raportul distantelor Sfie-caruia la dod puncte fixe s fie con-
stant, este o suprafatd sfericd. -

,Aceasta se vede din figura de la §, 160, pe care © fnvir-

im §n jurul drepter AD’, e
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3. Sd se ducd prin o dreapti datd un plan tangent le
0 sferd.

Daci dreapta este tangentd la sferd, atunci construiesc pla-

nul care contine dreapta si_este perpendicular pe rada ce merge
la punctul de contact,

Daca dreapta esteexterioari sferel, Gue prin centrul sferei un
plan perpendicular pe dreaptid si prin punctul in care planul in-
tilneste dreapta duc tangente la cercul de intersectiune al sferex
cu planul., Planurile determinate de dreapta dati si de fie-care
tangentd sint tangente la sferi,

Dacd dreapta taie sfera, nu putem duce prin ea nici an
plan tangent la sferi. :

CAPITULUL IV
TRIUNGHIURI SFERICE

529, Definitiuni. — Cind doa liniy curbe oare-
care in spatiii se taie in un punet, numim unghii
al celor dod curbe in  punctul considerat unghiul for-
mat de tangentele duse la curbe in acel punct.

Unghiul a dod curbe de pe o sferd este dar egal
cu unghiul planwrilor duse respectiv. prin centrul sferey
st_prin tangentele la acele curbe in punctul comun; caci,
aceste tangente fiind perpendiculare pe rada care
merge la punctul comun, unghiul lor masoara die-
drul celor doa planurt.

Unghiul a doa arcurt de cerc mare este egal
cu unghiul planurilor acestor cercury. :

_ 530. Se numeste poligon sferic portiunea din
suprafata uner sfere cuprinsa intre mai multe arcur
de ceic mare. Acele arcuri sint laturile poligonului;
unghiurile formate de latury si virfurile acestor un-
ghiuri, sint unghiurile $1 virfurile poligonulut.
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Un poligon sferic este convez daca este asedat
de aceiasi parte a fie-cireia din circumferentele de
cerc mare care’l formeaza. In cazul contrar este
coneav.

Fie-care lature a unui poligon sferic convex, este
mal mica de cdt o semi-circumferenta de cerc mare.
Cact, si presupunem d.e. ca laturea AB, ar fi mai

A mare de cat o semi-circumfe-
renta; luam o lungime Al egal
cu o semi-circumferenta, punc-

£  tul I fiind intre A 1 B; atunel,
;i cercul mare care contine pe AE
are satreaca prin I (§.506) si

c policonul nu se mail afla cu

: totul de acelagi parte a circum-
ferentei acestul cerc. :

Perimetrul unui poligon sferic convex nu poate
fi intilnit in mai mult de dod puncte de un arc
de cerc mare.

531. Poligonul sferic cel mai simplu este friun-
ghiul sferic, adica portiunea de suprafata sferica cu-
prinsa intre trei arcuri de cerc mare, fie-care mat
mic de cdt o semi-circumferenja de cerc mare.

Un triunghiti sferic este dar totdeauna convex.

Triunghiurile sferice, ca si triunghiurile plane.
se deosebesc in: wsoscel, ecvilateral,
dreptunghic.

532. Daci unim virfurile u-
nui triunghiu sferic ABC cu cen-
trul O al sferet, formdm un unghiu
triedru OABC, a carui fete AOB,
BOC... aii aceiasi masurd ca i

ol laturile corespundatoare AB, BC....
a-le triunghiului sferic, <1 a carul unghiurl diedre
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OA, OB.... ati aceiast masura (§- 529) ca §i unghiu-
rile A, B... a-le acelut triunghiti.

De asemene, la un poligon sferic ABCD, cores-
punde un unghitt poliedru OABCD. ,

Din aceasta rezulta ci, g o proprietate de-a un-
ghiurilor triedre sait policdre, corespunde o proprietate
analoaga de-& triunghiurilor sai poligoancelor sferice ;
este de ajuns de-a inlocui in enunciul acele; pro-
prietati cuvintele: fata prin lature, si unghiv, diedru
prin unghiit.

533. Daca prelungim crestele unghiului triedru
OABC (fig. de la §. 532) dincolo de virful O, for-
mam un unghii poliedru simetric OA’B’(Y care
determina pe suprafata sferef, triunghiul sferic A’B’C".
Aceste doa triunghiurt ABC, A’B’C ', a cidror virfuri
sint diametralminte opuse doa cate doi se numesc
traunghiurt sferice simetrice.

~ De asemene, unux poligon sferic corespunde un
poligon. sferic simetric.

In general doa poligoane sferice simetrice unul
altuia, ai unghiurile i laturile lor respectiv egale,
insd nu se pot suprapune fiind-ci sint dispuse in
ordine inversi. Un triunghiii sferic poate fi supra-
pus simetriculul seti numai daci are doj unghiuri
egale, adica daca este isoscel ~ :

534. TEOREMA.— Unghiul a dodt arcuri de cerc

A mare are drept ‘masurd porfiunca
‘ de arc de cerc mare, descris din
virful unghiuluz ca pol si cuprinsd
intre laturile unghiuli,

Fie' ABC, ADC doa cercurs
mari, A virful unghiului format
de ele; fie BDE cercul mare
deseris din A ca pol. _
Punctul ‘A fiind polul arculys BD, fie-care din
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arcurile AB, AD este un sfert de circumferenta de
cerc mare si prin urmare unghiurile AOB si AOD
sint drepte. Asa dar, unghiul BOD este unghiul plan
corespundetor unghiului diedru BACD, si arcul BD
care masoard unghiul BOD masoara i unghiul BAD
format de cele doa arcuri de cerc mare. |

535, Corolar I— Daca luam dealungul circum--
ferentet BDE si in acelasi senz, arcurile BP si DP’,
egale cate cu un sfert de circumferenta mare, punc-
tul P este polul arcului AB si punctul P’ este polul
arcului AD, si arcul PP’ este egal cu: arcul BD.
Asa dar: wnghiul BAD are drept masurda arcul de cerc
mare care ungste polit laturilor ungliulul.

536. Corolar II. — Daca consideram toate cer-
curile mari de o potriva inclinate pe cercul ABCE,
polit acelor cercuri sint pe o circumferenta descrisd
din P ca centru si cu distanta polara PP’ ca rada.

537. Corolar IIl. — Daca prelungim arcurile BA,
DA dincolo de intersectiunea lor, avem —unghiurile
BAD, EAF, care fiind opuse la virf, sint egale in-
tre ele, iar unghiurile BAD si DAE sint suplemen-

tare.
: 538. TEOREMA.— 1. In un triunghiu sferic, o
lature este mat mica de cat suma celorlalte dod.

2. Suma laturilor wni triunghii sferic_este mai
micd de cat circumferenta de cerc mare. ‘

- 1. Fie ABC un triunghiii

i é/'\{, sferic si O centrul sferei; pla-

\ \/ nurile arcurilor de cerc mare carl
\ : £ o v
B formeaza triunghiul ABC, deter-

NS mind un triedru OABC, a carul
Vil , fete sint masurate de laturile
\ 1 ' corespundetoare a _triunghiului
g ABC. Insa, fata AOB este mal

mica de cat suma celorlalte doa; prin urmare si
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arcul AB este mai mic de ¢it suma arcurilor BC, CA.

2. Suma fetelor AOB, BOC, COA este mai mica
de cat patru unghiuridrepte (§.379): prin urmare
perimetrul triunghiului ABC este mai mic de eit o
circumferenta de cerc mare.

539. Corolar. — O lature a unul triunghii sferic
este mat mare de cat_diferenta celorlalte doa.

540. TEOREMA.— In un triunghii sferic, la un
unghiti mai mare se opune o lature mat mare.

Aceasta rezultd din proprietatea analoaga a un-
ghiului triedru (§. 372), insd se poate demonstra si
cum urmeazi.

/] Fie unghiul. ABC mal

¢ mare de cat unghiul ACB;
A se va pute duce in unghiul
ABC un are de cerc mare

BD care si facid cu BC un unghiti egal cu BCA.
Triunghiul BDC avind doa unghiuri egale va fi i-
sogeel si vom ave BD=DC. Triunghiul ABD da:
AB<AD--BD
i inlocuind laturea BD prin egala sa DC avem
AB<AC.

541. Observatiune. — Dupa cele aratate la §. 532,
care videm ca se adiveresc prin teoremele prece-
dente, putem intinde cit de departe analogia dintre
unghiurile triedre si triunghiurile sferice. Ast-fel, ra-
portandu-ne la Teorema de la §. 386 vom dice: Z
Suma unghiurilor unui triunghii sferic este mal mare
de cat doa unghiuri drepte si mat micd de cat sese un-
ghiurt drepte; 2. cel mar micunghii al unui trivnghii
sferic, marit cu dod unghiurt drepte, este mat mare de
cdt suma celorlalte doa.

Din aceste rezultd ca un triunghiii sferic poate
sd aiba, unul, dod sati trel unghiuri drepte. Daca
triunghiul este bidreptunghic, virful unghiului care
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nu'i drept este polul laturei opusa, si laturile care

formeaza acest unghiu sint sferturf de circumferenta

de cerc mare. In triunghiul sferic tridreptunghic, toate

Jaturile sint sferturi de circumferenta de cerc mare;

acest triunghiti este a opta parte din suprafata sfere
e care sa afla. "

542. TEOREMA.— Pentru ca un cerc mare s@
fie perpendicular pe un cerc mic, trebue. st este de ajuns
ca cercul cél mare sa treaca prim polit celut mic.

Sa consideram figura de la §.520. Fie AMB
cercul mic a carui polisint P si P’ die ca pentru
ca unghiul SMT sa fie drept, trebue ca planul OMS
si coincidi cu MPP’. In adevar, planul MPP’ este
perpendicular pe MT, caci confine dreptele OM g1
PP’ ambele perpendiculare pe MT. Daca dar un-
ghiul SMT este drept, atunct MS este in planul MPP’
si prin urmare coincide cu planul OMS.

543, Corolar. — Prin un punct de pe suprofaja
unet sfere se poate duce un cerc mare perpendicular
la un cere dat, si mu se poate duce de cat numat unul.
Acesta este cercul care trece prin punctul dat si prin
polii cercului dat.

Daca punctul dat ar fi in aunul din polii cer-
cului dat, ar fi nedeterminare ; lasand insd la o parte
acest caz videm ca prin un punct dat se pot duce
doa arcuri de cerc mare, perpendiculare la un cerc
dat.

544, TEOREMA.— Daca, pe suprafaja unes
sfere, luam o circumferenid si un puuct exterior €l ;
st daca prin punctul dat ducem cel mai mic din arcu-
rile de cerc mare perpendiculare pe cercul dat st mat
multe arcuri de cerc mare oblice, atunct:

1. Arcul perpendicular este mal mic de cat ori-ce
are oblic: Vi

9 Doa arcuri oblics a cdror pivioars sk egal
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departate de piciorul arculul perpendicular, sint egale ;
3. Din doa arcuri oblice acela este mai lung, a

carui- picior este mai departat de piciorul arculu per-

pendicular. :

- Fie AEB circumferenta si O
punctul luat pe sfera; fie PP’
polif acestei circumferente, OI
arcul de cerc mare perpendicular
pe AEB, OC un are oblic.

Cercul AEB, imparte sfera
in doa calote, din care una va
contine punctul O si fie P polul
asedat pe aceastd calotd; sa ducem arcurile de cerc
mare PC, PD si fie K intersectiunea arcurilor OT) SR

k)

1, Triunghiul sferic POC da :
e PC—PO<OC
adica PI—PO<OC, sau OI<0C.

2. Fie C si E doa puncte astfel ca CI—IE:
coardele OE s1 OC sint egale fiind-ca punctele E
st C sint simetrice in privirea planulut PIP” coar-
dele fiind egale si arcurile OE si OC sint egale fi-
ind-ca at aceiasi rada.

3. Fie. D mai departe de I de cit C. Triunghiu-
rile sferice OKC si PKD day : '

.. OC<OK +KC, PD<PK +KD,
adunind, avem .
OC-+PD<OD-}PC;
insd PP
prin urmare PC<OD. :

545. Corolar I.—Daca punctul C descrie cercul
AEB incepind de la punctul I, arcul de cere mare 0C,
egal mai intdi egal cu OI, creste. devine egal cu OPT',
apol descreste revenind la OI. O este prin  urmare
cel mai scurt drum de la punctul O la circumferenta
AEB ; adicad cel mai scurt drum, de la un punct la
o circumferentd pe sferd, este arcul cel mal mic din-
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tre cele dod perpendiculare duse prin punct la eir-
cumferenta dati. Lungimea acestui arc OI se numeste
distanta sferica a punctului O la cercul AEB.

546. Qorolar 1l.—Daca punctul O ar fi unul din
pelif cerculni AMB, atunei cel mal mic drum de la
P la circumferenta AMB este said PI, sau PC, spi
PD ... care toate sint egale intre ele ; prin urmare :

Cele mat scurte drumuri de la potul umel circum-
ferente la punctele acestei curbe, pe suprafata  sferica,
sint toate eqale intre ele.

D4T. Corélar I1L. —Fiind date dod puncte A s1 B
pe sferd, din punctul A ca pol si
cu ‘AB ca distanti polard descri
o circumferentd CBD si duc cer-
cul mare ABA’. Din Corolarele
de la §§ 545 s1 546 rezulta ca
arc.AB este druml cel mal scurt
de la punctul A la punctal B ;
asa dav: drumul cel mai scurt in-
tre doa puncte de pe suprafala unei sfere este arcul de
cerc mare cuprins intre acele puncle.

548. TEOREMA. Fliind dai un triunghin sfe-
ric, daca din virfurile lul sc descrit circumferente de
cercuri mare, aceste impart suprafaia sferet in opt tri-
unghiuri sferice ; virfurile fiecaruia sint polit laturilor
triunghiulut dat. -

Fie ABC triunghiul dat si circumferentele de

cere mare B’C’'B'C", C'A'C”A",
" A'B’A”B’’ desurise respectiv din
-virfurile A.B.C, ca poli.

- 1. Circumferentele de cerc
mare B'C'B”C”, C'A'C”A", este
evident ca impart semi-sfera an-
terioard planului circuwmferentei a
treia A’'B’A"B”, in patru triun-
ghiuri g1 anume : A'B'C’, A’C'B”
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B'C’A” si C'B"'A", si semi-sfera posterioard aceluiasi
plan in alte patru triunghiuri: A'C°'B’, B'C"A"; A'C"B"
si B'C’A’ io totul avem opt triunghiuri a-le ci-
ror virfurl sint cele sese puncte de intersectiune:
A, A, B, B”, C¢, (", a-le celor trei circumferente.

2. Si ludm triunghiul A'B”C’; die ca virturile
lui: A" B",C’, sint polii laturilor BC, CA si -AB a
triunghiului ABC. In adivér, punctul B fiind polul
circumferentei A'C’, distanta BA' este un sfert de cir-
cumferentd de cerc mare ; punctul C fiind polul ecir-
cumferentei A'B’, distanta CA’ este §i ea egald cu un
sfert de circumferentd de cerc mare. Atunci rezulti
cid punctul A este indepirtat de un sfert de circum-
ferentd de cerc mare de fie-care din punctele B §i C;
prin urmare el este polul arcului BC. Tot asemene
vom demonstra ¢i B este polul arcului AC si C’ po-
lul arcalui AB.

549. Qbservatinne.—Dintre cele opt triunghiuri,
se conslderd ca mal important numal triunghiul A’B'C’,
care se deosebeste de celelalte septe prin aceea ci
virful sei A’ se afla de aceiasi parte a arcului BC cu
punctul B, si virful C se afla de aceiagi parte a ar-
cului AB cu punctul C.

Reciproc, dic ca dacd din punctele A'B’C° ca
poli descrim circumferente de cercuri mari, dintre
cele opt triunghiuri care se formeaza, numal triun-
ghiul ABC este acela care are aceleasi proprietafi in
privirea triunghiului A'B'C’. Pentru aceasta observ
cd punctele A si A’ fiind prin ipotezd pe aceiagi se-
mi-sferd terminatd prin. circumfertufa BC a carei pol
este A’, drumul cel mai scurt de la A la A’ este mal
mic de cit un sfert de circumferentd; de unde re-
zultd cd aceste dod puncte trebue si se aflecde.o a-
ceiagi parte a circumferentei de cerc mare B'C’ des-
crisa din punctul A ea pol. ~
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Tot asemene se va vide ci virful B al triun-
ghiului ABC este de aceiasi parte a arcului A'C’ cu
punctul B, si virful C de aceiagi parte a arcului A'B
cu punctul C.

Aceste dod triunghiuri sferice ABC s A'B'C/,
Legendre le-a numit triunghiuri polare pentru ci putem
deseri laturile unuia luind ca poli virfurile celuialalt.
Se mai numesec §i triunghiurt suplementare din cauza
proprietitei ce rezultd din Teorema urmitoare.

550.—TEOREMA —Daci avem doa triunghiuri
polare, un unghiii al wuia din triunghiuri are drept
masurd sxcesul unei semi-circwmferenfe’ asupra laturet
opusa in celalalt triunghui.

Sa imaginim cd in figura precedentd am pre-
lungit laturile AB, AC pdnd cidnd intilnesc laturea
B'C’ a triunghiului A’B’0’; si insemnim cu D si E
punctele de intilnire. Punctul A fiind polul arcului
B'C’, unghiul DAC are drept misurid arcul DE cu-
_prins intre larurile sale. Acum, arcul DB’ este un
sfert de circamferentd de cerc mare, fiind-ci B’ este
polul arcului AC; de asemene, arcul EC’ este un
sfert de circumferentd de cerc mare fiind-ci C’ este
polul arcului AB; avem dar

are.DB—arc. EC=1/, circumf.
care se poate scri
arc.B'E+ arc.ED- -arc. EC'="/, circumf.
sai incd

- arc. DE--arc.B'C'=1/,circumf.
de unde

arcDE— 1k circum)‘.—drc.B'C'.

Tot asemene va fi si cu celelalte dod nughiuri,
Si ludm acum, unghiul A”al triunghiului A'B'C’;
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fie F si G punctele de intersectiune a laturilor sale
A'BY, A'C' cu arcul BC prelungit. Punctul A’ fiind
polul arcului BC, unghiul B'A’C’ are drept maésuri
arcul F'G cuprins intre laturile sale. Acum, arcurile
BG si CF sint amindod egale cu cite un sfert de cir-
cumferentd, fiind-cd punctele B gi C sint respectiv
polii arcurilor A'C' si A’B’, avem dar:

_ arc.BG + arc.CF="1/, circumf.

de unde, deducem ca mai sus

arc:BC +are. FG=1/,circumf.

arc.FG="1/,circumf.—are.BC.

Tot asemene va fi si cu celelalte doa unghiuri.

551. TEOREMA.—Doa triunghiuri sferice, de pe
o sfera sati de pe sfere egale, sint egale in toate pir-
tile lor: 1. daca aii o lature egald adiacenti la dod
unghiurt egale unu] cuw altul ; 2. daca i wn unghii
egal cuprins intre doa laturi egale wna cu alta; 3.
daca ai laturile eqale una cu alta; 4. dacd ait un-
ghiurile egale unul cu altul.

In toate cazurile, triunghiurile sint pgalﬂ sai si-
metrice, daca dzspozz;umea elementelor este acezas‘i in
ambele triunghiurt sai este inversd.

Aceastd Teoremi este o consecvenga a Teoremei
de la §. 387. :

552 Problema I.—Sa se construiasca un triunghii
sferic dreptunghic, cunoscind: 1. o lature a unghiului
drept si ipotenuza ; 2. un zmgbzu $i laturea opusd.

1. Fie 4 si @ numerii cari masoarad laturea datd
§i ipotenuza. Ducem dod cercuri mari DAD’ gi EAE
perpendiculare unul pe altul; pe cxrcumferenpa cer-
cului intal cu incepere de la A ied un arc AC egal
cu laturea datd b ; apoi, din punctul C ca pol si cu
o rada sferica egala cu ipotenuza datd @, descrii un
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cerc BB’ care taie cercul EE’ in dod puncte simetrice

in privirea cercului DCD’'; duc arcurile de cercuri
mari CB, CB’ si avem dod triun-
ghiuri simetrice ACB, ACB’ care
amidndod resolvese problema.

V4
, Pentru ca problema si fie po-
E J}" £ Sibils trebue i este de ajuns ca
w numérul ¢ care misoard ipotenuza
- 83 fie cuprins intre b §i 2—b cari
Y wmisoard cea mal scurtd si cea mai
lungd distantd a punctnlui O la- cercul mare EE'

2. Fie B si b numeril carl mdasoara unghiul i
laturea dati. Construese dod cercuri mari BAB’, BCB’
care ss faca intre ele unghiul dat B; fie P polul cer-
cului int3i si EPE’ cercul mare care este perpendi-

, cular in acelasi timp pe BAB’ si

L TOh '

‘ A Problema se reduce la a duce

B un cerc mare perpeadicular pe BAB’

‘ B adicasd treacd prin P, si astfel ca por-

.’ tiunea interceptatd intre arcurile

A BAB’ si BCB’ si fie egald cu latu-

£ rea datd b. Insi atunci PC va fie-

gal cu 1—b.- Vom descri dar din P ca centru, si cu

o radi sferici egali cu 1-—b un cerc care va tile pe

BDB’ in do# puncte; Cfiind unul din acele puncte

avem triunghiurile BCA si BCA care rezolvesc pro-
blema. Videm ci cond’tiunea de posibilitate este

PC>PD sati 1—b6>1—B,
adici b<B.

In aceastd constructiune am presupus B ascufit.
Dacd B ar fi obtuz, am ave
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PC—=bt—1, PD=B—1
5i conditiunea de posibilitate ar i 6>B.

553. Problema II —S& se construiasca un iriun-
ghin sferic cunoscindu-t cele trev laturi.

; Sé insemnam prin @, b, ¢ numerii cari mdsoars
cele trei laturi, §i si presupunem ed a>b>c. Pentru
ca Problema si fie posibild trebue ca numerii a, 0, ¢
sd satisfacd urmaitoarelor doid neegalitati (§. H38).

a<lb+te, atblte<sd.

Fie NP o circumferenti de cerc mare, pe care
ss ludm arc.BO egal cu a; din punetul B ca pol si
cu o deschidere de compas egald
gu coarda arculul ¢ deserili un are
de cerc DAD’, si din C ca pol cu
. 0 deschidere de compas egald cu
coarda arculul & descrii arcul de
cerc EAE. Fiind cé a este mai
mare si de cat b side cat c, punc-
tele D si E vor veni intre B si
C si fiind-cd BC este mai mic de cit BD--CE, re-
zultd c punctul E vive intre B si D.— Apoi, suma
BD’'--BC|CE’ fiind mai mici de cit o circumferentd
de cerc mare, punctul E’ se afli pe arcul CND’ intre
C si'D, Punctele E si B’ fiind, unul interior si ce-
lalalt exterior calotei determinatid de cercul DAD’ re-
zulta ci arcul EAE' trebue si taie arcul DAD in un
punct oare-care A, care va fi virful al treilea al tri-
unghiului cautat.

5b4. Problema III.—S¢ se construiasca un triun-
ghiii sferic cunoscindu-i-se dodi laturi st wunghwl opus
uneia din ele. A
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Sd insemnam prin a, b si A nu-
mer1li carl misoard cele doa laturi date
si unghiul opus laturel intiia.

Construim doa cercurl mari care
sa faca intre ele un unghin egalcu A :
din virtul A s pe una din latarile a-
cestui unghiu luim un arec AC egal cu
b, s1 apoi din punctul C ca pol 51 cu
o deschidere de compas egald cu coarda
arcului @ descrii un arc de cerc care
taie laturea a doa a unghiului A in punctele B si
B’; unul din triunghiurile ABO, AB'C este triunghiul
cautat.

Si discutdm aceastd problema. Duc arcul de cerc
mare CD perpendicular pe ABA": acest arc CD va
fi ascutit sati obtuz dupid cum va fi §i unghiul A :
in cazul intdi arcul CD va fi drumul cel mai scurt
intre C si circumferenta ADA’; in caz cind CD este
obtuz acest arc va fi ‘cel mai lung drum intre C si
aceiagl circumferentd. Asa dar, pand acum videm ci
pentru ca punctele B §i B’ sd existe trebue si avem:

a>>CD dacid A este ascutit
ai Gl o T s vablig,

Aceste conditiuni sint satisficufe daci @ §i A sint
de specii diferite, si in acest caz problema nu poate
ave de cat o singura solutiune.

Sé presupunem d. e. @ obtuz si A ascufit; daca
este ci se poate duce din C la uyn punct al arcului
ADA’ o oblicid egald cu a care este obtuz, atunci a-
ceasta are si fie in spre acea din laturile CA sai CA’
care este obtuzi; asa dar nu poate fi de cat o singurd
solufiune, care pentru ca si existe trebue sia avem

a<b daci b>1.

Geom. Elem. C. Climescu 23
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sail d<2—b dacd b<1;

daci una din aceste conditiuni este indeplinité ceia-
laltd nu este §1 avem o solutlune, dacid nici una nu
este indeplinitd nu avem nici o solupmne

Dacé presupunem A obtuz si a ascufit, avem
conditiunile

a>>b -daca bl
satl a=>2=b"daca=bh>i.
Dacd a si A sint de aceiasi _specie, problema
daca’i posibild poate ave una saii dod solufiuni.
Consideram cazul cind @ si A sint ascutite: a-

tunci CD este ascutit, §i prin urmare trebue si avem
mal intal

a<CD ;
apol se vede ca avem " dod puncte B si B’ simetrice

in privirea lui D asa cd dacé:
fa<b avem 2 solutiuni

b1 | a>0 ., 1 solutiune, cici atunci a<<2—0:
bl fa<2—0b . 2 solutiupi
| a>b ,- 1 solutiune céel atunel a<<0.

Dacd @ si A ar fi amandodi obtuze, am ave mal
intdi conditiunea a< CD, si celelalte semne gar res-
turna.
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CAPITULUL V

I. SUPRAFATA SFEREI

555. Definitiuni.—Se numeste linie franta requlata
o linie frinta, plana s1 convexa. a carei laturl sint
egale intre ele, si unghiurile iardg egale intre ele.

O asemene linie poate fi inscrisa gi circumscrisa
la un cere, intocma ca §i perimetrul unui poligon re-
gulat.

O linie frintd regulatd are un centru, o rada si
0 apotemd : care sint : centrul si radele cercurilor cir-
cumscrise gi inserise.  Ori-ce dreapta ce, trece prm
centru este un digmetru de-a lintei.

O ‘portiune de plan cuprinsi intre o linie frintd
regulati si cele doa rade extreme a acestel linii, se
numesgte sector pol?gonal regulat. g

556 TEOREMA.— Daca invirtim o-dreaptd ‘in
Jurul unel azxe asadaia n acelasi plan. i de aceiagi
parte cu dreapta, suprajaia nascutda de dreapta are drept
masurd productul - proecfiunel  acestei- drepte pe aza,

prin circumferenfa a cirei radda este  perpendiculara
dusa in mijlocul drepter pand la intilnire cu aza.

"ie AB o portiune de dreaptd sizyaxa; dreapta

e e AB poate ocupa trel pozitiuni
= fagd cu axa ay: 1. Dreapta AB
este paraleld cu 2y. In acestcaz
dreapta AB descrie in invictirea
T A Dy ei, suprafata laterald a unui cl-
lindru drept cu bazd circulard,

§i avem prin urmare:



sal s

.‘mpm/'.AB:AB><ci9~i'umf.OM:CD><c'ircumf.0M.

B 2. Dreapta AB nu are

¥ ///K pici un punct comun cu axa
s nici nu’i este paraleld. In

\ acest caz dreapta AB descrié
suprafata laterald a unui trun-

Ll 07 7 y chiu de con drept cu baze
paralele si avem prin urmare :

supraf.AB=ABXcircumf.OM= 2nABXOM.

Triunghiurile AEB si OIM sint asemene fiind-¢é
an laturile lor peg-pendiculare una pe alta, ceia ce di

oM_IM
AE AB
prin urmare putem seri:
supraf AB=211MXAE :
insi 27XIM reprezinti circumferenta a cirei radé
este IM, si AE este egali cu CD proectiunea drep-
tel AB pe axi : aga dar avem
supraf AB=CD XcircumfIM.

3, Dreapta AB se radima cu uoul din capetelé
ei pe axa de rotatiune. In &

de unde OMXAB=IMXAE:

4 .

’ cest caz AB descrie suprafa® |

i laterals a unul con cireulst |
w N ~ drept si avem: :
P OVERD 5 Y supm}‘.AB=ABXczrmwnf.OM-:

sati facind ca mai sus gisil

supraf AB=AD X circumf.IM
557. TEOREMA.—Suprafata nisculd prin invirtinl
unet linit frinte vequlata n jurul wnul diametri a#
care nu o strabate, are drept masurd productul F

-
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cotiunet sale pe  axd  prin circumferenta inscrisd in
R e linia franta. ,

i Fie ABCD o linie

Sk franta regulatd, O cen-

trul ei, xy diametrul

D i jurul cdruia se in-

7 y virteste linia frantd si

OI = OK = OL apote-

/
A,

X o

(N W
=N = - -

g

ma el.
Aria niscutd de linia ABCD se compune din
suma ariilor niscute de laturile ei: insd avem (§'5D6);

supraf.AB==ab X circumf.Ol
supraf.BC=bcX circumf.OK
supraf.CD=cd X circumf.OL ;
adunind avem
supraf.ABCD=(ab + bc+ ed) X circumf.Ql=ad X circumys.OL
8. Corolar. Saprafaia nascutd, de un semi-poligon
ABCDEF requlat de wn numar pareche de latury, care
so invirteste . jurul diametrulut seit  AF, are drept
masurd circumferenta inscrist n poligon prin  diame-
trul cerculul circumseris, caci proeciunea poligonulul
pe diametrul AF este insagi lungimea acestui dia-
metru.
559. TEOREMA.——Suprafata unet zone sferice are
2 drept masurd productul indalfimer  sale
prin circumfer:nfa unui cerc mare.
% 7 Consider zona sfericid nédscutd de
cercul AB prin invirtirea lui in jur de
/) ¢  diametrul DD’; EF—i este inaltimea
7 YA ) o . 5 o s
t zonei si fie R rada sferel. Inserid in
, arcul AB o linie frintd regulatd ACB,
4 carel apotemi este Ol ; in virtutea
Teoremei precedente avem :
Suprataja nascuta de linia frantd ACB=EF Xcircumf.CL

-
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Acum, dacid indoess unuwmérul laturilor liniel frante
ceia-ce se schimba in productul precedent este circumf.Or:
cand  voii indol necontenit numérul laturilor li-
niel frinte, la limitd ea devine arcul ACB siapotema
OI devine egala cu rada acestui arc: avem dar Ia
limita

zona ABC=2n RX4.

560. Corolar 1. In sfere egale, doa zone sint intre
ele: ca indlfimile lor si prin wrmare doa zone de aceiasi
inaltime_sint egale. ;

561. Corolar 1. ~a ludm o ealota sterica, nascuta

de arcul AB prin invirtirea in jur'de di-
ametrul BD. Avem in virtutea Teoremel
A£7 | p precedente
calotaAB=27R < B(C

a : =m><20B X BC=n BD><BC
sau T ABZ -
L Asadar: Suprafata unei calote sferice

este echivalentd cu cercul a cdrut rada este
egala. cu coarda arcului care da nastere caloter.

562. TEOREMA .—Suprafaa sfere’are drepl mi-
surd, productul diametrului seit prin circumferenta de
cerc mare.

Ludm un semi-cerc a cirui radd si fie R
serim in  semi- ur'umferwta lui un semi- pollgon re-
gulat de un numér pareche de laturi si invirtesc po-
ligonul in jurul diametrului semi-cercului : voiu aplica
Corolarul de la § 558. Indoese necontenit numérul
laturilor semi- polmonulm inscris gl rrecmd la' limita
voill ave : ‘

suprafa;fa, sferet=2R X 2nR=4.1R2=er2.

563. Corolar, Formula precedenti ni spune ci:
suprafata sferei este egali cupatru cercuri mari: sau se
mai dice cd este egala cu suprasafa wnui cerc a cirut
radd ar fi egala cu diameirul sferei.



YT e

Tot formula ni aratd ci: suprafeele a doa sfere
sint intre ele ca patratele radelor sai a diametrelor lov.
564 TEOREMA.——Dod triungliurt sferice sime-
trice sint echivalente. :
Fie ABC, A'B’C’ doa triunghiuri sferice - sime-
trice. Ted polul P al cercului cir-
— cumseris. triunghiului ABC si due
arcurile de cerc mare PA, PB,
PC care sint egale intre ele (§.
509). Duc diametrul POP” s ar- .
curile de cer¢ mare PA’, PB,
P'C’. Unghiurile POA §i P'OA’
g fiind egale, rezultd ca si arcurile
PA, P’A’ sint egale intre ele, $1 fiind-ca PA=PB=PC -
apoi vom ave §i P’A’=P'B'=P’C’. In urma acestora,
triunghiurile PAB st P'A’C sint simetrice §i isoscele,
prin urmare se pot suprapune. Tot asemene este si
cu triunghiurile PAC si P'A’C’, PBC i P'BC". Asa
dar triunghiutile ABC si A'B'C’ sint echivalente fiind-
¢d sint compuse din cate trei triunghiuri “egale unul
cu altul. :
565. Corolar. Un fus sferic este egal cu suma &
doa triunghiurt opuse la virf, unghiurile din virf find
egale cu unghiul fusulul.

)

Fie fusul ACBC’ a -cirui
unghiu este C. Duc circumfe-
renta ABA'B’ si videm ¢a fusul
considerat se compune din tri-
unghiurile ACB si BC’A ; insd
triunghiul sferic ABC este echi-
valent eu simetricul seli A’B’C’
asa in cit putem dice cé fusul considerat este egal
“eu suma triunghiurilor ACB si A'C'B’, care sint opnse
in C’, siaciror unghiuri: AC'B si A'C'B’ sint egale in-
tre ele si egale cu unghiul fusulul.

s
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566. TEOREMA.—Daca luam ca wwitate de un-
ghiw unghiul drept, si ca unitale de arie aria triun-
ghiului  tridrept-unghic, atunci wn  fus sferic are
drept masurd de dod-ori numérul care wmdsoard un-
ghaul seii. 5

Este usor de vadut wai intdi cd raportul intre
doa fusuri sferice de pe aceiasi sfera este egal cu ra-
portul intre unghiurile lo-.

" Fie A si A" numeril cari masoard unghiurile a
dod fusuri de pe aceiasi sfera, wvoghiul drept fiind
luat ‘ca unitate; si fie F i F' numerii cari misoard
aceste fusuri, luindv-se ca unitate de arie, aria triun-
ghiului tridreptunghic : avem T2,

.S

o A

Sa lodm A'=1; fusul corespundétor, avind un-
ghiul seti egal en un unghiui drept, va fi un sfert
din aria sferei adicd dublu triunghivlui  trideeptun-
ghic, g1 prin urmare F'=2- proportinnea precedentad
devine ;

Hireao &
g = de unde F=2A.

~

567. TEOREMA. — Suprafata wnut triunghii sferic
LYy are drept masura  suma numerior
cari masoard unghiuride sale, mal
pufin 2, dacd ne punem in condi-
tiunile Teoremel precedente.

Fie ABC triunghiul. Duc cer-
cul mare AB si prelungesc AC si
BC pdod in A si B'. Avem

ABC 4+ BCA'=fusA
ABC-+ACB'=fusB
si (8. 564 ABC+A'CB'=fusC.

Suma membrilor intdi a acestor trei egalitati da
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semi-sfera gi de doa ori triunghiul ABC. Insi, in sis-
tema de unitati adoptatd, semi-sfera este egald cu 4
g1 daca insemnam cu S,A,B,C numerii carl misoara
aria si unghiurile triunghiuluj avem : (§. 565)

4-28=2A12B+2C
de unde S=A B +C—2

568 (orolar. Sa presupunem ci luim ca unitate
unghiulara unghiul care intercepteaza pe o circumfe-
rentd un arc egal cu rada ei; dacdinsemnim cu o un
unghiu oare-care, cu !/ lungimea arcuiui corespundé-
tor avem :

l w ;.
= sal [=or;

gi dacd ludam rada » cd unitate lineard atunci avem
formul /=w. In acest caz unghiul drept este masurat
o e . . A . -
prin , si aria triunghiului tridreptunghic este wma-
" i
tot prin ST :
Acum dacé insemnam prin A’, B’. € unghurile
triunghiului masurate in sistema de unitafi aratate
alcl avern :

si atunei formula de la numérul precedent da:
S=A"LB +C—mn. ;
Numérul abstract A’+B'--C'—-n poartd numele
de excesul sferic al triunghiului.

569. TEOREMA.—Suprafaia unui poligon sferic de

n laturt, are drept masurd Ssuma nuwmerilor cari md-
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soard wnghmm?e sale mat pulin 2(n —2), daci ne
punem n condifiunile Teoremet de la§. 565.

Demonstratiunea acestei Teoreme se face descom-
punand pollgonul in triunghiuri prin areuri de cerc
mare esite din un acelasi punct si aplicind formuia
de la §.566, la cele (n—2) triunghiuri formate.

570. TEOREMA.— Locul geometric al wvirfurilor
triunghiurilor sferice cart an o baza comund st in cari
diferenta ‘ntre suma unghiurior bazer si unghiul opus
este. constanta, este o cz'rauhzferenta ce
trece prin extremitapile bazei,

Fie ABC triunghiul sferic in
car
este egald cu o cantitate constantd b

Fie P polul cercului care trece
prin A,B,C: duc arcurile PA, PB,
PC. ceia ce formeaza trei triunghiuri
1soscele, cari dat:

i uh._r/hiulPAB=zmgh.PCA:ungh.PAC.

Prin urmare suma unghiurilor egale ’BC si PCB
a triunghiului isoscel PBC este egala cu. k si fie-care

din- aceste unghiuri este egal cu o Triunghiul 1s0s-

cel PBC este determinat, céci se cunoagte laturea
BC si cele doi unghiuri adiacente ; prin urmare dis-
tanta AP a virfului variabil A la punu;ul P este con-
stantd g1 locul geometric al punctulul A este circum-
ferenta descrisa din P ca pol si cu PB san - PC ca
distantad polara.

571. TEOREMA— Locul geometric al mr/unlm'
fmu,nghmmlor sferice care ail o bazd comund §i ace
wast suprafata este o czr('umferenla

Fie ABC triunghiul in care AB este baza datd
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§i a cdrui arie S este constanti. Prelungesc laturile
AC, BC pana la intilnire cu circum-
ferenta AB in D si C. Avem (§
) H66) :

A + B4C—2=S.
//# losa, unghiurile CAB si CDE sint

suplementare, precum si unghiurile

CBA si CED; avem dar,

A=2—D

B=2—E:
substituind in egalitatea de mul sus ni vine

2—D5-2-E 0 -2-—9

sall 24+ C—[D4-El=S;
adicd unghiul C al triunghiului ECD diferd de suma
D-E a celorlalte doid unghiuri, cu o cantitate cons--
tanta. Punctele D gi K sint diametralminte opuse pune-
telor A si B siprin urmare sint fixe © aga dar locul ge-
ometric al virfului C este o circumferentd ce trece
prin punctele D si E.

1. VOLUMUL SFEREI

572. TEOREMA — Volumul corpulut ndscut de
un triunghiv. care se invirleste in jurul uner  axe din
planul seii §i care trece prin wnul din virfurile triun-
ghiului, fara sa’t sirabata suprafafa, cste egal cu aria
suprafeter descrisa de laturea opusa virfului fiz, in-
maulfiti cu a treia parte o inalfimei relativd la aceastd
lature.

Fie ABC triunghiul a carui virf A este fix pe
axa de rotatiune zy. Triunghiul poate ave trel pozi-
tioni fatd cu axa de rotatiune;
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1 Laturea AB a trivngliului AB C coinctde cu axa

Al » ay. Perpendiculara dusi din
I\\ < A
Rivepe oy s 5 Cpe AB poate cide intre A
/ i s e v 7
3 ! 1| si B san in afard de A si
| ._B; in cazuel intdi volumul
e 4 /] b

ciutat se compune din vo-
lumurile conurilor ndscute de triunghiurile dreptun-
ghice ACD si BCD : in cazul al doilea din diferenta lor.

[u acelasi timp, cilindrul nascut prin rotafiunea

o - v dreptun_gh_iului v A_BB’A’,Uca}re

e S are aceiagi bazd s1 acelagl in-

i ! niitime ca si triunghiul dat,
|

|
1
; ! este egal cu suma sau diferenta
2 \\ ,/B a2y cilindx%lor nascutl prin rotati-
unea dreptunghiurilor ADCA’
BDCB'. Apoi, conul ACD este o treime din: ecilindrul
BDCB'. Prin urmare in amindod cazurile volumul nas-
cut prin invirtirea triunghiulai ABC in jur de zy este
a treia parte din cilindrul ABB'A” si avem
vl.ABC=1/,70D2 X AB="/,7CD X ATXCB,
fiind-cd productul CDXAB este egal AIXCB, si a-
mindod reprezintd dublul ariel- triunghiului ABC.—
Insi productul 72CD>XBC reprezintd aria suprafefei
nascutd de laturea BC a triunghiului ABC, in rotafi-
unea ei in jur de zy. Prin urmare avem
vol. ABC==supraf.BCX 1/, Al :
2. Laturea AB a triunghiulwi ABC ware de cat
punctul A comun_cu aza

0[ 2. Prelungese CB pana
Al 3 1o intilnire in D cu axa
SN0 gy Triunghiul ABC este
S diferenta intre triunghiu-
S ~ u - . \ .
: rile ACD st ABD: prmm
A v/ le P i

urmare volumual nascut
de triunghiul dat. este egal cu diferenta volumurilor
nascute de aceste doa triunghiuri. Avem dar :
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ol ABC=(suprafDC—supraf.D B)X%}:su pra f.BCX%!.

3. Laturca AB este paralela cu axa-de rotajiune.
In acest caz, volumul cautat este egal cu suma sati
diferenta volumurilor nascute de friunghiurile ABI
si ACL A

£ B Insa volumul nascut de

: triunghiul ABB’ este a treia
parte din cilindrul nascut de
dreptunghiul AB'BI, si vo-
L lumul nascut de triunghiul
X (v BY  ACC este a treia parte din
cilindrul nascut de dreptunghiul AC'CL. Prin ur-
mare in amindoa cazurile avem :

o

Sle = = e 2

w0l ABO—"s 7. AT BC—supraf. BOX %1,

caci 20.ALBC,  exprima

;7.7 aria  suprafetei laterale
“x nascuta de dreptunghiul
| BCQ/B’, sau aria descrisa
1 de laturea BC a acestul

£ u  dreptunghiii.

573. Corolar. — Daca triunghinl ABCeste i-
soscel, atunei MN fiind proectiunea laturei BC pe
axa zy, avem (§.556).

supraf. BC=MN X

sl prin urmare

vol. ABC=MN><c1 :
Wt~
steric,

f‘:?/aﬁ. Afj

|

7 nes
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adica : wvolumul nascut
de un triunghis isoscel,
in condifiunile exprimate
de Teorema, este egal cu

R

Y %, din proectiunca bazei
pe axd, inmultitd cu aria

cerculul a carul radc‘l este egala cu mdltzmea trmnghmlu(

pohgonal requlat care se invirteste in jurul wnui dw-
metru exterior suprafeter lui, are drept masura productul
ariet descrisd, de linia frinta care? serveste de baza,
prin o trevme din apotema poligonului.

VB
Z

Fie sectorul poli-
gonal OABCD s
2y axa de rota-
tiune. Descompun
sectorul in triun-
ghiuri, toate cu

(&

e

|
x _//l/ 0

virful in-0. Vo-
lumul ecautat va

Ny

fi ecral ca suma volumurilor nascute de triunghiu-

rile cari compun sectorul ;

avenr :

vol. OABCD=wol. AOB—+-wol. B( )(f+vql. COD:

vol. AOB

insa

@)

=supraf ABX—-

Ol

vol. BOC=supraf. BCX‘“

vol. COD=supraf. (L?DX 3

asa dar

0]
vol. ( )ABCD=f3—(supmf.AB+supmf. BC +suprar. CD),

sau vol. ()ABCI)=9I

g X supraf. ABCD.
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575. Corolar IL— Daca proectém poligonul de
‘baza pe axa, avem . '
supraf. ABCD=MNXcircumf. O1
si prin urmare
pol. OABCD="37.01". MN ;

~adiea volumul mascut de um sector poligonal; in condi-
fiunile exprimate de Teorema, este eqal cu */5 din pro-
eciunea bazel sectorulut pe axd, immultitd cu aria cer-
culut inscris n linta poligonald. 18
576. Corolar II.— Volumul ndascut de un semi-po-
ligon requlat de wn numer pireche de latury, care se
| iirteste in jurul diametrului seu, este egal cu *s din
aria cevculul inscris inmulfita cw diametrul cerculul cir-
eumseris, cacl in acest caz proectiunea MN este egald
cu diametrul cercului circumscris liniel poligonale.
577 TEOREMA.— Volumul wnub sector sferic
are drept masura aria zonet care’t serveste de bazd in-
multita cu a tréia parte din rada sferel.
e Fie OAD sectorul cireular care
C, prin invirtirea in jurul diametrulul
4 FE’ di nastere sectorulul sferic. In-
seriti in arcul AD linia franta regu-
lata ABCD. In virtutea Teoremel
4 precedente avem 7
I vol. OABCD=1/z O1Xsupraf. ABCD.
; Acum, daca indoesc necontenit
numeérul laturilor liniei frante, aceasta are ca limita
arcul AD, si apotema Ol are ca limita rada OE a
sferet pe care sa o Insemnam  cu R. Asa dar la Li-
mita avem :

B

vol. sect. OAD="]; R>Xzona AD. :
578. Corolar IL— Daca insemnam prin ¢ inalti-
mea zonel care serveste de bazd sectorului - sferic,
avem 1
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zona AD=¢X27aR
§i prin urmare ol sect. OAD="/;. 7R*Xi;
adica: wvolumul wunui sector sferic are drept masura
s din inalfimea zoned care’t serveste de baza, inmultita
cu aria unul cerc mare de a Ssferel.

579. Corolar II. — In sfere egale, doi sectori sfe-
rici sint intre el ca zonele ce li servesc de bazi, si
prin urmare doi sectori sferici a caror baza au a-
ceiagi inaltime sint echivalenti.

580. TEOREMA.— Volumul sfersi. are drept

7 masurd suprafaia e inmulfita cu a treia
parte a raget.

Consideram sfera ca suma secto-
rilor sferici OAB si OBC si avem:

vol. sect. OAC=1/, OA><zona AC
si wol. sect. OBC=1/, OA><zona BC ;
adunand avem ’
vol. sferel de raga OA=1/,OA (zona AC
—~+zona BC) =1/, 0A. supraf. sferet.

581. Corolar .—Am gasit (§.561) ca suprafafa
sferel este egald cu 47R*saunD?, R si D fiind rada
si diametrul sferei; atunci daca insemnam prin V
volumul ‘'sferel, Teorema precedenta da formulele:

=4/, nR® sati V=1/,aD3,

582. Corolar IL— Volumurile a doa sfere sint pro-
portionale cu cuburile radelor sai a diametrilor lor.

583. TEOREMA.— Volumul unui poliedru con-
vex circumscris sferei are drept masurd productul ariet
it prin o treime din rada sferel.

S& ducem prin centrul sferei si prin fie-care din
crestele poliedrului, cate un plan; descompunem
ast-fel poliedrul in piramide pe care le putem con-
sidera ca avind de baze fetele poliedralui, si centrul
sferel este virful comun. Fie-care din aceste pira-
mide are drept misura productul bazei prin o tre-




B _BEg

ime din indltimea ei: toate bazele la un loc dau
_aria poliedrului si inaltimile tuturor piramidelor sint
egale cu rada sferel.
- 584, Corolar.— Volumurile a dot poliedri convext,
circumserisi la o aceiasi sfera sai la sfere egale sint
proporfionale cu suprafefele Jor lsioii i

585. TEOREMA.— Volumul nascut de un seg-
ment circular care sz invirteste in jurul unui diametru
exterior seqmentulut, este echivalent cu Jumatatea volu-
i wnui con_a cirel radia de baza este egald cu
coarda segmentulut si a cdret inalfime
este proecfiunea coardel pe aza de ro-
tatiune. ' Sus :
,_ Fie AMB segmentul circular care
se invirteste in jurul diametrulur DD".

Volumul cautat poate fi consi-

derat ca diferenta intre volumul nas-
_cut de sectorul circular OAMB si acel
naseut de triunghiul OAB; avem dar (8. 578)< |

vol. OAMB=;mOA*}XCE

a.poi' (§.573)
vol. triungh. isoscel CBD =2/, aOI2<CE;

prin scadere avem 2

vol. AMB=");% [OA*—OI*| <CE.

Insa triﬁngliiul drepfunghic OAT_dﬁ
e R R -
OR Ol A=
1 prin urmaré 2
' vol.AMB =1/, © AB".CE
ceia ce demonstreaza Teorema.
586, TEOREMA.— Volumul wnut segment sferic

Geom. Ifleﬁ. 0. Climescw 24



este echivalent cu volumul unet sjere a carel diametri
este egal cu ndlfimea segmentulut, marit cu semi-suma
volumttrilor a doi cilindri cart ai aceiast inaltime s

egala cu inaltimea segmentulut, si ca baze respective ba-
zele segmentulul. :

Trapezul mixtiliniu DAMB(‘ prin invirtirea lui
in jur de diametrul EE’ da nastere unui segment
sferic, a carui rade de baze sint OB si DA st inal-

time CD. ‘
B E Volumul ciutat este ecal cu
A ¢’ suma volumurilor nascute de segmen-
tul circular AMB si trapezul DABC.
A v/ Avem mai intai
ogielihai] vol; AMB=1/- s AB*XCD.
Trapezul DABC descrie un trun-
chii de con drept ,3i volumul séi
este :

vol. DABC=1/, 7 [(B+--DA’L(B. DA]xCD:
prin urmare 5 :
vol. DAMBC=,n [AB*2CB*+2DA*+-2CB. DA|XCD.

~ Duc B din perpendiculara BF pe AD g am ftri-
unghiul dreptunghic ABE care da:

AB’=BF' - AT'=CD’+(AD—BC)t,
saii AB’=CD+-AD* B —2AD>BC.
Substituim aceasta valoare a lui AB? in for-
mula de mai sus : facem reducerile §1 avem
vol. DAMBC = 1/ 7 [CD*+ 301)* +3DA’]. CD,
care se poate seri:

vol. DAMB=1/, (D" -1 [x.CB.CD-. DA%.CD)

_eela ce demonstreaza Teorema,




— 371 —

587. (orolar.— Daca baza BC este nula atunci
avem volumul uner calote sferice

vol. caloter EBAD=1/, 1 DE34-1/, 1 DAs><DE.

588. TEOREMA. — Dod
piramide sferice triunghiulare si-
metrice sint echivalente.

Demonstratiunea  acestel
Teoreme este analoaga cu a-
ceea a teoremeil de la § 564,

b8Y. ¢erolar.— Doa pira-
mide sferice triunghiviare OABC,
OCDE cari aiw wn unghiu diedru opus la creasta OC
si cele doa fefe a-le lor AOB, EOD opuse unghiulut
Jac parte din un acelasi plan, jormeaza la un loc un-
ghierul sferic ACEB a carut unghiv este C.

Aceasta rezulta de acolo ed piramida OCDE
este echivalenta cu piramida OAFB, fiind-ca sint
simetrice. T -

590. TEOREMA — Un unghier sferic are drept
masura productul fusului seit prin o treime din ragdae
sferet.

Aceasta rezulta din faptul ca raportul intre un
unghier si sfera este egal cu raportul intre fusul
corespundétor si suprafata sferei; adica avem:

unghier de ungh A fus de ungh A

 sfera de rada R~ supraf. sferet

.

insa sfera este egala cu suprafata el inmultitd cu o
treime din rada, prin urmare :

unghier de ungh. A fus de ungh.A

supraf.sfer XY/, R~ supraf. sferet

de unde 7
unghier de ungh.A=*/;R. fus de ungh.A .
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- 591. TEOREMA.— Volwnul unei piramide sfe-
rice triunghwulare are drept masurd aria triunghivhi
(le baza immulfita cuw o treime din rada s'/frea
< Fie OABC piramida data.

Planurile fetelor AOC, BOC
impart semi-sfera ABEDC in pa-
tru piramide sferice triunghiu-
lare can dau

OABU-HOBCE=unghierul A
OABCHOACD—=unghicrul B
OABC-HOCDE=unghierul C.

Adunand aceste egalitafi

membru cu membru, avem : :

20ABCe sfera=unghicr. Auny //Lwr BHunghier.C.
Insa avem succesiv
unghier A=pus AX'I;ON, unghier B=/fus BX}X'50A,
wunghier C=Ffus CX1/,0A, si sfera==supra/. sfer ><'l504 ;
aga dar:
OABC="/, [fusAd-fusB + fusC—"[, supraf.sferci X'[;OA
=1, [2ABC+'1, supraf. sf.—",supraf. sfered] <04
saii, OABC—ABCx';0A
ceia ce demonstreaza Teorema. ‘ =
592. TEOREMA.— Volumul uner piramide sfe-
rice poligonale are drept mdsura aria poligorulut  de
baza inmulfita cu o treime din rada sferct.
Demonstratiunea se face descompunandu-\e pi-

ramida polwonala ‘in mai multe piramide friun-
ghiulare. , :

593. Exereitil. 7. S se caleuleze, cw aproximatiune de
un miriametru patrat suprafata globului pamdntesc.
Sa gtie ci circumferenta de cerc mare a globului are 40

‘rimhoane metri saii 4000 m:rmmetm “diametrul globulai este dar
s Mm,; aplicim formula S=nD? si avem




UL g i
i 2 ¥
7T [44020] :’-__16 03_002(-) —hH092958 Mm?

7t
2. Suprafata wnel sfere Im? sd i se calculeze rada.

Avem -4 gR2—=1 de unde R=1/, l//—f;rﬂ-_:O, 262 m.
3. Volumul globului prim(intesc; Rada este 2000,”————"1'—

sail 6366 km. Volumul va fi 5092958 Mm‘><1/3><63\66 Mm.
=1081000000 Mm?. :

Raga soarelui este de 1085 ort rada piamantului. Prin urmar
suprafata si volumul soarelui sint de 11,800 ori si 1280000 ori

suprafata si volumul pamintului.
4. A caleula rada sferéi de Im?

3
1{:‘/-—3L=0,620 .
4 7T :

5. A calewla volumul unel sfere circumserisd la wn me-
trw cub. : : : ,
Rada sferei este jumatate din diagonala cubulai, Dacd @

s 3 3 : :
este laturea cubului, se gaseste r:a~~T; si daci cubul propus

este un metru cub, atunci r:L =—(,866 m. Se giseste cé

2
Vs
e =—2,720625 m3.

6. Daca inscrim in mn Semi-crrc un semi-poligon ye-
gulat de un numér pareche de latury §i'1 circumscrim un
semi-poligon asemene, suprafata sferei ndscutd de semi-cerc
prin invirtire in jurul diametrulul set este medie proportio-
nald intre suprafetele ndscute de poligoane.

Fie OE, OE, OA, OA’, apotemele semi-poligoanelor i
radele lor. £ :

Insemunind prin C, 8, [ ariile ndscute de semi-poligonul
circumseris, semi-cercul st semj-poligonul inscris, avem;

volumnl este



e fntpe Br\ §i BC; prin urmare

C R g o

OA’ OA OE

Insi triunghiurite OAE si OA'E’ fiinl asemene daii ci OA Si-!

este. medie proportionald intre OA” §i OL ; prin urmare si S5
este mcdle pmporponala intre € si L. =
Sd se circumscrie unel 9fere wit con dr ept a chrul &
mpra/wla laterald sd fic indoitul “bazel.
Triunghiul circumseris cercului trebue si fie ecvxlateral
8. Sa se inscrie in o sferd wun cilindru drept astfel
ca swma bazelor si fie eqald cu suprafata laterald.
Se va insceri in semi-cerc un patrat, care patrat prin in-
virtire va da nastere cilindrului cdutat. :
9. Sg se taie o sjera prin - un
A plan astfel ca secfiunew sa fie echiva-
lentd cu diferenta intre cele dod zonc
in cari planul importe suprafatu
sferei. :
~ Avem (§. 561).
Z ) 7. CE*=z [iE2—B£2] s
&’ - de unde BE2=AE’--CE*=AC’
adica BE=AC.
4 Insi BE este medie proporfionala

: AC:=ABXBC; s
adicd puu( tn} D imparte diametrul AB in medie si extrems rapuue ;

10. Sa s~ inserie in o sferd um con drept circular,
cirei bazd si fie fchwalenfa cu jumdtater suprafeter lui la—
terale. i

Fie in h"ura precedenta AE(, el Ceare ddonastere
_«:onu’lux\ baza sa este n/\\,.J; §i° supracfa laterald este
#CEXAD ; trebue si avem dar: 7i&E:zt)E de u ;wzulta ci
triunghiul AED este ecvilateral, ] s,
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INDREPTARI

randul al B-lea 14 inceput, in loc de AB si se ceteasci AC.
la figurd liniile AB si A'C trebue si fie pline.

la figura intdia trebue pus jos O’

st v dog o, la stinga D'

randul al 13-lea din jos in sus in loc de A si se ceteascii A',

la fignrd jos trebue M’ in loc de M. :

- de jos cercul al doilea trebue M’, B’ in loc
de M, B.
la figura intii, la dreapta trebue literele O, O’ fn loc

de C, O

la figura adoa la dreapta trebue litera O° in loc de O.
la’ figura a Goa trebue O" in loc de O _

la figura intaia la mijloc trebne B, si B’ in loc de B, B’
in locul gol de jos trebue figura

A Lo

la figura intdia sub M trebue N’ in loc de N

la figura de jos pe laturea din stdnga a triunghiuluf tre-
s t"ﬁiﬂjﬂgnl‘%\de E si pe laturea din dreapta trebue D’
T uv L

la figura a doa, dreptele EB si DB trebue si se Intil-
neascid pe circumferenta.

130, “ndul al 13-lea in loc de DC trebue DC?

~wiu un ped
duce ¢~ 140,
e

24 141
164

170

rindul al 5-lea de jos in sus in loc de,cid* trebue ,,da’
la figura de jos, in loc de punctele O, T de la dreapta
trebue O', T’ :

randul al 16-lea in loc de C trebue O.

rindul al 14-lea de jos in sus in loc de ,circumseris‘
trebue ,,circumscrim‘ 5

la figura din dreapta trebue h’ in loc de h,
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la figurd, in paralelogramul din mijloc in loc de P de sus
trebue P; si in loc de P de jos trebue F

la figura din dreapta trebue s’, ¢’ tn loc de S. C.

randnl intdl in loc de ,.cplicd** trebue ,,aplicd*:.

rindul al 5-lea de jos in sus in loc de I trebue 12,

ridndul al 5-lea in loc de % trebue ;—

rindul al 9-lea in loc de AOC trebue OAB.
la figurd iu dreapta trebue M, A" in loc de M, A, sifn
mijlocul circumferentei celei micj trebue pus O

~la figura din dreapta, piciorul fniltimei pe baza abe tre-

bue insemnat cu litera 1 si pe baza a'dc’ eu 4.

la figura a 2.a centrul cercular circumseris triunghiuluy
abc trebue insemnaf cu 5 in loc de @, §i jos trebue p’ in
loc de a. E

randul al 20-lea in loc de AB trebue A, B.

rindul al 22-lea in loc de B trebue A’, dupi care tre-
bue adaose cuvintele ; virful B’ se afli de aceiagi parte

a arculai CA cu punctul B”

randul al 16-lea in loc de P'A'C trebue P'A'B’.

la figura a doa pe linia intiia trebue A’ B’ in loc de A, S’

rindul al 6-lea de jos tn sus, liniufa de dinaintea fractin-

0 :
nei s trebue sa lipsascd.
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