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In editia 1 se strecurase o mulțime de erori 

de tipar, şi figurile de şi lămurite, însă nu erai, 

corect executate. 

In această edițiune toate erorile de tipar 

sînt îndreptate, iar figurile sînt făcute din noă. 

Prin acestea se deosebeşte ediția a doa de 

întăia, a. cărei prefață o reproducem. 

Dintre toate cărţile franceze de Geometrie, acea în- 

titulată „El&menis de (idomâtrie“ redactată de prote- 

sorul A. Amiot (mort în 1864), este considerată de 

taţă şi cu drept cuvint, ca cea mai bună pentru elevii 

de Licee. 
In şcolile noastre secundare, programa de Geo- 

metrie este întocmită după acea â şcolilor franceze ; 

prin urmare cartea lui Amiot poate fi utilă şi elevilor 

noștri. 
In acest scop am dat la lumină această lucrare, 

care în formă nu este întocma Geometria de Amiot, 

dar conţine tot ce se află în ea, cu adăogiri însemnate 

luate din acte tractate. 

Din diverse - împrejurări, şi mai cu samă pro- 

babil din cauza scurtimei timpului, elevii nu fac în- 

deajunse probleme de Geometrie, Pentru a facilita 

acest uţil exerciţiă, am întrodus una sută şepte-zeci 

probleme, cv indicaţiuni sumare de rezolvire, ceia ce 

pune pe elev în si:.> să le rezolvească singur cu 

uşurinţă.





GEOMETRIA ELEMENTARA 

A — 

PRELIMINARE 

1. Spaţiul ocupat de un corp oare-care, este zolumul 

acelui corp. Porțiunea din corp, care este în contact 

imediat cu ceia ce'l încunjură, este suprafața lui. Cănd 

doă suprafeţe se întilnese, ele formează prin întâlnirea lor 

o linie, Liniile, prin întîlnire, dati puncte. 
-Nu există corp în natură care să nu aibăun vo- 

lum. Pe de altă parte, nu există corp care să aibă nu- 

mai suprafață, sai numai linii, saii numai puncte, fie 

împreună fie izolat; cu toate acestea, în imaginațiunea 

noastră noi le putem considera deosebit pe fie-care, şi 

aceasta pentru ca să le putem studia mai lesne. 

Geometria este acea parte a științelor matema- 

tice care are de obiect de aștudia volumurile, suprafețele 

şi liniile corpurilor, a cerceta și a stabili mijloacele de a 

le măsura. 
In această carte ne vom ocupa numai de liniile, 

suprafeţele și volumurile cele mai simple şi de un uz 

continuă. 

2. Despre punctul geometric nu avem nimic de dis, 

căci nu are nici una din dimensiunile unui corp și prin 

urmare nu'avem ce măsura în el. El există numai ca 

o concepţiune a omului, iar nici de cum în realitate. 

Punctul făcut pe tabelă cu crida, sai pe hărtie cu con- 

deiul, este o imagine foarte exagerată a punctului ge- 

ometric ; sîntem însă nevoiți să ne servim de ast-fel
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de imagini, fiind-că nu avem alt-ceva mai bun la dis- 
pozițiunea noastră. Sa j 

3. Linia geometrică, are numai lungime ; ea mai 
poate fi considerată ca născută prin mișcarea continuă 
a unui punct care ar lasa urme în fie-care loc ce'lo- 
cupă în mișcarea lui. 

Cea mai simplă dintre linii este linia dreaptă. Ușor 
îşi poate cineva face o idee de ce este, o linie dreaptă: 
o radă viguală ce pleacă din ochiul unui observator şi 
se îndreptează cătră un punct oare-care, distanţa cea 
mai scurtă dintre doă puncte, urma lasată de un punct ce se mişcă în o direcţiune constantă, un fir de aţă întins, ete. sînt linii drepte (*). 

O porţiune de linie dreaptă se numește un segmeni de dreaptă, 
Atăt linia dreaptă, căt și un segment al ei, se no- 

a tează, pe hărtie saă ” 2 tabelă, prin doăli- 
tere puse în doă din punctele dreptei saă la capetele segmentului. Astfel AB însemnează sa linia dreaptă ce trece prin punctele A și B, sai segmentul ei cuprins între aceste doă puncte. 

Mai multe segmente de dreaptă, așegate astfel ca 4 B „Un punct să le poată descri fără 
întrerupere, formează o linie Z frntă saă poligonală ; astfel este C linia alăturată ABODEFG. 

Cănd un punct se mișcă 2 F. ast-fel că în fie-care moment își G „schimbă direcţiunea, urma lasată 

  

*) Ca definiţinne geometrică a linici are de Euclide, anume: linia dreaptă esie acea care este așezată egal în 
respectul iuturor punctelor sale; (vezi „ Recreaţii Ştiinţifice. Anul ÎI 
pag. 2, lași Sa) brin aceasta noi credem că Kuclide a trebuit să înţeleagă 
că: ori-ce punct al liniei îşi are simetricul seă in privirea ovi-cărui £ 

punct ee Punet : 
3 p Ori-cărui alţ 

pte, este numai acea dată
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de el este o linie curbă. O asemenea linie nu este nici 

dreaptă nici frăntă: astfel 

este linia alăturată ABODE. 4 C 

Sînt un număr infinit / NO NZ 

de specii de linii curbe, fie-. 9 

care cu definiţiunea ei. Geo- 

metria elementară se ocupă numai de una şi anume 

de curba a cărei puncte sint de o potrivă depărtate de . 

un punct fiz; ast-fel este linia 5 

alăturată ABOD. d 

Această curbă se numește 

circumferenţă de cere şi punctul C 

fix O este centrul circumferenței. 4 

4. Suprafaţa geometrică are 

lungime şi lăţime, ea mai poate j 

fi considerată ca născută prin , 

mișcarea continuă a unei linii care ar lăsa urme în 

fie-care loc cel ocupă în mișcarea ei. 

Cea mai simplă suprafață este planul, care este 

astfel că o linie dreaptă ce trece prin doă din punctele 

lui, se află aședată în toată-lungimea ei în plan. 

Faţa unei tabele, o foae de hărtie întinsă fără în- 

doituri, faţa unni părete, o oglindă, ete. presupuse pre- 

lungite îndefinit, sînt planuri sai suprafețe plane. 

Planul poate fi considerat ca născut prin mișcarea 

unei drepte care se razimă, pe alte doă drepte ce aă 

un punet comun. 
. 

5. Liniile, suprafeţele şi volumurile poartă numele 

de figuri. 
Figurile se împart în doă clase şi anume: figuri 

plame, adică acele a căror puncte în totalitatea lor sînt 

aşedate în un plan; toate celelalte sînt figuri neplane, . 

sau în spații. 
De aici rezultă și diviziunea Geometriei în: plană, 

şi în spațiă.
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Doă figuri se gic egale, atunci cănd aplicăndu-le 
una peste alta, ele coincid în toate punctele lor. 

Doă figuri se dice că sînt echivalente, atunci cănd 
aii aceiași lungime, sai aceiași suprafață, sau același 
volum fără a ave aceleaşi forme. , 

6. Semnele întrebuințate în Aritmetică și Algebră, 
le întrebuințăm şi în Geometrie: apoi ne mai ser- 
vim de: | 

semnul -v care se ceteşte asemene, 
semnul || care se ceteşte paralel 
semnul _ care se ceteşte perpendicular. 
Aziomă este o propoziţiune evidentă. 
Teoremă este un adevăr ce trebue demonstrat. Enunciul unei Teoreme trebue să conțină doă părți: una, numită ipoteză, este o presupunere ce se facea- supra unui subiect, şi a doa numită conrluziune, este consecința ipotezei. Cănd pentru a scoate concluziunea din ipoteză este nevoe de un râționament, 'acesta se numeşte demonsirațiunea Teoremei, | __ Doă Teoreme sînt reciproce, atunci cănd ipoteza ŞI coneluziunea uneia sînt coneluziunea Şi ipoteza ce- | leialalte. Nu totdeauna reciproca unei Teoreme este un adevăr. 

Lemma este o Teoremă care servește la demon- strațiunea unei alte Teoreme. 
Corolarul unei Teoreme este o consecință a ei.



GEOMETRIA PLANA 
a —— 

CARTEA |. 

LINIA DREARTA - 

CAPITULUL 1. 

UNGHIURI. 

17. Porțiunea de plan, cuprinsă între doă drepte 

care pleacă din un acelaşi punct A. în direcțiuni deo- 

sebite, se numește unghiul acelor doă drepte. 

Punctul A comun celor doă CC 

drepte este vîrful unghiului, 

iar dreptele sînt laturile un- 

ghiului. Z 

Un unghiu se însamnă 

sau prin singura literă scrisă 
la vîrful lui, sai prin trei 8 

litere din care căte una pe fie-care lature și una la 

virf. Figura alăturată reprezintă un unghiu care se 

însamnă sali prin A sait prin BAC; litera din vîrf - se 

pune totdeauna în mijloc. 
_ Mărimea unui unghiu nu atirnă de căt de descbhi-
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dătura laturilor lui, care trebue presupuse prelungite 
fără capăt. Cănd laturea AC coineide cu AB, unghiul 
drepielor este nul ; laturea AC rădicăndu-se de pe AB, 
prin rotaţiune în jur de punctul A," face un unghiu 
din ce în ce mai mare cu laturea AB. 

8. Doă unghiuri sînt egale dacă se pot suprapune. 
Un unghiu compus din alte unghiuri, este egal cu 

suma lor. ” 
Suma mai multor unghiuri este mai mare de căt 

fie-care unghiu în parte. 
Dacă un unghiu se compune din m unghiuri tot una de 

mari atunci unul din aceste este am: parte din cel dintăi. 
Doă unghiuri BAC şi DAC cari aă același vîrf A, 

o lature comună AC și aședate 
D “de o parte şi de alta a latu- 

rel comune, se numese un- 
C ghiuri adiacente saă alăturate. 

Z 3 9. Să considerămo dreaptă - oare-care CD ; din un punct A al ei, să plece în o direcţiune oare-care o dreaptă 
AB; avem de aceiaşi parte a 

2 dreptei CD; aoă unghiuri ad- 
iacente BAD și BAC, şi după 
cum este figura videm că: 
unghia BAD unghiu BAC. Cc A A căci aceste doă unghiuri fiina 
suprapuse nu coincid, Dacă rotim dreapta AB în jurul lui A așa ca unghiul BAD 

să se mărească, atunci adiacen- 8 tul seii BAC se va micșura, și 
este de observat că cu căt cel 
întăi se mărește, exact cu atăta 
se micşorează cel de-al doilea. Z 3 3 Continuănd rotirea laturei AB, 
Va veni un moment cănd pozi-
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ţiunea dreptei AB va fi ast-fel că cele doă unghiuri 

adiacente vor. fi egale, cum este în figura din urmă : 

această poziţiune este unică, şi se gice că: dreipta 

AB este perpendiculară, pe dreapta CD : în toate cele- 

lalte poziţiuni, dreptele se gic că sînt oblice una pe alta. 

Unghiul format de doă drepte perpendiculare una 

pe alta se numește unghiu drepl. , 

Un unghiv mai mare de căt un unghiu drept se 

numeşte anghiu obtuz, și: mai mic se numeşte ascuțit. 

Este uşor de vădut că toate unghurile drepte sînt 

egale. Fie dreptele AB şi ab perpendiculare respectiv pe 

dreprele CD şi p 4 

ed: die că de. | 

unghiul drept 
BAD esteegal 
cu unghiul 
drept bad. In 

adevăr, pun C | 4 We a d 

dreapta OD peste cd ast-fel ca punctul A să cadă în a: 

perpendiculara AB va lua direcţiunea perpendicularei 

ab, şi prin urmare laturile unghiului BAD vor coincide 

cu laturile unghiului bad. 
Doă wnghiuri a căror sumă este egală cuun un- 

ghin drept se numesc complementare, şi doă unghiuri a 

căror sumă este egală cu doă unghiuri drepte se nu- 

mesc suplementare. 

10. TEOREMĂ.— Când doă linii drepte AB și CD 

se întretae în un punct E, suma, 

a doă unghiuri adiacente AFC 

și CEB, formate de aceste drepte, 

este egală cu doă unghiuri drepte 

și prin urmare unghiurile con- 

siderate sînt suplementare. 
Să rădicăm în punetul E, per- 

pendiculara EF pe AB; unghiul 
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obtuz AEC este egal cu suma unghiurilor AEF, FEC; 
aşa dar suma unghiurilor adiacente AEC şi CEB se - poâte înlocui prin suma a trei unghiuri și anume : AEF, FEC și CEB; însă din aceste trei unghiuri, cel dintâi este drept și celelalte doă la un loc fac cătun unghiu drept, prin urmare suma acestor trei din urmă unghiuri, sai suma celor doă unghiuri adiacente. AEC și CEB, fac la un loc doă unghiuri drepte. 

Tot asemene se va demonstra că unghiurile adia- cente DEA şi AEC fac la un loc iarăși doă unghiuri drepte ; ere. Ă 
11. Corolarul 1 —Dacă unul din cele patru unghiuri este drept, atunci şi celelalte trei sînt drepte. In adevăr, 

dacă d. e. unghiul CEB este 
C drept atunci și adiacentul set 

CEA va fi drept, căci aceste doă 
unghiuri sint suplementare. De Z Z B asemene, dacă unghiul CEB este 
drept și celalalt adiacent al sei 

7 BED va fi drept, pentrn același 
„_ Cuvînt. În fine unghiul AED tre- bue să fie şiel drept căci este suplementul unghiului Grept CEA. 

12. Corolarul IL—Ory căt de multe unghiuri vor fi de aceiași parte a unei drepte, cu vârful comun pe dreaptă, suma, lor este egală cu doă unghiuri drepte. P Fie, în condiţiunile enug- E G țate, unghiurile ACD, DCE 5 27 ECF, ECG, GCH și HCB, 
uma tuturor acestor un- ___ Shiuri este egală cu suma J e B unghiurilor ACD şi DCB, 

car am văzut că fac quvă tnghiuri drepte, prin urmare rezultă ceia ce era de demonstrat, 
| 
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13 Corolarul III —Cănd mai multe drepte trec prin 

um punct, suma tuturor unghiurilor formate în jurul 

punctului, este egala cu patru unghiuri drepie. Fie d. e. 

dreptele AB. AC, AD, AE, AF, AG, care toate trec prin 

A ; avem șese unghiuri cu virfal în A. Prelungim d.e. 

EA, şi avem de o parte a dreptei EH unghiurile EAF, 

FAG, GAB şi BAH a căror sumă este doă unghiuri 

drepte ; de ceialaltă parte a dreptei EH avem unghiu- 
rile EAD, DAC și CAH 
a căror sumă este iarăși 
doă unghiuri drepte; acum 
făcând suma tuturor aces- 
tor şapte unghiuri, avem 
toate unghiurile ce am 
format în jurul punetului 
A, şi această.sumă va fi 
prin urmare egală cu de 
doă-ori doă unghiuri drepte, saii cu patru unghiuri drepte. 

14. TEOREMĂ. — Dacă doă unghiuri adiacente 

ABC şi CBD sînt suplementare, laturile lor necomune 

AB, BD sînt în linie dreaptă. 
Dacă BD nu este prelungirea dreptei AB, atunci 

fie BE această prelungire. Avem : 
unghiu ABO-runghiu CBD=—2 unghiuri drepte prin 

ipoteză, şi 
unghiu ABO-tunghiu CBE=2 unghiuri drepte 

prin construcțiune; de unde rezultă că aceste doă 

sumi să fie egale între ele, ca 
fiind fie-care egală cu doă 
unghiuri drepte. Insă aceste 
doă sumi ai un unghiu ABC 
comun, rămăne dar ca un- 
ghiurile CBE şi CBD să fie 
egale între ele, ceiacenu este 
în realitate, căci videm că unghiul OBD este cuprins în 
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unghiul CBE. Tot la un asemene rezultat absurd am 
ajunge, ori-ce altă direcțiune am presupune că ie pre- 
lungirea dreptei AB, afară de direeţiunea BD ; rămăne 
dar că, singura direcţiune ce poate să iee prelungirea 
lui AB este BD. 

15. TEOREMĂ.— Când doa linii drepte AB, CD se 
întretae în un punct O, unghiurile opuse la vîrf sînt e- 
gale între ele. Să lim d e. unghiurile COB şi AOD 

opuse la virf unul altuia. 
C B Suma unghiurilor adiacente 

AOC şi COB este egală cu 
doă drepte (Ş. 10); de ase- 

___mene, suma unghiurilor adi- 
Z 2 acente AOC și AOD este ia- 

răși egală cu doă drepte: prin 
urmare aceste doă sumi sînt egale ; scoţind din aceste 
sumi unghiul comun AOC, rămăne că unghiurile COB 
şi AOD opuse la virf, sînt egale între ele. 

16. Probleme.— Se numește bisectoara unui unghiu, dreapta ce împarte unghiul în doă părți egale. | 
1. Bisectoarele a doă unghiuri adiacente şi suplementare sânt perpendiculare una pe alla ; căci căte o jnmătate din cele doă unghiuri fac la un loc un unghiu drept, Și unghiul bisectoarelor considerate se compune tocma din câte o jumătate de-a celor doă unghiuri adiacente date. 
2. Când patru unghiuri adiacente fac la un loc patru un- Jhiuri drepte, dacă cel întâi este egal cu al treilea, şi al doilea cu al patrulea, atunci laturile acestor unghiuri sânt doă câte doă în linie dreaptă ; căci nnghiurile întăi și al doilea vor trebui să facă - doă unghiuri drepte, și de-asemene unghiurile întăi și al patrulea vor trebui iarăşi şă facă doă unghiuri drepte; prin urmare rezultă ceia ce se cere. i i | - - 3. Bisectoarele a doă unghiuri opuse la vîrf sînt în Linie. dreaptă ; Dentra că doă 'vnghiuri opuse la virf au acelaşi suple- ment și prin urmate bisectoarea acestoi snplement va fi perpendi- . Viaaă pe ambele bisectoare a-le unghiurilor opuse la, virf, 

    

    

az a _. îi.
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CAPITULUL II 

TRIUNGHIURI 

17. Figura formată de trei linii drepte care se în- 

tretae doă cătedoă în căte un punct, se numeşte triun- 

ghiu ; punctele de intersecțiune sînt vîrfurile triuvgbiu- 

lui : unghiurile de la virfuri sînt unghiurile triunghiului 

şi porțiunile de linii drepte cuprinse între vîrfuri se 

numesc laturile triunghiului. . 

Căna un triunghiu are doă laturi egale între ele, 

se numeşte îisoscel; dacă are tustrele laturile egale între 

ele se numeşte ecvilateral şi dacă are tustrele unghiurile 

egale între ele se numește ecviunghiu. 

Cănd un triunghiu are un unghiu drept, se numeşte 

dreptunghic ; laturea opusă unghiului drept se numește 

ipotenuză, şi celelalte doă laturi sînt catetele triunghiu- 

lui dreptunghic. 

Perpendiculara dusă prin unul din virfurile triun- 

ghiului pe laturea opusă, se numește înălțimea triunghiu- 

lui şi laturea opusă virfului considerat este baza. Un 

triunghiu videm că poate ave trei înălțimi şi la fie-care 

înălțime corespunde o bază. 

La un triunghiu isoscelsă ie totdeauna ca bază, 

laturea neegală cu celelalte. 

18. TEOREMĂ.——/n un triunghiu oare-care, Una 

din laturi este maă mică de căt suma celorlalte doă. 

Linia AC fiind o linie - o 

Greaptă,este cea mai scurtă dis- Z 

tanţă dintre punctele A și C (Ş. 
3); linia ABO este o linie frăntă 
mai lungă de căt AC; însă a- 
ceastă linie frântă este tocma 0. 

suma laturilor AB și BC a-le a



triunghiului ; așa dar putem scri 
AO<AB+BC. 

Corolar. Să scădem din ambii membri al acestei neegalități pe BO, avem: 
AB —BO<AB 

aceasta din urmă neegalitate ni spune că: o lature a unui triunghiu oare-care este mai mare de căt dhferenţa celorlalte doă. 
19. TEOREMÂ.— Daca din un punct D situat în interiorul una triunghiu ABC, se due dreptele DB, DO 

7 la “extremitățile uneia din la- 
turile BC a triunghiului, suma 

P DB-+DO mai este mică de căt 5 SN suma celorlalte doă laturi AB,AC 2 LOS a-le triunghiului. Prelungesc d.e. 
BD pănă la întilnire în E cu AC; în virtutea Teoremei precedente, în triunghiul ABD, în care laturea BE este compusă din bucăţile BD şi DE, avem 

BD-+DE<AB--AE, 
Și în triunghiul CDE avem 

CD<DF--EC. 
Avem doă neegalități de același senz ; le adunăm membru cu membru, suprimăm terminul DE comun la ambii membri, și avem următoarea neegalitate 

BD--CD<AB--A ECG; saii, fiind-că AEpoZAc T avem BD+-CD <AB--AC ; ceia ce era de demonstraţ,. 
20. TEOREMA.— Dog, triunghiuri sînt egale dacă una din laturile triunghiului întăă este egală cu o la- ture de-a, triunghiului al doilea, și dacă unghiurile ad- tacente la lâturea din triunghiul întăi, sînt egale res- „ Pechiv cu unghiurile adiacente la egala ei din triunghiul al doilea.



  
    

Fie triun- | 
ghiurile ABOși a L 
abc în cari :- la- 
turea BC este 
egală cu laturea 
be, unghiul din 
B egal cu un- 4 e 2 Cc 

ohiul din b şi 
unghiul din C egal cu unghiul din c; die că aceste doă 
triunghiuri sînt egale. 

În adevăr, ieă triunghiul abc șil suprapun triun- 

ghiului ABC, astfel ca punctul & să vină în B, cînC. 

atunci laturea bc va coincide exact cu BC ; apoi, fiind 

că unghiul B este egal cu unghiul 0, laturea ba va 

lua direcțiunea BA ; de asemene unghiul c fiind egal 

cu C, laturea ca va lua direcţiuneă CA ; punctul a, 

care se află la intersecțiunea laturilor ba şi ca, după 

suprapunere, va veni la intersecțiunea direcţiunilor lu- 

ate de aceste doă laturi, adică la intersecțiunea latu- 

rilor BA, CA, prin urmare în A. Aşa dar aceste doă tri- 

unghiuri coincid în toate părţile lor și prin urmare sînt 

egale. 
| 

Corolar.—De căte-ori doă triunghiuri se vor afla 

în condiţiunile enunciului acestei Teoreme, ele vor fi 

egale și prin urmare vom zice că ab este egal cu AB, 

ac egal cu AC și unghiul din a egal cu unghiul din 

A. De unde videm că în triunghiuri egale, laturile 

care se opun la unghiuri egale, sîni egale ; de asemene, 

unghiurile opuse la laturi egale. sînt egale. 

21. TEOREMĂ.— Doă triunghiuri sînt egale dacă 

unul din unghiurile triungaiului întâi. este egal cu un 

unghiu de al triunghiului al doilea, şi dacă laturile care 

formează unghiul. considerat în triunghiul întăi sînt €- 

  

  

gale cu laturile care formează egalul acelui unghiu în. 

triunghiul al doilea. 
Geom. Elem. C. Chmescu 2 
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Fie triunghiurile ABC și abc (figura de mai sus) 

în cari: unghiul din A este egal cu unghiul din a, la- 

turea BA este egală cu laturea ba și CA cu ca; die 
că acaste doă triunghiuri sînt egale. 

În adevăr, ieă triunghiul abc șil suprapun tri- 

unghiului ABC astfel ca virful a să vină în A, laturea 

ab să iee direcţiunea AB, atunci virful b va veni în 

B fiind-că ab este egală cu AB, laturea ac va lua 
direcțiunea AC, căci unghiul din a este egal cu un- 
ghiul din A şi prin urmarec va căde în virful C căci 
laturea ac este egală cu laturea AC; în fine capetile 

laturei ac cădănd anul în B și altul în C, laturea be 
însăși va căde exact pe laturea BO. Așa dar aceste doă 
triunghiuri coincid în toate părţile lor și prin urmare 
sînt egale. o 

Corolarul teoremei precedente se aplică și la teo- 
vrema aceasta. J 

22. TEOREMA.— Dacă doă laturi ale unui tri- 
unghiu sînt egale respectiv cu. doă latuii ale unui alt 
triunghiu, și dacă. unghiul format de cele întâi doa la- 
tură este maă mare de căt unghiul format de cele de al 
doilea doă laturi, atunci și laturea a treia din triun- 
Jhiul întăi va fi mal mare de căt laturea a treia din 
triunghiul al doilea(*). 

Fie triunghiurile ABC şi atc, în care avem: 
AB—a6, AC—ac şi unghiul A> unghiul a; die 

că laturea BC va fi mai 
P! D mare de cât e. 

| Fac în A, unghiul 
e CAD egal cu unghiul 

bac, ieă AD egal cu 
ab ȘI unesc C cu D; am 
triunghiul CAD egal eri 

C triunghiul bac, fiind-că 

  

Ş. 

*). Această Teoremă constitue o Lemmă penţru 

  

"Teorema următoare. 
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_ aceste doă triunghiuri îndeplinesc condițiunile enun- 

ciate în Teorema precedentă, şi prin urmare dacă sint 

egale rezultă că OD este egal cu be. Este dar de ajuns 

să. demonstrăm că BO este mai mare de căt CD. 

Pentru aceasta, împart unghiul BAD în doă părți 

egale. ducându-i biseetoara AR: această bisectoară se 

va afla în unghiul CAD: duc dreapta ED : triunghiurile 

BAE şi EAD sint egale fiind că aă laturea. AE comu- 

nă, AB=—AD prin constracțiune și unghiul BAE egal 

cu unghiul EAD iar prin construețiune: rezultă pria 

urmare că laturea BE este egală cu laturea ED. Apoi, 

triunghiul EDO dă (Ş. 18): 
CD<ED--EC; 

însă am demonstrat, că 
ED-=—BE, 

prin urmare avem , 

CD<BE--EC sai CD<BC. e.c.e.d.d. 

23. Reciproca acestei Teoreme este adevărată, a- 

dică : dacă laturile BA, CA a triunghiului ABC sînt 

egale respectiv cu laturile bă, ca a triunghiului abc, 

şi dacă laturea a treia BC a triunghiului întăi este mai 

mare. de căt laturia a treia be a triunghiului al doilea, 

atunci unghiul BAC va. fi maă mare de cât unghiul 

bac; căcă dacă unghiul BAC ar fi mai mic de căt 

bac, în virtutea Teoremei demonstrate ar rezulta ca 

BC, să fie mai mic de căt bc, ceia ce este contrar ipo- 

tezei: și dacă unghiul BAC ar fi egalcu unghiul bac 

atuncă ar rezulta (Ş. 21) că laturea BO să fie egală cu 

be, ceia ce este iarăşi contrar ipotezei; rămăne dar că 

BO să fie mai mare decăt bc. - 

24. 'TEOREMĂ.— Doă triunghiuri sînt egale du, d 

trustrele laturile triunghiului întâi sint egule- una cit: 

una cu trustrele laturile triunghiniuu al «doilra. 

Fie triunghiurile ABC și abc in care avem: 

AbB-—ab, BC—be şi CAz—ca; 
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dic că aceste doă triunghiuri sînt egale. In adevăr la- 
turile AB, AC fiind egale respectiv cu laturile ab, ac, 

| dacă unghiul 
A | a din A ar fi maț 

mare decăt un: 
! ghiul din a, a- 

tunci ($. 22) şi 
 laturea BC ar & 

Z C4 “C mai mare de căt 
laturea bc, ceia ce este contrar ipotezei ; dacă unghiul din A ar fi maj mie de căt cel din a, atunci şi BC ar fi mai mie de căt bc, ceia ce este iar contrar ipotezei ; ră- măne dar că unghiul din A să fe egal cu ungbhiul din a. "Tot asemene se va demonstra că unghiul din B este egal cu unghiul din 5 şi unghiul din C este egal cu unghiul din c. 

25. TEOREMÂĂ.— Zn un triunghiu isoscel unghăau- vile opuse laturilor egale sînt egale. 
Fie triunghiul ABC, în care 7 laturea BA este egală cu laturea CA: die că unghiul din B este egal cv unghiul din 0. Pentru a demonstra . aceasta, unese vîrful A al triunghiu- | lui cu mijlocul D al laturei opuse 2 Z p . BO care este baza triunghiului, și am format ast-fel doă triunghiuri 

i ă ai tustrele: la- turile lor egale una cu alta ŞI anume; BA=—AC pri ipoteză, AD—AD ca comună, şi BD=CD trucțiune ; rezultă, din ecaliiae 
că unghiul B este egal cu unghiul C, cei demonstrat. 

Corolar I—Din egalitatea triun ghiurilor BAD ŞI mai rezultăcă unghiul BAD e ste egal cu unghiul
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CAD şi că unghiul ADC este egalcu suplementul sei 
ADB. Prin urmare gicem: fina dreaplă care unește 
Xrful unui triunghiu îsoscel cu mișlocul bazei lui, este 
bisectoara unghiului din acel vîrf, și este tot odată per- 
pendiculară. pe baza triunghiului. 

Corolar IL. — Un triunghiu ecvilateral este și ecvi- 
unghiu, find-că unghiurile unui asemenea triunghiu se 
opun ia laturi egale. 

26. TEOREMĂ —Reciproca teoremei precedente 
constitue o noă Leoremă adică: Daca un triunghiu are 
„doă unghiuri egale între ele. și laturile opuse aceslor 
unghiuri sînt egale între ele: triunghiul este isoscel. 

Fie triunghiul ABC în care 
unghiul ABC este egal cu unghiul 
ACB ; die că laturea AB este e- 
gală cu laturea AC. Pentru a de- 
monstra aceasta, formăm pe la- 
turea BO în partea opusă triun- 
ghiului ABC, un alt triunghiu 

ast-fel că unghiul BCA' să fie 
egal cu unghiul CBA și latu- 
vea CA' să fie egală cu BA; 

atunci rezultă că laturea BA” este egală cu laturea AC 
şi unghiul CBA” egal cu unghiul BCA și prin urmare 
și cu unghiul ABC; va mai rezulta încă că şi unghiu- 
rile BCA, şi BCA", să fie egale între ele. 

Așa fiind, să îndoim triunghiul BCA în jurul la- 
turei sale BC; laturea BA" va lua direcţinnea BA din 
cauza egalităței unghiurilor CBA' și CBA, şi laturea 
CA” va lua direcțiunea CA din cauza egalităței unghiu- 
rilor BCA” şi BCA, Prin urmare virful A” cadeîn A 
şi laturea CA' se aplică exact peste CA; însă CA" 
este egală cu BA prin construcțiune, prin urmare și 
CA este egală cu BA; e.c.e.d.ad. 
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Corolar.— Un triunghiu ecviunghiu este ecvilateral: 
fiind-că laturile unvi asemenea triunghiu se opun la 
unghiuri egale. | 

27. TEOREMĂ.— Dacă considerăm doă laturi a-le 
unuă triuighiu, aceia care se opună la un unghiu mai 
mare, este mai mare decăt acea care se opune la un 
unghiu mai mic ; și dacă considerăm doă unghiuri, acel 
care se opune la o lature mai mare este 'mai mare de căt 
acel care se opune la o lature mal mică. 

10. Fie triunghiul ABC în 
care să avem; unghiul ABC>. 
unghiul ACB ; gic că laturea AC 
este mai mare de căt laturea AB. 

( Pentru a demonstra aceasta, for- 
mez în B unghiul DBC egal cu 

unghiul C'; triunghiul format DBC este isoseel (Ş. 26) 
ȘI are prin urmare laturea BD. egală cu laturea CD; 
celalalt triunghiu ABD ni dă (Ş. 18): 

AB<BD-A+-DA, sau AB<DCADA, 
sati în fine, 

  

AB<AC. 
20. Fie tot triunghiul ABC, în care să avem 

AC>AB ; gie că unghiul ABC este mai mare de căt 
unghiul ACB; căci dacă întâiul unghiu ar fi mai mic 
de căt al doilea, ar urma, după cele arătate mai sus, ca laturea AC să fie mai mică de căt laturea AB, 
ceia ce este contrar ipotezei; dacă acest doă unghiuri ar fi egale între ele, ar urma ca AC să fie egal cu 40, ceia ce este iarăşi contrar ipotezei ; ră- măne dar că unghiul ABC să fie ai . e că 
mare "E | mai mare de căţ 

28. TEOREMĂ.— 
ce nu situat pe ea, se p 
numat una. 

La o dreaptă, din un punct 
oate duce o perpendiculară și
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Fie AB dreapta și O punctul. 

10. Invârtese partea planului carei 

deasupra dreptei AB și în Jur de a- 

ceastă dreaptă, pănă ce coincide cu 

partea de desubt; fie O' locul ocupat 

de O după această învîrtire. Rădie 

înapoi porţiunea de plan, şi duc 

dreapta OO: această dreaptă este 

perpendiculară pe AB, în punctul C: 

căci dacă îndoese planul în ju» de 

AB, dreapta CO se aplică peste CO” 

pentru că, prin ipoteză, punctul O se aplică pe O”; aşa 

dar unghiurile adiacente ACO şi ACO' coincid, și 

dreapta 00” este perpendiculară pe dreapta AB. 

20, Această dreaptă 00O' gic că este singura per- 

pendivulară ce se puate duce din O pe dreapta AB. 

În adevăr, fie OD o altă dreaptă dusă prin punctul O ; 

unesc D cu O" şi îndoese figura în ju: de AB; pune- 

tul O vine în O' şi prin urmare dreapta OD va co- 

incide cu O'D, şi ast-fel videm că unghiurile CDO şi 

CDO' sint egale între ele, însă nu sint și suplemen- 

tare, căci “DO un poate fi prelungirea dreptei O'D, din 

cauză că drumul cel mai seurt de la O la O este OCO' 

iar nu ODO. Unghiurile CDO şi CDO' fiind egale şi 

“nefiind suplementare, ele nu pot fi drepte şi prin ur- 

mare dreapta OD este o oblică pe dreapta AB 

29. TEOREMĂ.— Dacă din un punci, ce nuă si- 

tuat pe o dreaptă dată, se duce perpendiculara la dreaptă. 

şi mah multe oblice avem : 

70. Perpendiculara, este mai scurtă de căt ori-ce 

oblică, | 

90. Doă oblice,, duse la puncte de pe dreaptă, egal 

depărtate de piciorul perpendicularei, sînt egale. 

30. Dintre doă oblice oare-care, aceia, este maă mare 

   

 



care merge la punctul de pe dreaptă cel mai depărtat de piciorul perpendicularei. | 
Fie AB dreapta dată și O 8 punctul dat,nesituat pe dreaută. 

1% Duc perpendiculara OC 
şi oblica OD ; gic că OC este 
mai mic decât OD. Pentru a- 
-aceasta; prelungesc OC sub AB 
de o lungime egală adică CO— 

2co;; unese DO” şi am qoă tri: unghiuri OCD și O'CD care 
sint egale ca avănd unghiul 
OCD —unghiu O'CD ea drep- 2 te, CD-=—CD ea comună şi OC—0'C prin construcțiune : prin urmare rezultă că: OD=—0'D, 

Insă linia dreaptă OO” este mai mică de căt linia frăntă ODO',: adică aveni 

        Cc 

OC-+0'0<0 D-+-O'D, saă 
2 OC<200D, sai în fine OC<OD. e.c.e.d.d. 2% Luăm qoă puncte D şi D' pe dreapta AB egal depărtate de piciorul C al perpendieularei dusă din 9 O la AB. Die că oblicile OD şi OD” sînt egale ; căci triun- ghiurile ODC și OD'C” sînt e- gale ca avănd: 

OC=00 ca comun, 
CD=CD prin construcţiune JJ d Cc 2 şi ung. OCD= ung. OCD' ca drepte ; rezultă că și laturile OD, OD' opuse unghiu. rilor drepte să fie egale între ele. 3% Luăm pe dreapta AB doă puncte D şi £ așa ca EC să fie mai mare de căt DC: die că oblica
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CD'=—CD şi due oblica OD”; 9 
în urma celor precedente vom 
ave OD=0D.  Prelungese 
OC de o lungime egală "co" 
și nnesc O'cuD' ŞiE. Vom 
demonstra ca mai sus că; / 2* 
OE—O'E și 0D-—0'D. 4 C 7 £ 

Acum dacă considerăm I 
triunghiul OEO”, în interio- 
rul seu avem punctul D care 
este unit cu extremitățile la- 
turei 00”; în virtutea Teo- 
remei de la $ 19 avem: 

OE+OE'>O0D -LOD D,, 

saă 2 0E>2 OD” pentru că OE—OE şi OD=0' D' 

sai în fine OE>OD pentru că OD—O0D”, e.c.e.d.d. 

Corolar I.— Distanţa de la un punct la o dreaptă 
este lungimea perpendiculare de la punct la dreaptă 
căci această lungime este mai scurtă de căt ori-care 
oblică. 

Corolar I1.—Din un punct nu se poate duce la o 
dreaptă de căt doă obilee egale, căci dacă sar pute 
duce trei, atunci am ave de aceiaşi parte a perpendi- 
cularei doă oblice egale, ceia ce nu se poate. 

30. TEOREMĂ.— Dacă prin mijlocul unuă segment 
de dreaptă, rădicăm perpendiculara pe segment atunci: 
10 oră-ce punct de-a perpendicularei va fi egal depărtat 
de extremităţile segmentului și 20 ori-ce punct carenuwă 
pe perpendiculari. va fi neegal depărtat de extremitățile 
segmentului. 

Fie AB segmentul de dreaptă, C mijlocul ei şi 
KL perpendiculara la AB dusă în mijlocul ei C. 
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10. Consider d.e. punctul D. 
al perpendicularei: avem DA—DB, 

g fiind-că am luat AC—CB (Ş. 29.20). 
Tot pentru același cuvănt AE=—BE, 

2 FA—FB... așa dar ori-care punct 
de pe KL este de o potrivă de- 

AB părtat de A şi B. 
20. Fie H un punct înafară 

de perpendiculara Ki; dacă unese 
H cu A și B, am lungimele HA 

7 şi HB care ic că nu pot fi egale 
între ele. In adevăr, una din ârep- 

Z tele HA, HB va trebui să întăl- 
nească perpendiculara în un punct, în figura noastră HA 
o întălnește în D ; unesc D cu A și B şi avem DA= DB. 

  
Insă avem 

HB<DH-+DB, 
şi fiind-că DB—DA putem seri 

HB<DH--DA, 
sai în fine HB<AH. 
Tot ast-fel vom face cu ori-care alt punci luat în afară 
de perpendiculara KL. 

31. Observaţiune.— Numim loc geometrie al unul 
punct. linia a cărei puncte se bucură deo aceiași pro- 
prietate geometrică. Ast-fel din Teorema precedentă, 
videm că toate punctele perpendicularei KL aă pro= prietatea comună că ele sînt de-o potrivă depărtate de extremitățile A și B a-le segmentului dat AB: prin ur- mare putem zice: locul geometric al punctelor cari sînt egal depărtate de doa puncte date A și B, este perpen- diculara rădicată pe mijlocul distanţei între Ași B. 32. Aceste Teoreme privitoare la perpendiculară ŞI oblice ne permit, a demonstra cazurile de egalitate a triunghiurilor dreptunghice în mod mai simplu.
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33. TEOREMĂ — Doă triunghiuri dreptunghice 

sînt egale, dacă ai, ipotenuzile lor egal: și căte un un- 

ghiu, egal unul cu altul. 
Fie triunghiurile ABC şiabc 2 

dreptunghice în A şi a și care 

ai ipotenuzele lor BC şi bc egale 

între ele precum și uunghiurile q 

C şi c iarăşi egale între ele: dic că 

aceste doă triunghiuri sînt egale. 

Suprapun triunghiul abc peste 

triunghiul ABC, aşa că ipotenuza 

bc să vinăexaetpeste BC.atunci a e 

laturea ca va lua direcţiunea CA 

din cauza egalităţei unghiurilor C și c, iar laturea ba 

perpendiculară pe ac, se va aplica peste BA carei 

perpendiculară pe AC. Aceste triunghiuri coincid şi 

“prin urmare sînt egale. | 

24. TEOREMĂ — Doă triunghiuri dreptunghice 

sînt egale, dacă, ati ipotenuzele lor egale și căte o lature 

egală una cu alta. 
Pie iarăşi triunghiurile dreptunghice de dineoare, 

cari să presupunem că aă ipotenuzele lor BC şi bc 

egale între ele, precum și laturile BA şi ba iarăşi egale 

între ele; die că aceste doă triunghiuri sînt egale 

între ele. Suprapun triunghiul abc peste triunghiul ABC 

aşa că laturea ba să coincidă cu BA; laturea ac per- 

pendiculară pe ab în a va iua direcțiunea AC ccrei 

perpendiculară pe AB în A, și atunci ipotenuza b se 

aplică peste BC din cauză că ele sint doă oblice egale 

și situate de aceiași parte a perpendicularei AB. Aceste 

triunghiuri coincid şi prin urmare sint egale. 

35, Probleme.—1. Suma liniilor drepte care unesc un 

punct din interiorul unui triunghiu, cu cele încă vârfuri, este mai 

mică de căt perimetrul triunghiului şi mai mare de căt jumă- 

tatea acestui perimetru.
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(Se numește perimetru unui triunghiu suma laturilor triun- 
ghiului). 

“ 
Fie A, B, C, virfurile triunghiului şi O punctul luat în in- 

terior. Teorema de la $. 19 ni dă: 
CA--CB>>0A+O0B, CB--BA>OC--OA, BA +AC>0B + OC; 

adunănd aceste neegalități cari sînt de același senz și îm- 
părțiud prin 2 avem: AB-+ BO--CAOA-L-OB +00. 

Apoi considerănd a parte triunghiurile AOC, COB, BOA Ș 
aplicănd Teoremadela $. 18 avem: - 

AC<OA + 0C, CB<OC+0B, BA<ZOB-+-OA, de unde prin 
adunare și împărțire prin 2 aflăm: 

SC FOBEBA <ZOA + O0B-L-OC. 

2. Linia dreaptă care unește un vârf al unui triunghiu 
cu mijlocul laturei opuse, este maă mică de căt jumătatea sumei celorlalte doă laturi, însă maă mare de căt Jumălatea excesului 
acestei sumi peste laturea a treia. : 

Pie AD dreapta dusă din A, prin mijlocul laturei BO; pre- lungesc AD de o lungime egală DE, unesc B cu E; se tormează doă triunghiuri egale, din care se scoate ușor ceia ce se cere, 
Apoi, ADAB—BD și AD>AC— DO, adunăm și împărţim 

prin 2 ceia ce dă; ap= ABI-AC—BC 
  

3. Dacă se prelungesc laturile BA, CA a triunghiuiui BAC dincolo de vîrful A şi mam AB, AC respectiv egale cu AB, AC şi dacă ducem dreapta B'C', avem: 10. mijlocu- rile liniilor CB, CB' şi vîrful A sînt în linie dreptă şi 2 vârful A este în mijlocul distanţei celorlalte dvă. Fie 1 și K mijlocurile dreptelor CB, C“B'. Problema se re- zolvește cu ajutorul triunghiurilor BAC și B'AC' care sînt egale între ele și a triunghiurilor BAI şi B'AK care iarăși sînt egale. între ele. ” 
. „__ 4. Se dă un unghiu ABO pe lature BA să îeă doă lun- gimi CD BE și pe ceialultă lature să iei doă lungimi BD' şi DE' respectiv egale cu BD şi BE; se uneşte D'cu Fi și D'cu E. A arată că dreptele DE şi DE se întălnesc pe bisec= toara unghiului A, 

Fie 1 punctul de intersec 
triunghiurile BED' și BDE' egale între ele, din litatea triunghiurilor DIE și DIE” și di
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Aceasta constitue un mijloc de-a construi bisectoara unui 
unghiu. 

5. Perpendicularele duse din vîrfurile unuă triunghiu ec- 
vilateral pe laturile opuse sînt egale. 

Pentru că sînt înălțimile a trei triunghiuri isoscele egale. 
6. Perpendicularele duse din extremităţile bazei uuui 

triunghiu isoscel pe laturile opuse sânt egale; 
Pentru că se formează doă triunghiuri dreptunghice egale. 
7, Perpendicularele duse pe laturile ună triunghiu şi 

prin mijlocurile acestor laturi, se întălnesc în un același punct. 
Pentru că acest punct considerat ca intersecțiune a doă din 

perpendiculare, se vede că este de o potrivă depărtat de cele trei 
laturi ale triunghialui, şi prin urmare perpendiculara dusă dinel 
pe laturea a treia va trece prin mijlocul acestei laturi, 

8. Bisectoarele unghiurilor unui triunghiu se întălnesc 
în un același punct, 

Pentru că luând punctul de intersecțiune a doă din bisec- 
toare, se vede că acest punct este deo potrivă depărtat de cele 
trei laturi ale triunghiului, pria urmare trebue să aparțină și bi- 
sectoarei a treia, 

9. Se dai doă puncte A, B şi o linie dreaptă XY; a, 
găsi pe AY un punct C aşa că suma CA-L0CB să fie căt se 
poate de nică. Dacă A şi B sînt deo parte şi de alta a dreptei 
XX, nu avem de căt să unim AB și unde AB întâlnește pe XY, este 
punctul căutat C; dacă A și B sînt de aceiași parte, atunci să ie 
simetricul A" a lui A în privirea dreptei XY; punctul de întăl- 
nire al dreptei A' Bocu XY este punctul căutat. 

10. Fiind aceleași date ca în problema precedentă, se cere 
ca diferența CA—CB să fie căt se poate de mare, Aceiaș construe- 
țiune, 

11. Se dai doă drepte XX YY' şi doă puncte A, B; 
a se găsi un punct M deo potrivă depărtat de A şi B și drep- 
tele XX şi YY. 

Punctul căutat se află la intersecțiunea perpendicularei la AB 
dusă în mijlocul acestui segment, cu bisectoarele unghiarilor for- 
mate de dreptele date. Sînt doi soluţiuni, 

12. Dacă un triunghiu are doă înălțimi egale între ele, tri- 
unghiul este isoscel. Se formează doă triunghiuri dreptunghice egăle, 
din cari rezultă egalitatea a doă unghiuri de a triunghiului.
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CAPITULUL III 
PARALELE 

Doă linii drepte situate în un plan, sînt paralele 
între ele, dacă nu se întălnesc ori cătde mult le-am 
prelungi în un sens sau în altul. 

36. TEOREMĂ— Doă linii drepte AB, CD per- 
pendiculare la o aceiași dreaptă EF. sint paralele. 

pă Pa In adevăr, dacă linile drepte 
AB, CD sar întălni unde-va, 
în un punct, atunci am ave din 
acel punct doă perpendiculare 
la dreapta EE, ceia ce ştim că 

£ 2 A este ion posibil (Ş 28). ) 
37. TEOREMA.— Prin un punct A, ce nui situat 

pe o linie dreaptă BC, se poate duce o paralelă la a- 
cea dreaptă. Peritru aceasta duc din punctul A dreapta 
AL perpendiculară la BC, şi apoi due perpendiculara 
AD la AI în punctul A; dreptele AD şi BC sînt 
paralele căci sînt perpendiculare la aceiași dreaptă Al 

  

($. 36). 
DA “Vom admite ca aaiomă 

2 că prin punctul A nu se mai 
poate duce o ultă paralelă cu 

PL BC, adică vom dice: că prin 
| un punct 5e poate duce numai 

o singură dreaptă paralela la o altă dreapta dată. 
35. TEOREMĂ.— Daca doa drepte AB, OD sint 

„paralele între ele atunci ori-ce linie dreaptă FR per- 
pendiculară pe una din. ele, este perpendiculară şi pe 
ceialalta. sii a „e 

 



* 
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Fie dreapta FH perpen- —— 

diculară pe AB; gic că FH Cc Z 2 

trebue să fie perpendiculară şi 

e CD. - Op 

P Mai întăi, este evident că 4 F 4 

FH trebue să întilnească pe CD, căci dacă nu o în- 

tilneşte trebue să'i fie paralelă şi atunci am ave duse 

prin punctul F doă paralele cu CD, ceia ce nu se 

poate. 

Apoi, CD trebue să fie perpendiculară de FH căci 

dacă nu; va fi oblică, şi atuhcă prin H şi pe FH vom 

mai.pute duce o perpendiculară, . alta de căt CD, şi 

acea perpendiculară va trebui să fie paralelă cu AB; 

am ave ast-fel doă drepte paralele cu AB și amăndoă 

trecănd prin punetul H, ceia ce am admis că nuecu 

putință. 

39. 'TEOREMA.— Doă drepte paralele cu o a îreia 

sânt paralele și între ele. - 

  

Fie dreptele AB, CD 

D= paralele cu dreapta EF'; 

„ gie că dreptele AB, OD sînt 

e „2 paralele între ele ; căci dacă 

nu ar fi paralele, sar în- 
e 

. A 

Z „n tălni în un punct oare-care 

M; am ave dar prin punctul 

M duse doă paralele cu EF, ceia ce amadmiscănu e 

cu putință. - 

40. Detiniţiuni.— Să luăm doă drepte AB, CD, pe 

cari să le tăiem cu o a treia dreaptă EF; fie G şi H 

punctele de intersecțiune a celor doă drepte cu dreapta 

secantă. | 

Se formează opt unghiuri, din cari patra între cele 

doă drepte şi care sînt: unghiurile AHF, BHF, CGE 

“şi DGE; şi se numesc unghiuri interne ; celelalte patru .
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unghiuri situate în afara celor doă drepte, și anume: 
unghiurile EHA, EHB, CGF şi DGF se numesc ur- 
ghiuri externe. 

Doă unghiuri interne 
şi ne-adiacente, se nu. 
mese alterne-interne saă 
interne de aceiași parte, 
după cum sînt de o parte 
și de alta a secantei EF, 
sati numai deo parte. Ast- 

sînt alterne-interne, şi un- 
ghiurile CGE şi AHF 
sînt interne de aceiaşi 
parte. 

De asemene, doă unghiuri externe  ne-adiacente se numesc alierne exierne saă externe de. aceiași parte, după cum sint de o parte și de alta a secante EF sai numai de o parte. Ast-fel unghiurile CGF şi EHB sînt alterne-externe și unghiurile CGF şi AHE sînt externe de aceiași parte. | _ Doă unghiuri, situate de aceiași parte a secantei însă unul intern şi altul extern, se numesc corespon- dente.  Ast-fel unghiurile CGF şi AHF sînt corespon- dente ; unghiurile EHB şi EGD sînt coresponden- te ; ete, : ! 
41. TEOREMĂ — Dacă doă linii drepte sînt pa- ralele între ele și le tăem cu o secantă, se vor forma: 19. Unghiuri alterne-interne egale ; 
20. Unghiuri alterne-externe egale ; 30%, Unghiuri corespondente egule ; &%. Unghiuri interne de aceiași parte, suplemen- tare. Ă 

| 50, 
tare. 

  

Unghiuri externe de aceiași parte, suplemen- 

fel, unghiurile CGEșiBHF 

3 
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Fie paralelele AB, CD, tă- 
ete de secanta EF, fie G și H 
punctele de intersecțiune a pa- „7 
ralelelor eu secanta. 

10. Prin mijlocul O, al por- 5 
țiunei de secantă GH cuprinsă A prins G 
între paralele, due dreapta IK £ pf 
perpendiculară pe AB care va fi , 
perpendiculară şi pe CD ($. 38). /2 
Sau format doă triunghiuri 
dreptunghice IOH și GOK, care sint egale ($. 33), 
căci aă ipotenuzele lor OH și OG egale ca date, și 
unghiurile IOH și GOK egale ca opuse la virf ; aceste 
triunghiuri fiind egale, rezultă că unghiurile alterne-in- 
terne IHO şi KGO să fie egale între ele. 

De asemenea unghiurile alterne-interme BHF şi 

CGE sînt egale, ca suplementare de unghiuri egale. 
20. Egalitatea între unghiurile alterne externe, re- 

zultă din aceia că ele sînt unghiuri opuse la vârf, un- 

ghiurilor alterne-interne | 
30. Unghiurile corespondente, d.e. EGD și EHB 

sînt egale căci acest din urmă este egal cu alternul- 

intern al celui dintăi. | , | 

40, Unghiurile interne de aceiași parte, d.e. EGD 
şi BHF, sînt suplementare căci acest din urmă este 

suplementul alternului-intern celui dintăi. 
50; Unghiurile externe de aceiaşi parte, d.e. EHB 

și FGD, sint suplemeutare, căci acest din urmă este 
suplementul alternului-extern al celui dintăi. 

42. TEOREMĂ .— Dacă doă linii drepte, tăete de 
o secantă fac: | | 

10. Unghiuri alterne-interne egale, 
saă 20, Unghiuri alterne-externe egale, 

» 80. Unghiuri corespondente egale, _ 
Geon. Elem C Cânescu 3. 
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sai 40, Unghiură interne de aceiași parte suplementare, 
» 59. Unghiuri externe de aceiași parte suplementare, 

atumcă acele linii drepte sînt paralele între ele. 
Aceasta este reciproca Teoremei precedente. 

Z Fie dreptele AB, CD, tăete 
„ K  de secanta EF în punctele G 
Aș. 

10. Să presupunem că un- 
ghiurile alterne-interne AHF şi 
IGD sînt, egale , die că. dreptele 

| | AB şi CD sînt paralele între ele. 
/7 Dacă dreptele AB, CD nu ar fi 

paralele “între ele, “atunci [rin 
punctul H trebue să putem duce o dreaptă care să 
fie paralelă cu CD ; fie IK această paralelă. Dreptele 
IR și COD fiind paralele, unghiurile alterne-interne 
IHF și DGE rezultă că să fie egale între ele ; însă priv 
ipoteză unghiul DGE este egal cu unghiul AHF, prin 
urmare am ave: unghiu AHF—unghiu IHF, ceia ce.nu 
se poate, căci videm că unghiul IHF este o parte din 
unghiul AHF. 

| 20. Dacă unghiurile  alterne-externe EHB, CGF 
sînț. egale, opusele lor la virfuri sînt unghiurt alterne- 
interne egale, 
cedent, 

3%. Dacă unghiurile corespondente EHB, EGD 
sînt egale, atunci avem că opusul la virfal unghiului BHB este altern-intern și egal cu unghiul EGD, prin urmare va rezulta că dreptele sînt paralele. 

Tot ast-fel se va urma cu 
celelalte doă cazuri. 

Observațiune. —Este de ajuns ca una din cele cinci condițiuni din această 'Teoremă să fie îndeplinită pen- tru ca dreptele să fie. paralele. | 

   

- . . cemonstrațiunea și în 

ȘI prin urmare sînteni în cazul pre- 
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  43. TEOREMA.— Dacă doă unghiuri sînt' ast-fel 
că laturile unuia sînt paralele respectiv cu laturile 
celuialalt, atunci acele unghiuri sînt egale sai suple- 
mentare. , . 

Să ni dăm un unghii DOE, și să compărăm cu 
el cele patru unghiuri formate în jurul unui punct C, 
de doă linii drepte AA”, BB”, paralele respectiv cu la- 
turile OD şi OE a-le unghiului dat. 

10. Unghiurile ACB și DOE 
care videm că'şi ai laturile lor E | 5 
paralele și îndreptate în acelașă * | 
senz, die că sînt egale între ele. pacii 

In adevăr, fie | punctul de în- 4] Pai „4 
" tilnire al dreptei BB cu OD, | 
unghiurile ACB şi DIB sînt e- 
gale ca corespondente, formate 
de paralelele AA, OD  tăete 
de secanta BB. ($.41); apoi unghiurile DIB și DOE 
sint egale iarăși ca corespondente formate de parale- 
lele BB”, OB tăete de seeanta OD; prin urmare un- 

ghiurile ACB şi DOE sînt egale între ele. | 

20 Unghiurile A'CB' şi DOE, care videm căși 
ati laturile lor paralele și îndreptate în senzuri contrare, 

die că sînt egale între ele; căci. unghiul A'CB' este 

egal cu unghiul ACB ca opuse la virf: unghiul ACB 
am văzat dineoare că este egal cu DOE: prin urmare 
unghiul- A'CB' este egal cu unghiul DOE. 

3% Ubghiurile ACB' și DOE, care videm că ati 

laturile CA şi OD paralele și de același senz, iar: la- 
turile CB' şi OE paralele și de senz contrar, glic că sînt 
suplementare ; căci unghiul ACB! este suplementul un- 

ghiului ACB, şi acest din urmă am văzut că este ega! 
cu unghiul DOE; prin urmare ACB! va “fi. suplement 
şi unghiului DOE. | Se 
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44. Observaţinne.— Observăm că doă unghiuri cu 
latură paralele, sînt egale dacă sînt de acelaşi fel adică 
sai amăndoă ascuţite sau amăndoă obtuze, și sint. 

- suplementare în caz contrar. 

45. TEOREMĂ. Doă unghiuri a căror laturi, 
saii prelungirile lor, sînt respectiv perpendiculare una 

  

„pe alta, sînt egale sai suplementare. 
Să luăm unghiurile DOE şi ACB astfel ca latu- 

vea AC să fie perpendi- 
culară pe laturea OD și 
laturea CB prelungită în 
senz opus, adică CB, să 
fie perpendiculară pe CE: 
die că aceste doă un- 
ghiură sînt egale sai su- 
plementare. Să inviîrtim 
unghiul ACB în jurul lui 
C de un unghii drept: 

NI laturea CA va lua'o po- 
zițiune CA' perpendiculară pe CA şi prin urmare pa- 
salelă cu OD, iar laturea CB va lua o poziţiune CB 
perpendiculară pe CB şi prin urmare paralelă cu OE; 
avem unghiul ACB egal cu A'CB', și acest din urmă 
avînd laturile paralele cu ale unghului DOE, rezultă 
că acest din urmă va fi egal sati suplementar (Ş. 43), 
cu unghiul ACB. 

46. Observaţiune. — Doă unghiuri ce'și ai latu- 
rile lor perpendiculare respectiv una pe alta, se ob- 
servă că sînt egale, dacă amăndoă sînt în același timp: 
ascuțite saă obtuze, şi sint suplementare dacă unul 
este ascuțit și celalalt obtuz. 

47. TEOREMĂ. — Intr'un triunghiu oare-care, 
suma celor trei unghiuri este egală cu 
drepte. 
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Fie triunghiul ABC; due prin unul din virfuri, 
d. e. B, paralela cu laturea opusă AC; avem în 
partea dreptei despre triunghiu, 2» 
trei unghiuri şi anume: unghiul po 
EBA, unghiul ABC şi nnghiul CBF; 
însă : unghiu EBA= unghiu BAC 
ca alterne-interne, în privirea pa- 
valelelor EF, AO tăete de secanta 
AB: unghiu FBC= unghiu BCA 4 

ca alrerne-interne, în privirea acelorași paralele tăete 
de secanta BC ; așa dar suma celor trei unghiuri a-le 

triunghiului adică: 
unghiu BAC+ unghiu ABC-hunghiu BCA, 

este egală cu suma | 
unghiu EBA unghiu ABC unghiu FEC; 

însă suma din urmă este egalăcu 2 unghiuri drepte. 
fiind că sint de aceiași parte a dreptei EF în jurul 
punctului B ($. 12): așa. dar şi suma celor trei un- 
ghiuri . a-le triunghiului este egală cu doă unghiuri 
drepte. : 

    

  

C 

48. Altfel. Prin virful O due CE paralelă cu la- 
turea opusă AB și pre- Z 
lungesc laturea AC. In- | 
ghiurile ABC și BCE sint 
egale. ca alterne-interne în 
privirea paralelelor AB, 
CE tăete de secanta BC: 4 
unghiurile BAC și ECD e 4 
sint egale ca corespondente în privirea aceloraşi para- 
iele tăete de secanta AD. Așa dar suma celor trei un- 
ghiură a-le triunghiului : ia 

unghiu CAB-- unghiu ABO + unghiu BCA 
este egală cu suma celor trei unghiuri adiacente : 

unghiu ACB- unghiu BCE-+ unghiu GED 
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formate de aceiași parte a dreptei AD și prin urmare 
egală cu 2 unghiuri drepte ($. 12). 

49. Corolaral 1. Unghiul BCD, format deo lature 
BO și de prelungirea unei alteia, se numește unghi 
exzierior triunghiului. Din demonstrațiunea precedentă 
rezultă: că unghiul exterior al unii triunghiu, este egală 
cu „Suma unghiurilor înterioare  neadiacente:  acelut 
unghiu. 

50. Corolarul II Un unghiu al triunghiului este 
suplementul sumei celorlalte doă unghiuri. Prin urmare: 
Dacă doă unghiuri a-le unui triunghiu sînt egale 
respectiv cu doă unghiuri a-le unui alt triunghiu şi al 
treilea unghiu a triunghiului întăi este egal cu al irei- 
lea unghiu al triunghiului al doilea; 

51. Corolarul III. Un triunghiu-nu poate ave mat 
mult de un unghiu drept sai obuz; în acest caz, cele- 
lalte doă unghiuri a-le triunghiului. sînt ascuţite.— Un- 
Jhiurile ascuţite a-le triunghiului dreptunghic sînt com- 
plementare. 

52. Bxereiţii.— 1. Dacă bisectoarea unui unghiu în un 
triunghiu, împarte laturea vpusă în doă părți: egale, triun- 
ghiul este isoscel. Duc bisectoara unghiului A care presupun că 
împarte laturea opusă BE în doă părţi egale ; din piciorul D a) 
bisectoarei due perpendiculare pe. laturile opuse, se formează 
niște trianghiuri dreptunghice, cu ajutorul cărora se arată ușor 
că unghiul: D= unghiul O. | , 

__2._ Dacă prin punctul de întîlnire a celor trei bisec- toare a-le unui triunghiu se duce paralela cu una din laturi, „segmentul de pe această paralelă cuprins între celelalte doă laturi a triunghiului, este egal cu suna, segmehielor de ceste doă laturi cuprinse între cel 
triunghiul, O punctul de intersec 
ralela dusă prin Ola AC; 
isoscele din cauza egalităț. 
cu OCA. 

pe a- 
e doă paralele. Fie ABC 

țiune-al bisectoarelor, DE pa- 
se formează triunghiurile ADO si CEO 
ei unghiurilor DOA, cu. OAC și. EOC 

3, Dacă prin tîrfurile unuă triunghiu se due: paralele 
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cu laturile opuse, aceste paralele formează un triunghiu carei. 

de patru ori maă mare de căt triunghiul dat. Fiind că în in- 

teriorul acelor paralele se formează pe lăngă tiunghiul dat 

încă trei triunghiuri egale între ele și egale cu triunghiul 

dat, - 

"4. Se daă doă paralele, între ele se duce o a treia pa- 

ralelă la egală distanță de cele doă date; aceste trei paralele 

se tăie de o secantă oare-care ; a arăta ca segmentul secantei 

cuprins între cele doă paralele, este împărțit în părți egale 

de punctul în care secanta este întâlnită de paralela din mij 

loc, Prin acest punct. de întîlnire se duce perpendiculara pe pâ- 

ralele ; se' formează doă triunghiuri dreptunghice, din care rezultă 

ceia ce se cere, 

5. Perpendicularele duse din virfurile unui triunghiu 

pe laturile opuse se întlnesc în un același puncl. Aceasta se 

demonştrează cu ajutorul problemei anteprecedente ; căci dacă 

se formează triunghiul despre care este vorba acolo, atunci per- 

pendicularele în chestiune trec prin mijlocul laturilor acestui tri- 

unghiu mare și că ast-fel trebue să se întîlnească în un punct, 

($. 36. 7.5). - 

CAPITULUL W. 

i POLIGOANE. 

a 

53. Defiuiţiuni.—O figură compusă din segmente 

de linie dreaptă cari se ţin unul de altul se numeşte 

poligon ; d. e. ABCDEFGH. saiă-abcdefg. Segmentele din 

care se compun poligonul sînt' laturile lui; punctele 

de intersecțiune ale laturilor, doă căte doă, sînt virfu-
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mile poligonului ; fie-care din unghiurile formate de 
doă laturi consecutive este un unghiu de-a poligonului ; 

“linia dreaptă care uneşte doă virfuri neconsecutive, 
este o diăgonala a poligonului; ast-fel sînt dreptele 
GA, GB, GC... 

Suma laturilor unui poligon se numește perimetrul lui. 
54. Dacă un poligon este ast-fel că ultima lature 

se termină în punctul în care începe întâia, atunci 
avem un poligon. închis sai un poligon propriă dis. precum este poligonul ABCDEFGH : în caz contrar avem un poligon deschis saă o linie frăntă precum este abcde/g. 

Ori-eare din laturile unui poligon poate fi con- siderată ca întăia; cănd însă am ales una ca întăiă, rangul celorlalte este hotăriţ,. 
55. Poligoanele se deosebesc în poligoane conveze ȘI concave. 

d: Un poligon se dice 
e Că esteconvez atunci, 

„cănd prelungindu-se, 
j una ori-care dinatu- 

rile lui, în amăndoă 
senzurile, poligonul 
se află cu totul de ace- 
iași parte a acelei la- 

> turi ; ast-fel este po- 
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ligonul ABCDEF în care videm că dacă prelungim: 
d. e. pe AF, sai pe CD, tot poligonul rămăne deo 

parte : iar poligonul abcdefg este. concav, căci vi- 

dem că dacă prelungim pe ga, o porţiunea poligo- 

nului rămăne deo parte a dreptei și altă porțiune de 

ceialaltă parte. | 

Poligoanele convexe se deosebesc în regulate şi 

neregulate. Un poligon se zice că este regulat atunci 

cănd laturile lui sînt egale între ele şi unghiurile lui 

sînt iarăși egale între ele; în caz contrar poligonul 

este neregulat. 
Vom reveni mai tărzii asupra poligoanelor re- 

gulate. . 
56. Cel mai simplu poligon este triunghiul. Ne- 

am ocupat de triunghiii în eapitulile precedente. 
După triunghiu, vine patrulaterul adică poligon 

cu patru laturi. a 

Un patrulater cu doă laturi paralele se .numește 
trapăz, 

Un patrulater al cărui laturi sînt paralele doă 

căte doă, se numește paralelogram. 

    

  

i 

E 

Pheptunghiu patrat 

         
  

Un paralelogram a cărui unghiuri sint fie-care 
egale cu un unghiu drept, se numeşte dreptunghi.



  

  

    

„Un dreptunghiă cu laturi egale între ele, se nu- 
- mește patrai. 

Un paralelogram a cărui laturi sînt egale între 
ele se numeşte lozanj sai romb. - | 

57, TEOREMĂ.— Suma unghiurilor interioare ale 
unui poligon convez, este e- 

2 gala cu de atătea-ori doa un- 
ghiuri drepte căte laturi are 
poligonul mai “puţin doă. 

Unesc unul din vîrfu- 
rile poligonului, d. e. A, cu 

toate celelalte: se formează 
nişte triunghiuri cari ai un 

F virf comun în .A șia căror 
, baze sînt toate laturi de-a 

poligonului, afară de cele doă ce trec prin A; aşa 
dar sînt atătea triunghiuri căte laturi ave poligonul, 
mai puțin 2. In fie-care triunghiu suma unghiurilor 

Ştim că este egală cu doă unghiuri drepte ($. 43) şi 
prin urmare suma totală a unghiurilor din toate triun- 
ghiurile, va fi egală cu de atătea ori doă unghiuri drepte 
căte laturi sînt, mai puţin 2. Se mai vede că suma un- 

    
   
    

c 

4 

Z 

ghiurilor din toate triunghiurile este egală cu. suma . | 
unghiurilor poligonului: prin urmare, suma unghiuri- 

“lor poligonului este și ea egală cu de atătea ori doă un- 
ghiuri drepte, căte laturi are poligonul mai puţin 2. 

Dacă însemnăm prin n numârul laturilor poligo- 
nului, suma unghiurilor interioare poligonului va â 
dată de formula. : A 

"2(n—2) unghiuri drepte, 
saij - - -2n unghiuri drepte minus 4 unghiuri drepte. 

58. TEOREMA.— Suma “unghiurilor, formate în ezieriorul unui poligon convex prin prelingirea latu- 
rilor lui în același senz, este. egală cu patru unghiuri 
drepie, ori-căle lături ar avea poligonul. Fie poligonul
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convex ABCDEF de n laturi, pe cari le-am prelungit 

în senzul AB, BC, - Ei 

CD... .. Fie-care - | A 

vîrfa poligonului 
este virful unui _ 
unghiu interior Fi 
şi a unui unghiu | 
exterior poligo- pp 
nului, şi amândoă 

aceste unghiuri 4 
fac la un loc doă 
unghiuri drepte. 
Priv urmare su- | 

ma tuturor unghiurilor interioare şi exterioare va fi 

egală cu 2n unghiuri drepte ; dacă din această sumă 

scădem suma uughiurilor interioare care am văzut 

că este 2n-—4 unghiuri drepte, ni rămăne just 4 un- 

ghiuri drepte. 

59. Corolar. Un poligon convex nu are mai mult 

de trei unghiuri interne ascuţite, căci nu poate ave mai 

mult de trei unghiuri externe obtuze. 

60. Ori-ce paralelogram are: 10. unghiuril> opuse 

egale între ele ; 20. laturile opuse egale între ele. 

10. 'Unghiurile opuse DAB | c 

şi DCB sint egale, căci și ai . 2 

laturile respectiv paralele doă 
căte doă şi de senzuri contrare 

(Ş. 44); tot pentru aceia și un- 

ghiurile ADC și ABC sînt egale / iu, 
între ele. | 

20, Să ducem diagnola DB; ni saă format doă 

triunghiuri BAD, DCB cari sint egale între ele, pen- 

tru că aă laturea DB comună, unghiurile BDC şi DBA 

egale înire ele ca alterne-interne, formate de paralelele 
DC, AB tăete de secanta DB ; unghiurile ADB și DBO 
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egale iarăși ca alterne-interne formate de paralelele 
AD, BC tăete de secanta DB; din egalitatea acestor 
triunghiuri rezultă că AD, opusă unghiului DBA. este 

„egală cu BC opusă unghiului BDC. şi de asemene 
DC= AB. o 

61. Corolar 1 Doi segmente de drepte paralele, cu- 
prinse între alte doă drepte paralele sînt egale ; pentru 
că se formează un paralelogram şi cele doă segmente 
sint laturi opuse în paralelogram. 

62. Corolar IL—Doă unghiuri consecutive înienne, 
în un paralelogram sînt suplementare; pentru că suma 
tuturor unghiurilor este egală cu 4 unghiuri drepte, 
($. 57) şi suma a doă unghiuri consecutive este jumă- 
tate din suma totală. a unghiurilor. 

63. Corolar III. Dacă unul din unghiurile unui 
paralelogram este un unghiu drept, atunci fie-care din 
celelalte incă unghiuri este drept, și figura este un drept- 
unghiu, _ 

„6%. Distanţa dintre doă paralele este peste tot locul 
aceiași. 

Această distanță este dată de lungimea  perpen- 
CP? -A p cularei dusă din un punctal u- 

neia din paralele la ceialaltă. Fie 
AB, CD doă paralele ; FF și GH 

“doă perpendiculare duse din E și 
G pe CD; aceste drepte vor fi 

4 £ „ 6 8 paralele ca fiind perpendiculare la aceiaşi dreptă ($. 36), şi prin urmare figura EFHG este un dreptiiizhiu în care avem EF—GH. | 
65.; IEOREMĂ.— Dacă un patrulater este ast-fel că unghiurile lui interne opuse sint egale între ele, sai laturile luă opuse sint egale între ele, atunci Patrulate- rul esteun paralelogram. RE 

  

      

    

„
i
i
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10. Fie unghiu ADO— unghiu 4AB0O=— și 
unghiu DA B:— unghiu DCB: 
dice că figura este un paralelo- 
gram. Suma tuturor unghiuri- 
lor fiind egală cu 4 unghiri 
“drepte din ipoteză rezultă că 

unghiu BAD unghiu4 DC 4 | 
2 ungh. drept ; adică unghiurile din A și D sînt su- 

plewentare : însă aceste unghiuri sînt între laturile DC 
şi AB şi de aceiași parte a secantei AD prin urmare 
($. 42.) dreptele DO şi AB sînt paralele; tot asemene 
e va vide că şi dreptele AD şi BC sînt paralele ; pa- 
trulaterul are dar laturile lui opuse paralele doă căte 

_doă, prin urmare este un paralelogram. 
2%, Fie AB=CD şi AD=BO: gic că figura este 

un paralelogram. Duc diagonala DAși formez triun- 
ubiurile ABD și DCB care sînt egale intre ele pentru 
că au toate laturile lor egale una cu alta; din acea- 
sta rezultă că unghiurile BDC şi DBA sînt egale in- 
tre ele, şi aceste unghiuri videm căsîat alterne-interne 
în privirea greptelor AB, DOtăete desecanta BD, prin 
urmare aceste drepte AB, DC sînt paralele între ele 
($. 43); de asemene din cauza egalităței celor doă 
triunghiuri rezultă egalitatea unghiurilor ADB şi DBC 
şi prin urmare sînt paralele dreptele AD, BC. Aşa dar 
figura este un paralelogram. 

66. Corolar. —Lozanjul este un paralelogram fiind 
„că este un patrulater cu laturi opuse egale între ele. 

67. TEOREMĂ. — Un patrulater care are doă, 
laturi opuse „paralele și egale între ele, este un para- . 
lelogram. - 

Fie patrulaterul ABCD în care săavem AB—DC 
și AB || DC. Duc diagonala DB, și formez asttel doă 
triunghiuri ADB şi BDC egale ca avînd uagbiul BDC 
egal cu DBA ca alterne-interne, apoi laturea DB li este 
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comună şi AB—BC prin ipoteză; din aceasta rezultă 
că AD=BC că oupse la un- 2 p 
ghiuri egale şi unghiurile ADB 
şi DBC egale ca opuse la la- 
turi egale ; însă aceste din 
urmă “unghiuri sînt alterne- 2 
interne în privirea laturilor 
AD şi BC tăete de secanta 
DB , și fiind că unghiurile sînt egale, rezultă că la- 
turile sînt paralele Prin urmare figura este nu parale- 
logram, , 

"68. TEOREMA. — In un paralelogram. diagona- 
lele se taie mutual în doă păiți egale. 

Fie paralelogramul ABCD, în care ducem dia- 
_gonalele AC, DB ; se for- . | 
mează mai multe triun- 
ghiuri, „lin eari conside.- 
răm doă şi anume AEB 
şi DEO ; aceste triunghiuri 
sint egale intre ele find 
că ai laturile AB şi DC 
egale între ele ca laturi opuse ale paralelogramului, 
unghiurile EDC, şi EAB egale ca alterne interne, și 
unghiurile ECD, EAB egale iarăși ca alterne-interne : 
prin urmare ED—EB fiind că se opun la unghiuri 
egale, şi EC—EA tot pentru același cuvint, 

69. TEOREMA. — Diagonalele unui dreptunghiii 
sânt egale între ele, și reciproc dacă diagonalele unui. 
paralelogram sînt egale atunci e dreptuhghiu. 

| 19 Triunghiurile dreptunghi- 
ce DAB şi CAB, sînt egale între 

2 

ele fiind căaiă o lature comună AB, 5 . 
şi laturile AD și BC egale între ele; N 

A 

  
  prin urmare ipotenuzele lor AC, 

BD, care sint. diagonalele dreptun- 
ghiului, sînt. egale între ele. 
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90. Dacă presupunem AC—BD, atunci triunghiu: 

vile DAB şi CBA sînt egale fiind că ai trustrele la- 

turile lor egale între ele; rezultă că urighiurile DAB 

şi CBA sînt egale între ele, ca opuse la laturi egale: 

însă aceste unghiuri sint suplementare ($. 63) prin 

urmare fie-care din ele este egal cu un unghiu drept, 
şi figura este un dreptunghiu. 

"70. TEOREMĂ. — n un lozanj, diagonalele sînt 

perpendiculare între ele, şi reciproc un paralelogram 

cu diagonalele perpendiculare una pe alta este un lozanj. 

10, Fie lozanjul ABCD: triuoghiul ABC este isos- 

cel, O este mijlocul bazei AC, prin E 

urmare BO este perpendiculară pe AC; 
așa dar diagonalele BD şi AC sînt 
perpendiculare una pe alta 

20. Să presupunem că diagonalele 

- paralelogramului ABCD sînt perpen- Q C 

diculare între ele : dic că paralelo- - 
gramul este un lozanj. Laturile con- 
secutive AB, BO sînt egale ca oblice - | 
duse din uo punct B al perpendicu-  . 7/00 

larei BO la punctele A şi C, egal depărtate de picio 
rul perpendicularei; de asemene BC—CD, CD=DA, 
DA—AB ; așa dar figura este un lozanj. | 

71. Corolar.— Diagonalele unul patrat se taie în 
parți egale, sînt egale între ele și perpendiculare una pe 
alta ; fiind-că patratul este” şi dreptunghiu şi lozanj. 

72. TEOREMĂ.— Dacă doă paralelograme - sînt 
ast-fel că doă laturi consecutive. a-le unuia, sînt egale 
respectiv cu doă laturi consecutive a-le celuialalt, și un- 

„ Jhiurile cuprinse de acele laturi sint egale între ele. a- 
tunci paralelogramele sînt egale între ele. | 

Fie ABCD şi AB'CD' doă paralelograme avînd 
daturile AB, AD egale respectiv cu laturile A'B, AD.
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și unghiul A egal cu A; dice că aceste doă paralelo- 
grame sînt egale. 

. , | : În ade- 
Z Cc Z C văr, aplic 
[o / păvalelo- 

, gramul 4 2 Z "ABCD 
peste paralelogramul A 'B'CD,, așa că laturile AB, AB; 
să coincidă. Find că unghiurile A și A' sînt egale, la- 
turea AD se va aplica exact pe AD, și punctul D 
va veni în D'”; laturea DC paralelă cu AB, va lvadi- 
recțiunea B'C”: punctul C va veni just în CC": prinur-! 
mare cele doă paraltlograme vor coincide. | 

13... Corolar.— Dod dreptunghiuri sînt egale, dacă. 
doă, laturi consecutive a-le unuia, Sint respectiv egale cu 
doă laturi consecutive ale celuialalt. 

14. A dace o linie dreaptă pe hărtie. Pentru aduce. 
o linie dreaptă pe hărtie, ne servim de o vergea de lemn sati metal numită linie, ale cărei margini longi- tudinale sint tăete în linie dreaptă. Inainte dea ne 
servi de o linie, trebue maj întăi să ne încredințăm 
dacă marginea longitudinală este tăetă exact în linie 
dreaptă ; pentru aceasta procedăm cum urmează: se 
pune linia pe hărtie şi cu un creion bine ascuțit se 
duce o trăsătură urmănă exact marginea liniei şi se 
însamnă doă puncte A, B pe trăsătură; se întoarce de ceia parte a trăsăturei, aşezăndu-se așa ea aceiași mar- gine să treacă prin punctele A și D și iarăşi se duce 0 trăsătură cu creionul. Dacă această a doa frăsătură. coincide cu cea dintăi, atunci linia este bună, 

Se mai poate verifica și alt-fel : după ce am dus trăsătura întăia pe care am însemnat punctele A și B, lunec linia pe hărtie. în direcţiunea trăsăturei spriji-- nindu-se necontenit pe punctele A și B, și în o altă poziţiune a liniei duc trăsătira cu. creionul. Dacă a- 
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ceasta a doa trăsătură coincide exact cu întăia, atuncă 

linia este bună. i 

75. A duce pe hărtie o perpendiculară la o dreaptă, 

Pentru a duce pe hărtie o perpendiculară la o dreaptă 

ne servim de echer, care este 

o linie în formă de triunghiv 

dreptunghic, a-le cărui laturi 

sint tăiete exact în linie dreap- 

tă. Fie să ducem perpendi- 

culara prin A la dreapta MN. // 

Aşez echerul pe hărtie asttej 
ca una din laturile unghiului 

drept, d. e. ab, să coincidă cu d a 

dreapta MN ; apoi, apăsănd cu 
mâna dreaptă echerul pe hărtie pentru ca să nu lunece, 

cu mâna stăngă aplicăm o linie L pe ipotenuza eche- 

vului; în fine apăsăm cu măna stăngă pe linia L ca 

să nu: se miște, facem să lunece echerul cu ipotenuza 

pe linie pănă ce laturea sa va irece prin punetul A ; 

în această pozițiune ducem o trăsătură cu creionul, ea 

va fi perpendiculară căutată. 

Vom vide mai la vale un alt mod .precis de a 

duce o perpendiculară 
76. A duce pe hărtie o paralelă cu o dreaptă. 

Să ducem prin punctul A paraleia la dreapta MN. 

Aşez eeherul astfel ca una din laturile lui, d. e. ipo- 

tenuza bc. să coincidă cu 

dreapta MN ; apăs pee- / /) / 

cher .şi pe marginea lui 4 C, = 

ac aplic o linie L; fixez 
apoi această linie cu 
măna. şi lunec echerul 

de-a lungul liniei pănă 

ce laturea bc trece prin: 

punctul A; în această 

Geom. Elem. C. Chimescu 

       



poziţiune. duc o trăsătură 
paralela căutată, 

17 Verificarea echeru 
că laturile echerului sînt 
vom urma cum am arăta 
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cu creionul ; aceasta va fi 

imi —Pentru a ne încredința | 
tăiete exact în linii drepte : 

t la $. 14. Rămăne să veri- | 
ficăm dacă unghiul din a este drept. 

  

Pe marginea unti 
linii L, aplic una din. 

turile echerului d e. d,. 
şi duc o trăsătură peae;) 
apoi fără a schimba faţa ; 

  

[o & e | care era pe hârtie, aduc». 
echerul ast-fel ca ceialalti ș 

lature cu virful a” să coincidă cu a şilaturea ac'si | 
se aplice pe marginea liniei; în această pozițiune due 

"0 trăsătura de-a lungul laturei a'b'; dacă această din 
urmă trăsătură coincide cu cea dintăi, atunci unghiul + 
din a este drept. 

18. Exerciţii şi probleme.—1. Bisectoarele unghia 
rilor unuă patrulater convez, formeaza un alt patrula 
ter a cărui. unghiuri opuse sînt suplementare.  Făcînd 
figura se vede uşor că unghiul a doă bisectoare cot: : 
secutive, este suplementul semi-sumei un 
pective a-le patrulaterului ; 
ghiuri consecutive de-a p 
tul semi-sumei celorlalte 
rezultă ceea ce se cere. 

2. Bisectoarele a doa 

ghiurilor res j 
şi semi-suma a doă uni 

atrulaterului este suplemen- - 
doă unghiuri ; din aceasta 

unghiuri cu laturile espec- pectiv paralele, sînt paralele sai perpendiculare pentru că unghiurile pot fi egale sati suplementare : în cazul întăi bisectoarele sînt paralele,. în cazul 
toarele sînt perpendiculare 

3. Prin extremităţile 
patrulater, se duc paralele 
formează asifel un paralel 

> între ele. 
fie-căreă diagonale a unui 

S
a
)
 

al doilea bisec- 

la ceialaltă, diagonale, ; se * 
ogram de doă ori mai mare * 1
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de cat patrulaterul. Făcîndu-se- figura se formează opt 
triunghiuri egale doă căte doă, din care rezultă ceia 
ce se cere. 

d. Ori-ce dreaptă care trece prin punctul de în- 
tersecțiune a diagonalelor unuă paralelogram, este îm- 
părțită de acest punct în doă. părți egale, și paralelo- 

gramul este împărțit prin acea dreaptă în doă părți 

„egale. Aceasta rezultă din egalitatea a doă trivnghiuri 
ce se formează dueăndu-se o dreaptă prin punctul de 

intersecțiune al diagonalelor. 
5  Diagonalele u doă paralelograme înscrise unul 

în altul, adică astfel ca vârfurile unuia să fie pe la- 
turile alia, trec prin un același punct. Fie ABCD un 
paralelogram înscris în paralelogramul EFGH şi O 
punctul de intersecţiune a diagonalelor EG, HF; dia- 
gonalele AC, BD trebuind să se împartă mutual în 
părți egale, tot odată fiind nişte drepte cuprinse intre 
laturile paralelogramului EFGH în virtutea Teoremei 
precedente, ele nu se pot tăie de căt în punctul O. 

6. Suma, distanțelor unui punci de pe baza unui 
triunghiu isoscel la cele doa laturi este constantă. 

Fie K un punet luat pe baza BC a unui triun- 
ghiu isoscel, KL şi KM perpendicularele duse din K 
pe AC şi BC; duc prin K paralela cu BA, şiprin C 
perpendiculara CI pe BA. Se formează un dreptunghiu 
şi un alt triunghiu isoscei, în care uşor se vede că 
KL-+-KM este egal cu CI. 

Dacă punctul să ie pe prelungirea bazei, d.e. la 
stănga lu: B, atunci diferența între acele doă distanţe 
este egală cu CI. 

7. Suma distanțelor unui punct luat în interiorul 
unuă triunghiu ecvilateral la cele treă latură, este cons- 
tantă. Demonstraţiunea se razimă. pe problema prece- 
dentă. Se găseşte că, suma căulată este egală cu înăl- 
țimea triunghiului. |
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Dacă punctul este exterior, atunci una din dis 
tanțe trebue scăzută din suma celorlalte doă şi rezul- | 
tatil este egal tot cu înălțimea triunghiului. 

8. Dreapta care unește mijolcurile a doă laturi ! 
a-le unuă triunghiu, este paralelă cu laturea a treia și : 
egală cu jumatatea din ea. : 

Fie ABC triunghiul: prin niijlocul D al laturei 
„AB due DE paralelă cu BC, prin E due EF paralelă - 
cu AB: se formează triunghiurile ADE și EFB care 
este uşor de vădut că sînt egale şi din ele rezultă 
AE—EC și apoi DE-—BE. 

9. Dacă unim mijlocurile laturilor meparalele al 
unul trapez, avem :. 10. âceastă dreaptă este paralelă cu 
celelalte doă laturi ale trapezului și trece prin mijlocu- 
rile diagonatelor luă: 20. segmentul acestei drepte, cuprins 

între laturile neparalele, este egal cu semi-suma laturi- . 
lor paralele, și segmentul cuprins între cele doă diago- 
nale este egal cu semi-diferența acelor laturi. 

2 e Fie trapezul ABCD; 
„10. Prin mijlocul Bal 

Z P  laturei AD duc para- 
G lela EF la AB şi DC; 

D, A aplicănd Teorema pre- 
- cedentă la triunghiu- 

rile ADC, ADB şi DBC. rezultă că G, H, G sînt res- 
pectiv în mijlocul dreptelor AC, BD şi BC. 

DC 

  

20. Avem upoi EG—-——HF și pH=— Pop, - 2 
, 

prin urmare “ 
A AB-+-DO | — be=B6--ap= "0 ou=np pg APCD: | 

2 
10; Medianele unui iriunghiu se îmtânlese în un același punct. Se n ) î tri i 

punci. umește mediană în un  triunghiv,; dreapta care uneşte un virf cu mijlocul laturei opuse.
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Fie BD și CE doă mediane, O punctul lor de 

intersecţiune; să luăm mij- 

locurile F şi H a bucăților 

de mediane OB şi OC: ED 

şi FE sînt paralele cu BC $ 
şi fac căt jumatate din BO; 

aşa dar figura EDHE este un 

paralelogram: OD este jumă- * | 

tate din BO şi o treime dia BD. Așa dar medianele 

tree prin punctul O, gare se găsește la o treime din 

langimea fie-căreia cu începere de la laturi. 

Punctul O se numeşte centru, de gravilate a _tri- 

unghiului AB. 

 



CIROUMFERENTA DE CERC 

CAPITULUL ] 

CIRCUMFERENȚĂ, ARCURI, COARDE. 

79. Definiţiuni.—— Circumferenţa, este locul geometric al punctelor din plan cari se află la aceiași distanţă, de la un acelaşi Punct, numit centra. Porțiunea de plan limitată de circumterență se nu- meşte cere, 

Dreapta care uneşte centrul cu un punct A a] circumferenţei se numește radă; A din definiţiunea circumferenţei 
rezultă că toate radele -unei cir- cumferențe sînt egale între ele. 2 
Ori-ce punct exterior circumfe- <<] renței este la o distanță de la /Z centrul ei, mai mare de căt rada; ori-ce punct interior este la o dis- 
tanță de la centru mai mică qe căt rada. O porţiune de cireumferență cum este BMC se numește arc; dreapta care unește capetele unui arc se nnmește coarda. La ori-ce are corespunde o coardă, și se dice că o coardă sub-întinde aveul corespun- 
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detor, şi că arcul este sub-ântins de coarda corespun- 

dătoare. i e 

Porțiunea de plan cuprinsă între un arc şi coar- 

da corespungetoare, se numește segmeni de cerc. 

Porțiunea de plan cuprinsă între între doă rage 

şi arcul cuprins între ele, 'se numește sector ; porțiunea 

AOE este un sector cercular. 
Ori-ce coardă ce trece prin centru este un dia- 

metru ale cireumferenţei ; DE este un diametru Toţi 

diametrii sînt egali între îi, fiind-că fic-care face căt 

doă rade. 
Doă arcuri de aceiaşi radă sînt egale dacă se 

pot suprapue. 

80. TEOREMĂ.—0 linie dreapta nu poate În-.. 

iilmi o circonferență în maă mult de doă puncie, fiin 

că din centru se pot duce la o dreaptă numai doă. 

oblice egale cu rada. 

| 81. TEOREMĂ.—Orh-ce diametru, împarte cireum-- 

ferenţa în doă părți egale. | 

4 A Fie AB un diametru; întorc: 

partea AMB a figurei în jurul: 
diametrului AB, pentru a o abate- 

peste partea AMB. Un punct, 

| poare-care M a arcului AMB are- 

să se aşede pearcul AMB pentru: 

că el trebue să rămănă la aceiași: 

A „ distamţă de centru; prin urmare 

, 1 toate punctele arcului AMB, a- 

dică însuși întreg acest are, va coincide ou arcul AM'B, 
de uride rezultă că diametrul AB împaate circumte- 
renţa şi cercul în doă prăţi egale. 

32. TEOREMĂ — Diametrul este cea mai mare: 
coardă posibilă. | 

Fie MN un diametru şi AB o coardă care nu 

  



aa 
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trece prin centru. Duc radele 2? 
AO,BO ; linia frăntă AOL OB 
este mai mare de căt linia area- „ET 
tă AB; însă AO-+-OB este su- 
ma a doă rade, și prin urmare 
egală cu diametrul MN : așa dar 
diametrul MN este mai mare de 
căt coarda AB. | 

„ Observaţiune.— O coardă care nu trece prin centru. 
împarte eircumferenţa în doă arcuri neegale, unul mai 
mic de căt o semi-circumferență, și celalalt mai mare: 
ea sub-întinde pe amăndoă aceste arcuri: de ordinar 

—„_Se consideră ca are sub-înţins coardei, cel mai mic din 
aceste arcu. | Ş _ 

83. TEOREMA.— n același cerc, saă în cercuri 
egale 19. doă arcuri egale sînt sub-întinse de coarde e- 
gale; 2%. doă arcuri neegale și mai mică fie-care de căq 
o semi-circumferență, sînt subntinse de coarule neegale ; 
arcul cel mai mare est: sub-întins de coarda cea mai mare: 

19. Să luăm doă cercuri egale O și O. şi pe cir cumferențele lor să luăm arcurile egale AMB și AMB. 
coardele AB şi A'B' cari sub-întind acele arcuri sint egale 

In adivăr, să A DP 
punem cercul O , 
peste egalul seă O',-4 < Z LIN 2? 
așa ca centrul O să Se 
cadă în O: ambele 
cercuri vor coinci- 
de. Să învărtim cer- 
cul O' în jurul 
punctului O așa ca să aducem A' peste A; atunci cer- curile coincidănd arcul A'B se va aplica exact peste egalul sei arc AB, punctul B' va căde tocma în B, şi prin urmare coarda A'B' va coincide cu coarda AB, Aşa dar cele doă coarde sînt egale.
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20 Tot in figura aceasta, să luăm în cercul O arcul 
AMC mai mare de căt A'MB şi mai mic de căt o 
semi-circumferență ; coarda AO este mai mare de căt 

coarda AB. 
In adevăr, să punem cercul O peste egalul seă 

O', aşa ca centrele să coincidă şi punctul A să cadă 
în A. Punctul B, va căde pe arcul AMC, între A 
şi C, d. e. în B; atunci coardele AB şi AB vor fi 
egale. Dacem vagele OA, OB, OC. Triunghiurile A00O 
şi AOB ai doă laturi egale una cu alta şi. fac între 
ele unghiuri neegale, adică; OA lature comună, OC 
egal cu OB ca rade și unghiul AOC este evident căii 
mai mare de căt AOB; prin urmare laturea a treia 

AC din triunghiul întăi, este mai mare de căt laturea 

a treia AB din al doilea triunghiu. 

> 84 Dacă arcurile considerate sînt pe un același 
cere, ne putem imagina că de pe acest cere se desli- 
peşte un cerc egul, rămâind unui din arcuri pe unul 
din cercuri și celalalt are pe celalalt cere, și. atunci 
navem de căt să repetăm aceiași demonstrațiune, pen-: 
tru ambele părţi a-le Teoremei. 

85. Dacă luăm în un cere, arcul AMB mai mie 
de căt o semi-circumferenţă, atunci arcul AMB și coarda 
care'] sub-întinde sînt doă mărimi cari variază în ace- 
laşi senz ; cănd arcul creşteși coarda creşte ; dacă ar- 
cul ajunge egal cuo seini-cireumferenţă de cere, coarda 
devine egală cu diametrul. Dacă arcul crește peste o 
circumferență, atunci arcul şi coarda care ] sub-întinde 
sint doă mărimi cari variază în senz contrar; cănd 
arcul creşte, coarda se micşurează, Din cauza acestor 
legături între arc şi coardă putem dice: 

În un același cerc sai în cercuri egale : 10 doă 
coarde egale sub- întind arcuri egale, 2" doă coarde ne- 
egale sub-întindl arcuri neegali mai mici de căi o semi- 
circumferență, și cea mai mare coardă, sub-întinde arcul
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cel mat mare. Dacă luăm amlele arcuri mal mari de 
căi 0 semi-circumferenţă, atunci toarda cea nat mică, 
sub-întinde arcul cel mai mare. 

„Aceste propoziţiuni, constitue reciproca Teoreme- 
lor de la $. 83. , 

86. TEOREMĂ.— Diametrul perpendicular pe o 
coardă, împarte în doă părţi egale coarda şi arcul sub- 
întins de ea. | 

" Fie coarda AB şi ED diametrul perpendicular pe 
AB în punctul C. Intorc în jurul diametrului ED, par- 
tea figurei care'i la dreapta lui ED, 
ca să o aplicăm peste partea din Z 
stânga. Semi-circumferenţa EBD 
va coincide exact cu semi-circum- 2 
ferenţa BAD; porţiunea de coardă 
CB fiind perpendiculară în C pe 7 Cc 
ED va lua direcţiunea CA carei 12 perpendiculară pe ED tot în C: 
punctul B, intersecțiunea semi-circumferenţei EBD cu 
CB, va căda în punctul A intersacțiunea semi-cireum-. ferenței EAD cu direcţiunea luată de CB după învir- 
tire. Din aceasta rezultă că CB este egală cu CA și arc DB este egal cu arc AD. 

87. Corolar [.—- Centrul unui cere, mijlocul unei 
coarde și mijlocul arcului sub-întins de coardă, sînt în 
linie dreaptă. Aceasta se vede de acolo, că în timpul 
şi după învâîrtirea semi-circumferenței EBD în jur de 
ED, aceste trei puncte rămăn în loc, pe diametrul ED. 

Fiind-că o linie dreaptă este complect determinată prin doă puncte, saă prin un punct și condiţiunea de a fi perpendiculară la o dreaptă dată. apoi videm că Corolarul acesta dă loc la următoarele 5 propoziţiuni : 1%. Perpendiculara peocoardă în mijlocul ei, trece prin centrul cercului și prin mijlocul arcului sub-întins de coardă. 

A  
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20. Perpendiculara, dusă din mijlocul unui arc pe 

coarda luă, trece prin mijlocul coardei și prin centrul 

cerculuă. ” | | ă 
30. Rada dusă prin mijlocul uneă coarde esle per- 

pendiculară pe coardă, și împarte atăt coarda căt și ar- 
cul sub-întins de ea, în doă părți egale. 

4%. Rada dusă prin mizlocul unui are. împarte în 
doă părți egale coarda acestul arc, șit este perpendiculară, 

50. Linia dreaptă dusa prin mijlocurile unuă arc 
șia coardei lui trece prin, centrul cercului și este per- 

pendiculară pe coardă. a 
88. Locul geometric al punctelor din mizloc a unei 

serii de coarde paralele cu o direcțiune dată, este diame- 
trul perpendicular pe acea direcțiune, fiind-că toate ar- 
curile sub-întinse de aceste coarde paralele, aă același 
mijloc. e ” 

89. TEOREMA.— Prin trei puncie, cart nu sînt în 
linie dreaptă, putem duce o circumferenţă și numai una. 

Fie A.B, C cele trei 

7 puncte. Unesc A cu B și B 

p cu O; duc prin mijloculI 
a lui AB perpendiculara DD! 

AP pe AB, şi prin mijlocul K, 
a lui BC perpenidicularaEk 

p ȚZ pe BC. Dreptele DD' şi EE 
formează între ele un unghii 

2 egal saă suplementar un- 
ghiului ABC şi prin urmare elenu pot fi para- 
lele. Fie O punctul lor de intersecţiune: acestpunct 
se află la distanțe egale de punctele A. B, C. Aşa dar 
dacă din punctul O ea centru şi cu OA ca radă se 
descrie o circumferență, aceasta va trece prin punctele 
A, B şi. 

Dic că nu mai poate fioaltă circumferenţă, care 
să treacă prin acele trei puncte Pentru că ori-ce cir-
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cumferenţă ce trece prin A şi B îşi.are centrul pe DD' 
(Ş. 87,10) şi ori-ce circvumferenţă ce trece prin B și U 
își are centrul pe EE'; prin urmare circumferența ce 
trece prin trustrele punctele A, B, O îşi va ave cen- 

trul la intersecţiunea dreptelor DD' şi EE' care este 
un punct unic O: așa darori-ce circumferenţă ce trece 
prin A, B, C trebue să'şi aibă centrul în O, şi rada 
ei ne poate fi de căt OA sai OB sau OU, care 
lungimi sint toate egale între ele. Din aceasta rezul- 
tă, că oră-ce cireumferenţă ce trece prin A,bB, C, co- 
incide cu acea descrisă din O ca centru cu OA ca rază. 
„91. - Corolar. —Doă circumferențe ni, pot ave mai 
mit de doă puncte comune; căci dacă ar ave trei 
puncte comune, atunci ar coincide, ” 

91. Exerciţii—10 Piind date o circumferența și. un 
- punct : distanța cea mai mică si cea mai mare de la punct 
la circumferență, se uflă pe diametrul cârcumferenţei ce tre- 
ce prin punci.Se va compara distanța ori-cărui punct al circam- 
ferenței la punctul dat, cu distanţele punctelor circumferenței a- 
flătoare pe diametrul ce wece prin punctul dat, la acest punct, 
şi din triunghiurile cari se: formează rezultă ceia ce se cere. 

2. O linie dreaptă și un punct fiind date, să se des- 
crie cu o radă dată o circumferență cu centrul pe dreaptă, şi 
asifel ca suma distanțelor mazimă și minimă de la punct la 
cîrcumferenţă să fie egală cu o lungime dată. 

Fie r rada și ] suma în chestiune; din punctul dat cu o 
radă egală cu Î--7 descrim o circumterență care va tăia dreapta 
dată în doă puncte A și B; din unul din aceste puncte ca cen- 
tru și cu rada dată r descrim o circumferență; vom ave ceiace 
căutâm, 

3. Să ie pe o circumferență doă arcuri AB, CN egale 
între ele; coardele acestor arcuri fiind prelungite se întâlnesc 
în un punct M; unind cruciș extremitațile urcurilor avem AC 
și BD cari se taie în un punct N; a arăta că M şi N sînt 
pe un diameiru ; pentru că M și N trebue. să se afle pe hisec- 
toara unghiului M și această Disectoară trece prin centrul cir- 
cumferenței. " 

4. A descri cu o raglă dată o circumferență care să 
treacă prin doă puncte date. Se vor uni cele doă puncte 'prin
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o dreaptă; în mijlucul acestei drepte se va duce perpendiculara ; 

din unul din punctele date ca centru cu rada dată, se va descri' 

an are de cerc care va tăia perpendiculara în doă puncte ; unul 

din aceste puncte va fi centrul căutat, Pentru ca problema să 

aibă soluţiune, trebue ca raga dată să fie egală saii nai mare de căt 

distanţa între cele doă puncte date. 

5. Prin un punct dat să se ducă o circumferență care 

să fie la aceiași distanță de tre puncte date în linie frăntă. 

Fie M punctul întăi, A, B, C punetele cele trei din urmă. 

Determinez centrul O al circumferenţei ce trece prin A, B, O şi 

din O ca centru en OM ca raqă descriii cirenmferența și avem 

ceia ce se cere. 

6. Fiind date pe hărtie patru puncle din cure trei mu 

sînt în linie dreaptă, a duce un drum circular care să treacă 

la egală distanţă de fie-care aceie patru puncte. 

Pie A, B, O trei puncte ce unu sînt în linie dreaptă și D 

al patrulea punct; fie O centrul gircuwferenței ce trece prin A, 

PALO radă va fi drumul qă- 
. B, C. Circumferenţa descrisă cu   

utat, Este los a se discuta numărul soloțiunilor. 

7. A deseri cu o radă dulii, o circumferență care să în- 

tercepteze pe doă linii drepte nişte coarde de lungimi date. 

Fie A și B dreptele date; luăm pe dreapta A, o lungime 

CD egală cu coarda dată respectiv, fie r rada dată; determinez 

centrul O al circumferenţei ce trece prin C și D de radă 7 (a 

vide problema 4 de mai sus) și prin punctul O dac paralela cu 

A. Fac același lucru cu coarda a dea aședată pe B: fie O' cen- 

trul circumterenței respective ; prin O' duc paralela cu B. Punctul 

de întîlnire al paralelelor duse prin O și O' este centrul circum- 

ferenţei căutate. 

__8. O linie dreaptă, mobilă în plan, poate fi udusă din o 

pozițiune în alta, prin o rolațiune în jurul unuă punct din 

plan, numaă căt cele doă. pozițiună a liniei drepte să nu fie 

paralele şi de acelaşi senz. Problema se rezolveşte ca precedenta, 

luăndu-se pe cele doă pozițiuni de dreaptă, coarde egale.
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CAPITULUL II 

TANGENTĂ, UNGHIURI ÎNSCRISE 

92. TEOREMĂ. — In un același cerc, saii în cercuri 
egale: 1%. doă coarde egale sînt egal departate de cen- 
irul cercului: 2% din doă coarde neegale, cea. mai mare 
este mai aproape de centru. 

10. Fie în cercul O, doă coarde 2 . 
AB, CD egale între ele; gdic că ele 
sînt egal depărtate de centrul O. Due 0 
din centru, perpendicularele OI şi 
OK pe cele doă coarde, care știm 
că sînt distanţele centrului la coarde; duc şi radele OA, 00. 'Triunghiu- 5 
rile dreptunghice OAI și OCK sînt 2 
egale ca avînd ipotenuzele OA şi OO 
egale intre ele ca rade, precum şi laturile IA și CK 
iarăşi egale între ele ca jumătăţi de ccarde egale. Din 
aceasta rezultă că OI—OK. 

Dacă coarda a doa este pe o altă circumferență 
egală cu cea dintăi, atunci demonstraţiunea se face prin 
suprapunere. | 

2% Fie acum doă coarde AB, DE neegale și anu- me DE mai mare de căt AB: die că DE este mai aproape de centru de căt AB. 
Cu îucepere de la D due spre E un are DC egal cu AB: fiind-că arcul AB este mai mic de căt arcul DE, punctul C va căde între D şi E, coarda DO şi centru vor fi deo parte și de altaa coardei DE. Due din O perpendiculare pre cele trei coarde ; OI este 

7
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B egală cu OK fiind-că coardele res- 
pective AB, DC sînt egale  Per- 
pendiculara OK va tăie coarda DE 

A în un punct NI, şi avem că per- 
J£ pendiculara OL este mai scurtă de 

h căt oblica OM și cu atăt. mai mult 
sai -va fi mai scurtă de căt OM—IMK 

D EC sai OK : şi fiind că OK este egală 
cu OI, rezultă că OL este mai mică de căt Ol. 

93. Observațiune.— In un cere, lungimea unei 
coarde și distanța centrului la ea, sînt doă mărimi cari 
variază în sens invers; cănd una crește ceialaltă se 
micșorează. Conchidem reciproca Teoremei precedente: 
în un același cerc sai în cercuri egale, coardele egal 
depărtate de centru sînt egale între ele. și coarde. mee- 
gal depărtate de centru nu sînt egale înire ele. 

94. Detiniţiuni.— O linie dreaptă este numită tan- 
gentă în un punct A al unei circumfe'enţe. cănd acea 
dreaptă nu are comun cu circumferența, de căt numai 
acel punct. Punctul comun al tangentei -cu circumfe- 
rența se numeşte punct de contact. Dreapta per- 
pendiculară pe tangentă şi în punctul de contact se 
numeşte normală la cicumterenţă. 

Ori-ce dreaptă, care are de comun cu circumferența 
doă puncte, este o secantă a circumferenței 

Un unghiu cu virful în centrul unei cirecumferen- 
ţe poartă numirea de unghiu la centru. 

Un unghiu cu virful în un punctalcircumferen- 
ței poartă numirea de unghiu înscris in circumferență. 

TEOREMA.— Perpendiculara dusă la extre- 
mitatea unei rade, este tangentă la circumferență şi 
reciproc : tangentă, la o circumterență, este perpendicu- 
lară pe rada dusă la punctul de contact. , 

19 Consider rada OA şi în A duc perpendicu- 
larara TI” la OA; gic că TI” este tangentă la cir-
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cumferenţa în A. In adevăr, dacă luăm un punct oa- 
re-care Mal tangentei. videm P 7 47 
că nu poate fi pe circumterență = 
căti distanţa sa la centru, OM, 
ca oblică față cu perpendiculara 
OA, este mai mare de căt OA. 

De aici rezultă că dreapta 
TT' nu întîloește circumferenţa 
de căt în singurul punct A și 
prin urmare'i este tangentă și panctul de contact este 
A. (%). 

2%. Reciproc, dacă TT' este tangentă în A la cir 
cumferență, die că ea este perpendiculară pe rada OA” 
In adevăr, dreapta TT” nu poate ave nici un punct în: 
interiorul circumferenței, căci atunci ar întîlnio în 
mai mult de un punct. Aşa dar ori-care punct al ei, 
afară de A, este exterior cireumferenţei, ŞI prin urmare 
la o distanță de la centru mai mare de cât OA. Re- 
zultă dar că OA este cea mai scurtă distanță a puoe- 
tului O la dreapta TT' şi prin urmare rada OA este 
perpendiculară la 'TT. 

*). O tangentă în un punet A al] circumferentei, poate fi consi- 
derată ca limita utcă secante mobile, ce trece 
prin punctul A şi primun alt punct 0are-care 
B de-a circumferentei, căud acesta se confus- 

7 dă cu cel dintăi. | | 
In adivăr, să considerăm secanta AB și 

să o învîrtim în jurul punetului A, aşa ca al 
doilea punct de intersecţiune B să se apropie de 
A; punctul I, mijlocul coardei AB se va apro- 
pia şi el de punctul A, şi dre:pta OL va rămăne 
în fie-care poziţiune a secantei, perpendiculară 
pe această secantă. Aşa dar, la limită, cănd: punc tul B se confundă cu A, secantu AB se așadă 
pe perpendiculara OA în A, şi se confundă cu. tangenta în A. Se poste dică dar că o tangent este o _ secantă a cărri cele doă puncte de intersecţiune se confundă în unul singur. 
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96. Corolar I— Prin un punct luat pe circumfe- 
rență nu se poate duce de. cât o singură tangentă la 
circumferență ; pentru că ştim că în un punct peo 
dreaptă, nu se poate duce de căt o perpendiculară. 

97 Corolar II—Dacă ducem o serie de coarde pa- 
ralele cu o tangentă, toate aceste coarde sînt împărțite 
în părți egale prin diametrul ce trece prin punctul de 
contact ; pentru că acest diametiu fiind perpendicular 
pe acele coarde, trebue să le împartă în părți egale. 

98. Corolar III.—O normală la circumferenţă trece. 
prin centru; pentru că fiind perpendiculară pe tangentă 
în punctul de contact, normala va conţine. rada ce 
merge la acest punct de contact. | 

99. TEOREMĂ. — Doă lină drepte paralele între 
ele, interceptează pe circumferență, arcură egale. 

Cele doă drepte paralele pot fi saă secante amăn- 
doă, saii tangente amăndoă, sai una secantă și una 
tangentă. 

10. Fie dreptele AB, CD amăndoă secante ; dia- 
metrul OF cari le este perpendicular, împarte în părți 
egale arcurile sub-întinse de aceste drepte. Așa dar 
arcul CE este egal cu arcul DE și arcul AE este egal 
cu arcul BE; prin urmare arcul „ 
AC, diferenţa între arcurile AE și Lb 
CE. este egal cu arcul BD diferen- 
ţa între arcurile BE și DE. 

20. Să luăm împreună tangenta | 
TT în E şi secanta CD paralele în- 
tre ele. Rada care merge la E fiind 
perpendiculară pe CD ştim că îm- 
parte coarda CD şi arcul sub-întins Z /Z V. 
CED în doă părți egale; așa dar arcul CE este egal 
cu arcul DE. 

80, Dacă cele” doă paralele TT”, UU' sînt amăn- 
. 

Geom Elem. C Chimescu 5 

/C 
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doă tangente la circumferenţă, atunci radele OE şi OP 
„respectiv perpendiculare pe cele doă tangente sint una 
în prelungirea alteia și linia EOF este un diametru, 
care ştim că împarte circumferența în doă părți egale 
86). J 

G 100. TEOREMA.— Dacă doă. circumferenţe ai doă 
pumcie comune, coarda comună este perpendiculară pe 
dreapta. centrelor, și este împărțită de această din armă, 
în doă părți egale. | 

Fie doă circiimferenţe cu centrele în O și Q' care 
ai de comun punctele M şi M'; punctul O este egal 

depărtat de punctele 
M și M; punctul O' 
este de asemene egal 
depărtat de aceleași 

puncte; așa dar dreap- 
ta 0O' este locul geo- 
metric al punctelor e- 

e, A gal depărtate de M și 
M" şi prin urmare dreapta 0O' este perpendicularăpe 
MM" în punetul din mijloc 'al acestei drepte. 

101. Corolar. — Dacă presupunem că una din cireum- 
ferențe, d. e. O, se mișcă astfel că centrul ei O, să 
rămănă necontenit pe dreapta 00”, atunci punctele de 
intersecțiune M şi M' tind a se confunda în unul sin- 

gur; dreapta ce trece prin 
punctele M şi M' tinde a 
deveni tangentă la ambele 
cirecumferenţe în vunetul 
lor comun, rămăind per- 
pendiculară pe linia centre- 
lor. Aşa dar: cănd doă cir- 
cumferențe ai un singur 
puni comun, acest punci 
și circumferenţele ai, ace-     

este situat pe linia centrelor,
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iaşi tangentă în punctul lor comun, adică sînt tangenie 

una alteia. | | 

Tot astfel se întîmplă şi cănd prin mișcarea im- 

primată, circumferența cea mică intră cu totul în cea 

mare : 
102. Doă circumferenţe pot ave: sati doă puncte 

comune, saii numai unul, saă nici unul: în aceste doă 

din urmă cazuri, cireumferenţele pot fi exterioare Şi 

interioare una alteia. Prin urmare doă circumferenţe 

pot ave, una în privirea celeialalte, cinci poziţiuni di- 

ferite cărora corespund următoarele cinci teoreme. 

103. TEOREMĂ.— Dacă doă circumferenţe, nu ai, 

nică un punct comun și sînt exterioare una, alteia, atuncă 

distanța centrelor este maă mare de cât suma radelor. 

Linia dreaptă 00O' 
care unește centrele“ 
taie pe una din circum- 
ferenţe în punctul A. 
şi pe ceialaltă în punc- 

„tul B, prin ui! mare este 
egală cu “suma razelor 
OA, O'B, plus distanţa 

între puuctel» A și B: prin. urmare avem 
0O'<OA-+LOB. 

104. TEOREMA.— Dacă doă ctreumferenţe se ating 

exterior, distanța între cere este egală cu suma 

radelor. 
Am vădut (Ş. LO1) că 

punctul de contact A se află 
pe linia w-ntrelor OO şi este 
cuprinsînte aceste doă cen 
tre, fiindcă cir umterenţel. 

sînt exterioare una altuia ; 

prin urmari avem 

_00'=0A4+0A.. 
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105. TEOREMĂ.— Dacă doă circumferenţe se în- 
tretaie, distanța între centre este mai -mică de căt 
suma  azelor și mai mare de căt diferența între 
acele rade. 

Fie A unul din punctele 
de inter'secţiune a doă circum- 
ferențe O și O'; acest punct 
A nefiind pe linia centrelor, 
radele OA şi O'A formează 
cu linia centrelor 0O' un tri- 
unghiu. în care ştim că o la- 
ture, d. e. 0OO', este mai mică 

de căt suma celorlalte doă OA și OA şi mai mare de 
căt diferența lor. 

106. Observaţiune.—Cănd doă arcuri de cere se 
taie între ele în un punct A, se gice căele formează 
un anghiu în acel punct: acest unghiu se măsoară 
prin acel format de tangentele la arcuri duse în 2îr- 
ful și în senzul arcurilor. Din acestea rezultă că: 

„19. Doă circumferențe se taie în, um, punct comun 
lor, sub un unghia egal cu acel al razelor duse la Pune 
tul comun și prelungite dincolo de punc. 

2%. Când doa circumferenţe se întretaie, unghiul 
este același în amăndoa punctele de intersecțiune. 

107. TEOREMĂ.— Daca doă cârcumferenţe se a- ting înterior, distanța între centre este egală cu dife- 
rența radelor lor. 

„„. Punetulde contact A se află pe 
linia centrelor 00' şi de aceiași par- 
te în privirea acestor centre, fiind- 2 LO] Că una din circumferenţe este în in- 
teriorul celeialalte ; aşa dar avem: 

0O'—O0A—0O'A. 
108. TEOREMĂ.— Daca doă 
un punct comun, și una este   circumferenţe nu ai nică
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în interiorul celeialalte, distanța între centre este mai 
mică de căt diferenţa radelor lor. 

Prelungese dreapta 00” pă- 
nă în afară de circumferenţa inte- 

- rioară: această dreaptă întâlneşte 
cele doă circumferenţe în B și A 
și videm că OO” este egal cu dife- / 
rența între radele OA şi OB mi- 
nus BA: așa că dacă nu scădem 
pe BA vom ave 

  

0U'<OA—O'B. 

- 108. Corolar. Reciprocele acestor cinci teoreme sînt 
adevărate şi se deduc din ele imediat, pentru că con- 
dițiunile relative la fie-care caz se exclud mutual. 

Să demonstrăm d.e că dacă distanța centrelor este 
maă mica de căt suma radelor și mai mare de căt. di- 
ferenţa lor, circumferenţele se întretaie. 

În adevăr, circumferențele nu pot fi nică exterioare, 
nică iangente exterior, pentru că distanţa centrelor este 
mai mică de căt suma radelor; ele nu pot fi nici tan- 
gente interior, nică interioare'una alteia, pentru că dis- 
tanţa centrelor este mai mai mare de căt diferența 
radelor. Rămăne dar că circumferenţele să fie secante 
între ele. 

Tot astfel se va demonstra și reciprocele celor- 
lalte patru teoreme. 

109. TEOREMĂ.—/n un același cerc sai în cer- 
cură egale, 1%. doă unghiuri la centru egale, intercep- 
tează arcuri egale; 2%, doă unghiuri la centru neegale, 
înterceptează arcuri neegale, cel mai mare unghiu la cen- 
iru înterceptează arcul cel mai mare. 

10, Să luăm cercurile egale O și O' unghiurile 
la centru AOB și A'O'B' egale între ele. Să transpor- 
tăm cercul O' peste cercul O, așa ca centrele să coin- 
cidă; să învărtim apoi cercul O' în jurul punctului



- O, pănă ce rada 
A B 4 B OA' vine pe rada 

OA ; fiind că un- 
/Ne ghiul A'O'B', este 

! egalcu unghiul AOB 
apoi rada O'B' va 
lua direcțiunea OB 

- și arcul A'B' se va 
aplica exact peste arcul AB; prin urmare aceste doă 
arcuri sînt egale. LL 2%. Să luăm în cercurile egale O şi O' unghiu- 
rile la centru AOC și A'O'B' neegale, și fie unghiul AOC mai mare de căt A'O0OB. Să transportăm iarăși 
cercul O' peste cercul O. aşa ca centrele să coincidă; 
să învărtim apoi cercul O' în jurul punctului O pănă 
ce rațla O'A" vine pe rada OA; find că unghiul A'OB' 
este mai mic de căt unghiul AOC, rada O'B' va căde în interiorul unghiului AOC, d.e. pe OB, punctul B este situat pe cireumferența O între punctele A şi C. 
Din acestea rezultă că arcul AC este mai mare de căt 
arcul AB: însă arcul AB este egal cu arcul A'B' prin urmare arcul AC este mai mare de căt arcul AB. 

110. Reciprocele acestei teoreme sînt adevărate; 
adică: 70. la doă arcuri eyale corespund unghiuri la 
centru egale; 20. la doă arcuri neegale corespund unghiuri 
la centru neegale ; la arcul cel mai mare corespunde cel 
mai mare unghiu la centru. Demonstraţiunea se face 
uşor tot prin suprapunere. . 

111. Corolar.— Doi diametri perpendiculary împari circumferența în patru arcură egăle; pentru că acești doi diametri tormează la centru patru unghiuri egale, că- rora li corespund prin urmare arcuri egle. 
Se dă numele de cadran, sfertului de cireumferenţă. 
112. Măsurarea unghiurilor. Dependenţa dintre un- ghiuri la centru şi arcurile cuprinse între laturile un- 
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ghiului în o aceiaşi circumferenţă, conduce la înlocu- 

îrea măsurărei directea unghiurilor prin măsurarea de 

arcuri de cireumferență ; căci deși unghiurile şi arcu- 

vile de circumferență nu sînt mărimi de aceiași specie 

însă Teorema următoare ni permite dea cunoaşte ra- 

portul între doă unghiuri, dacă cunoaștera raportul din- 

ire arcurile corespunzătoare. 

115. TEOREMĂ .— Dacă din virfurile a doă un- 

ghiuri ca centre, discrim cu 0 aceiași vală cîte un arc. 

'de cerc, raportul între unghiură este egal cu raportul ar- 

curilor cuprinse între laturile respective a celor doă un- 

ghiuri. 
Din virfurile O şi O' 

a ungbiurilor AOB şi COD 0 2 

ca centre. cn-o aceiași 
radă, descrim arcurile de 

cere AB, CD: giccă Z HI > c Lp 

raportul 
ungh. AOB arc, AB 
amgh COD este egal cu raportul CD 

Doă cazuri se pot prezenta: sai arcurile sînt 

comensurabile între ele, saii sînt necomensurabile în- 

tre 6le(*). 

e). Doă mărimi A și B de aceiaşi specie, sint comensurabile între 

ele, atunei cănd se poate găsi o a treia mărime C care să se cuprindă 

de'un număr exact de oră în A și B; d.e. A cuprindepe C de 7 oră 

, A 3 , pai . 
şi B de 2 ori, avem Dep In acest caz videm că mărimile admit o 

comună măsură şi raportul lor este un număr bine Qeterminat, care poate 

fi întreg sali îracţionar. - : 
| Observăm că dacă A şi B admit ca comună măsură pe C, vor ad- 

mite si pe o parte alievotă a lui C; d.e. jumătatea, saă sfertul, sai a 

zecea parte a lui C, ete. 
Doă mărimi A și B de aceiaşi specie, sint mecomensurabile între 

ele atunci cănd nu se poate stabili între ele v comună măsură. Să luăm 
o a treia mărime C, care nu se cuprinde exact nici în Anici în Bșisă 

figurâm prin linii drepte aceste trei lungimi, și să presupunem că C intră 

de patru ori în A și mai xâmăne porţiunea a'a” şi de trei ori în B şi
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10. Să admitem că arcurile AB și CD ai o co- 
mină măsură, adică d. e. arcul ab este conţinut de5 
ori în arcul AB şi de 4 ori în arcul CD: raportul 

între arcuri. este ZI: 

Să ducem din centre, rade la punctele arcurilor 
AB și DO determinate de arcul ap. Unghiurile ABB și 
COD, sînt cu chipul acesta împărţite în unghiuri 

„egale eu unghiul a05; find că am vădut că 
la arcuri egale corespund la centru unghiuri egale, 
Unghiul AOB conţine 5 unghiuri egale cu a0b şi un- 
ghiul CO'D conţine 4 de aceste unghiuri ; prin urmare 
raportul între unghiurile AOB și CO'D este egal cu 
2 adică același raport ca și între arcuri, 

20. Să presupunem că arcurile AB şi OD nu ai O comună măsură. Să admitem că a m: parte din ar- cul ab este conținută de k ori în arcul AB și mai ră- măne ceva; de asemenea a ne parte din arcul ab să admitem că este conținută de ori în arcul CD şi mai 
a 

mai râmăne porțiunea bb'. Să luăm d. 0. a decea parte din C; aceasta se cuprinde în A de 40 ori pănă în a și încă de Gori d.e. în a' a, mat rămăind 
încă o porţiu- f.-— 
ne;înBsecu- & 
prinde de 30 

Â „ ori şi încă de 7 A 4 3 2 6 ori în B'b mai 
rămâind încă ( 
o porţiune; 
vom ave neegalitățile : 

46 Ca 470 şi 370 B<38 C. 10 0 10 10 
Cănd vom lua în loe de A pe 260 sai pe 47 Ca coraitera o e- 

  

toare asupra adevăratei valori a lui A în mal puţin sau în mai mult, mai mică de căt 2; de asemene cănd voim lua în loc de B pe 37 C sai pe 10 îi ! 10 0. a ada Înauii 
385 comitem 0 eroare asupra adevăratei valori a lu B, în mai puţin
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rămăne ceva. Arcurile AB şi CD vor fi foarte aproape 
arc. ab — [ arc. ab. 

egale respectiv cu p A 4. şi ; prin urmare 
” n 

raportul aro. AB a fi foarte aproape egal cu h 
arc. 

dacă vom lua pe n destul-de mate. Dacă prin virfu- 

rile O şi O” ducem rage la punctele de diviziune de- 

terminate de arcul 8 pe arcurile AB şi CD, unghiu- 
N 

vile AOB și COD vor fi descompuse respectiv în k 
şi l unghiuri egale între ele, căcitoate ai acelaşi are 
ah + pu . 
5 între laturi, și va mai rămăne căte un mic unghiu 

atăt în AOB cât şi în CO'D, care va fi cu atăt mai 
mie cu căt n va fi mai mare; prin urmare raportul 
ungh. AOB - 

ungh. COD 
cu raportul între arcuri 

114. După ce am constatat ce fel este dependenţa 
între unghiuri și arcuri de circumferență, adică pro- 
porționalitatea, putem preciza mai bine chesţiunea mă- 

va fi foarte aproape egal cu “ adică egal 

46 C 
- C | DR , 

sai în maj mult, mai mică de căt 76: prin urmare raporturile -S şi 
372 

10 

47 
10 , 46 47 
o egale. respectiv cu 37 Si 38 nu vor reprezenta adevărata valoare ara- 

3810 | 

portului 2 dar căte o valoare foarte apropiată de cea adevărată. 

Dacă acum, vom lua a n-a parte a lui C, n fiind număr întestul de 

mare, și adrmiţănd o se coprinde de & ori în: A mai rămăind ceva, şi 

de I ori în 8, mai rămăind iarăşi ceva, vom are 

p Oak) E. și L0>B>04+D) 
" n + E (0
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surărei unghiurilor, modificănd cum urmează enunciul 
Teoremei precedente, care poate fi considerat ca o noă 
Teoremă U E 

115. TEOREMA.— Daca pe o circumferență oare- 
care, să, ie ca unitate de arc acel cuprins între laturile 
unghiului la centru luat ca unitate de unghiu, atunci 
măsura unul unghiu, oare-care la centru, este acciași ca 
și măsura arcului cuprins între laturile luă. 

Fie MON unghiul luat ca unitate de unghiu și 
2 AOB unghiul ce voim să măsu- 

răm. Din punctul O ca centru și 
cu 0 radă oare-care descrim o 
circumferență ; între laturile un- 
ghiului MON avem arc. MN, și 
între laturile unghiului AOB avem 
arc. AB: giecă măsura uvghiului 
AOB este aceiaşi ca şi măsura 

7 arcului AB, dacă luăm ca unitate 
A de arc, arcul MN. In adivăr, 

carei măsura unghiului AUB ? este raportul între a- 
cest unghiu și acel luat ca unitate, adică ; 409h AOB. 

     
Ai ungh. MON 

Care'i măsura arcului ? este raportul între acest are 
, - , „arc ÂB. -. și acel luat ca unitate, adină “4% Insă, în virtutea 

arc AM | 

  

diferenţele între numerii cari cuprind pe A şi B este £, cari poate devine 
m 

oră căt de mică am vroi, luănă pe n destul de mare; prin urmare în loc de 
A putem lua a saă (41) 

m 
O ua. : a , . — fără să comitem erori insemnate, și atunci valoarea numerică a vaportului 

A ma sai E sau FĂ. 
B I 241 ! Aşa dar raportul între doă mărimi necomensurabile nu este exact 

determinat ci numai aprozimaţiv. R 

— şi în loc de B putem lua 19 sai (1+1): 

  

aportul însuşi 2 în acest caz este nu- 
mit raport necomensurabil,
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Teoremei precedente, aceste raporturi sînt egale; prin 

urmare, măsura unghiului AOB este aceiași ca şi a 

arcului AB 
Această 'Teoremă fiind foarte des aplicată, pentru 

ușurință i sa schimbat enunriul ei în următorul: an 

unghiu la centru, ave drept măsură arcul cuprins între 

laturile sale; rămăne sub-înțăles că: cuvintele -„are 

drept măsură“ exprimă acelaşi lucru ca şi „are aceiași 

măsură, ca“ şi că unitatea de are corespunde unităței 

de unghiu. 
116. Pentru a măsura un are, și prin urmare un 

unghiu, se împarte circumferenţa în 360 părţi egale 

numite grade; fie-care grad este împărțit în 60 mă- 

mute şi fie-care minută în 60 secunde. Prin urmare 0 

semi-circumferență conţine 180 grade. Semnele pentru 

grade minute și secunde sint : 0, ,' care se pun sus 

la dreapta numărului; d.e. un are de 76 grade 35 

minute 57 secunde se scrie: 16%3557. 
Acum, vom ave unghiii la centru de un grad, a- 

cel a cărui laturi cuprind pe circumferență un arc de 

10; vom ave unghiu la centru deo minută, deo se- 

cundă. acele cari cuprind pe circumferenţă arcuri de 

7 de 7”. Un unghiu de un grad facecăt 60 unghiuri 

de o minută și căt 60X60 saă 3600 unghiuri de o 

secundă. Un unghiu la centru a cărui laturi cuprind 

un arc de 76%35'57”, este un unghiu de 76%3557'. 

Am văzut că doi diametri perpendiculari îm- 

part circumferenţa în patru părți egale; un unghiu 

drept a cărui vîrf este în centrul unei circumterente, 

cuprinde între laturile lui un are de un sfert de cur- 

cumferență, adică un are de 90%, prinurmare un un- 

ghia drept face 90%. Din aceasta deducem că: doă 

unghiuri complementare fac la un loc 90%; doă unghiuri 

suplementare fac la un loc 180; suma celor trei. un- 

ghiuri a-le unuă triunghiu este egală cu 180%; în untri-
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unghiu, ecvilateral, fie-car6 unghiu este de câte 60%, în un 
triumghiu dreptunghic, suma celor doă unghiară ascuțite 
face 900. J 

11. TEOREMA.— Un unghiu înscris îno circum- 
ferență, are drept măsură jumătătea arculuă Cuprins 
între laturile lui. Trei cazuri se pot prezenta : 

1*. Centrul este pe una din laturile unghiului d. 
e. BC. Duce rada AO; triunghiul AOB este isoscel, 

2 pentru că are laturile sale AQ şi BO 
egale între ele ca rade: de unde re- 
zultă că unghiurile OAB și ABO 
sînt egale. Insă AOC este un unghiu 

jexterior triunghiului AOB, și ca ast- 
% fel este egal cu suma unghiurilor 

4 OAB şi ABO ($. 49,1), şi fiind că 
aceste din urmă unghiuri sînt. egale 

C între ele, regultă că unghiul ABOQ 
singur, este jumătatea din unghiul AOC. Unghiul la 
centru AOC are drept măsură arcul AC ; prin urmare 
unghiul înseris ABO, saă ABC, vaave drept măsură 
jumătatea din arcul AC. - 

2 2%. Centrul O se află între la- 
turile unghiului. Duc diametrul BOD; 
unghiul ABD are . drept măsură ju- 
mătatea din jumătate din arcul AD, 
unghiul DBC are drept măsură ju- 

/„„ mătate din arcul DC. Prin urmare 
C unghiul înscris ABC; care videm că > este egal cu suma celor daă unghiuri, . 2 va ave drept măsură jumătatea din arcul. AC. 

3%. Centrul este exterior laturilor unghiului. Due diametrul BOD (fig. următoare); aici unghiul ABC este diferența între unghiurile ABD și CBD, a-le căror măsuri respective sînt jumătate din arcul AD Și jumă-



77 — 

tate din arcul CD ; prin urmare unghiul însuși ABC 
va ave drept măsură jumătate din arcul AC. 

118. Corolarul |. Un unghiu format de o tangentă 
TI” şi deo coardă BC ce trece pp p! 
prin. punciul de contaci B. are drept . — JL 
măsură jumătate din arcul sub- întins 
de coardă. | 

Ducem secanta BA; unghiul 
înseris ABC are drept măsură ju- 
mătate din arcul AC, Să învărtim N 
secanta BA, în jur de B pănă cel 
devine tangentă în B: în toatepo- 
ziţiunile secantei BA, unghiul inscris ABO va ave drept 
măsură jumătate din arcul AC: aşa dar la limită, a- 
dică unghiul TBC, al tangentei în B cu coarda BC, 
va ave drept.măsură jumătate din arcul BC. | 

Aceasta se poate demonstra și direct, considerănd 
unghiul 'TBO ca diferență între unghiul drept TBD şi 
unghiul CBD. 

119. Corolarul II. Toate unghiurile înscrise în un 
același segment de cerc, sînt egale - , 
între ele. A_C 

Fie AMB segmentul; unghiu- Cc 
rile ACB, AC'B, ACB... sînt toate 
egale între ele, fiind că toate aă 
drept măsură jumătate din arcul 
ANB. Dacă segmentul este un semi- - 
cerc, unghiurile înscrise sînt drepte 
fiind că aă drept măsură un sfert J Z 
de circumferență. Dacă segmentul 
este mai mare saă mai mic de căt un semi-cere, un- 
ghiurile înscrise sînt ascuţite sai obtuze, fiind că aă 
drept măsură un are mai mic saă mai mare de căto 
semi-circumferență. 

Un segment de cere este numit capabil de un um- 
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ghiu dat, cănd toate unghiurile înscrise în el, sînt e- 
gale cu unghiul dat. 

120. Corolarul III. Un unghiu înscris în unul din 
segmentele de cerc determinate de o coardă, este suple- 
mentul unuia din unghiurile înscrise în celalalt segment. 
Astfel unghiurile ACB şi ADB (fig. pree.) sînt suple- 
mentare, căci măsurile lor, L are. ANB şi 1 arc. AMB, 

fac la un loc o semi-circumferență. 

121. TEOREMA. — Un unghiu format de do se- 
cante care se întilnesc în interiorul cercului, are drept 
măsură semi-suma arcurilor cuprinse între laturile un- 
gJhiuluă și între prelungirile acestor latură. 

Z Unesc A cu C, văd că unghiul 
, CBD este egal cu suma unghiuri- 
</ lor CAD și ACE, şi aceste unghiuri 

au respectiv drept măsuri 1-are. CD 
și zare. AER. 

122. TEOREMĂ.— Un un- 
4 ghiu format de doă secante, care se 

„ Antâlnesc în afară de cerc, are derpt 
măsură semi-diferenţa arcurilor cuprinse între laturile 
sale. 

Fie unghiul ABC; unesc A 
„cu D șiavem: unghiul ABC este 
egal cu diferenţa între unghiurile 
ADC și EAD; prin urmare un- 
ghiul ABC va ave drept măsură 

- diferenţa : a 
ş are. A0—tare. BED. 

Invărtind în jur de B una 
din laturi sai chiar amăndoi, 

„pănă ce devintangente la cireum- 
terență, se vede că "Teorema este aplicabilă la un un- ghiu format de o secantă și o tangentă p 
un uughiu format de doă tangente.. <C 

  
recum și la
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123. Corolar. Locul geometric al punctelor din 

plan, din cari un segment de dreaptă, se vede sub un 

umghiu dai se compune din doă arcuri de circumfe- 

rență egale, subntinse amăndoă de segmentul de dreaptă 

ca coarda, și aședate de o parte și de alta a acestei 

coarde. | | 

Fie AB segmentul de dreaptă; 

AB sub unghiul dat. Ducem circum- 
ferenţa ce trece drin A. B,C. Din 
ori-care punct H al arcului AMB, 
dreapta AB se vede sub un unghiu 
egal cu ACB. Dacă îndoim figura 
în jurul dreptei AB, videm că și de pe 4 Z 
arcul AFB egal cu AMB, dreapta 
AB se vede sub același unghiu. Din 
ori-care alt punct, care n'ar fi pe ar- 
cul AMB sai pe arcul AFB, nu sar 
vide sub unghiul dat ACB. In ade- 
văr, să luăm punctul D în interiorulareului; unghiul 
ADB este mai mare de căt ACB, fiind că are drept 
măsură tare. ANB plus un alt are. Să luăm punctul 
exterior E: unghiul AEB este mai mic de căt unghiul 
ACB, căci are drept măsură parc. ANB minus un altare 

Rămăne dar că locul geometric căutat se compune 
din arcurile AMB şi AFB egale între ele. 

Observaţiune. Dacă unghiul considerat este drept, 
atunci 'arcurile AMB și AFB sînt semi-circumferențe 
descrise pe AB ca diametru. Așa dar: locul geometric 
al punctelor dim cari o dreaptă se vede sub un unghiu 
drepi, este cercul descris pe acea dreaptă ca diametru. 

124. TBOREMĂ.—/n un patrulater convez, în- 
scris în o cîrcumferență de cerc, unghiurile opuse sînt 
suplementare. o 
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2 Să considerăm d. e. unghiu- 
rile opuse C şi D; coarda AB 

2 determină doă segmente de cere 

v7 ACB și ADB şi am văzut ($ 120) 
N că ori-ce unghiu C înseris în în- 

j 

   

  

   
tăiul segment este suplementul 

2 unui unghiu D înscris înaldoi: 
„lea segment de cere. 

7 “Reciproc, daca înun patru- 
later convez, doă. unghiuri opuse sînt suplementare, pa- 
trulaterul este inscriptibil ; cu alte cuvinte circumferență 
determinată de trei din punctele patrulaterului, va trece 
şi prin al patrulea punet. In adevăr, din virful D se 
vede dreapta AB sub un unghiu carei . suplementar 
upghiului din C, și arcul AMNB este tocma locul ge- 
ometrie al punctelor din cari AB se vede sub un un- 
ghiu suplementar unghiului din C'; așa dar D trebue 
să se afle pe arcul AMNB. 

125. Exerciţii—1. Locul grometric al punctelor din 
mijloc a tuturor coardelor. une circumfereiițe, egale cu o lun- 
gime dată, este o circumferență ; pentru că coardele fiind egale 
«ntre ele, ele sînt egal depărtate de centrul circum ferenţei, 

2. A duce o circumjerenți care să treacă prin un punct 
dat şi să atingă o dreaptă dată în un anume punct ul &ă, 
În acest div urmă punct se rădică perpendiculara pe dreapta dată; 
se vnesc cele doă puncte și prin mijlocul segmentului format de 
aceste puncte se duce perpendiculara ; punctul de întilnire al acelor 
doă perpendiculare este centrul circumferenţei căutate. 

3. A duce o circumferență care să treacă prin doă puncte date, şi să admită ca tangentă o paralelă la dreapta ce unește cele doă puncte date. Fie A și B punctele date și MN dre apta paralelă cu AB: prin mijlocul lui AB rădie perpendi- culara care întlineşte pe MN în C. acesta este punctul de con tact ; prin mijlocul lui AC rădic iar perpendiculara ; punctul d” întîlnire a celor doă perpendiculare este centrul cireumferenţe€ căntate, j 
4 A descrie o circumferenţă care să întercepteze coarde de lungimi date pe doă drepte paralele. Se vor lua pe para-
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lelele date lungimile de coarde respective, așa ca mijlocul acestor 
coarde să se afle pe o perpendiculară comună la cele: doă drepte; 

circumferența dusă. prin trei din cele patru capete u-le coardelor 
va fi cea căutată, _ 

5. Inniile drepte care unesc extremitățile a doă coarde 
paralele se taie pe diametrul perpendicular la aceste coarde. 
Fie AB, CD coardele; I punctul de intersecțiune al dreptelor AD, 
BC; coardele Ab, BC sint-egale ca sub-întinzănd arcuri egale ; 
AC şi BD sîut egale tot pentru același cuvânt; din aceste rezultă 

CI=—ID şi Al—IB; prin urmare I se. află pe perpendiculara dusă 
prin mijlocul coardelor AB, CD, care perpendiculară este prin ur- 
mare un diametru. - 

6. Dacă prin unul din punctele de întersecțiune a doă 
circuinferențe, se duce paralela la linia centrelor, suma coar- 
delor interceptate pe această paralelă, este egală cu de doă ori 
distanța centrelor. Fie O și O' centrele circumferenţelor, C punc- 
tul lor de intersecțiune, A și B celelalte capete a coardelor, Du- 
cănd din O și O' perpendiculare pe coarde ce vede ușor ceia 
ce se cere. 

7. Carei locul geometric al centrelor circumferențelor des- 
crisa cu aceiași vagă, şi care taie sub un unghiu dat o cir- 
cumferență dată ? Eşte o circumferență concentrică cu cea dată, 
a cărei radă este egală cu laturea a treia a triunghiului format; 

de cele doă rade date inclinate între ele sub uughiul dat. 

8. Carei locul geometric al centrelor circumferenţelor 
descrise cu aceiaşi vază, cari împart în doă părți egale o cir- 
cumferență dată 2 Este o circumfereuță concentrică cu cea dată 
și cu o ragă egală cu o laturea unui triunghiu dreptunghic a 
cărei ipotenuză este rada dată, și ceialaltă lature este rada cir- 
cumferenței date, 

9. A descri o circumferență care să treacă prin un punct 
dat și să atingă o circumferență dată în un anume punct al 
ei. Fie O centrul circumferenței date, B punctul de contact al 
acesteia cu acea care trebue dusă și A punctul dat. Se duce 
OB și prin mijlocul lui AB se duce perpendiculara care întâlnește 
OB în O; acesta este centrul circumferenței căutate și rada este 
CA sai CB. | 

10. A descri cu o rază dată o circumferenţă care să 
treacă prin un punct dat şi distanța între acea circumferență 
şi o altă circumferență fixă să fie egală cu o lungime dată, 
Fie A punctul dat, r, BR, razele circumferențelor, a lungimea dată. 
Din central circumferenței fixe, se descrie o alta concentrică cu 

Geom. Elem. C. Chmescu - 6
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raga r+a+R; apoi din A ca centru cu radă R, se descrie altă 

circumterență, care taie pe ceialaltă în doă puncte; unul sai al- 

tul din aceste doă puncte este centrul circumferenței căutate. 

11. Dacă un poligon convex, înscris în un cerc, are ut 

număr păreche de laturi, suma unghiurilor luă de rang păre- 

che este egală cu suma unghiurilor de rang nepăreche. Aceasta 

se vede unindu-se virful 1 (care poate fi ori-care) cu al 4-iea, 

1 cu al 6-lea, 1 cn al 8-lea; vom ave patrulatere înscrise, cu 

ajutorul cărora ușor se demonstrează ceja ce se cere. 

12. Prin un punct exterior une circumferențe se duc 

secante ; care'ă locul geometric ul punctelor din mijloc de pe 

toate coardele interceptate de circumferențe pe secante? Fie A 

punctul dat și O centrul circumferenței date ; locul geometric că- 

utat este circumferenţa descrisă din A ca centru cu OA ca rață, 

pentru că toate perpendicularele duse din O pe coarde cad în mij- 

locul acestor coarde 
13. Dacă trei puncte A, B, C împart o circumferență 

în trei părță egale, distanța unuă punct oare-care Ma arcului 

AB la punctul C este egală cu suma distanțelor lui M ln 4 

şi B. Prin A duc paralela la BM care taie pe MO în I; triun- 
ghiul MAI este ecviunghiu și prin urmare ecvilateral ; prin urmare 
MA=—MI; apoi triunghiurile MBA și AIC, este nşor de vădut că, 
sînt egale şi prin urmare BM=—IC,. 

14. Picioarele perpendicularelor duse din vârfurile umiă 
triunghiu pe laturile opuse, sînt vârfu- 
rile unui al doilea triunghiu, a cărui 
unghiuri aă ca bisectoare înalțimile ce- 
luă întăă, Patrulaterul BFOD este inscrip- 
tibil pe BO ca diametru; rezultă ungh. 
ABE=—ungh. FDO. Circumferența descrisă 

pe AB ca diametru trece prinE și D, re 

A 7 pr zultă ungh. ABE=—ungh. EDO; aşa dar 

ungh. FDO=—uugh. EDO. ! 
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CAPITULUL II 
PROBLEME ELEMENTARE. 

126. Compas— Instrumentul cu care putem desipa 
circumferențe, se numeşte compas. 

Compasul se compune din doă beţişoare metalice, 
ascuţite bine la unul din capete, iar celelalte capete 
sint reunite între ele prin uu cuiii, care în același timp 
serveşte ca axă în jurul căruia se pot învirti cele doă 
beţișoare. Invîrtirea aceasta trebue să se facă cu vare 
care greutate, așa că dăndu-se compasului o deschidere 
să nu se poate închide eu ușurință; pentru aceasta cu- 
iul de reunire este eu șurub, căruia ise aplică o mu- 
telcă, așa că învîrtind mutelea, contactul între cape- 
tele bețişoarelor poate deveni căt de puternic, sai căt 
de slab am vroi, și prin urmare fricţiunea între por- 
țiunile ce sînt în contact, împedecă mai mult sati mai 
puţin învirtirea în jurul cuiului. 

Pentru a desina o circumierență a cărei centru 
este un punct O și cu o radă egală cu o linie dată AB, 
se deschide compasul așa ca virfurile ascuţite să stee 
în A și B: apoi unul din vîrfuri se fixează în O,iar 

„pe celalalt vîrf îl facem să se miște pe hărtie; urma 
lăsată de acest din urmă. virf este o circumferență. 

127. Raportor. Instrumentul cu ajutorul căruia 
putem măsura saă desina unghiuri, se numeşte ra 
portor. IE 

Raportorul este un semi-cere, de metal sai de 
materie de corn, a cărui semi-circumferență este îm- 
părțită în 1800, însemnate prin nişte trăsături; nume-
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rotaţiunea este făcută în doă 
senzuri : centrul este însemnat 
prin un punetla mijlocul drep- 
tei ce unește trăsăturile 0 — 130%, 

Pentru a măsura unghiul 
o format de doă drepte OA, OB, 

se aşază. raportorul cu centrul 
în vîrful unghiului, îndreptănd diametrul 9—180% pe 
dreapta OA, apoi cetim pe circumferență numărul de 
grade conţinute pe arcul cuprins între laturile unghiului. 

Să ni propunem 
a duce în un punct 

5 A, situat pe o dreaptă 150, 

MN, o altă dreaptă 
/ care să facă cu MN 
y, „7 un unghiu de 50” 

Se așază raportorul 
așa ca centrul şi fră- 
sătura de 50%. să coin- 

cidă cu dreapta MN : apoi lunecăm raportorul pe hăr: 
tie, menţinănd această coincidență, pănă ce marginea 
bazei raportorului trece prin A, și cu un creion tra- 
gem o liniepe această margine ca linie: această urmă 
prelungită AB, este o linie dreaptă care face în A un 
unghiu de 50 cu MN. .. “ 

  

90 

   

PERPENDICULARE. PARALELE. UNGHIURI. 

128. Problema I.—A duce prin un punct dat, per- 
pendiculara la o dreaptă dată. 

Fie MN linia dreaptă dată şi A punctul dat; avem 
doă cazuri de deosebit, după cum punctul A se află 
pe MN saă afară de MN. 
„1%. Punctul A se află pe dreapta MN. De o parte 

și de alta a punctului A, iei doă lungimi egale între
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ele mAÂ—nA : apoi din punctul m p 
ca centru și cu o radă mai mare 
de cătmA descriă un arc de cere, 
şi fac același lucru în punctul n: 
cele doă arcuri se taie în un DL 
punct p pe carel unesc cu A; 
dreapta pA prelungită în sus și în jos este perpen- 
diculara cerută, și este ușor de 
vădut pentru ce. 

2% Punctul A nu se află pe 
dreapta MN. Din punctul A ca 
centru și cu o radă oare-caie, 
descriii o cireumferenţă care să 
taie dreapta MN în doă puncte 
oare-care m şi n: apoi din mun 
ca centre cu o aceiași radă mai 
mare de căt jumătate mn, descriă căte un are de cere 
deasupra și dedesubtul dreptei MN, care se vor tăie 
respectiv în p și p. Dreapta pp", care este ușor de 
vădut că trebue să treacă prin A, este perpendiculara 
căutată. 

129. Problema II— A rădica perpendiculara în 
măjlocul unui segment de dreapta. 

Fie AB segmentul de dreaptă. Din 
A şi B ca centre șicu o aceiaşi radă, 
mai mare de căt jumătate AB. descrim 
arcuri de cireumferenţe de o parte și 
de alta a dreptei; aceste arcuri se în- 
tretaie în căte un punct D şi D'; 
dreapta DD' este perpendiculara căutată. 

Observăm că în acest med putem 
împărţi un segment de dreaptă în doă părți egale. 

130. Problema II.—A împărți un arc de cere în 
doă părți egale.    
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Fid AB arcul def cere dat. Ducem coarda AB,pe 
care o împărțim în doă părți egale 
prin construcţiunea indicată în pro- 
blema precedentă. ” 

Ca aplicaţiune a problemei a- 
cesteia, este construcţiunea bisec- 
toarei unui unghiu AOB; vom de- 
seri din vîrful unghiului O, cu o 
vagă oare-care OA un arc de cere, 

și vom împărţi în doă părți egale porțiunea de are cu- 
prinsă între laturile unghiului. - 

131. Problema IV.— Prin un punct dat, să se ducă 

paralela la o dreaptă dată. 
Am rezolvit deja această problemă cu ajutorul 

eeherului ($. 76); cu mai multă exactitate grafică se 
poate rezolvi cu ajutorul compasului şi a liniei. 

Fie MN dreapta dată și A punctul prin care se 
cere a se duce paralela la MN. Din un punct B,al: 
dreptei MN ca centru și cu o rață egală cu BA, de- 
scrim un are de cerc care întilnește dreapta MN în 
punctul C; apoi din punctul A ca centru şi cu AB 
ca ragă, derscrim un arc de cerc, și iardin Bea cen- 

Z 2 tru cu o deschidere de compas 
egală cu AC, duc un are de cere 

care va întilni decel precedent. 
; în un punct E; cu ajutorul li- 
/—— uiei ducem dreaptace trece prin 

MUC 24 a și E; aceasta va fi partlela 
căutată. In adivăr, după construcțiune se vede că pa- 
trulaterul AEBC -este un paralelogram. 

  

    
   

i 132. Problema V.— Prin un punct situat pe o dreap” 
ă dată, a se duce o linie dreaptă care să faca cu 
dreapia dată un unghiu dat. 

Fie A punctul dat pe dreapta MN, şi D unghiu.



! 
dă 
E ( — 87 — 

dat. Din punctul D ca centru 
cu 0 ragă oare-care, descrim 
un arc de cere care taie la- 
turile unghiului în E şi F. 
Din punctu A ca centru cu 
o aceiaşi radă, descrim un 
are de cere care taie dreapta 
MN în punctul B; ieio des- 
chidere de compas egală cu EF şi din B ca centra 

deseriă o cireumferență care va tăie arcul dus prin B 

în doă puncte C şi C; unim A cu C și cu C, avem 

unghiurile CAB şi CAB, ambele egale cu unghiul D. 

133. Problema VI.— Cunoscîndu-se doă unghiuri ale 

unui îniunghiu, să construim pe al treilea. 
Fie A și 

B unghiu- 7 4 
rile date. z S 4 
Luăm 0 N 

dreaptă oa- Ş Z 2 
re-care MN | 
şi pe dănsa un punct O, în acest punct construim, câ 

în problema precedentă, unghiurile COM şi DON egal? 
respectiv cu unghiurile A și B: unghiul căutat este 

COD, căci acesta dinpreună cu celelalte doă, fac laun 
loe doă unghiuri drepte, adică condițiunea care trebue 
să o îndeplinească unghiul al treilea al triunghiului. 

  
CONSTRUCȚIUNI DE TRIUNGHIURI. 

134. Problema |. — Să se construiască un triun- 
ghiu. cumoscăndu-i-se o lature și cele doă unghiuri. -ad> 
sacente la lature. : 

Fie a laturea dată, B și C unghiurile date.—Pe o 

$
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dreaptă oare-care MN, ieii o lungime BC egală cu a; 
în punctul B fac un unghiu ABO egal cu B, în pun- 

e A 

LG 
A A A « CA 

ctvl C fac un unghiu ACB egal cu C: triunghiul ABC 
format ast-fel este triunghiul cerut. 

135. Problema IL.—Să se construiască un triunghiu 
cunoscăndu-i-se doă laturi și unghiul cuprins. 

Eie a, b laturile date şi C unghiul dat. Pe o dreaptă 

A 

â | Z 

    

£— PE a ar 
MN, iei o lungime CB egală cu a; în punctul Q fac 
un unghiu egal cu unghiul dat C, şi pe laturea care 
limitează acest unghiu ie cu începere dela C. o lun- 
gime CĂ egală cu 5; unesc apoi A cu B, ABC este 
triunghiul cerut. 

136. Problema II[.— Să se construiasca un triunghiu 
cunoscăndu-i-se cele trei laturi. 

Fiă a,b,c cele trei laturi date. lei întâi lungimea 
CB=a ; apoi din punctul C ca cen- 

——— pp —— tru şi cu o radă egală cu b desecrii 
Te — o circumferență: din punctul B ca 

centru cu o radă egală cu c deseriă 
o altă circumferenţă. Dacă aceste circumferenţe se taie 
avem punctele A și A, cari unite cu C şi B dai doă 
triunghiuri cari amăndoă ai cele trei laturi egale res-
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— 89 — 

pectiv cu a.b,c. Observăm  ---. 

însă că aceste triunghiuri sînt 

mai o soluţiune.: Dacă cir- 

cumferențele nu se taie pro- 

blema este imposibilă. 

Aşa dar, pentru că să se 

poată construi un triunghiu P 

care să aibă ca laturi trei lun- N 

gimi date, trebue ca una din 77 

laturi să fiemaă mică decăt suma celorlalte doă, și maă 

mare de căt diferența lor. 

Putem dice numai că : cea mai mare dintre cele 

ireă lungimă date, să fie mai mică de cat suma celor- 

lalte doa. căci cea mai mare dintre lungimi este tot- 

deauna mai mare de căt diferența celorlalte doă. 

137. Problema IV— Să se construiască un tri- 

um ghia, cunoscăndu-i-se doă laturi și unghiul opus la una 

din ele. . | 

Fie a,b, cele doă laturi date și A unghiul opus 

laturei a. Ori cum ar fi unghiul A, construcțiunea 

triunghiului se face în modul următor: în un punct 

A al uneidrepte oare-care M, se construeşte un ubghiu 

egal cu unghiul dat A, pe laturea AP care mărginește 

    

R
l
 

  

   
    

A ZII o 4 

acest unghiu să ie o lungime AC egală cu b, apoi din 

punctul C ca centru și cu 0 radă egală cu a, se des- 

crie o circumferență. Fie B un punct de întîlnire al
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acestei circumferenţe cu- dreapta MN ; triunghiul ABC are elementele date. | 
Din construcțiunea aceasta videm că pentru ca să avem triunghiu, trebue ca circumferenţa descrisă din C ca centru cu a ca rază, să întîlnească dreapta MN, şi pentru ca această întîlnire să aibă loc, trebue ca la- turea dată a să fie mai mare sati egală cu lungimea per- pendicularei dusă din punctul C pe dreapta MN. 
Să presupunem că această condiţiune este. înde- plinită; vom ave de deosebit trei cazuri în privirea. mărimei unghiului A. 
19. Unghiul A este ascuțit. Dacă a=CI, circumfe» rența În chestiune este tangentă la dreapta MN în I și avem triun- C | ghiul drept- 

unghie CIA [N 
care are ele- /___ e L/ 
menteledate. ._ 4: 2:28 DA 
Dacă a este A iii „" mai mare de N | - N - 7 

s - căt CI şi mai | ai mic de căt 3, atunci circumferenţa taie dreapta MN în doă puncte B și. B situate de aceiași parte a punetu- lui A: aceste amănqoă puncte fiind unite cu C ni daă triunghiurile BCA și B'CA cari aă elementele date ; avem doă soluţiuni. 
Dacă a=b, atunci avem triunghiul B,CA care este isoscel. 
In fine dacă a este mai mare de căt 5, atunci cele doă puncte de intersecţiune B, B= sînt situate de o parte și de altaa unghinlui A; numai triunghiul B,CA are elementele date, celalalt triuughiu BCA are laturile a şi binsă nu are unghiul A, ci suplementul lui ; avem. o singură soluţiune. 
2%. Unghiul A este obtuz. Dacă a este mai mare de căt 3, cireumferența întilneşte dreapta MN în B și
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B' situate de o parte și de alta a punctului A ; ntimai 

triunghiul BCA e- C 

ste admisibil: avem 

  

o soluțiune. Dacă TĂ = 

a==b atunci triun- /_- 8 |I B pg 

ghiul se reducela  B 4 Du 8, 

olinie drâptă. Da- ÎS „ 

că a este mai mic sa rr 
- - __—_-- 

de căt b, ambele 

puncte de întersecţiune B., B, sînt pe porțiunea AN 

a dreptei MN : nici unul din triunghiurile BCA sa 

B,CA, nu admite unghiul obtuz A, prin urmare pro- 

blemu este cu neputinţă. 

30. Unghiul A. este drepl. Dacă a este mai mare 

de căt d, circumferenţa taie dreapta MN în doă puncte 

B, B, cari unite cu C e 

dată doă triunghiuri drept 

unghice BAC și B'AB a- 

măndoă admisibile; avem 

  

   
  

însă numai o soluţiune, // PP 
siiia o Me SE 

căcă triunghiurile sînte- pi, Dy;, 

gale. Dacă a=b, triun- sa „2 a Lo 
—_—— 

ghiul se reduce la o 

dreaptă CA. Dacă u este mai mic de căt.b, cirecum- 

ferența nu întilneşte pe MN; nu avem nici 0 solu- 

pune. 

Toată discuţiunea este rezumată în tabloul ur- 

mător : 
” 

a<CI ........ nuavemnicio soluțiune. 

„|a<b avem doă soluţiuni. 

A<90 la>b avem una scluțiune. 

A=>90 es, nu avem nică o soluţiune. 

a>b avem una soluțiune. 

A=—90 (ab nu avem nică o soluțiune. 

la>b avem una soluțiune. 

a>Cl 
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CONSTRUCȚIUNI DE TANGENTĂ LA 
CIRCUMFERENȚE. 

138, Problema 1—Sa se ducă prin un punct dat 
o tangentă la un cere dat. Doă cazuri se pot prezenta: 

10. Punctul dat A 
se află pe circumferen- 
ţa cercului dat. Pen- 
tru a construi tangenta, 
duc raşla OA și în pun- 
ctul A due perpendi- 
culara TT la OA; TT' 
este tangenta căutată. 

2%. Punctul dat A 
este în afară. de care, Să presupunem problema rezolvită; fie AB tangenta cerută și I punctul de contact, Tangenta fiind perpen: diculară pe rada ce merge la punctul de contact, un- ghiul OBA este drept și prin urmare punctul B se află pe circumferenţa deserisă pe OA ca diametru : tot 

  

metru. De aici rezultă construcțiunea următoare : pe 
OA ca diametru des- 2 crim o circumferenţă, 
unim punctul A cu 
punctu! B, de intersec- 

„gțiune a celor doă cir- 
cumferenţe, şi AB este 
tangenta căutată. Cele 
doă circumferențe se 2 | mai tae în un alt punct 
B; AB' este o a doa tangentă,
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139. Corolar. Tangentele duse din un punct exterior 

la um cerc, sînt egale între ele și dreapta care unește 

punctul, cu centrul, cerculuă, este bisectoara unghiului for- 

nat de cele doă tangente. Raportăndu-ne la figura pre- 

cedentă, videm că triundhiurile dreptunghice ABO 

și AB'O sînt egale între ele. căci aă ipotenuza OA 

comună şi laturile OB, OB' egale între ele ca rade a 

cercului O: prin urmare rezultă AB—AB' şi ungblu- 

rile BAO şi B'AO egale între ele. 

140. Observaţiume. Pentru a duce la un cerc o 

tangentă paralelă cu o dreaptă dată, se va duce diame- 

twul perpendicular pe dreapta dată : extremităţile aces- 

tui diametru sînt punctele de contact al tangentelor 

paralele cu dreapta dată. . - 

141. Problema [I.——A duce un'cerc tangent la cele 

îrei laturi a-le unui triunghiu. | 

Fie ABC triunghiul și săi prelungim laturile în 

amăndoă direcţiunele. Un cere tangent la cele trei la- 

turi. trebue să'şi aibă centrul sei de o potrivă depăr- 

tat de aceste laturi. Să căutăm dar punctele cari pot 

fi la aceiaşi distanță de cele trei laturi a-le triun- 

ghiului. | | 

Ducem bisectoarele. RR' şi R,R,, unghiurilor din 

A, precum şi bisectoarele SS' și S.S, unghiurilor din 

B. Luăm dreptele RR! şi SS”; aceste drepte trebue să 

se întilnească în un punct O de aceiași parte cu C în 

privirea dreptei AB, fiind că secanta AB formează cu 

aceste drepte, înspre C, doă unghiuri interne ABC și 

BAR a căror stimă este mai mică de căt un unghiu 

drept, căci aceste doă unghiuri fac + (A+-B) și suma 

(A-+-B) este mai mică de căt 2 unghiuri drepte: așă 

dar punctul O se află în interiorul unghiurilor CAB şi 

CBA, adică în interiorul triunghiului. Acest punct 

O este de o potrivă depărtat de cele trei laturi 

a-le triunghiului dat ; așa dar dacă din O ca centru
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cu ON (perpendiculara dusă din O pe AB) ca ragi 
deserim o cireumferenţă, aceasta va fi tangentă la latu- 
rile triunghiului. 

Să luăm acum dreptele RR! și S$,S, ; aceste drepte | 
se întîlnesc în un punct O' situat deiaceaşi parte cu 
punetui C în privirea dreptei AB, fiind că unghiurile 
interne RAB şi S, BA, formate de cele doă drepte și    

ŢT=— 
— 

  

secanta AB, fac la un loe z(A--B)-1 ungh. drept, 
Punctul O' se află dar în unghiul exterior din B, prin «urmare putem dice că se află în unghiul A afară din triunghiu. Acest punct O! este iarăşi deo potrivă de- părtat de cele trei laturi a-le triunghiului dat; așa „dar dacă din O' ca centru cu O'P (perpendiculara dusă din O' pe AB) ca radă descrim o circumferență, a- ceasta va fi tangenta la BC intre Bşi C sşii i 

girile laturilor AC şi AB,  PŞI C şiîn prelun
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Tot în modul acesta găsim punctele O” şi O” cen- 

twele altor doă circumferențe tangente la laturile tri- 

unghiului 

Cercul O se dice că este înscris triunghiului, iar 

cercurile O”, şi O” şi O” sînt ex-înscrise. 

149. Observaţiume. Din problema precedentă, scoa- 

tem că punctul O, fiind egal depărtat de cele trei la- 

tură a-le triunghiului, aparține și bisectoarei unghiului 

Q. Aşa că putem ice: 
Cele trei bisectoare a unghiurilor unuă triamghiu se 

taie în un același punc. 

Examinănd poziţiunile celorlalte trei puncte, O, 

O” şi O” față cu laturile triunghiului videm că : 

Bisectoarea unuă unghiu din un triunghiu și bisec- 

toarele unghiurilor exterioare triunghiului, meadiacente 

cu acel unghiu, se taie în un același punc. 

143. Problema III.— Să se contruiască pe o" linie 

Jreaptă de lungime dată, un segment de cerc capabil de 

um unghiu dat. 
Fie CB dreapta dată; să ni propunem a deseri 

segmentul cerut în partea de deasupra a dreptei BC. 

Fie A unghiul dat. 
Să presupunem problema rezolvită. Fie BMPC - 

segmentul căutat şi O centrul lui. Punctul O videm 

că se afă pe perpendiculara DEF dusă prin mijlocul D . 

al dreptei OB şi pe perpendieulara BE dusă pe tan- 

genta BT la arc, în punctul B. Pe de altă parte uu- 

ghiul OBT are drept măsură jumătate din arcul CNB 

întocma ca şi unul oare-care din unghiarile a căror 

virfari sînt-pe arcul CBMP precum este d. e. un- 

ghiul OMB; așa dar unghiul CBI este egal cu unghiul 

dat A. 
„Din acesten «rultă en “"cţiunea următoare: în 

un capăt al de. 3, d. «. în B, ducem dreapta
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BT care să facă cu BC un unghiu egal cu unghiul dat 
A; ducem în B perpendiculara pe BT, și prin mijlo- 
cul D al dreptei date BC, perpendiculara la această 

  

  

dreaptă; punctul O de întîlnire al celor doă perpendi- 
culare este centrul segmentului de cere capabil de un- 
ghiul dat. | 

144. Problema IV.—Sa se ducă o tangentă. la doă 
circumferențe de cerc. 

Să presupunem problema rezolvită. 
J0. Fie AA' 

o. tangentă | 

comună exte- 
rioară, adică 
în privirea 
căreia amăn- 

- doă cercurile 
sînt de aceiaș 

| parte.  Du- cem prin unul din centri, d.e. O', paralela OC cu tangenta, care prin urmare este perpendiculara pe rada OA ; unghiul OCO' fina drept, dreapta O'C va tan- gentă în O la circumferența descrisă din O ca centru cu OC ca rață. Insă figura ACO'A' fiind un dreptun- 
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ghiu, avem OA=—CA și prin urmare OC—O0A—CA 
ZOA—OA, | 

Din aceste rezultă construcțiunea următoare : din 
O ca centru și cu o radă OC egală cu diferența ra- 
dlelor cercurilor date, deserim o circumferenţă: din O' 
ducem o tangentă la această circumferență auxiliară, 
unim punctul de contact al acestei tangente cu O, 
preluugim OC pănă ce întiloeşte cireumferența dată în 
A, ducem O'A' paralel cu OA şi în fine unind AA, a- 
vem “tangenta cerută. 

Pentru ea problema să fie posibilă videm căi de 
ajuns să putem duce din O o tangentă la cercul a- 
uxiliar OC, şi pentru aceasta trebue ca punctul O' să 
nu fie în interiorul acestui cerc auxiliar, adică să 
avem : 

00'>0C, sai 00O'>O0A—O'A,, 

care condițiune însemnează că cercurile O şi O' sănu 
fie interioare unul altuia. | 

Dacă cele doă cercuri O şi O' sînt exterioare saii 
tangente exterior, ori: secante, atunci O' este exterior 
cercului auxiliar şi putem duce din O' doă tangente 
la acest cere; prin urmare şi cercurile date vor ad- 
mite doă tangente comune exterioare. 

Dacă cercurile date sînt tangente interior, atunci 
0O=—O0A—O'A'; punetul O” se află pe circumferența 
auxiliară : în acest caz, prin U' se poate duce o sin- 
gură tangentă la cercul auxiliar şi punctul de contact 
este însuși punctul Q'; cele doă cercuri ai o singură 
tangentă comună exterioară. 

20. Fie acum ER o tangentă comună interioara, 
adică în privirea căreia cercurile sînt de o parte şi de 
alta. Să ducem prin O' paralela OH la EE': videm, 
ca și mai sus, că această paralelă este tangentă la o cir- 
cumferenţă concentrică cu O şicu radaegală cu suma, 

Geom. Elem. C Chimeseu 7
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OE-O'E', radelor date. Scoatena construcțiunea ur 

mătoare: din O ca centru cu.o radă egală cu suma 

vadelor cercurilor date, descrim o circumferenţă, Și din 

  

  

O' ducem o tangentă OH la această circumferență; 

unim OH care taie cireumferența O în E; ducem OB 

paralelă cu OE ; unim E cu E și avem tangenta cerută: 

Pentru ca problema să fie posibilă videm că'i de 
ajuns ca O' să nu fie în interiorul cercului auxiliar, 

adică să avem 
00'>O0H, sau 00'> 0OE+OE, 

care condițiune însemnează că cercurile O și O' pot 

fi numai exterioare saă tangente exterior. 

In cazul întăi punctul O” este exterior cercului 

auxiliar și vom pute duce prin el doă tangente la acest 

cere ; prin urmare și cercurile dare vor admite doi 

tangente comune interioare. 
In cazul al doilea, punctul O' este chiar pe cir 

cumferența auxiliară; nu putem duce prin el de cătc 
singură tangentă la acest cere şi punctul de contat! 
este însuși O; cele doă cercuri nu admit de.căto sin 
gură tangentă comună interioară, | 

145, Exerciţii. —1. A construi un trapez cunoscăndu-i-S 
laturile. Se construeşte mai întăi un triunghiu auxiliar a, cări
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laturi sînt cele doă neparalele a-le trapezului și diferența între 
cele paralele ; după aceasta este ușor de format trapezul, 

2. Se dai, un punct și doă drepte paralele; a se duce 
prin punct o secantă astfel ca porțiunea. cuprinsă, între cele 
doă paralele să fie de o lungime dată. Fie A punctul dat; din 
un punct M de pe una din drepte şi cu radă egală cu lungimea 
dată descrim o circumferență care va tăie pe ceialaltă dreaptă în 
doă puncte B şi B'; dreptele duse prin A paralele. cu MB și MB' 
sînt secantele căutate, 

3. A construi un triunghiu cunocăndu-i-se baza, înălți- 
mea şi lungimea medianei corespunzetoare bazei. Fie BC baza, 
AH înălţimea şi AM mediana; construese mai întăi triunghiul 
dreptunghic AMH căruia i se cunoaște ipotenuza AM și laturea 
AH; prelungesc MH în amăndoă direcțiunile şi port incepind de 
la M la dreapta și la stănga lungimi egale cu jumătatea bazei și 
am triunghiul. 

4. A construi un triunghiu cu-.oscându-i-se doă unghiuri 
și una din înălțimi. lei doă paralele MN, PQ astfel ca distanța 
între ele să fie egală cu înălțimea AH ; fac în A unghiurile MAB 
şi NAC egale respectiv cu cele doă unghiuri date, şi triunghiul 
ABC îndeplinește condiţiunile problemei, (Discuțiune). 

5. A construi un trapez cunoscăndu-i-se diagonalele și 
laturile paralele. Consiruesc un unghiiă auxiliar ABC, a-le cărui 
laturi să fie AB, BC egale respectiv cu diagonalele date și AC 
egală cu suma AD-|-DC a laturilor paralele; prin B duc para- 

lela la bază, BE egală cu DO, şi în senz opus, unesc EA și BD 
şi am trapezul cerut, 

6. A înscri în un cerc un unghiu dat, așa ca una din la- 
turile lui să treacă prin un punct dat și ceialaltă lature să fie 
paralelă cu o dreaptă dată. Fie A punctul, BC dreapta și O 
cercul. În un punct M pe BC fac unghiul BMN egalcu unghiul 
dat; prin A duc paralela cu MN are taie circumterența în doă 
puncte D și E, prin care ducem paralele cu BC, aceste paralele 
fac cu ADE unghiurile cerute. (Discuţiune). 

7. A descri, cu o rază dată, o circumferență tangentă la 
o dreaptă dată și la o circumferență dată. Duc o paralelă MN 
cu dreapta dată AB, și din centrul O al cireumferenței date, cu o 
vagă egală cu suma razelor circumferențelor date descrim o cir- 

cumferenţă care taie pe MN în doă puncte; ori-care din aceste 
puncte poate fi centrul circumferenței căutate. (Discuţiune). 

8. A construi un paralelogram cunoscăndu-i-se diagona- 
dele şi unghiul. Se poate construi unul din cele patru triunghiuri
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format de diagonale și din cunoștința acestui triunghiu se deduce 
ușor paralelogramul, 

9. A construi un triunghiu cunoscăndu-i-se unghiurile 
şi suma a doă latură. Se presupune problema rezolvită, Fie ABU 

" triunghiul căutat; dacă prelungesc AB de o lungime BD egalăcu 
BC, pot forma triunghiul ADC care are ca iature AD=AB--BL, 
unghiul din A și unghiul din D egale cu 1/B. Aşa dar triunghiul ADC 
se poate construi ; din el voiu deduce pe AB. 

10. A construi un triunghiu cunoscăndu-i-se unghiurile 
şi perimetru. Construese un triunghiu auxiliar DAE cu baza DE 
egală cu perimetrul dat, şi unghiurile D și [E egale respectiv co 
jumătățile a doă din unghiurile date; . apoi fac în A, în interiorul 
triunghiului, un anghiu DAB egal cu D și un unghia EAC egal 

cu E, triunghiul BAC căpătat este trionghial căutat. 

11. A duce o secantă comună la doă cîrcumferențe, astfel 
ca coardele interceptate să fie egale cu nişte lungimă dute: userii 
în cercurile date O și 0” coardele date AB, A'B'; apoi descrii 
respectiv circumferenţe concentrice cu cele "date şi tangente la 

aceste coarde; o tangentă comună la aceste din urmă circumterențe 

este secanta, căutată. (Discuţiune). 
12. Diametrul cercului înscris în un triunghiu dreplun- 

ghic este egal cu diferența între suma caletelor și ipotenuză. 
| Videm pe figură 

2 că BF=—BD şi CE—CD 
de unde BF-+CE—B0; 
prin urmare. suma cate- 
telor mai puțin AF și 

  

      

F (7 AE face căt ipotenuza; 
însă 

e AF==Ak=—diametrul 
cercului ; p; ZF așa dar, etc. 
etc. i



CARTEA III. 
FIGURI ASEMENE 

CAPITULUL I 

LINII PROPORȚIONALE 

146. Definiţinui— Să considerăm doă cantităţi va- 
riabile X și Y, a căror valori să atîrne de oa treia canti- 
tate Z, așa fel că, la diverse valori 

În, Za Zi Zu 
ce sar da lui Z, să corespundă pentru X și Y niște 
anumite valori d. e.- 

Xa Xa XX. 
Vi Ya Ya Ye , 

Cantităţile X și Y, se numesc proporhonale între 
ele, atunci cănd raportul a daă valori a-le cantităţei X 
este egal cu raportul valorilor corespungdătoare a-le can- 
tităței Y, adică dacă avem d.e. 

Xa 
X, Y, - | 

această expresiune poartă numele de proporțiune. 
Dacă se întămplă ca X, să fie egal cu Y,,atunci 

proporțiunea precedentă se serie 
XX 

Xa



în acest caz se dice că X. est medie proporțională. în- 

tre X, şi Y,; iar Y, este oa treia proporțională între 

X, Și Xa. 
Proporţiunea formată cu cele patru valori ale 

cantităților X şi Y se poate înlocui prin proporţiunea 

fovmată cu numerii eari exprimă măsurile acelor can- 

tități.— In adevăr, fie x și y unitățile de măsură pen- 

tru cantităţile de specia X şi Y respectiv şi să luăm 

în special valorile X., Xz, Y,, Y: avem d.e. 

XXX XXX, VL YYa Vas; 

4, Xa, Li , la sînt numerii cari reprezintă măsurile 

respective a-le acelor patru cantităţi ; videm că avem 

Na XX Xa şi di Ya 
, , Na SX2  X2 Va Ya Ye 

ȘI prin urmare proporțiunea 

Xa 
ă Na Ye 

se poate înlocui prin proporțiunea 

Xa 

Xa Ya 

147. Lemmă.— Dacă pe o linie dreaptă luăm doi 

puncte fixe A și B, exista pe acea dreaptă alte doi 

puncte, și numaă doă, astfel că raporțul între distanţele 

oră-căruia din ele, la cele doă puncte fixe, să fie egal 

cu. un raport dat. Unul din aceste puncte se află, între 

A și B şi celalalt în afară pe prelumgirea segmenu- 

luă AB. | | 

Să căutăm mai întăi dacă între A şi B este un 
punct care să respundă la chestiune. Fie £ raportul dal. 

Impărţim distanța AB în 5-3 adică 8 părţi egale şi punen 
la a cincea tră 

sătură litera 
C ; punctul C respunde la chestiune căci avem: 

CA_5 
CB 3
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Punctul C este singurul situat între A și Ba 

cărui raport de distanțe la A și B este egal cu “,, 

căci să imaginăm un punet mobil M care să plece din 

A şi să meargă spre B, și în fie-care pozițiune să 

N 3 IX nță PI MB: M îndepărtăndu-se de A, 

MA numărătorul raportului se mărește, și MB numi- 
torul raportului se mieșurează ; raportul merge dar tot 

crescănd și prin urmare nu poate avea de căt o sin- 

gură dată valoarea E. 

Să căutăm acum în afară de A şi B dacă esteun 
punct DD care iar să respundă la chestiune. Vom deo- 
sebi doă cazuri, după cum raportul dat este mai mare 

sau mai mie de căt 1. N 
Să luăm cazul întăi, raportul mai mare de căt] 

d. e. 5/. Punctul | __ 
D fiind mai departe 7 Z 
de A de cătdeB, 4 & D 

el nu se poate afla de căt în direcțiunea AB dincolo 
de B: împărţim pe AB în 5—3, saii 2 părți egale şi 
purtăm trei de aceste părţi până în D; vom ave 

Da, Punctul D este singurul situat în prelungi- 

rea lui AB a cărui raport de distanță laA și B să fie 

egal cu 3/, ; căci să imaginăm iarăși un mobil care 

pleacă din B şi se îndepărtează în direcțiunea BD şi 
MA 

să considerăm raportul MB: Putem seri 

considerăm raportul 

MA_MB-BA _, BA. 
MB O OMB OO MB 

de unde videm că raportul A este egal cu 1 plus: 

raportul acest din «urmă raport se micşurează BA. 
MB! |
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necontenit când M se îndepărtează de B, prin urmare . MA II . Ă ŞI raportul Mp Se Va micșura și el necontenit cu în- 
depărtarea lui M de B, și nu vaave decăt O singură 
dată valoarea =. 

o 

In caz cănd raportul dat este maj mic de că 1, se va vide, în același mod, că punctul căutat se află la stănga lui A. 

148. TEOREMĂ.— O paralelă dusă la O lature a unui triunghiu, împarte celelalte doa latură în părți proporționale. | | 
| Fie DE o .paralelă cu laturea BC a triunghiului ABC ; gic că avem 

AD__AE 
DB EC 

Să admitem că liniile BD și DB aă o comună 
A măsură AF, conținută de 

3 ori în AD și de2 ori 
AD în DB, raportul DB va 

fi egal cu ?/,. Prin pune- 

tele de diviziune a laturei 
AB, due paralele cu BC: 
aceste paralele împart la- turea AC în segmente egale între ele. In adevăr, să luăm d. e. segmentele AG şi EI și să arătăm că sînt egale; duc EK paralelă cu AB; dreptele TK şi DH sînt egale ca paralele cuprinse intre paralele, însă DH este egal cu AF prin construcţiune, așa dar EK=AF. Apoi tri- unghiile AFG și FRI ză laturea IK «gală cu AF 
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unghiurile APG şi EKI egale între ele ca avănd la- 
turile lor paralule și de același senz (Ş. 43) şi unghiu- 
ile FAG şi KEI egale între ele ca corespundletoare; 
așa dar aceste triunghiuri sînt egale, şi prin urmare 
AO este egală cu El. Tot astfel se va demonstra și 
egalitatea celorlalte segmente. AE conține de 3 ori pe 

AG și EC de 2 oni, şi atunci raportul AE este egal 
EC 

cu a adică egal cu raportul AD, 

Dacă AD şi DB nu ai o comună măsură, atunci 
„AD — AE 

entru formarea raporturilor ——. și = 

cum se arată la nota 1 $. 113. şi se va vide că şi 
în acest caz cele doă raporturi sînt egale. 

se va urma 

149. Corolar 1. Dacă luăm proporțiunea de mai sus 

AD__AE 

| DB” EU 
şii schimbăm internii între ii. avem 

AD _ DB, 

AE EC? 
știm din Aritmetică că : Suma antecedenților se rapoartă 
la suma consecvenţilor, precum un antecedent la consec- 

ventul sei *; aplicănd la proporţiunea aceasta avem : 

AD__DB__AI)+DB 

AE EC AE-EC | 
şi înlozuind AD-+DB prin AB şi AE--EO prin AC 

m! vine AD__DB_AB. 
AB EC AC 

egalitatea acestor raporturi ni arată că: | 

Daca taiem doă laturi a-le unul iriunghiu prin o 

paralelă cu laturea a treia, raportul între cele doă din- 

*) A vide Aritinetica pag. 197.
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tă latură este egal cu raportul segmentelor cuprinse în- tre virf și secantă, și cu raportul, segmentelor. cuprinse între secantă și laturea a treia. 
150. Observaţiune.— "Teorema, și Corolarul prece- dent se aplică şi în cazul cănd secanta. în loc de a tăia chiar laturile triunghiului, taie prelungirile lor, şi demonstraţiunile se fac în același mod. 

C 151. Corolar II. Fi- 
înd date doă, drepte oare- 
care, tăiete de maă multe 

     

tele cuprinse între paralele 
sînt proporționale. 

Fie dreptele AB, CD 
tăete de secantele EF, 
GH, IK,LM... die că a- 
vem d. e. 

  

GI_HK 
| IL KM Due paralela HP la BA ; avem triunghiul HPM a-le cărui laturi sînt tăiete de NK paralelă la PM. Aplicănd acestui triunghiu teorema precedentă EN__HK 

NP "KM însă HN și NP sînt egale respectiv eu GI și IL, ca para- lele cuprinse între paralele, aşa dar înlocuind ni vine, GI HK i | IL > Eu 152. Aplicaţiune.— Teorema precedentă ni permite de a determina pe o dreaptă ce trece prin doă puncte asi Pe alte doă puncte C și O” așa ca raporturile op îi SE să fie egale cu raportul â doă lungimi date 

avem 

secante paralele, segmen- !
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Ducem prin A o dreap- 

ţă oare-care şi luăm pe ea 

eu începere de la punctul A 

o lungime AM egală cu m 

şi apoi de o parte şi de alta 

a punctului M luăm MN, şi 

MN! egale cu n: unim 
, 

cu B şi ducem MC paralelă A CB C 

cu NB: unim N cu Bşi ducem MC! paralelă cu NB. 

Punctele C şi CO sint cele căutate, căci avem, 

CA_MA_m şi CA _MA_m 

CB MN n CB MN n 

153. TEOREMĂ — Dacă o linie dreaptă împarte 

doă laturi aie unui triunghiu în segmente proporționale, 

ea este paralelă cu laturea a treia. 

Aceasta este reciproca Teoremei precedente. Pre- 

supun că dreapta DE, împarte laturile AB și AC în 

segmente ponporționale, așa că avem: 

  

  

AD_AE, 
DB EC! 

dic că DE este paralelă cu BC. Z 

În adevăr, dacă prin D duc pa- 

lela la BC, această paralelă va 

împărți pe AC în doă părți pro- 

porţionale cu AD şi DB; însă 4 

E este singurul punct între A şi 

C care împarte pe AC în rapor- / Q 

tul de AD la DB ($. 147); așa 

dar paralela dusă prin D va trece prin E. 

154. Observaţiune. Teorema se aplică şi se de- 

monstrează în acelaşi mod: şi în cazul cănd „punctele 

D şi E sînt pe prelungirile laturilor BA. CA, cu con- 

diţiune numai că amăndoă punctele să fie de aceiași 

parte a lui A.
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155. TEOREMĂ. — Bisectoarea unul unghiu din- Irun triunghiu, împarte laturea opusă în părţi Dropov- fionale cu laturile adiacente. - Fie AD hbisectoara unghiului A din triunghiul BAC ; prin extremitatea B a laturei AB, due paralela la bisectoara con. siderată, Şi laturea CA o prelun- gesc până ce întilneşte paralela în E. Avem triunghiul BCE cu paralela AD la laturea BE: această paralelă AD împarte laturile CB. CE în pă ţi proporţionale, adică avem, 
BD AE 

pad     

virea paralelelor BE, DA și a secantei CE ; apoi un: ghiul DAC este egal cu unghiul BAD prin construe- fiune şi în fine unghiul BAL este egal cu unghiul ABE ca alterne-interne în privirea aceloraşi paralele tăiete | de secanta AB; prin urmare unghiul ABE este egal cu unghiul AEB ȘI prin urmare și laturea AB este egală cu laturea AE, şi Proporţiunea de maj sus devine, BD AB 
DO” AC A Teorema reciprocă acesteia, rezultă din aceia că nu există de căt un punct D pe BC, care să o împartă în părţi proporţionale cu laturile AB, AC. 

laturi. sînt proporționale cu laturile adiacente.



considerată, care în- 

tâlnește laturea AC în 

E. Avem triunghiul 
CDA cu paralela BE 
la DA ; această para- 

lelă împarte laturile 
AC, DJ în părți proporţionale, adică avem 

„DO AC 
DB AE 

Ca şi la Teorema precedentă, se va vide că triunghiul 

ABE este isoscel,'de unde urmează că AE este egală 

cu AB, și atunci proporţiunea aceasta devine. 

DC. AC 

DB AB | 

Reciproca acesteia este și ea adivărată pentru că 

știm (Ş. 1417) că în prelungirea laturei CB nu există 

de căt un singur punet al cărui raport de distanțe la 

C şi B, să fie egal cu raportul laturilor AB, AC. 

157. Observaţiune.— Din cele doă Teoreme prece- 

dente rezultă: Bisectoara unui unghiu din un. triumghiu 

și bisectoara unghiului exterior adiacent, împart laturea 

opusă în segmente proporționale. 

158. TEOREMA.— Locul geometric al punctelor 

a căror distanţe, la doă puncte date, sînt proporționale 

cu niște lumngimă date. este O circumferență. * 

Fie A şi B punetele fixe, m şi n lungimile date. 

Știm (Ş. 141) că a- 
vem pe dreapta AB 
doă puncte D şi D a 
căror raporturi de dis- 
tanţe la A şi B sînt 

egale cu raportul dat 7 
R 
—; aceste puncte fac 
n 

  
   
  

parte din locul geo- 
metric căutat.
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„După aceasta, fie C un punet de a locului geo- 
metric căutat, îl unesc cu A, D, B, D; avem prin 
ipoteză 

CA_ m însă i DA_ " brin urmare CA_ DA. GB a DBA P CB DB: 
din această din urmă proporțiune rezultă ($. 155) că 
CD este bisectoara unghiului ACB din triunghiul ACB. 

Dar mai avem şi Di ca ca fiind ambele a- 

. ma. a: - : porturi egale cu — ; din această din urmă, proporţiune 
rezultă că CD' este bisectoara unghiului BCA” carei exterior triunghiului ACB și adiacent unghiului ACB din acest triunghiu. Insă unghiui DOD” este drept, fi- ind căi jumătate din suma unghiurilor ACB şi BCA tormate de o parte a dreptei AA: aşa dar C se află pe ciycumferenţa descrisă pe DD' ca diametru. 1 5. Reciproc, ort-ce punct de-al circumferenţei descrisă pe DD" ca diametru, face parte din locul geometric căutat. 

Fie M un punct 
de-al circumferen- 
ţei, diecăosă avem 
AM AD AD 

p BM BD BD” 
Pentru a de- 

monstra aceasta 
| > duepria B paralela BE cu DM până ce întilnește pe AM şi avem e 

AD _ AM. 
BD ME: 

duc tot prin B paralela BF cuD'M iar până ce întil- nește pe AM și am de asemenea 
AD' AM 
BD MF 
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Insă raporturile zu și a. sînt egale, fiind că 

prin ipoteză punctele D şi D' împart dreapta AB în 

segmente proporționale : aşa dar ME este egală MF. 

Insă în triunghiul EBF, avem laturile BE și BE 

paralele respăctiv cu laturile unghiului drept DMD' 

prin urmare unghiul EBF este şi el drept; mijlocul 

M al ipotenuzei EF este egal depărtat de F, B, E. Pu- 

tem dar înlocui în cele doă din urmă proporțiuni ME 

şi MP prin MB şi avem ceia ce se cere. 

160. 'TEOREMĂ,— Daca o dreaptă, este împărțită, 

îm segmente proporționale prin doa puncte, jumătatea 

dreptei este medie proporțională între distanţele mijlocu- 

lui eă la cele doă puncte. 
i Fie AB dreapta, 

pp pt și D cele doă 

- - puncte, | mijlocul 

dreptei AB. Avem prin ipoteză proporțiunea : 

BD 

AC BC 
Se știe din Aritmetică că: suma antecedenţilor se 

rapoartă la suma consecvenților precum diferența ante- 

cedenţilor la diferenţa consecvenților). Aplicăud aceasta 

proporţiunei precedente avem 

AD+BD__AD—BD 

AG-L-BC AC—BU 

saă, uităndu-ne pe figură videm că 

2IB-+-2BD_ 21B 

BB 20 
factorul 2 dispare şi suma IBH-BD este egală cu ID 

şi ni vine. ID__IB 
IB IC 

câia ce demonstrează “Teorema. 

*) A vide Aritmetica pag. 197.
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Reciproca Teoremei este adivărată, căci din pro- porțiunea din urmă se poate deduce proporțiunea dintăi, 
161. Definiţiune.— Doa drepte cuprinse între latu- 

ile unui unghiu sai a-le opusului seă 
la vîrf, se die anti-paralele, dacd cea 
dintâi ăreaptă face cu una din laturile 
unghiului dat, un unghiu egal cu a- 
cel făcut. de a doa dreaptă cu ceialalti: 
lature. | 

Ast-fel, fiind dat unghiul BAC, 
dreptele DE. IK sînt anti-paralele în 
privirea unghiului BAC, dacă nngbhiul ADE este egal cu uoghiul AKI; de asemene dreptel; DE, PG sînt ami paralele, dacă unghiul ADE este egal cu unghiul AF. 

162. TEOREMĂ — Dacă doă laturi a-le unul 
Iu sînt taiete de doă drepte anti-paralele, productul distanțelor de la virful unghiului până, la cele doa punti? de întîlnire a uneă laturi cu cele doă anti-paralele, este 
constant. 

  

i. ă anti- , Fie BO și DE doă an” 

A paralele în unghiul BAC; 

die că avem relaţiunea 

A i ABXAD=AC=AE. 
FI 2 În adivăr, iei ADE. 

/ AD şi AE=AB şi duc D“: & N e Din egalitatea triunghi! o 

A — ADE, ADE, cariau unu 
Shiu egal cuprins între Le turi egale, rezultă că uughiurile ADE şi ADE in egale. Apoi, unghiurile ADE și ACB sînt egale Fer ipoteză, prin urmare unghiurile corespunzătoare şi ACB sint egale și atunci BC ŞI E'D' sînt parâ şi avem proporțiunea ($: 148). 

Jele»
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AB __AC 

AF AD | 

în care dacă înlocuim AE și AD prin egalele lor AE, 

AD ni vine | 

ADA saă ABXAD=ACXxAE, ceia ce de- 

monstră Teorema. | 

ot astfel se face demonstraţiunea, cînd DE s'ar 

afla în opusul la vîrf al unghiului BAC. 

163. Reciproc, dacă avem ABX AD=AOX AE, saă 

AB __AC 
AE AD 

atunci dreptele BC şi DE sînt anti-paralele. În adivăr, 

să ne imaginăm că ducem prin E anti-paralela la BO 

în privirea unghiului BAC; această dreaptă tae laturea 

AB în un punet a cărui distanţă la virfal A va fi o 

a patra proporțională la AB, AE, AC. Apoi, AD este 

tocma această a patra proporțională după cum se vede 

din proporţiunea de mai sus. 

164. Corolar. Dacă punctul D și B se confundă 

atunci avem AB 2=AC>xAE. Așa dar: 

Dacă doă drepte anti-paralele Z 

în un unghiu, aă un punct Comun 

pe o lature a-unghiuluă, distanţa vîr- Z 

fuhă unghiului la acel punct comun 

este medie proporțională. între dis- a o 

taniele virful la punctele în cari 

laturea, a doa întâlnește dreptele amti-paralele 

Reciproca acestei propoziţiuni este evidentă. 

165. TROREMĂ.— Dacă din un punct dat, ducem 

secante la un cerc, productul distanțelor de la punct și 

pâna la punctele de imtersecțiune d fie-cărei, secante cu 

circumferența este constant, oră-care ar fi direcțiunea 

secanleă. , , 

Geom. Elem. C. Climescu 
8
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Z 6 „Punctul dat poate fi interior 
> circumferenței saă exterior. 
(5 10. Fie E un punct interior 

circumferenţei prin care ducem 
secantele AB, CD; avem de de- 

/p monstrat că 
P N / EA XEB=ECX ED. 

_Ducem coardele AC, şi CD, 
unghiurile ACD şi ABD sînt e- 

gale între ele ca avănd aceiaşi, măsură adică jumăta- 
tea arcului AD; atunci dreptele AC, BD sînt antiparalele 
în privirea unghiului AEC şi avem ceia ce se cere. 

2%. Fie E un punet exte- 
rior circumferenţei, prin care 
ducem secantele EAB, EDC. 
Ducem coardele AC, BD; 
unghiurile ACD și ABD sînt 
egale între ele, ca avănd a- 
ceiași măsură adică jumăta- 
tea arcului AD; atunci drep- 
tele AC, BDsînt anti-para- 
lele în privirea unghiului 

AED și vom ave ($. 162). EAxEB=EDxEC. 
166. Reciproc, dacă doă drepte AB, CD se taie 

în un punct E astfel ca să avem relațiunea, 
LAxEB=EDX EC, 

atunci punciele A, B, C, D snt situate pe o aceiași 
circumferenţă. 

In adivăr, relaţiunea aceasta probează că dreptele AC, BD sînt anti-paralele în privirea unghiului AED, şi că prin urmare unghiurile ACD și DAB sînt egale; astfel fiind, dacă pe AD ca coardă se descrie un seg- ment capabil de unghiul ACD, circumferența care trece prin A, D, C va trece Și prin punctul B. 
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167. Corolar. In cazul punctului exterio. să pre- 

supunem că secanta BDC se întoarce în jurul punctu- 

lui E pănăce coincide cu tan- . Ș 

genta EF ; secanta întreagă EO 

şi partea sa externă ED devin 

ambele egale cu EF, carei 

luogimea tangentei dusă din E 
la cireumferență, şi relaţiunea 

respectivă devine: 

EA XEB=EF”, P 

care ni spune că: dacă, prin 

un punct exterior unuă cerc, se 

duce la acest cerc o secantă și 

o tangentă, tungenta, este medie proporțională între se- 

canta, întreagă și pariea ei exterioară. 

Se poate face şi demonstrațiunea directă a acestei 

- Teoreme. i 

168. Reciproc, dacă trei puncte A, B, F sînta- 

şezate, cele doă dintâi A şi B, peuna din laturile un- 

ghiuluă E și al treilea F' pe ceialaliă lature, și dacă 

avem relaţiunea : 

     

  

FR:—EBAxEB, 

circumferenţa care trece prin aceste tre puncte este tam- 

gentă în PF la laturea EF. 
In adevăr, relaţiunea aceasta probează că dreptele 

AF, BF sint anti-paralele în privirea unghiului E : 

unghiurile AFE şi EBF sint egale; astfel fiind dacă 

descrim o cireumferență care să treacă prin A și .F 

şi să fie tangentă în F la EF, această cire umferență 

va trece prin punctul B. E 

169. Exerciţii si probleme—7. Dacă se unesc punctele 

din mijloc a laturilor consecutive a-le unui patrulater, se for- 

mează un paralelogram ; pentru că liniile duse sînt paralele 

doă căte doă cu diagonalele paralelogramului. 

2. A calcula cu aprozimaţiune de 0,001 segmentele for-



mate de bisectoarele unghiurilor unuă triunghiu, a căruă la- 
tură sînt 12”, 15”, şi 10n. Cestiune revine la: a împărţi o lun- 
gime de 12%», în părți proporţionale cu numerii 15 și 18; 
apoi o lungime de 15* în părţi proporționale cu numerii 12 și 
18; și în fine o lungime de 182 în părți proporţionale cu nume. 
12 şi 15. 

3. A calcula lungimea tangentei duse din un punct si- 
tuat -la 8 de centrul unui cerc a cărei rază este 61. Lungimea 
căutată este egală cuț/24. : 

CAPITULUL II 

POLIGOANE ASEMENE. 

170. Definiţiani.—Doă poligoane de un același nu- 
măr de lafiuri, sînt asemene între ele, dacă aă unghiu- 
rile lor egale unul cu altul și laturile adiacente la un- 
Shiuri egale sînt proporționale şi aşezate în aceiași 
ordine. 

Doă puncte, doă linii sai doă uvghiuri se die 
omoloage, cănd se corespund în doă figuri asemene. 
adică punet la punct, linie la linie, şi unghiu la unghiu. 
Astfel, virfarile a doă unghiuri egale sînt. puncte omo- 
loage ; diagonalele determinate de virfuri omoloage sînt 
linii omoloage. 

Se numește raportde similitudine a doă/Boligoane, 
raportul constant a doă laturi omoloage; lacă acest 
raport este egal cu 1, cele doâ poligoane sînt egale, 
şi se pot face să coineidă prin suprapunere, fiind că 
în acest caz toate părțile lor (laturi ȘI unghiuri) sînt 
egale una cu alta și așezate în aceiași ordine.
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171. TEOREMĂ.—Tăind un triunghiu cu 0 pa- 

pulelă, la laturilesale, s2 formează un al doilea triunghiu 

asemenea cu cel dintăă. | 

| Fie DE paralela cu laturea BC a triunghiului ABC 

die că rinnghiul ADE este ase- 4 | 

mene cu triunghiul ABC. | 

In adivăr, aceste triunghiuri 

aii unghiul A comun, unghiurile 

ADE şi ABC egale între ele ca 

corespundente în privirea parale- 

lelor DE, BC tăiete de secanta AB, B /- 

unghiurile AED şi ACB sînt de. 

asemene egale între ele. Apoi, DE fiind, paralelă cu 

BC avem ($. 148) că raportul pi este egal cu ra- 

  

AL go x arătăm că : 
portul a; mai rămăne să arătăm că, unul din aceste 

AC 

raporturi este egal cu raportul DE Pentru aceasta du- 

cer EF paralelă cu AB : această dreaptă împarte la- 

turile AC, BO în segmente proporţională şi avem : 

ADE sau egal cu De pentru că DF=DE. 

AC 
Aşa dar triunghiurile ADE, ABO aă unghiurile 

lor egale unul cu altul și laturile lor omoloage pro- 

porționale : prin urmare sînț asemene. 

172. TEOREMĂ — Doă triunghiuri, -a Căror un- 

ghiură sînt egale unul A 

cu altul sînt asemene. p „2 

Fie triunghiurile i 
ABC, abc astfel că un- 
ghiurile a,b.c,a-lece-  p,; FE 

lui de al doilea sînt e- d ? 

gale respectiv cu A.B,C 
a-le celui dintăi.
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Die că aceste doă triunghiuri sînt asemene. 
Pentru a demonstra aceasta, iei pe AB o lungime AD 
egală cu ab, și prin. D duc paralela DE ca BO. Ti: 
unghiurile ADE, și ABO sînt asemene și unghiurile lor 
omoloage ADE, şi ABC sînt egale. Insă prin ipoteză 
unghiul ABC este egal cu unghiul abc. Acum videm 
dar că triunghiurile ADE și abc sînt egale ca avind 
o lature egală la doă unghiuri adiacente egale; din 
acestea rezultă că triunghiul abc este asemene cu 
ABC. 

113. Corolar. Doă triunghiuri sînt asemene dac 
ai doă unghiuri egale umul cu altul, căci atunci şi al 
treilea unghiă din triunghiul întăi, este egal cu al 
treilea -unghiu din triunghiul al doilea. 

1174. TROREMĂ.— Doa triunghiuri, cari aă un 
unghiu egal cuprins între doă laturi proporționale sînt 
asemene. 

Fie iarăși triunghiurile de mai sus ABC Şi abca 
căror unghiuri din A și a sînt egale intre ele, şi la- 
turile AB, AC, sînt proporţionale en laturile ab, ac; 
die că aceste triunghiuri sînt asemene. Construese ca 
Şi dineoare triunghiul ADE, care este asemene cu tri- 
unghiul ABC şi prin urmare laturile omoloage al a- 
cestor doă triunghiuri sînt proporţionale adică avem : 

AD __AE, 
AB AC 

însă prin ipoteză avem proporțiunea : 
o. a ac. 

AB AC 
din aceste doă proporțiuni rezultă dar: 

ab ac. 

AD AE' 
însă prin construcțiune ab=AD, aşa dar şi ac=AE ŞI triunghiurile ADE şi abc sint egale şi prin urmare a- cest din urmă abc este asemene cu ABC.



119 — 

175. TEOREMĂ.—Doă triunghiuri, cark aă latu- 

pile lor omoloage proporționale, sînt asemene. 

Considerăm tot figura de mai sus și presupunem 

că avem: 
ab __ac bc, 

AB AC BC 

die că triunghiurile ABO şi abc sint asemene, 

Triunghiul auxiliar ADE prin construeţiunea lui 

este asemene cu triunghiul ABC, şi prin urmare latu- 

rile lor omoloage sînt proporționale : 

AB AC _ BC. 

AD AE DE 
din proporţiunile aceste şi cele precedente scoatem : 

ab __ac __te 

AB AC BC 
Insă prin construcțiune, AD este egală cu ab; 

rezultă că și AE este egală cu ac și DE egală cu be ; 

prin urmare triunghiurile ADE şi abc sînt egale între 

ele şi atunci acest din urmă rezultă că este asemene 

cu ABC. 

116. TEOREMĂ.— Când doă triunghiuri, sînt ast- 
fel că laturile unuia sînt paralele respectiv cu laturile 

celuialalt, sai dacă laturile celui dintăi sînt perpendi- 

culare pe laturile celui de al doilea, atunci acele _tri- 

unghiuri sînt asemene între ele. 
Fie ABC, AB'C' doă triunghiuri în condiţiunile 

enunciului. Unghiurile A și A -avind laturile lor pa- 

ralele intre ele saă perpendiculare una pe alta, sînt 

egale sati suplementare ($$. 43, 45); tot astfel este Şi 

cu unghimile B, B' şi C, C. 
Prin urmare asupra acestor unghiuri putem face 

următoarele patru ipoteze: 

10. A-FA'=2ungh.dr., B+-B=—2ungh.dr., CAL-G=2 

ungh.dr ;
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20. A-A'=2ungh.dr, B=B'=2unghăr., C=C'; 
30, A-+A'=—2ungh.âr., B=B' C=C'; 
4 AA . B=B' C=C. 

Cele doă dintăi ipoteze nu sînt admisibile, fiind 
că suma unghiurilor celor doă triunghiuri nu poate fi 
mai mare de căt 4 unghiuri drepte. Din ipoteza a treia 
rezultă în mod implicit că unghiurile A și A” să fie 
drepte, căci triunghiurile ABC, A'BC', avind doă din 
unghiurile lor egale unul cu altul, și al treilea unghiuri 
A şi A' sînt egale intre ele: prin urmare ipoteza intră 
în a patra. Rămăne că triunghile ABC, A'B'C' ati un- 
ghiurile lor egale unul cu altul, și prin urmare sînt 
asemene. 

177. TEOREMĂ.— Liniile drepte cară pornesc din 
um punct, intercepiează părți proporționale pe doă, se- 
cante paralele. : 
Fie dreptele OA. OB; 0C, . % 

OD.. tăiete de secantele AD, EH. . 
Avem triunghiurile OAB şi OEF 
asemene între ele și ni daă: 

EF__ OF. 
AB OB 

apoi triunghiurile OBC şi OFG 
sint iarăși asemene între ele şi 
ni dai: 

  

FG OF. 
. BC “OB » 

din aceste doă proporţiuni rezultă : 
ELF FG 
AB BO 

Tot asemene vom proba că avem: 
FG GH 
BG 6 etc.
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Aşa dar dreptele eșite din O impart paralelele AD. 

EH în părţi proporţionale. 

178. Reciproc, dacă liniile drepte AF, BF, CG, 

DH, împart paralelele AD, EI, în părți proporționale 

atuncă acele drepte se întilnesc în un punci. 

Fie O punctul de intersecţiune a doă din aceste 

drepte, d.e. DH, BF: unesc Ocu G şi zic că dreapta 

OG prelungită trece prin C. 
Dreptele OF, OG, OH. eşite din O, în virtutea 

Teoremei precedente, împart paralelele FH, BD în părți 

proporţionale. Dreapta OG prelungită. trebue să treecă 

prin urmare prin punctul C, fiind că, prin ipoteză, 

acesta este punctnl care împarte pe BD în un raport 

egal cu FG la GH, şi nu mai este un altul. 

Tot asemene se va demonstra că dreapta AE pre- 

lungită trece prin O. 

119. Observaţiune.— Cele doă paralele pot fi de 

o parte şi de alta a punctului O; demonstrațiunea 

teoremelor se face în acelaș: mod. 

180. TEOREMĂ —Doa poligoane asemene, se pot 
descompune în um. același număr de triunghiuri asemene 
unul cu altul și asemene așezate. 

Fie poligoanele ase- Ş;. 
mene ABCDE şi abede.    

  

Din virfurile omoloage A /. Cc Î 
şi a duc diagonalele omo- a e 
loage AC, ac şi AD, ad. 
Aceste diagonale împart pe cţ 
poligoanele în un acelaşi 
număr de triunghiuri asemene așezate. Să arătăm că 

aceste triunghiuri sînt asemene, doă căte doă. 
20. Triunghiurile ABC, abcaă, prin ipoteză, un: 

ghiurile din B şi b egale şi cuprinse între laturi AB 
BC şi ab, Be proporţionale, după cum rezultă din a-
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semenimea poligoanelor; prin urmare aceste doă tri- 
unghiuri sînt asemene, | 

2%. Triunghiurile ACD şi acd sînt iarăși asemene, 
pentru că aă un unghiu egal cuprins între laturi pro- 
porţionale. In adivăr, unghiul ACD este egal cu dife- 
rența între unghiurile BCD și BCA; însă unghiul 
BCD este egal cu unghiul bed prin ipoteză, și unghiul 
BCA este egai cu ungbiul bca pentru că sînt omoloage 
în triunghiurile asemene ABC, abc; așa dar unghiul 
ACD este egal cu diferența unghiurilor bed şi bca, 
adică eu unghiul acd. 

AC . BC 
Apoi raporturile: —- și —-, sînt egale din p p rile PI Ș ia £ 

cauza similitudinei triunghiurilor ABC, abc, şi rapor- 

  turile ie Se sînt egale prin ipoteză: așa dar vom 

ave 000 adică laturile cari cuprind unghiurile 
acc 

„egale ACD şi acd sînt proporţionale. Prin urmare tri- 
unghiurile ACD și acd sînt asemene. 

Tot astfel se demonstrează similitudinea celorlalte 
triunghiuri, 

181. Corolar.— Diagonalele omoloage a doă poli- 
„goane asemene sînt proporționale cu laturile omoloage. 

182. TEOREMA.— Doă poligoane compuse din un 
același număr de triunghiuri asemene şi asemene așezate 
sînt asemene. a 

„__ Aceasta este reciproca teoremei precedente. Con- 
siderăm figura de mai sus, și presupun că poligoa- 
nele ABODE, abede sînt compuse din un acelaşi nu: 
măr de triunghiuri asemene și asemene aşezate. ]ic 
că aceste doă poligoane sînt asemene. 

1. Raportul de similitudine a triunghiurilor ABC
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i abc este egal cu AC tot acest raport de similitu- 
Ș 8 Z" p 

dine îl aă şi triunghiurile ACD, acd. Raportul de si- 

militudine a triunghiurilor ACD, acd precum şi acel 

al triunghiurilor ADE, ade sînt egale, căci fie-care 

este egal cu i prin urmare poligoanele date ai la- 
a | 

turile lor omoloage proporţionale. | 

20. Unghiurile poligoanelor sînt egale unul cu al- 

tul, fe ca unghiuri omoloage a doă triunghiuri asemene, 

fie ca compuse din unghiuri egale ; astfel unghiurile 

B şi b sînt egale ca unghiuri omoloage a triuughiuri- 

lor asemene ABC. abc: unghiul BOD este egal cu su- 

ma unghiurilor BCA, ACD cari sînt respectiv egale 

eu unghiurile bea, acd, așa dar este egal cu unghiul 

BCD. 
Din aceste conchidem că cele doă poligoane sînt 

asemene, fiind că ai unghiurile egale unul cu altul şi 

laturile omoloage proporționale. 

183. TEOREMĂ — Perimetrele a doă poligoane 
asemene, sînt proporționale cu laturile omoloage. 

Fie doă poligoane asemene, ABCDE... ABCDE... 

avem : 
AB __BC_CD_ DE _ 

AB BO CD DE 

„_ Aplicăm o teoremă de Aritmetică asupra propor- 

țiunilor *) și formăm următoarea proporțiune : 

AB-LBOA-ODADE-A.. AB 

ABFBEIODIDE. AB 
Numărătorul AB--BOCA+CD-A-DE—-..._ este peri- 

metrul poligonului înţâi, şi numitorul AB-B'C-H-UD 

-+D BE. este perimetrul poligonului al doilea. In- 

semnănd aceste părimetre, respectiv cu P şi P' avem: 

*) A vide Aritmetica pag. 198.
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P AB 

| Po AB) 
184. Observaţiune importamiă.— Teoremele de la 

Ş. 165 pănă la $. 170, privitoare la linii proporționale 
în cerc, se pot demonstra cu ajutorul teoremelor asu- 
pra triunghiurilor asemene. 

185. Exerciţii.—7. Fiind dat un triunghiu ABC, se mic- 
şurează laturea AC deo lungime arbitrară AA”, şi se mărește 
laturea BC, de o lungime BB egală cu AA'. A demonstra 
că A'B este tăietă de AB în raport inverscu laturile AC BO. 
Se duce prin B' paralela B'D la AC și se formează nişte triun- 
ghiuri asemene cari daă ceia ce se cere. 

2. Pie ABC, A'B'O' doă triunghiuri asemene, a cdror 
iaturi omoloage BC, B'C' sînt paralele; dacă triunghiul 4 B'0 
se întoarce în jurul vârfului A, se cere locul geometric descris 
de punctul de intersecțiune a dreptelor care unesc extremitățile 
omoloage a laturilor AB, B'C'. Fie ABC” o altă poziţiune a 
lui ABC"; duc BB”, CC” care se taie în |; triunghiurile ABB”, 
ACC” sînt asemene; duc AI; patrulaterul ABCI este inscriptibil, 
căci segmentul de cere capabil de unghiul ABI și descris pe 
coarda AJ trebue să treacă prin .vîriul C a unghiului ACI, care 
este egal cu ABI. Prin urmare locul geometric al punctului | este 
circumferența cercului cireumseris la triunghiul fix ABC. 

3. A înscri un patrat în un semi-cere. A'A fiind Qiame- 
trul, şi OH rada perpendiculară pe diametru, an virf C a patra- 
tului face parte din locul geometric a punctelor a căror distanțe 
la dreptele OA, OH sînt raportulde 2la 1. Trebue găsit punctul 
de pe circumferență care să satisfacă la aceasta; duc prin A 
tangenta AM-—? ori raza cercului ; punctul C ande OM întîlneşte 
circumferența este punctul căutat, 

4. A înscri în uncerc un triunghiu isoscel, în care suma 
săi diferința între bază şi înălțime este egală cu o lungime 
dată. Fie BC--AD suma bazei cu înălțimea egală cu m; ieu pe 
prelungirea lui AD lungimea DE egală cu lungimea BC; duc EB 
care întilnește în F pe tangenta dusă în puuctul A. Din triun- 
ghiurile asemene formate AEF, BDE, rezultă că AF este egală 
cu jumătate din AE saă 7, din aceasta rezultă construcțiuneă 
triunghiului ABC. : | 

5. A găsi locul geometric al punctelor din cari dod cer- 
cură sînt văzute sub unghiuri egale. Fie A, B centrele cereu-
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rilor date şi P un punct dea locului geometric căutat; due tan- 

gentele PC, PD la cele doă cercuri. Din condițiunile problemei 

rezultă că unghiurile APC și BPD șînt egale, și prin urmare a- 
PA 

ceste triunghiuri sînt asemene şi avem AAC, aşa dar locul 

5 Ș Ph BD 
geometrie căutat este același ca și a punctelor a căror distanță 

la A și B sînt proporţionale cu razele AC, BD; acest loc este 

dar o ciremiferență de cerc. 
6. Dacă, din un punct dat, se duc linii dreple la dafe- 

rite puncte a unei circumferenţe şi dacă se împari fie-care din 

aceste drepte în raporlui a doă linii date m şin, se cere locul 

geometric a punctelor de împărțire. . 

Fie A punctul dat în atară de cercul BC; pe AC trebue 

determinat un punct P așa ca să avem AP sau AP m 
“ ? | PO m AO min 

Duc AB, CB şi PD paralel cu BC. Triunghiurile asemene ABC, 

APD dai 506 prin urmare EBD este cons- 

tantă ; punetul P se află pe circumferența descrisă din D ca 

centru cu BOX Pr 
mn 

7. Se daă trei laturi, AB, BO. CDa-le unui patrulater, 

precum şi diagonala AC, se cere; DP. locul geometric a vârfu- 

luă al putrulea D; 20. tocul geometric al mijloculuă diugonalei 

BD. și 30. locul geometric al mijlocului linieă drepte care unește 

mijlocurile diagonalelor. 

10, După cum se vede, triunghiul ADC se poate constrai 

fiinda'i cunoscute toate laturile ; virful al patrulea D rămăne dar 

ca să se afle la o distanță constantă de C,el descrie daro cir- 

cumfereață cu CD ca rază. 

20. Diagonala BD unește un punct fax Bu un punct Dal 

circumferenței de dineoare, mijlocul M al dreptei AD va descri, 

în virtutea problemei precedente, o circumferenţă. 

3. Fi M' mijlocul diogonalei AC, dreapta MM unește și ea 

un punct fix. M' cu un punct al circumfereuței precedente, prla 

urmare locul geometrie a punctului P, mijlocul lui M'M este iarăși 

o circumferenţă. 

  

  ca raza.
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CAPITULUL III 

RELAȚIUNI METRICE ÎNTRE OARE-CARE 
LINII DIN TRIUNGHIU. 

| 186. Definiţiani — Fiind dată o linie dreaptă ay și 
un punct A, dacă din A ducem perpendiculara pe z, 

| piciorul a al perpendicularei poar- 
tă numele de proectiunea punc- 
tului A pe acea dreaptă; dreapta 
ay se numește aza de proecțiune. 

! ' Dacă din extremităţile unui 

FL, segment de dreaptă AB se due 
perpendiculare pe axa de proec- 

țiune, porţiunea ab, cuprinsă între picioarele perpen- 
dicularelor, poartă numele de proecțiunea liniei AB 
pe 2y. J 

181. TEOREMA.— Daca din vîrful unghiului drept 
at unul triunghiu dreplunyhic se duce perpendiculara 
pe îpoteouză, atunci : 10, fie-care catetă este medie pro- 

porțională între ipotenuză, și segmentul de pe ea, ad- 
dacent catetei ; 2%. perpendiculara dusă din virful un- 
Jhiuluă drept pe ipotenuză, este medie proporțională în- 
tre cele doă segmente formate pe îpotenuză.. 

Sa considerăm triunghiul ABC dreptunghic în A 
Z şi să ducem din A perpendiculara 

„AD pe ipotenuză. | 
10. Avem triunghiurile ABD 

şi ABC cari, sînt asemenea între 
ele pentru că sînt ambele drept- 

B J C unghice, aii unghiul din B comun 
ȘI prin urmare și unghiul BAD 

R G
u
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este egal cu unghiul ACB. Aceste triunghiuri fiind a- 

semene, aă laturile lor omoloage proporţionale; compa- 

rănd laturile omoloage găsim: 

BC AB _- Ap:=BC*BD 
15 55 sai AB*ZbUXLDD, 

de unde videm că AB este medie proporțională între 

BC și BD. | 

Tot asemene se vede că triunghiurile ADC și 

ABC sînt iarăşi asemene, şi din comparațiunea latu- 

rilor lor omoloage rezultă că AC este medie propor- 
ționale între BC şi DC. 

20. 'Triunghiurile BAD şi CAD asemene amăndoă 

cu trupghiul ABC, aii unghiurile lor omoloage egale, 

și sînt prin urmare asemene ; și iarăși din comparați- 

unea laturilor lor omoloage scoatem : | 

BD_AD sau 1h:=B 
n IE D — DxDC, 

AD DC A 

de unde videm că perpendiculara ADeste medie pro- 
porțională între segmentele BD și CD de pe ipotenuză. 

188. Corolar.— Dacă pe ipotenuza BC ca diame- 
tru descrim o cireumferență, această curbă “va trece 
prin virful A al unghiului drept, şi Teorema prece- 
dentă poate fi enunciată în modul 
următor : | 4 

| 1. O coardă de cerc, este me- 
die proporțională între diametru, 
care imece prin una din extremita- B C 
țile ei și proecțiunea et pe acest dia- 2 
metru. 

2. Perpendiculara dusă din un 
punct 0are-care a unei circumferenţe pe un diametru, 
este medie  proporționata înire segmentele formate de 
piciorul perpendiculare pe acest diametru.
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189. TEOREMĂ.— In un triunghiu dreptunghic, 
patratul ipotenuzei este egal cu suma patratelor catetelnr. 

Unitatea de lungime cu care măsurăm laturile 
este aceiaşi pentru trustrele laturile. 

Considerăm figura de la Ş. 187 şi aplicănd Teo- 
rema aceia avem : 

AB?=—BCXBD şi AC:=BCXCD ; 
adunând aceste egalităţi între ele. avem : 

AB?+-AC:=BCx(BD+DO) 
sau AB?+-AC:>BC?, 

relațiune care demonstrează Teorema. 

190. Corolar I.—Cu ajutorul acestei Teoreme, pu- 
tem calcula una din laturile triunghiului dreptunghic, 
cănd se cunosc celelalte doă.. 

Să însemnăm prin a, 6. c, numerii care reprezintă 
rezultatul măsurărei ipotenuzei şi a catetelor prin uni- 
tatea de lungime ; în virtutea teoremei avem : 

a2+ b*=c? de unde a—yp2 cz. 

Astfel dacă catetele ai valorile b==3 şi c==4, a- 
tunci a= 9-+-16— 6=b 

Dacă E ipotenuza şi ana din catete, d, 
d. e. putem determina pe ceialaltă catetă, căci din re 
laţiunea; principală deducem : 

c2—a2—b2 de unde c=—Va2—b2. 

Astfel dacă a—b și b—3, avem c—V/298—92V1624. 

191 Corolar II.— Patratele catetelor unuă triunghi 
dreptunghic sînt proporționale cu yroecțiunile lor pt 
ipolenuză. Avem 

A p?2=BCxBD 
AC2=BCx=DC 

de unde, prin împărţire ni vine: 
AB: BD 
aG2 DC 
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192. Corolar III[.— Raportul între diagonala unui 

patrat și laturea luă: este: egal eu V2. 

Considerăm trionghiul ABC carei „ 2 

dreptunghic în B: avem: | 

AC=—AB"+ BO” 
însă AB—BC “fiind că figura este un 

“patrat; prin urmare: 

  

    
  

  AC2—2AB? e 
de unde prin extragere de rădăcină ni vine: 

AC 
LV 2 3% V2. 

Se știe din Aritmetică că nu există nici un nu-" 

“măr întreg sai fracționar care rădicat la patrat să 

dee 2: din relaţiunea precedentă conchidem că diago- 

nala și latura patratului sînt doă linii necomensurabile 

între ele. N | 

193. TEOREMĂ.—/n un triunghiu, patratul unei 

laturi opusă la un unghia ascuțit,- 8. 

este egal cu suma pairatelor . celor 

lalte doa laturi, minus de doa oti 
productul format din una din aces 

laturi înmulțită prin proecți unea ce 4 

leilalte pe aceasta. e 

Fie ABC un triunghiu care are un unghiu ascuțit 

căruia se opune laturea AB Din una din extremităţile 

acestei laturi, B, d. e., due perpendi- 

culara BD pe laturea AO; această pere: 
pendiculară BL se va afla in triunghiu 

saă în afară de triunghi, după cum 

unghiul BAC va fi ascuţit saă obtuz. ; 

In amăndoă cazurile triunghiul ABD 

este dreptunghic în D și dă: 
” AB:=BD'--AD” 

Geom. Elem.. C. Climeseu ! i 9 

  

.
.
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însă în cazul întăi AD este egală cu diferența între 
laturea AC și proecţiunea DC a laturei BC pe direc: 
țiunea AC ca axă de proecţiune, adică AD=—=AC—DO; 
în cazul al doilea, AD este egală cu diferenţa între pro- 
ecţiunea DO, a laturei BC pe direcțiunea AC ca axă și la- 
turea AC, adică AD=—DC—AC. 
In amăndoă cazurile, dacă rădicăm la patrat avem(*) 

AD:—AC2+-DQ2—2 ACX DC. 
Substituim această valoare a lui AD? în întăia 

egalitate, şi avem 
AB:—BD:AACADO2—ACXDO ; | 

în fine observăm că triunghiul BDC este dreptunghic 
şi prin urmare BD:+DCG se poate înlocui prin BC? 

ȘI avem relațiunea : | - 
AB*—AC2FBO2—2A0x=DO 

care: demonstrează Teorema. 
194. TEOREMĂ —/n un triunghiu, patratul unei 

latură opusă la un unghiu obtuz, este egal cu suma. pa- 
tratelor celorlalte doă. laturi, plus de doă-ori productul 
format din una din aceste laturi, înmulțită prin proet- 
fiunea celeilalte pe aceasta, 5 

2 Fie ABC un triunghiu care 
are un unghiu obtuz C, căruia se 
opune laturea AB. 

Duc  perpendiculara BD pe 
Z 5 AC ; triunghiul dreptunghic că: 

Z AB'=BD:ÂD:. 
Insă lungimea AD se compune din laturea AC a tri- 
unghiului şi din proecţiunea CD a laturei BC pe la- 
turea AC ca axă de proecţiune. In cazul în care ne 

*. Admitem' ea cunoscute propoziţiunile următoare de Aritmetică: 
1. Patratul sumei a doi numeri este egal cu suma patratelor nume- 
rilor, plus de doă-ori productul lor. 2. Patratul diferenței a doi nu- 
meri este egal cu suna patratelor mnumerilor, minus de doă-ori pro- 
ductuj lor. 

e
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ocupăm, perpendiculara BD. cade totdeauna afară din 

triunghiu. Avem dar 

| AD:=AC2+0p-+ 2ACXCD; 

și substituind în egalitatea de sus, ni vine: 

AB:=BD:-AC*+-0p*+-2A0X0D. 
In fine observăm că triunghiul BDC este drept- 

unghie şi prin urmare BD'"-CD” se poate înlocui prin 

BC? şi avem relaţiunea - 

A B2=A02-+-B024+2A0x=CD 

care demonstrează teorema. - - 

195. Corolar I.—Din cele trei teoreme precedente 

rezultă că: în un iriunghiu, patratul unei “ latură este 

ma mic egal saă măi mare de căt suma patrătelor ce- 

lorlalte doă laturi, după cum unghiul opus laturei în- 

“tăia este ascuțit, drept saii obtuz : şi reciproc, un unghiu 

| al unaă triunghiu este ascuțit, drept sait obtuz după cum 

pătratul laturei opusă unghiului este ma mic, egal sai, 

mai mare de căi suma patratelor celorlalie doă laturi. 

„196. Corolar I— Teoremele precedente ni dai 

| mijlocul de a calcula proecțiunea unei laturi a unui 

 triunghiu pe una din celelalte doă, dacă se cunosc mă- 

surile celor trei laturi a-le triunghiului, şi apoi cu a- 

* jutorul acestor proeeţiuni se pot calcula înălțimile tri- 

unghiului ; iată cum: | 

A Fie triunghiul ABC: să 

| y însemnăm prin 4, bd, 6, lungi- 

i mile laturilor opuse respectiv 

| la unghiurile A, BC; să în- 

C semnăm prin h înălțimea AD 

i DA “ esită din virful A. Dintre un- 

ghiurile C şi B, unul cel puţin este ascuţit; fie B, a- 

cest unghiu ascuţit. 
! Avem mai întâi, din triunghiul dreptunghic ADCG 

h2=b2— CD”;



  

    

  

  

a 
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apoi triunghiul: ABC, dă ($. 193): 
cald? —2a 0 

din aceasta scoatem 
” a-bi—c? 

CD= da 7 
şi întâia relațiune devine 

popa (0-rb?—00)__4ab'—[ a2--b*—c2) 

| 4a2 a 4a? 
sai, în virtutea: unei propoziţiuni algebrice e): 

e (Baba? —c%) (ata: —d2--c?) 
Di 4a? Ea 

[a-rb— etle?—(a—b)?] __ (a-tb-koatb—ce-ra—ble—a-+-b). - 
    

4a? 4a? | 
Să însemnăm prin p semi- perimetrul triunghiului] 

ABC adică să punem | 
“A 

ab--c=—2p ; i 
avem succesiv : | 

b-o—a=2p—2a=2(p—a) - 
a—-0—b=2p—20=—2(p—b) 
a-pb—c=2p—2c=—2(p—c) 

“şi purtănd aceste expresiuni în valoarea lui /, şi ex-il 
trăgând 'rădăcina patrată găsim : 

2 7 
= 2 eo e po. 

Schimbând aceasta formulă succesiv pe a în d, 
pe bînc Și pe c în a, avem formula can ni va da | 
înălțimea eșită din virful B, apoi în același mod, a-si 
vem înălțimea eșită din vârful C. 

Ezemplu.: a=—13, b=9, c=6; făcănd calculile se. 
găsește că cele trei înălținoi sînt: “| 

I=3,641,  h=5,259, O OH'=1,88. i | 

      
-%)) Vezi Algebra, ed. IV pag. 25, |  
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197. "TEOREMĂ. — Suma patratelor a doă, lături 

a-le unui triunghiu este egală cu de doă-ori patratul 

jumătăţei laturei a treia, plus de doa-ori patratul me- 

diane corespundătoare la vârful opus laturei a treia. 

Fie în triunghiul ABD, (figura precedentă). AM 

mediana corespungetoare la vîrtul A. : aceasta împarte 

triunghiul dat în alte doă triunghiuri BAM şi CAM, 

a căror unghiuri adiacente în AM siut. suplementure. 

Duc din virful A perpendiculara pe BC și aplice tri- 

unghiului BAM, care are un unghiu obtuz în M, Teo- 

rema respectivă (Ş. 194) şi avem 

AB—AM-MB—2BM X MD ; . | 

aplie de asemene triunghiului ACM. a cărui nnghiu din 

M este ascuţit, Leorema respectivă (Ş. 193) şi avem : 

AC CMP MA?—20M X MD. 

Observăm că: BM—CM, și atunci prin adunare avem : 

RO AB— 2301" 2CHI. 
"ceia ce.demonstrează Teorema. 

198. TEOREMĂ .— Intr'un patrulater, suma patra- 

telor celor patru laturi este egală cu, suma : patratelor. 

celor doă diagonale, plus de patru-ori patratul, dreptei 

care unește mijlnrul. diagonalelor. 
Fie ABCD un patrulater; 

A 
ZI duc diagonalele AC, BD şi unesc 

punctele E şi F, mijlocurile acestor 

i Et diagonal». Aplie succesiv la tri- 

E uughiurile ABC şi ADC, Teorema | 

A precedentă și avem: - 

AB BO=—2AFPT2BE 
| GD--AD:—2A82-2DE* 
'adun aceste doă egalități, și pentru prescurtare însemn 

cu S suma patratelor celor patru laturi a patrulaterului 

S—4AE2+ 2 (BEA-DE). 

 



— 134 — 

Însă, în triunghiul BED, F este mijlocul laturei 
BD, şi aplicându-i Teorema precedentă avem 

BE*--RD:—2Bp'+ BF"; 
prin urmare, înlocuind această sumă în valoarea hi 
S avem. 

S—4AR2--4 BE2+ 4EF2=ACABD24EF% 
fiind-că AC—2AE şi BD—2BF, şi prin urmare 

AC:—4AR? şi BD2=—4BF?. 

199. Corolar —Dacă patrulaterul este un paralelo- 
gram, atunci lungimea EF este nulă şi prin urmare: 
în ori-ce paralelogram. suma patratelor laturilor este 
egală cu suma patratelor diagonalelor : şi reciproc dacă 
suma patratelor laturilor unui patrulater este egala cu 
suma patratelor celor doă diagonale, acel patrulater este | 
un paralelogram. 

200. TEOREMA. — Diferența patratelor a doă laturi 
a-le unuă triunghiu, este egală. cu de doă-ori laturea a. ! 
treia, înmulțită prin proecţiunea, medianei corespunzatoare 
aceesti. laturi 

4 Avem egalităţile: 
AB"=AM?-+BM?—2BM>=<MD 

- A (0 2—A M2--FA72 a / | N gAC AMO +-20MxMD. 
Z 2 Scădem întăia din a doa și 
DI observănd că BM=—CM, avem 
AC'—AB ?2—4BM=MD—2BC=<MD ă 

ceia ce demonstrează Teorema. | | 
201. Corolar.—Să presupunem că punctele C și B sînt fixe, iar punctul A se mişcă în plan astfel ca di- ferența AC?:— AB? să rămănă constantă; atunci relați- 

unea precedentă ni arată că în uceste condițiuni de mişcare a punctului A, proecțiunea MD a medianei nu se schimbă, adică proecţiunea D a punctului mobil
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A este fixă pe dreapta BC. Punctul A descrie o per- 
pendiculară pe BC. 

202. Problema I.—A împărți o linie dreaptă în un 
număr oare-care de părți egale. 

P_? , Fie AB dreapta de 
A împărţit, d. e. în cinci părți 

geale. 
Duc prin A o dreaptă 

oare-care AM, pe care port 
B de cinci-ori o lungime ar- 

bitrară Ac : am astfel punctele de împărțire c, d, e, f,9; 
unese g cu B şi apoi prin celelalate puncteduc drep- 
tele fE, eE, dD, cC, paralele cu gB. Punctele C, D, 
E, P împart pe AB în cinci părți egale, pentru că 
toate porțiunile AC, CD, DE, EF, FB sînt egale între 

ele: în adevăr, fiindcă Ac-—cd apoi și AC—CD din 
“cauza similitudinei triunghiurilor ACc, ADd; apoi Ad 
fiind egal cu de doă-ori de, și AI) este egal cu de 
doă-ori DE și prin urmare AC—CD—DE; ete. 

203. Problema Il.—fa se împartă o linie dreaptă 
în părți proporționale cu trei lungimi date. 

Fie a linia dreaptă 
dată și m,r, p cele trei 
lungimi date. 

Consider un unghiu 
oare-care A; pe una din 
laturile lui ieă o lungime . 
AF-—a şi pe ceialaltălature 
ort succesiv lungimile 
AD=m, DE=—n și EG 

8 CC FF =p, unesc FG şi prin 

E şi D duc EC, şi DB paralele cu GF. 
Din cauza similitudinei . triunghiurilor formate, 

segmentele AB, BC, CF sînt proporționale cu AD, DE, 
EG sai cum, r, p- 
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204. Problema IIL—A construi o a patra propor- 
ionale cu trei lungimi date. 
2 Fie a,b,c cele trei lun- 

e gimi date. 

lei un unghii oare-care 
] A: pe una din laturi iei lun- 

gimile AB, AC egale respec- 
tiv cu aşi c: pe ceialaltă la- 

„ture "port lungimea AD egală 
„cu b: due BD şi prin Cdre 

CP paralelacu BD: porţiunea AE 
este a patra proporțională căutată ; căci avem 

AB AD a. d 

AC ABS co AE 5 
205. Problema IV.—A construi media proporțională, 

între doă lungimi date. 

  

   
Fie a şi b lungimile date, 
lei lungimile AC=a şi 

CRB=6 una în prelungirea 
celeilalte; pe AB ca diametru 
descriă semicireumferenţa și 
in C rădie perpendiculara CD 

| pe AB. Porțiunea de dreaptă 
DO este media proporţională cerută (Ş. 188). 

2 Alt-fel. Fie AB=a şi AC=b 
pe AB ca diametru descriă semi- 
cireumferența ; în C rădie per- 
pendiculara pe AB pănă ce în- 

A Cc tilnelşte circumferenţa în D ; 
lungimea AD este media proporțională cerută ($. 187); 
| Alb-fel. Fie AB=—a cea mai mare dintre lungimi : 
je pe dreapta AB, lungimea AC; prin punctele 
B şi O duc o cireumferenţă și din A duc o tangentă 
AD la această circumferență ; AD. este rhedia propor- 
ţională cerută ($. 167). 

a
 

a
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206. Problema V.—A con: 

2 strui punctele cari împari o 

dreapta dată în segmente pro- 

porționale cu doa lungimă. date. - 

N Fie AB dreapta dată, m. 

şi m cele doă lungimi date, (fi- 

8 gura următoare). , 

Prin A, duco dreaptă AC 

egelă cu m: prin B due paralela cu AC, pe careiei 

de o parte ȘI de alta a punctului B, lungimile BD şi 

BE egale cu n: due âreptele CD şi CE, cari întilnese 

pe AB în F și G: aceste sînt punctele câutate 
” In adevăr, triunghiu- 

7n vile ACG şi BEG sînt ase- 

mene. și daii 
GA AC, 

e GB BE 
triunghiurile ACE, BDF 

sînt şi ele asemene, și dau 

FA _ AC 
FB BD 

şi prin urmare din cauza 

egalităței liniilor BD, B 

avem 

  

GA _ FA _m 

GB FB "1 
207. Problema VI.—A 

construi doă linii drepte 

cumoscăndu-se suma și productul lor. 

= Fie AB suma liniilor drepte 

> şi a laturea patratului egal cu 

c Pa: productul lor. 

| N Pe AB ca diametru deseriă 

3 o semi-circumferenţă : due tan- 

genta în A pe care ieii o lun- 
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gime AC egală cu a: prin C due paralela cu AB, 
care taie cireumferenţa în punctele D și E. 

„Porţiunile CE şi CD sînt liniile căutate, căci mai 
întăi productul lor este egal cu AG? saii a2 (Ş. 167); 
apoi suma acestor linii este egală cu AB, precum ușor se vede, ducănd perpendiculara OF, că CD-CE este 
egală cu de doă-ori CF saă AB. 

Observaţiune, Pentru ca paralela dusă prin C să 
întîlnească circumferența, este necesar ca AC să fie mai mică de căt jumătate din suma ABa liniilor date, 
sati. cel mult egală cu această jumătate. 

208. Problema VIL.—A construi doă linii drepte cunoscându-se diferența și productul lor. 
Fie AB diferenţa liniilor drepte și a laturea pa- 

tratului egal cu produetul lor. - 
C Pe AB ca diametru, deseriă o 

circumferență ; due tangenta în A 
pe care port o lungime AC egală 
cu a; unesc cu centrul circum- 

2 ferenței și CO prelungită. taie cir- 
cumferenţa în D şi E. 

Porţiunile CE și CD sînt liniile 
căutate ; căci diferența lor este DE sati AB, iar productul lor este AC? saă a2, 

209. Problema VII —A împărți o dreaptă în medie și extremă rațiune, adica în doă părh astfel ca partea cea mai mare sa fie medie proporțională între linia întreaga și partea cea mai mica. 
„Fie AB dreapta de împărțit în medie și extremă rațiune. 

„În punctul B rădie perpendiculara BE pe AB şi ieă BE egal cu AB: pe BE ca diametru deseriă circumferența ; unese A cu O centrul circumferenței, Şi fie C și D punctele în cari dreapta AO întilneşte: 
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£ pircumferența : în fine iei 

eo dreapta AB lungimea 

DEF egală cu AC. Dreapta 

AB este împărțită în punc- 

C tul F în medie şi extre- 
mă rațiune, adică avem: 

AF>=ABxBF 

A F 58 In adevăr, AB fiind 

tangentă la cere în punctul B, avem 

AB—ACXAD; 
Insă AB=AF-+FB și AD=A0+-CD=AF-+AB. 

Dacă. în egalitatea precedentă, înlocuim AB? prin 

ABx(AF-+-FB) și A0OX AD prin AFx(AF--AB) această 

„egalitate devine 

AB X(AF+-FB)=AFX(AF-AB) : 

facem înmulțirile indicate, și scădem din ambii membri 

al acestei egalități productul ABxAF, avem 
AB XBE=AF: 

ceia ce era de arătat., 
210. Observaţiune. Să însemnăm prin a lungimea 

dată AB; avem 
| AF=AO—0OC: 

însă AO este ijotenuza triunghiului dreptunghic AOB 

şi OD este jumătate de AB sai 4 prin urmare | J 5 P 

40= Vara portia 
şi prin urmare 

  

n a — 

AP=al2-—y = (51). 
Aceasta este formula care dă partea cea mai mare 

a lungimei a împărțită în medie şi extremă rațiune. 
211. Problema IX.— A construi pe o lungime de 

dreaptă dată, um triunghiu sai un poligon” asemene cu 

un triunghiu saă un poligon dat.
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Fie dreapta ab pe care 
se cere să construim un 

4 triunghiu asemenea cu 
triunghiul ABC: presu- 7 pun că ab este omoloaga 

„ laturei AB. Fac în a un- Zhiul bac egal cu unghiul BAC, şi fac în 6 unghiul abc egal cu-unghiul ABC. Triunghiul abc este asemene cu triurghiul ABC find-că aceste triunghiuri aă doă unghiuri egale. | 
2 Fie încă dreapta ab 

pe care se cere să construim Z C un poligon asemenea cu poli- 
gonul ABCDE ; presupun că 
ab este omoloagă laturei AB 
a poligonului dat ABCDE. 
escompun poligonul în tri- 

„unghiuri ; apoi construese pe 
3 ab un triunghiu asemenea cu ABC, ac pe ac un triunghiu asemenea cu ACD, 

x J 212. Problema X—:A deseri o cir- 
” cumferenţă căre sa treacă prin doă puncte date și sa fe tangentă lao dreaptă dată sai la o cir- cumferență de cerc dată 

10. Fie A, B cele doă puncte date şi KL dreapta 
Ia dată. 

Prelungim AB pănă în 
C unde întilnește pe KI. 
Dacă T este punctul în care 
cercul necunoscut atinge 
dreapta KL, atunci CT va Şi T CT Îș media proporţională între dreptele cunoscute CA, CB. De aici rezultă construe- țlunea următoare: 

  

Z 
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Duce AB pănă ce întilneşte pe EL în un punct, 
0; determin media proporţională între CB și CA și 
port pe dreapta KL, lungimea CT egală cu această 

medie proporţională. In punctul T rădie perpendicu- 

lara TO pe KL şi o prelungese până ce întilnește 

dreapta OU' perpendiculară pe AB în mijlocul ei; O 
este centrul cercului căutat. 

Partănd . media proporţională CT la stănga lui C, 
avem a doa soluţiune. 

Dacă AB este paralelă eu KL, punctul de contact 

se află la întilairea perpendicularei dusă prin mijlocul 

dreptei AB cu dreapta KL; avem o singură soluţiune. 

Este vizibil că problema este imposibilă dacă cele 

doă puncte A şi B sînt deo parte și de alta a drep- 

tei KL. 
20, Fie B, C cele doă puncte date şi C circum- 

ferența dată. 
Presupun problema rezol- 

vită și fie A punctul în care 
cercul O' atinge cercul O; pro- 
blema; este rezolvită dacă cu- 
noaștem punctul Min care tan- 
genta MA întilnește dreapta BC 

c prelungită. Ducem prin B și C 
o cireumferență auxiliară care 

taie circumferența O în doă 

puncte D și B ; coarda DE pre- 

langită va trece prin M. In adevăr, să însemnăm pen- 

tru moment prin E, punctul în care MD taie circumfe 

rența O; vom ave 

MDx= ME, =MA'=MBX MC. 

Aşa dar punctul E, este pe cireumferența de cere 
determinată de punctele D, B, C care nu'i alt-ceva de 

căt circumferența auxiliară ; acest punct E, este dar 
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însuși punctul E; din aceste deducem construcţiunea 
următoare ; 

Prin punctele B şi C, ducem o circumferență oare-care care taie circumferenţa dată O în doă puncte D și E, şi din punctul M. intersecţiunea dreptelor BC şi ED, ducem o tangentă MA la cercul O. Punctul A va fi punctul de contact al cercului O cu cercul ce se caută: centrul O' al acestui cere se găsește la in- tersecţiunea liniei OA prelungită cu perpendiculara dusă prin mijlocul lui BC. 
| A doa tangentă dusă din M la cercul O va da o a doa soluţiune. 5 

Dacă punetele B şi Car fideo portivă depărtate de centrul O, atunci dreptele BC și DE ar fi paralele : ar fi de ajuns atunci să ducem la cercul O o tangentă paralelă cu BC; sînt tot doă soluțiuni. . 
Este vizibil că problema nu posibilă de căt nu- mai întru căt punctele B și O sînt amăndoă exteri- oare, saii amăndoă interioare cercului Q. 

213. Exerciţii. 7. Doă cercuri asi razele lor egale ves- Pectiv cu 0,5n și 1,5“; tangentele în unul din Dunctele de în- tersecțiune, sînt perpendiculare una pe alta, se cere distanța centrelor. . Fie 0,0" centrele, A unul din punctele de intersecți- une ; triunghiul OAO! este dreptunghic în A și avem 
00'2—0A2+-0A2==(1,5)*+(0,5)2 de unde 00'—1,581n, o 

2. Razele a doă cercuri concentrice sînt 36" şi 20m; se duce o coardă în cercul cel mare tangentă la cercul cel mic ; să se calculeze lungimea coarde). 
Făcănd figura se vede că coarda căutată este dată, de for- mula 2 VR—r) X (RX) în care R și r sînt razele celor qoă 

cercuri. Se găsește 59,867.m | | 3. A calcula lungimea coardei comune la doă cercuri de vaze 12* si 15", stiind că distanţa centrelor este de 181. 
Chestiunea revine la a calcula înălțimea unui triunghiu a cărui rază este 18", şi celelalte doă laturi căte 12m. şi 15.
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4. A duce prin doă puncte A, B o circumferenţă care 

săîmparta în părți egale o circumferență dată. Fie O centrul 

tireumferenței date. Presupun problema rezolvită și O” cercul 

căutat care trece prin doă puncte C și D diametralminte opuse. 

Avem, . 

__ OEXOA=00X0D=09 

de unde OE=—0£. Dacă punctul E este cunoscut, atunci circum- 

ferența căutată este aceia care trece prin A, B, E. Pentru a construi 

0E, due un diametru oare-care EFG în O și prin A, F,G duco 

tircnmferență, care taie pe AO prelungită în E; acestai punctul cautat. 

5. A duce prin un punct dat o circumferenţă cure să ie 

tangentă la doă drepte date. 
Presupun că dreptele se întîlnesc în A, şi “fie BAC unghiul 

care conține punctul dat D ; duc bisectoara unghiului ; duc DE 

perpendiculară pe bisectoară și o prelungesc de o lungime egală 

ED; chestiunea revine la a duce o circumferență prin D, D,, și 

tangentă la AB, 

6. Locul geometric al punctelor, din cari se pot duce 

tangente egale la doă cercuri date, este o perpendiculară pe 

linia centrelor cercurilor. Fie M un punet al locului, A și A pune 

tele de contact a tangentelor duse din M la cerenrile O și O". Avem 

| OM2=—0A"-AM” 

ȘI O NMP=0 A AM; 
scădind una din alta, şi fiind că AM=A M, avem 

OM—0"M:—0A'—0A * 
ceia ce însemnează că diferența patratelor distanțelor lui M la O 

și 0 este constantă ; acest loc geometric este dar o linie dreaptă 

perpendiculară pe 00”. Această dreaptă poartă numele de aza 

radicală a cercurilor. , , 

7. Locul geometric al centrelor cercurilor care taie sub un 

unghiu drept, doă cercuri date, este aza radicală a acestora. 

Se vede ușor pe figură. 

8. Din extremitatea A a diametrului AB a unuă cerc, 

să se ducă o secantă ast-fel ca suma sai diferența distanțelor 

punciuluă A la cele doă puncte D şi O în cari această secantă 

taie cercul şi tangenta în B, să fie egală cu o linie dată 2. 

După enunciu avem 

  

| AD-LAC=2], | 
apoi triunghiul dreptunghic ABC, din virful căruia am dus per- 

pendiculara BD pe AC, dă:
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| ADXAC=AB”. 
Chestiunea revine la a construi doă linii cunoscăndu-se suma și 
productul lor. E R 

9. Prin un punct din planul unui unghâu să se ducăo 
dreaptă care să fie împărțită în un raport dat de punctul dat 
şi laturile unghiului prelungite și dincolo de vîrf dacă este 
necesitate. 

PE. 7 
Trebue să avem ———, 

PF sn 

Dacă facem abstracțiune de dreapta OA, punctul E nu mai 
Z , este supus de căt la condiţiunea de 

Z mai sus, prin urmare E face parte 
din locul geometric al panctelor cari 
se capătă ducăndu-se prin punctul P 

niște drepte PF pănă la întîlnirea 
7 cu dreapta OB și pe câre să ie, cu 

începere de lu punctul P, o lungime 
, / PE care să satisfacă condițiuaei pre- 

cedente, Acest loc geometric se compune din doă linii drepte 
paralele cu 0B, pe care ca să-l construim ducem o dreaptă 
oare-care PF" pe care determinez punctul E" prin oa patra 
proporțională la liniile a, 7, PF, și port de o parte și de 
alta a punctului P, lungimea PE, şi apoi prin E” due paralele 
cu OB, aceste paralele întîlnesc laturea OA în E şi II, ceia ce 
dă doă poziţiuni PH, PE a dreptei căutate. 
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„ CAPITULUL IV > 

POLIGOANE REGULATE 
- 

214. Definiţiani.— Se numește poligon regulat oră- 

ce poligon, convex saă concav, care are toate laturile 

egale între ele, şi toate unghiurile egale între ele. 

Astfel, triunghiul eevilateral şi patratul sînt poligoane 

regulate. 
215. Un poligon se dice că'i înscris în un cerc, 

cănd toate virfurile lui se găsesc pe cireumferența a- 
celui cerc. Cercul este circumscris poligonului. 

Un poligon se dice căi circumscris la un cere, 

dacă toate laturile lui sînt tangente la circumterența 

acelui cere. Cercul, este în acest caz înscris în poligon. 

.216. 'TEOREMĂ.— Ori-ce poligon regulat poate fi 

înscris în um, cerc și poale fi circumscris la un cerc. 

Fie ABCDEFGH un poligon regulat. 
„20, Die că circumferența 
dusă prin trei vîrfuri conse- 
cutive A, B, C, trece şi prin 

vîrful următor D. Prin mi)- 
jocurile laturilor AB și BC 
e poligonului, due perpendi- 
cularele pe aceste laturi care 
se taie în un punet O și care 
punct este centrul circumfe- 

renţei dusă prin A, B. C. 
Pentru a arăta că OD este 

egală cu rada. cirecumferenței, suprapun patrulaterile 

OLBA și OLCD, îndoind figura de-a lungul dreptei 

Geon. Elem. C. Climescu -10 
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OL ; fiind-că unghiurile OLB și OLC sînt drepte, la- turea LC ie direcţiunea LB şi punctul C vine în B, fiind că L este la mijlocul laturei BC. De asemene, unghiul LCD fiind egal cu unghiul LBA ca unghiură a poligonului regulat, laturea CD ie direcţiunea BA, și fiind că CD este egală cu BA, ca laturi a-le poli- gonului regulat, punctul D vine în A, şi OD coineide exact cu OA; prin urmare circumferenţa deserisă din O ca centru cu raţla OA va trece prin D. 
Tot astfel se va demonstra că acea cireumferență trece și prin celelalte vîrfuri a-le poligonului. Așa dar poligonul poate fi înscris în cere, 2%. Laturile AB, BO, CD, fiind coarde egale în cercul circumscris, perpendicularele OK, OL... duse din centrul O pe aceste coarde sînt toate egale între ele. Circumferenţa descrisă din O ca ceutru cu OK ca radă, este tangentă Ia fie-care din aceste laturi, în punc- tul lor din mijloc. - 
Aşa dar poligonul poate fi circumscris unui cerc. 217. Observaţiumne. Punctul O, centrul cercurilor îuseris şi circumscris, este numit centrul poligonului regulat. Rada cercului circumscris, este și rada poli- gonului regulat: raga cercului înscris se numește apo- tema poligonului regulat. | | 
Se numește unghiu la centru în un poligon regu- lat, unghiul a doă rade consecutive OA, OB. Unghiurile la centru sînţegale între ele, fiind-că arcurile interceptate de ele pe circumferenţa circumserisă sînt egale. Raportul unuia din aceste unghiuri la unghiul drept este prin ur- 

4 : - : , , mare egal cu -, n fiind numărul laturilor poligonului. n , 

218. TEOREMĂ. Dacă împărțim o circumferență în un număr oare-care de arcuri egale: 10. coardele a- cestor arcuri formează, un poligon regulat convez, înscris în circumfevență ; 20, tangentele duse la punctele de
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împărțire, formează un poligon regulat convex, circum- 
scris la circumferență. 

pe. Fie AB, BC, 0D... arcurile egale între ele ; coar- 
dele acestor arcurisint şi ele egale între ele și prin urmare 
poligonul înscris ABCDEF are laturile sale egale între ele. 

Să arătăm că și unghiu- 
rile lui sînt egale între ele. 
Unghiul înseris ABC are drept 
măsură jumătatea sumei arcu- 
rilor AF, FE, ED, DC; un- 
ghiul înscris BCD are drept 
măsură jumătatea sumei arcu- 
rilor BA, AF, FE, ED ; aceste 

__doă sumi sînt egale prin ur- 

Es mare şi unghiul ABC este egal 
cu unghiul BCD. 

Tot astfel se va demonstra şi egalitatea celorlalte unghiuri. 

20, Poligonul GHIKLM format de tangentele duse 
la circumferență în punctele A, B, C... este și el regulat. 

Observ mai întăi că triunghiurile GAB și HBC.. sînt isos- 
cele, pentru că tangentele duse la un cere prin un punct 

exterior sînt egale ($. 140): apoi, aceste triunghiuri die 

că sînt egale pentru că ati căte o lature egală adiacentă la 

doă unghiuri egale unul cu altul. Aşa, să luăm d. e.triun- 

ghiurile AGB și CID: laturile AB, CD sînt egăle între ele 

prin ipoteză; unghiul GAB, are drept măsură jumătate 

din suma arcurilor AF, FE, ED, DO şi BC; unghiul ICD 

are drept măsură jumătate din suma arcurilor CB, BA, 

AF, FE, ED; însă aceste doă sumi sînt egale între ele, şi 

prin urraare și unghiurile GAB, ICD sînt egale între ele. 
Tot astfel se va demonstra egalitatea și a celorlalte un- 
ghiuri între ele. Triungbiurile fiind egale, rezultă: egalita- 

tea unghiurilor G, H, Î... între ele, şi egalitatea tangente- 

lor GB, BH, HC, CI... între ele și prin urmareși a laturilor 

poligonului GHIKLM, care prin urmare este regulat. 
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219. Corolar.— Dacă se împarte o circumf erența 
în um număr oare-căre de părți egale, d. e. îm zece părți 
și cu începere de la un vârf, punctele de împărțire le 
unim între ele din doă în doă, sai, din trei în tre. 
în general, din n în n, prin, linii drepte, cu condițiaune 
ca n să fie un număr întreg mai mic de căt jumătatea, 
numerulai laturilor poligonuluă ; se formează un poligon 
regulat de 10 laturi, dacă n este numer primi_cu 10. 
Dacă însă n mu este prim cu 10, și dacă d “îste cel 
maă mare divizor comun al lor, poligonul regulat ce se 

| 10 ȘI 
formează, are d latură. 

Să luăm n==3, și prin urmare prim cu 10; unese 
virfurile din trei în trei, cu 
începere de la A, adică ieă ar- 

AŞ Curi egale cu AD care repre- 
zintă trei zecimi din circumfe- . 

D rență, şi duc coardele acestor 
A F arcuri Fiind că 3 şi 10 sînt 
7 numeri primi între ei, cel mai 

G mie multiplu comunal lor este 
—Ț 30,; prin urmare suma celor 10... F i 5 arcuri egale cu AL; este egală 

cu de 3 ori lungimea dircutăferenței, şi acesta este 
cel mai mic multiplu al arcului AD, care poate con- 
ține circumferența un număr exact de ori. Coardele : 
acestor 10 arcuri, formează o linie poligonală închisă, 
fiind că pleacă din A şi să termină în acest punct. 
Această linie poligonală are 10 laturi, și prin urmare 
10 vîrfuri, care nu sînt alt-ceva de căt cele 10) puncte 
de împărţire. a circumferenţei ; ea formează dar un 
decagon regulat, fiind-că laturile lui este evident că 
sînt egale între ele, precum și unghiurile iarăși egale între ele; decagonul este concav. — 

Să luăm n—4 şi prin urmare ne-prim cu 10; 
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unesc vîrfurile din patru în patru; dacă plec din A, 
reviă în A după ce am dus coaraele a 5 arcuri con- 
secutive egale cu arcul AE care reprezintă */,, din cir- 
cumferenţă, fiind că suma acestor 5 arcuri este egală 
cu de 5 ori 1/, de circumferență sai de doă ori lun- 

gimea circumferenţei. Poligonul regulai concav format 
în acest mod are numai 5 laturi, adică atitea cite u- 
nităţi sînt în cîtul numărului 10 împărţit prin cel mai 
mare divizor comun 2 a numerilor 10 şi 4. 

Poligoanele de felul acesta se numese stelate. 

220. TEOREMA.— Doa poligoane regulate, de un 
același număr de laturi, sînt asemene. Raportul între 
perimetrele acestor poligoane este egal cu raportul între 
radele lor saă, între apotemele lor. 

70. Să luăm d.e. doă hexagoane regulate, ABC... 
A'B0,.. die că aceste poligoane sint asemenea. 

4 A 38 JA DD Suma unghiurilor 
hexagouului ABC... 

Z (i este egală cu 2>xx4 
P sau 8 unghiuri drep- 

care unghiu valo- 

/ rează $/, din un un- 

E D ghiu drept. 

    
te, prin urmare fie- 

De asemenea fie-care unghiu al hexagonului ABC 
valorează tot */, din un unghiu drept. Aşa dar un- 
ghiurile acestor doă poligoane sînt egale unul cu altul. 
Apoi, proporţionalitatea între laturi este evidentă, căci 
raporiul a doă laturi din poligonul întăi este egal cu 
1, şi tot; cu 1 este egal şi raportul între doă iaturi din 

poligonul al doilea.
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2%, Poligoanele fiind asemene, raportul perime- 
trelor lor este egal cu raportul dintre doă laturi (Ş. 185) 
d.e. AB și AB. Apoi triunghiurile isoscele AOB Și 
A'O'B' sînt asemene într-a ele fiind că ati unghiurile 
din O şi O' egale între ele şi cuprinse între laturi 
proporționale ; atunci raportul între AB și AB este 
egal cu raportul între OA şi O'A'. Prin urmare şi 
perimetrele celor doă poligoane sînt între ele ca radele 
OA și OA | 

Apoi, este uşor de vădut că triunghiurile drept- 
unghice AOM şi A'O'M' sînt asemene Şi prin urmare 
raportul între OA și O'A” este egal cu raportul între 
OM şi OM". Aşa dar, perimetrele poligoanelor sînt 
proporționale cu apotemele lor OM, OM. 

221. Problema 1.—Să se înscrie un patrat în un 
cerc dat. Duc doi diametri AC, BD perpendiculari u- 

2 nul. pe altul, și unesc extremită- 
țile succesive a diametrilor. Pa- 
trulaterul ABOD care se formea- 
ză este un patrat, căcă cireum- 4 5 C ferența este împărţită de cel doi 
diametri, în patru părţi egale, şi 
la fie-care are corespunde la 
centru un unghiu drept. 

| Z Putem calcula raportul între 
laturea patratului înseris și rața cercului ; triunghiul 
dreptunghic AOB dă 

AB"=A0*:+OB:—2A40? 

  

de unde 

AB 
10>V2 

222. Corolar.—De la patrat, putem trece la octo- gonul regulat înscris, împărțind fie-care din arcurile AB, BC, OD, DA în qoă părți egale.
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De la octogon putem trece la poligonul regulat 
de 16 laturi... și așa mai departe. 

Putem dar, cu linia și compasul, să eonstruim po- 
ligoane regulate de 4, 8, 16. 32... laturi 

293. Problema II.— fă se înscrie un hexagon regulat 
în un cerc dat. 

Fie AB laturea hexagonului cerut. Duc radele OA 
OB și formez triunghiul isoscel AOB, în care unghiu- 

vile din A şi B sînt egale. 
Unghiul din O valorează 
*/5 sai ?/, de unghiu 

/ drept ; unghiurile A și B 
fac la un loc 2 unghiuri 
drepte minus “3 de un- 
ghiu drept, sau fs de 
unghiu drept; însă A fi- 
ind egal cu B, fie-care 
valorează */4 de unghiu 
drept: prin urmare tri- 
unghiul OAB este ecvi- 
Jateral și rezultă că latu- 

  

  

mea AB a hezagonului este egală cu raza OA. Pen- 
tru a construi dar acest poligon, va fi de ajuns 
să luăm o deschidere de compas egală cu rada cercului 
şi să o purtăm pe circumferența cercului. 

294. Corolar î.—Unind doă căte doă virfurile, că- 
pătâm triunghiul ecvilateval înscris. Pentru a ave 
raportul între laturea acestui triunghiu şi radă; observ 
că triunghiul dreptunghic ACD dă: 

ROAD" D02=480:—20: 
şi prin urmare 

AO 
A6—V3.
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Apotema acestui triunghiu este ușor de vădut că este 
egală cu jumătatea radei. 

225. Corolar II.—Ducănd tangente prin punctele 
B, D, FE, avem triunghiul ecvilateral IKL circumscris, 
a- cărei laturi sînt paraleie cu acele a-le triunghiului 
ACE. Raportul de similitudine între aceste doă _tri- 
unghiuri este egal cu OB la OP adică 2. Aşa dar, o 
linie oare-care din triunghiul ecvilateral circumscris, 
este de doă ori mai mare de căt linia omoloagă din 
triunghiul ecvilateral înscris în acel cere. 

226. Corolar III. — De la hexagon putem trece la 
dodecagonul regulat, priu împărțirea în doă părţi egale 
a arcurilor sub-întinse de laturile hexagonului; putem 
înseri apoi poligonul de 24... laturi. Aşa dar cu aju- 
torul liniei și a compasului putem înseri poligoane re- 
gulate,de 3, 6, 12, 24... laturi. 

227. Problema III.—Să se înscrie un decagon. re- 
Julat în un cerc dal... | 

Să presupunem problema rezolvită, adică cireum- 
ferența împărțită în zece părți egale şi fie: A, B, C. 
DE. FOGEH. I, K punetele de dividiune.  Unind 

prin linii drepte punctele de 
împărţire consecutive, avem de- 
cagonul regulat convex ; şi unind 
punctele de îmvărțire din trei în 
trei, avem decagonul regulat ste- 
lat. Avem a construi laturile 
AB “şi AD a acestor doă deca- 
goane. 

10%. Să considerăm triunghiul 
P „isoscel ACB ; unghiul din O va- lorează 4/,, saă 2/, de unghia drept, celelalte doă un- Shiuri A şi B vor valora 2 unghiuri drepte minus 
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21, adică */; de unghiu drept, şi B egal iar cu 4/- de un- 

ghiu drept, adică fie-care din aceste unghiuri este de 

doă ori mai mare de căt unghiul din O. 

Duc. bisectoara AP a unghiului BAO; ea împarte 

pe OB în părți proporționale cu OA şi AB, şi avem 

NE AO__0P 

Ab PB 
Dacă acum luăm triunghiul OAP, acesta are unghiu- 

vile sale PAO şi AOP egale între ele, fiind că am vă- 

dut că unghiul total BAO este de doă-ori mai mare 

de căt unghiul AOP: rezultă că AP este egală cu OP. 

Triunghiul ABP este şi el isoscel, fiind că unghiul 

APB este egal cu suma unghiurilor PAO și AOP, care 

ambele sînt egale cu unghiul PAB: aşa dar anghiul 

considerat APB este dublul unghiului PAB și prin ur- 

mare egal cu unghiul ABP. Avem dar că laturea AB 

este egală cu AP. - 
Putem înlocui în egalitatea precedentă AB prin 

OP şi AO prin OB, și ni vine 
OB OP. 
OP PB 

din aceasta videm că punctul P împarte rada OB în 

medie şi extremă rațiune, şi laturea AB a decagonului 

convex regulat îuseris este egal cu segmentul cel mai 

mare UP al radei. Avem ($. 212). 

V 5-1 
AB=R-—g— 

20. Să trecem acum la laturea decagonului stelat. 

(fig. prec.) ă 
Fie ABlaturea decagonului regulat convex și AD 

laturea decagonului regulat stelat. AD împarte arcul 

BF în doă părţi egale, prin urmare este biseetoara 

unghiului BAF ; mai rezultă din demonstraţiunea pre-
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cedentă că punctul P, unde AD întilnește pe OB, îm- parte pe OB în medie ȘI extremă rațiune ȘI Că drep- tele OP, AP, AB sînt egale între ele; prin urmare lungimea laturei decagonului stelaţ, trece peste lungi- mea laturei decagonului convex, cu lungimea PD. Apoi triunghiul isoscel AOD are unghiul ADO egal cu unghiul OAD, prin urmare unghiul A:DO este egal și cu unghiul BAD'; așa dar triunghiurile OPD și APB sînt asemene : însă triunghiul APD este isoscel, atunci şi triunghiul OPD este isoscel șiare PD egală cu OD. Din aceste videm că dacă la lungimea laturei deca- gonului convex adăogim o lungime egală cu raza cir- cumferenţei avem laturea decagonului regulat stelat, adică 

228. Corolar I1.— Circumfererenţa fiind împărțită în zece părți egale, (fig. prec.) dacă unim punctele de împărțire din doă în doă, avem Pentagonul regulat convez ACEGIA și dacă le unim din patru în patru, avem pentagonul regulat stelat AEICGA. Ă Duc diametrul AF; AB și AD siîntlaturile celor „doă decagoane; FD și FB sînt laturile celor doă pen- tagoane, pe care voim să le aflăm. Triunghiurile drept- unghice ADF și ABF ga: 

FD= VâR2—AD' și FB= VARIA, 
substituind în loe de AD și AB valorile lor aflate maj sus avem 

= Ro FD=E V10—2V5 şi FB=2 V10Făys: 
229. Corolar I[.—De la decagonul convex, putem trece la poligonul regulat de 20 laturi, apoi la acelde 

a
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40... Se poate dar, cu linia și compasul, înseri polh- 

goane regulate de 5, 10, 20, 40... laturi. 

230. Problema IV.—Să se înscrie un pentedecagon 

regulat în un cerc dai. 
ZC leii un are AB egal cu a șesa 

ci p parte din cireumferenţa O, şi scad 

Qin el arcul BO egai cu a zecea 

parte din circumferență ; arcul AC 

care rămăne va fi a cinci-spre- 

zecea parte din circumferență. Așa 

dar, coarda arcului AC este laturea 

pentedecagonului căutat. 
231. Problema V.— Cunoscăn- 

du-se laturea unui poligon regula înscris în un Garc 

dat, să se calculeze laturea poligonului regulat înscris 

cu un îndoit număr de laturi. 

  

C Fie AB—a laturea dată și R 

rada cercului; CD fiind diametrul 

d, B perpendicular pe AB, AC va fi latu- 

E rea căutată ; o vom însemna cu li- 

0 tera c. | 

Coarda AC este medie propor- 

jională între diametrul CD și proec- 

unea eă CE=O0C—0E, pe acest 

D diametru ; avem dar 

c2—2R(R—O0E)>=R(2R—20E). 

Insă triunghiul dreptunghice AEO dă 

OE=V OA?—AE? 

sati oR=|/ Re V 4R2—a2; 

subtituind În expresiunea precedentă a lui c* şi extră- 

gănd rădăcina avem 

C=VR(ZR—V DR2— a). 
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In particular dacă să ie rada ca unitate, avem 
C=V2—V4 Tai 

Acestei expresiuni i se dă o altă formă mai “comodă pentru calculul numeric. Inmulţim și împărțim expre- siunea 2-—y/4 2 de sub radical, prin 2-H-y/4a2, ceia 
ce nu va schimba întru nimic valoarea membrului al doilea ; avem 

  

cf EV) a 
2+Vaa Va Va: 

Să aplicăm această formulă la patrat şi hexagon, în- scriși în circumferența de rada 1 : iată rezultatul: 

  

Numerul Senti-eri- Numerul Sei-eri- laturilor „ metrele Jaturilor melrele 

A. 2,82842 6... „. 3,00000 8... 306146 | 12... 3,10582 16....... 312144 | 24... 3,13262 32. 313654 | 48... 3,13935 64... 314033 | 9%... 3,14103 128 ..... . . 314197 192... 3,14145 
232. Problema VI.—- Cunoscăndu-se lafurea unul pPo- ligon regulat înscris, să, se calculeze laturea poligonului regulat circumscris asemene. | 

Fie AB=a laturea dată și R C P 7 rada cercului: să ducem tangenta 
CD prin mijlocul F a arcului AB 
și să o prelungim pănă în punctele 
C și D, unde întălnește razele Oa 
și OB prelungite. CD va fi latarea 
căutată ; să o însemnăm prin e. 

Triunghiurile asemene AOE și 
COF daă 

  



însă am găsit la Problema V 

OE=2V TRI; 
prin urmare rezultă. 

"2aR 
O e 

VaR2--02 

In particular, dacă să ie rada ca unitate, avem 

2a 

Vaza 

Să aplicăm această formulă la aceleași poligoane ca și 
dineoare : 

  
  

Nuezul Semi=peri= Nera] Semi peri - 
latutilar melrele latneulor meivele 

he 4,00000 Go... „846411 
8... 3,31371 | 19... 3,21540 
16... 318260 | 24....... 315957 
BD BIBI 48... 3,14609 
GA. 314412 96... ., . 8,1422 
128... 314223 | 192 ....... 314188 

233. Probleme VII— Fiind date rada r și apole- 
ma a, a unui poligon regulat, să se calculeze rada 7 
și apotema a a poligonului regulat care ar ave același 
perimetru și im număr îndoit de luturi. 

„Fie AB laturea şi O centrul poligonului dat; 
ducem rada OGC perpendiculară pe AB avem 

| OG=r, OF>a. 
Ducem CA, CB și unim mijlocurile D și E uces- 

tor doă coarde, Dreapta DE, paralelă cu.AB și egală
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c cu jumătatea ei, va fi laturea 
poligonului regulat care are ace- 
lași perimetru și de doă-ori mai 

  
Z & 2 multe laturi de căt cel dintăi. 

Unghiul DOE fiind jumătate din 
2 unghiul la centru AOB a poli- 

gonului primitiv, punctul O va 
fi centru și noului poligon şi 
vom ave 

OD=r, OF=a, 
Insă, punctul F este mijlocul lui CG, prin urmare 

OF=:/,(OF—O0), sai a=:/, (ar). 

Apoi, triunghiul dreptunghic CDO dă: 

OD2=OC>=OP sau r=Vy, a. 

234%. Corolar.— Videm în figură că OF este mai 
mare de căt OG şi OD este mai mie de căt OC. Prin 
urmare cănd trecem de la un poligon regulat lă poli- 
Jonul regulat îzoperimetric de un număr îndoit de laturi, 
apotema crește și radă se micsurează, aşa că diferenţa 
între radă și apotemă merge descrescănd. Triunghiul 
AOG arată că această diferență OA—OG este mai 
mică de căt AG, adică de căt jumătatea laturei poli- 
gonului corespondent. Insă, dacă perimetrul unui po- 
ligon rămăne constant, atunci valoarea fie-cărei din 
laturi tinde cătră zero, cănd indoim necontenit numă- 
rul laturilor. Aga dar, diferența între rază și apotemă 
poate deveni ori-căt de mică vom vroi. 

  

235. Exerciţii.— 7. Apotema hezugonului regulat înscris 
în un cerc, este egală cu jumitatea laturei triunghiului ecvi- 
lateral înscris în acelaşi cerc. Fie A, B, C, D, E, F, virfurile 
succesive a-le hexagonului; due OD perpendiculară pe AB şi 
formez triunghiul ABE ; se vede că OD=!/, AE.
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2. Dacă distanța centrelor a doă cercuri care se taie 
în unghiu drept este egală cu dublu uneia din raze, coarda 
comună este laturea hezagonului regulat înscris în unul din 
cercuri și este totodată și laturea triunghiulri ecvilateral înscris 
în celalalt cerc. 

Făcăndu-se figura se vede că coarda în “chestiune sub- 
întinde în unul din cercuri un are de 600 și un are de 1200 ta 
celalalt cere, 

3. A descri o circumferență ast.fel ca perimetrul patra- 
tuluă înseris în această curb, să fie egal cu acela a triun- 
Jhiuluă ecvilateral circumscris la o circumferenţă dată, 

Fie R rada cercului dat, şi R' rada cercului căutat; peri- 
metrele în chestiune sînt GRV/3 și 4ARV3; trebue să avem 

3RV/3; 4R'V 2=6RV/ 3 de unde => care se poate scri 
2 - 

2 3 
. » păi 3. și acum se vede că R/ esteo a patra proporțională 

2RV/2 

cu R/g SE 
d) 

4. A construi un lozanj a cărui lature să aibă o lun- 
gime dată și să, fie medie proporțională între cele doă diagonale. 
Fie ABCD lozaujul; O punctul de întretăere al diagonalelor ; 
duc perpendiculara OM pe AB; avem A p2—AOXAD==440XXBO 
prin ipoteză : apoi triunghiurile dreptunghice ABO, AMO sînt a- 
semene și dai 

OM__BO, 
A0 "AB 

ia ax AO>=BO__AB de unde conchid că OM=— =. 

Construcținnea lozanjului revine prin urmare la construcțiunea tri- 
unghiului dreptunghic- ABO în care se cunoaște ipotenuza AB și 
înălțimea corespunzetoare OM.
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CAPITULUL V 

MĂSURAREA CIROUMFERENȚEI 
  

236. Definiţiuni — Circumferenţa de cere fiind o 
linie curbă, lungimea ei saă al unui are al ei, nu se 
poate ave în același mod cum avem lungimea uni 
linii drepte, adică prin comparaţiunea acesteia cu uni- 
tatea de lungime, căci această unitate de lungime este 
o porțiune de linie dreaptă și nu poate fi egală cu o 
lungime de curbă, fiind-că în Geometrie egalitatea, re- 
zultă din posibilitatea de coincidență prin suprapunere; 
se poate însă ca o lungime de dreapta și ui arc de 
curbă să fie echivalente. Pentru stabilirea acestei echi- 
valențe, s'a adoptat următoarea definiţiune : 

Lungimea unui arc de curbă este limita cătră care 
tinde perimetrul unei linii frămte înscrisă în arc, și a 
cărei latură se micșorează din ce în ce apropiindu-se 
de zero. 

237. Să aplicăm această definiţiune la circum- 
ferența de cerc, și să arătăm că limita în chestiune 
există, a 

Să imaginăm că se înserie un poligon regulat în 
circumferență, şi că îndoim necontenit numărul latu- 
rilor acestui poligon; vom ave o serie de poligoane 
a căror perimetri merg crescănd, însă nu vor crește 
fără limită, pentru că ori-care din ii este mai mic de 
căt perimetrul unui poligon regulat cireumşcris... De 
aici rezultă că perimetrele poligoanelor regulate în- 
scrise succesiv în circumterență, tind cătră o limită pe 
care nu pot să o ajungă nici odată, dar de care se
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pot apropia ori căt de mult am vroi noi ; această li- 
mită o numim lungimea cireumferenței Așa dar : 
Lungimea unei circumferențe este limita cătră care tinde 
perimetrul unui poligon regulat înscris, cănd numărul 
laturilor acestui poligon se mărește necontenii. 

Tot astfel vom defini şi lungimea unui arc de cerc. 

238. TEOREMĂ.— Doă circumferenţe sînt propor- 
ționale cu radele lor. Fie R şi R' radele celor doă cir- 
cumferențe, a: căror lungimi să le însemnăm eu C și 
O. Să înscrim în aceste circumferențe” căte-un poli- 
gon regulat de un același număr n de laturi, şi fi 
P,P' perimetrele acestor poligoane ; avem 

P_R 
PR 

Să facem să crească n necontenit, P și P' vor varia 
şi se vor apropia respectiv de C și C; după defni- 
țiunea de mai sus, și fiind-că raportul lor este necon- 
tenit egal cu raportul dintre rade, vom ave 

| C_R 
CR 

239. Corolar.—Doă arcuri asemene, adică -doă ar- 
curi cară ai același număr de grade. în circumferențe 

deosebite, sînt proporționale! cu radele lor. Fie a şi a' 
lungimile a dok arcuri cari fac parte din circumfe- 
rențele de lungimi C și C” și de rade R şi R, şi fie 
« numărul de grade cuprinse în unghiurile la centru 

corespundente arcurilor. Știm că (Ş. 113) raportul între 
arcuri este egal cu raportul îutre wnghiurile de la 
centru corespundente ; prin urmare raportul între a 

Și C va fi egal cu raportul între ce şi 360%; adică 
aa 

“Cc 360 
Geom. Elem. C. Climescu 11
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de asemine, circumferenţa a doa dă: 

  

  

a —— Gu 

C' 3600 
a__a „a __C_R de unde Gr Sa Re 

240. TEOREMĂ.— Raportul între lungimea. undă 
circumferențe la diametrul ei este constant. 

Fie C lungimea unei circumferenţe de radă R: 
să o comparăm cu o altă circumferență urbitrară de 

lungime C și de radă R': avem 
C_R 

COR 
Ş C_C 

sati 2R5R" 
* y : C > * . 

cela ce arată că raportul 5R nu atărnă de circumfe- 

rența considerată. 

241. Observaţiune.— Raportul constant între lun- . 
gimea unei circumferenţe și diametrul ei este un număr 
necomensurabil, care prin urmare nu poate fi repre- 
zentat, prin un număr întreg sai fracţionar ; patratul 
lui este și el necomensurabii ; s'a luat obiceiul a se 
însemna prin litera grecească 7; astfel avem ca de- 
finiţiune : | 

Cire.R __ 
2R | 

S'a calculat valoarea numerică a lui n cu un mare 
număr de cifre zecimale ; iată valoarea cu șese-spre- 
zece zecimale : 

n—3,1415926535897933... 
„__ Archimede a găsit că 7 este cuprins între 3 i A 

șI 310/,,; să ie voloarea ?%/. ca mai comodă pentru cal- 
cule în aplicațiuni,



| 
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Adrian Mehus, geometru din secolul al XVI-lea, 
355 
113 

242. Corolar [.— Lungimea unei circumferenţe este 
dată de formula 

a dat ca valoare apropietă pentru m, numărul 

_C=?2aR, 

care rezultă din definiţiunea numărului zi. Este de 
observat că atăt calcularea lungimei circumferenţei 
cănd se cunoaște rada, căt și calcularea ragei cănd se 
cunoaște lungimea circumferenței, nu se poate face de 
căt în mod aproximativ. 

243. Corolar II.—PFie 1 lungimea unui are de cir- 
cumferență de radă R, cărei lungimi săi corespundă 
la centru un unghiu care să aibă drept măsură ca; 
la lungimea mR corespunde 2ungh. dr., la lungimea 
| corespunde « şi avem 

1R l aRo —— 2, de unde [Za 
2unghdr. a „ 32ungh.dr. 

aceasta în caz cănd luăm ca unitate de unghiu, un- 
ghiul drept. Dacă luăm ca unitate de unghiu gradul, 
„avem 

Dacă unghiul « conţine minute și secunde. atunci va 
trebui să transformăm totul în secunde. D. E. lungi- 
mea arcului, în circumferenţa de rada R, cărui cores- 
punde la centru 3104'27",5 va fi dată de formula 

1 _[31X604-4]x60-4-27,5 
TR 13060 X.60 

244. Problema.—A calcula, raportul circumferenţei 
da diametru. Formula care defineşte 7 
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C 
_ 2R 

ni spune că pentru a ave x. putem: 

saă să ni dăm R și să calculăm lungimea cir- 
cumferenţei C ; aceasta constitue metoda perimetrelor ; 

Sai să ni dăm circumferenţa C și să calculăm rada 
R : aceasta constitue metoda izoperimetrelor. 

n="/C, 
adică numărul m este egal cu jumatate din circumfe- 
rența de rada 1. 

Să căutăm dar a afla valoarea numerică a lungi- 
mei :/„C. Dacă vom înscri în circumferenţa de rada 1 
un poligon regulat de un număr care-care de laturi, 
semi: perimetrul acelui poligon este o valoare apropiată 
de 2 în minus, şi dacă vom circumseri un poligon de 
un acelaşi număr de laturi, semi-perimetrul acestuia va 
fi iarăși o valoare apropiată de n în plus: Astfel. dacă 
înserim un patrat, și apoi cu ajutorul formulei de la Nr. 
232, caleulăm suceesiv semi-perimetrele poligoanelor re- 
gulate înscrise de 8, 16, 32, 64... laturi, vom ave tot atătea 
valori apropiete din ce în ce da 7 însă în minus; apoi dacă 
cu ajutorul formulei de la Nr. 232 circumscris circum- 
ferenței un patrat, apoi un poligon reguiat de 8, 16, 
32, 64... laturi, semi-perimetrele acâstor poligoane vor 
fi tot atătea valori apropiete din ce în ce de n. însă 
în plus. Așa am văgut că semi-perimetrele poligoa- 
"nelor regulate de 128 laturi, însorise și circumserise, 
sint egae rtspectiv cu 3,14127 și 3,14924; prin 
urmare valoarea lui a este cupriosă între acești doi 
nume, 

Am pute pleca de la hexagon șia continua ca po- 
ligoane de 12, 24, 48... laturi. 

246. Metoda izoperimelrelor.— Această metodă a 
fost stabilită de geometrul Schwab, în anul 1813 ; vom da numai o idee de ea. 

FT 

 



, 
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Să luăm circumferența egală cu 2, atunci avem 

na sau Î—R, 

de unde videm că numărul 7 este valoarea radei cir- 

cumferenței egală cu 2. Prin urmare apotema a și rada 
ra ori-cărui poligon regulat de un perimetru egal cu 2, 

, x . : 1 . . . 
sint, doă valori apropiete de —, una în minus și alta 

IA , 

în plus ; căci circumferenţa înscrisă și circumferența 
circumscrisă la un așa poligon, fiind una mai mică şi 
ceialaltă mai mare de cât 2, radele acestor cireuiwnfe- 
rențe a și r, vor cuprinde rada h a circumferenţei 

egală cu 2, adică pe numărul —. 
TU 

Aşa fiind, săiuăm patratul de lature egalcu */,: 
perimetrul sei este 2, apotema lui este a,=!/, și rada 
sa r.=!/, r Apoi cu ajutorul formulelor $. 233): 

= (ar) și r=Vra ; 
să calculăra. s succesiv radele şi apotemele da ŞI 73. A; ȘI 
Too Oa ȘI pe â poligoanelor regulate izoperimetrice de 
s, 16, 32... laturi. 

Dacă considerăm seria 
ATi: Costa; asi «e Ann, 

în virtutea formulelor videm că cu începere de la ter- 
minul al treilea, fie-care termin este alternativ, mediă 
aritmetice și mediă geometric între cii doi dinaintea 
lui ; terminii de rang nepăreche a,. az, a-.- a merg 

_ 1 
crescănd rămăind sub valoarea numărului —: pe cănd 

7T 
terminii de raug păreche r,r>,ry.-r,, merg descrescănd 

spre L Am mai vădut ($. 233) că diferenţa r-—a,



— 166 — 

poate deveni ori-căt de mică vom vroi, dacă dăm lui 
n o valoare destul de mare: prin urmare termenii 
seriei considerate fiind alternativ, inferiori şi superiori 

utug | x az - numărului =, aă ca limită acest număr. 
TU 

Mai observăm că 4, ==1/, este media aritmetică 
între 0 şi î/, şi că r.—!/,ya este media geometrică 
între 1/ şi 1/,, și atunci putem gice : 

. 1 N | . , Numărul — este limita cătră care tinde șirul nur 7 

merilor capătaţi, începand cu O Și "/a> lucind alternativ 
„media aritmetică, și media geometrica între doi pre- 
cedenți. 

Prelungind calcului acestor medii pănă ce von ave doi termini consecutivi cari să aibă m--1 zecimale 
] AR je comune, vom ave — cu aproximaţiune de ordinul ze- 
TI 

cimal m--7, şi prin urmare împărțind 1 prin numărul astfel găsit, vom ave 7 cu aproximațiune de ordinul 
zecimal al m'e, 

247. Exereiţii.— 7. A calcula, cu aprozimațiune de un milimetru și fără ajutorul logaritmilor, circum/ferența care ave ca radă diagonala unuă patrat a cărui laturi este 05. 
Fie c laturea patratului dat; diagonala lui, saă diametrul cer- calui circumscris, este egală cu 2c/3 Prin armare circumferența, cerută este 27cV 3; însă c==0",5, avem dar de calculat 7/3 ca aproximațiune de 0,001, 

> "2. A calcula, pănă la seeundă, valoarea în grade a 
unui arc cgal cu raţia. le formula (Ş, 242). 

1 zRn 

| | 180 
în care fac J=R şi am 

_1800 648000” ara
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3. A calcula rada unuă arc de 25015 a căruă lungime 
este de 8,50. leii formula 

nRn _180XI, 
= 86” de unde R= i 

pan în loc de Î, 82.50, și în loc de n, 250,15 și am 
__ 1808. <8.50__ 180X 180X8,5X4 —19ra,29, 

"25 Taz - 101Xz7 
4. Doă arcuri de aceiaşi lungime aă fost descrise cu 

razele 0m,25 şi 02,18. Unul din arcuri este egal cu 15 20, 
carei valoarea în grade a celuiatali ? 

Fie R, R, razele celor doă arcuri de aceiași lungime, p i 

n numărul "de grade conținute în aceste arcuri ; avem 
zR'n Rn __rRn de unde = Ra, 

180” 180 OR? 
Pun în loc de R, 0,95, în loc de R' 0,18 și în loc de n, 

150,20”, și găsesc 

150207 X2—2 1917'46",67. 

 



CARTEA IV. 
ARII 

CAPITULUL | 

ARIA UNUI POLIGON 

248. Definiţinni.— Se numește aria unei figuri, porțiunea de suprafața limitată de figură. | Să ie ca unitate de arie, aria, patratului construit pe unitatea de lungime ; astfel dacă unitatea de lun- gime este metrul unitatea de arie va fi metrul patrat”), Doă figuri cari a aceiași arie, fără să aibă ace- iaşi formă sint echivalente, 
249. La un paralelogram să ie ca bază una oare- care din laturile lui, şi lungimea perpendicularei dintre bază şi paralela bazei, este înalfimea paralelogramului. 

| La un trapez să ie ca bază una din cele doă la- turi paralele, și înălțimea este distanța între laturile paralele. 
Baza și înălțimea unui dreptunghiu, sînt numite dimensiunile dreptunghiului. 

m N 

, *). Pentru mai multe desluşiri privitoare la unitatea de arie, a se vide Cursul de Aritmetică, capitului Sistemul metric. -
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250. TEOREMĂ— Do dreptunghiuri cari aă ace- 
iași înălțime sînt proporționale cu bazele lor. 

Observăm mai. întăi că doă dreptunghiuri cu ace- 
iași bază şi înălțime, sînt egale fiind-că se pot su- 
prapune. | 

i Fie ABCD și ABEF doă 
Z 4 Z a E S_€ preptunghiuri cari ati aceiaşi 
a i înălțime AB. Să presnpunem 
i 4 3 | i 4 | că raportul bazelor AD, AFP 
ii i + _] este egal cu '/,: astaînsem- 

A GHIFWA PD nează că bazeleaă o comună 

măsură AG care se cuprinde de 7 ori în AD și4ori 
în AF. Prin punetele de împărţire a bazelor G, H,I... 
rădie perpendiculare cari împart dreptunghiul ABCD 
în 7 dreptunghiuri ABNG,. GNPH... toate egale între 
ele, fiind-că toate aă aceiaşi bază și aceiaşi înălțime. 
Drevtunghiul ABEF este și el împărţit în 4 de aceste 
dreptunghivră parţiale. Prin urmare, dreptunghiurile 
date ABCD şi ABEF ai o comună măsură ABNG care 
se cuprinde în ele de atăteaori de căte-ori bazele lor 
AD, AF conţin comuna lor măsură AG: așa dar ra- 
portul ariilor acestor dreptunghiuri este egal cu “/, 

  

1 , 8 e     
  

adică cu raportul AD a bazelor lor. 
AF . 

Dacă bazele nu aă o comună măsură, atunci se 

va proceda cum se arată în nota de la (Ş. 113). 
251. Corolar.— Doă dreptunghiuri cari aii aceiaşi 

bază sînt proporționale cu înalțimile lor. fiind că baza 
și înălțimea unui dreptunghiu se pot schimba între ele. 

„202, TEOREMĂ — Doă dreptunghiuri sînt propor- 
fionale cu productele bazelor prin înălțimile lor. 

Fie D şi D' doă dreptunghiuri, h,h' înălțimile și 
b,b bazele lor. Consider un dreptunghiu D' care să 
aibă aceiași bază b ca D şi aceiaşi înălțime k ca D'
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Dreptunghiurile D, D” avina aceiași bază b, raportul 

  

2 A îi Za 
      

ariilor lor este egal cu a- 
cela al înălțimilor lor, a- 

  

      

= - , dică avem 
/) 7 D_a 

Dry 
Dreptunghiurile D” D, avăna aceeași înălțime /, raportul ariilor lor este egal cu acela al bazelor lor, adică aveam 

D'__bd 
De 

Inmulţind aceste doă egalități între ele membru cu membru și suprimănd factoru] comun D”, ni vine 
D_8xXHh o 

egalitate care demonstrează Teorema. 
253. TEOREMĂ — Aria unui dreptunghiu este e- gală, cu productul bazex prin înălținiea lui, dacă se ie că unitate de suprafață patratul a căruă latuie este egală cu unitatea de lungime. 
Se luăm dreptunghiul D a cărui bază este d şi înălțime Ph ; consider patratul construit pe unitatea de lungime şi aria lui o ieă ca unitate de arie: avem: dreptunghiul D cu baza d şi înălțimea 7, 
patratul  : 1<« « le  « 1; 

în virtutea Teoremei precedente, avem 

D __dxh 
1 IX sau D= XA,
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Aici, D, b şi A sînt numeri pentru că sînt rezul- 
tatul măsurărei ariei, bazei și înălțimei dreptunghiu- 
lui prin unităţile respective ; prin urmare egalitatea 
din urmă exprimă că: aria dreptunghiului este egală 
cu productul a doi numeri care reprezintă, măsurele 
bazei și a înălțimei dreptunghiului. Sad mai pe scurt: 
ariă unuă dreptunghiu este egal cu produciul bazei prin 
înălțimea nuă. 

254. Corolar.-—Aria unui patrat, este egală cu pu- 
terea a doa a latureă sale, find că baza şi înălțimea 
lui sîut egale între ele. 

Reciproc, puterea a doa a unui număr oare-care 
poate fi considerată ca aria umuă patrat a căruă la- 
ture este egală cu numărul. 

Aceasta explică pentru ce cuvintele patrat şi pu- 
terea a doa, exprimă acelaşi lucru. 

255. TEOREMA.—-Aria unui paralelogram — este 
egală cu productul bazei prin. înălțimea luă. 

Să luăm paralelogramul ABCD, a cărui bază este 
AB. Prin punctele A și B duc perpendiculare la baza 

| AB pănă la întîlnire 
0, £ 0 cu paralela DC: s'aiă 

! | tormat doă triunghiuri 
dreptunghice: AFD şi 
BEC care sînt egale 

| „fiind că ab ipotenuzele 
4 PB AD, BC egale între ele 

ca laturi opuse în pa- 
ralelogram și laturele AF, BE iarăşi egale între ele ca 
paralele cuprinse între paralele. 

Acum, observ că dacă din patrulaterul ABCF, 
scad pe rînd, triunghiurile egale între ele BEC şi 

AFD, resturile căpătate, dreptunghiul ABEF şi para- 
lelogramul ABCD, sint echivalente între ele. Insă 
dreptunghiul ABEF are drept măsură productul 

  

 



a 

ABx=BE : prin urmare şi aria paralelogramului va f 
egală cu ABxBE, adică cu productul bazei sale AB 
prin înălțimea BE. 

256. Corolar.— Do paralolograme cu baze egale, 
sînt proporționale cu înălțimile lo. 

Doa paralelograme cu înalțimi egale sînt propor- 
ionale cu bazele lor. | 

251. TEORBMA.— Aria unui triunghi. este egala 
cu Jumătate din productul bazei prin înălțimea lui. 
Fie triunghinl ABC, în care iaturea BC să fie baza 
lui, înălțimea “i va fi perpendiculara AI scoborită din 

Z D virful A pe bază. Duc prin 
NC, paralela CDeu BA şi 

prin A paralela AD cu 
BC, și formăm astfel un 

, paralelogram ABOD care 
ȘI C are aceiași înălțime Al ca 

Și triunghiul dat ABC. 
Insă triunghiurile ABC și ACD sînt egale caa- vind trustrele laturile egale una cu alta, prin urmare 

fie-care din aceste triunghiuri este jumătate din pa- ralelogramul ABCD. 
Aria paralelogramului este egală cu BOX AI, prin urmare aria triunghiului ABC va fi - 

  

1 | 

BOA, 

ceia ce demonstrează 'Teorema. | . 
258. Corolar 1.—Doă triunghiuri, care ai bazele 

lor egale între ele şi înălțimele lor darăși egale între 
ele, sînt echivalente. Din aceasta rezultă că: dacă vîrful A al unui triunghi ABC se mișcă pe o dreaptă 
paralelă cu BC, aria triunghiului nu se schimbă.
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259. Corolar 11.— Doă triunghiuri 
cari aă aceiași bază, sînt între ele ca 
îndițimele lor. 

Doă, triunghiuri cari ai aceiași 
înălțime sînt între ele ca bazele lor. 

260. Corolar III.— Să însemnăm 
prin c laturea unui triunghiu ecvi- 

, PE 

  

  

V3 
adică 3 prin urmare aria triunghiului ecvilateral 

CV3 
are de expresiune ap 

261. TEOREMA. — Aria unui trapez este egală. 
cu produciul înalțimei luă prin semi-suma bazelor. Fie 
un trapez ABOD. a cărui bază este AB și DI înălțimea. 

| | Duc diagonala BD 

2 o care împarte trapezaul 
în doă triunghiuri a că- 
ror sumă formează a- 

ALI Z riatrapezului. Aria ti- 
unghiului ABD este 

  
1 | 1 
ZABXDI, şi aria triunghiului DCB este DODI, 

prin urmare uria trapezului este 

Iuri na. 1 
3 ABxDI-3 DODI, sau (AB+DO)xDL 

262. Alifel.—Prelungim baza AB, de 0 lungime 

2 q | BF egală cu DC şi unim 

G Z D'cu RF; s'a format tri- 

/] a _ unghiwile DEC și BEP 

A PB „F.__cari sint egale ca avind 
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laturea BF egală cu DC, şi unghiurile adiacente acestor laturi egale unul cu altul ca alterne-in- terne. Dacă din figura AFECD  sead "succesiv aceste „triunghiuri voiă căpăta resturi egale; aceste. resturi sint triunghiul ADF și trapezul  ABCD ; prin urmare ariile acestora sînt echivalente ; triunghiul ADF are 
drept roăsură HAFDI sai HAB--DC)>=DIL pia 
urmare şi trapezul va avea această măsură, 

263. Corolar. —Luăm punctele G şi E mijlocul laturelor neparalele AD, BC şi le unim; dreapta GE căpătată, este jumătate din AF fiind că trece prin mij- locul laturilor AD și DF a triunghiului ADF. Ast-fel putem zice că aria trapezulul este egală cu GEXDI adică: egală cu dreapta care unește mij- locul laturilor, îmmanlțită cu înălțimea. 
264. Problema [.— Aria unui poligon oare-care. 

p Fie ABCDE un poligon 
„. Pe pămînt sai pe hărtie. Pen- 

tru ai evalua aria, îl descom- 
punem în triunghiuri, duc&nd 
diagonalele AC, AD, de la u- 
nul din virfuri A la toate ce- 
lelalte ; saă unind un punet O 
din interiorul lui cu toate vâr- 
furile. Se măsoară în parte fie-care idn acesteiu trnghiuri, și prin adunare căpă- | tăm aria totală. 

Dacă poligonul este 
pe teren, se întrebu- 
ințază cu preferență 

" descompunerea urmă- 
toare. Fie d, e. poli- 
gonul ABCDEFG; du- 
cem diagonala cea mai    
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lungă AE, și din celelalte virfuri se duc perpendi- 
culare pe această diagonală. Prin aceste perpendicu- 
lare figura se descompune în triunghiuri dreptunghice 
şi în trapeze, a căror arii sînt mai ușor de măsurat. 

265. Problema II. —A preface un poligon în un 
triunghi echivalent. Să considerăm d. e. pentagonul 
ABCDE, și să ni propunem al preface în un triunghiii 
echivalent. Due diagonala BD, şi prin virful C due 
paralela cu BD pănă ce întilneşte pe AB în F, unese 
DF ; triunghiurile BDC şi BDF siu echivalente fiind 
că ai aceiași bază BD şi înălţimi egale, vîrfurile lor 
C și F aflându-se pe o paralelă la baza BD putem 

dar substitui penta- 
gonului ABCDE, pa- 

- vrulaterul  AFDE,. 
„ Triunghiurile AED 

şi DGA șînt şi ele 
echivalente fiind că 

' aă aceiași bază AD 
/ şi înălțimi egale; 

6 4 8 /' putem dară substitui 
patrulaterului AEDF, triunghiul GED. 

Tot astfel se va procede în mod succesiv și 
cănd poligonul va ave mai multe laturi. 

266. Problema II[.—A construi un patrat echiva- 
lent cu un, poligon. Să considerăm mai întăi un tri- 

unghii ABC și să însemnăm prin « laturea patratu- 
lui echivalent cu triunghiul. Aria triunghiului este 

1BOX<AD şi aria patratului este 2, trebue dar să 
avem 

  

  

„ a2=1/,BOXxAD, 

de unde 
AD__z 

a BO
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adică laturea patratului câutat este medie proporțio- 
4 nală între înălțimea AD 

a triunghiului și jumă- 
tate din baza lui, Se va 
construi această medie 

Q  Proporţională aşa precum 
se arată în $205. 

Dacă aria poligonului propus se exprimă prin 
productul a doă linii drepte date, precum este la pa- 
ralelogram. și trapez. atunci se va vide ca Și dineoare 
că laturea patratului cerut este medie proporțională 
între doă linii a căror product exprimă măsura ariei 
poligonului. | 

Dacă poligonul propus nu se exprimă imediat; prin 
productul a doă linii, atunci se tranformă mal întăi 
în un triunghiu echivalent și apoi se operează ca 
mai sus. 

267 Problema 1V.— Prin un punct dat pe o latune 
a unul patrulater, să se ducă o dreaptă care să îm- 
Purtă aria figurei în un raport dat. Fie ABCD patru 

  

p Jaterul dat, E punctul 

2 a _* de pe DO prin care 
[7 A să se ducă dreapta 

+ care trebue să împartă 
fu NON    RO patrulaterul în rapor- 

N "Sa tul dat de pla n. Să 
G B  dpfie F de pe AB ai 

| „doilea punet al drep- 
tei căutate: patrulaterul dat este descompus de EF în 
alte doă, AFED și FBCE; prefacem pe fie-care din aceste patrulatere în triunghiurile echivalente GEF şi 
FEH ; raportul între aceste doă triunghiuri să fie egal cu 
7 . . - > . 9 a. . . 3 . 7 Și fiind-căaă aceiași înălțime, trebue şi este de ajuns 
să avem
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FG_m. 
FH n? 

prin urmare punctul F împarte pe GH în doă părți a 
y m . 

căror raport este egal cu —; se va construi punctul F 
n : 

cum se arată la Ş. 152. 

268. Exerciţii. 1. A calcula aria dreptunghiuluă a că- 
ră bază este egală cu 10",75 și diagonală cu 15,25. Insera- - 
nez cu (; baza și d diagonala ; avem 

VE EV FRI 
prin urmare arja va fi dată de formula, 

A=9V(IFI d), 
în care puind în loc de 8 și d valorile lor avem 

4==010,75 V26X45 m. p, 
2. A calcula aria unui lozanj a căruă lature este egală 

cu cea nai mică din diagonale. Dacă ABCD este lozanjul și 
cea mai scurtă din diagonale este AC, atunci triunghiul ABC 
este ecvilateral, și lozanjul este dublul acestui triunghi, adică 

AB*V3 
2 

3, Aria unnă trapez este egală cu productul uneia din 
laturele neparalele prin distunța acestei latură la mijlocul la- 
turei opusă. Pentru că această, distanță este jumatate din în- 
ălțimea triunghiului ADF-de la Ş, 262, , , 

4. A transforma um triunghi dreptunghic în un tri- 
unghiă isoseel câre să fie echivalent şi se aibă un vârf c0- 
întin.  Trebue ca una din laturile egale ale triunghiului isoscel 
să fie medie proporțională între ipotenuză și una din catetele 
triunghiului dreptunghic, 

5. Dacă considerăm un patrulater, şi prin mijlocul I 
și FE a fie-căreă diagonale se duce paralela la ceialaltă, și dacă 
unim, puntul N de întâlnire al acestor paralele cu mijlocurile 
laturilor patrulateruluă, acesta va fi împărțit în patru patru- 
latere echivalente, Fie ABCD patrulaterul, k, F,G, H mijlocurile 
laturilor AB, BC, CD, DA. Triunghiurile NFG şi 1FG sînt echi- 
valente, prin urmare și NFCG este echivalent cu IFOG și acest 
din urmă este a patra parte din patrulaterul total. 

egal cu 

Geom. Elem. C. Climescu 12
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CAPITULUL II 
COMPARAȚIUNI DE ARII 

269. TEOREMĂ. — Patratul construit pe tpotenuza 
unui triunghiu dreptunghic este echivalent cu suma pa- 
tratelor construite pe cele doă catete. 
| Fie ABC un triunghiu dreptunghic; şi BCDE, 
ACHEK, ABFG patratele construite respectiv pe la- 

| turile BC, AC, AB; 
£ die că patratul 

BCDE este echiva- 
lent cu suma pa 

ZÎ tratelor ACHK ȘI 
G ABFG. 

Z Duc din vteful 
A perpendiculara 

P&-__ AM pe ipotenuză; 
SS i prelungirea ei îm- 
ZT e parte patratul 

BODE în doă drept 
unghiuri BMNE şi 
MODN cari sînt 
respectiv echiva- 

lente cu patratele 
. Il» G şi ACHK. 
Z 4 In adevăr, aria 

dreptungbhiului BMNE este de doă-ori mai mare de 
căt aria triunghiului ABE, pentru că at aceiaşi bază 
BE şi înălţimi egale, fiind că virtul A al triunghiului 
se găseşte pe paralela MN la baza BE. De asemene 

  

î 

' 

i 
1 

[     
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aria patratului ABFG este de doă-ori mai mare da căt 
aria triunghiului FBC, fiind-că ai aceiaşi bază FB și 
înălțimi egale, căci virful C al triunghiului FBC se 
află pe paralela GA la baza FB. 

Acum triunghiurile ABF şi FBO sînt egale căci 
ai laturile AB, BE respectiv egale cu laturile FB, BC 
și unghiurile FBC şi ABE cuprinse între aceste laturi 
sint egale între ele ca compuse din căte un unghiu 
drept plus unghiul ABC. 

Aceste triunghiări, ABE și FBO, fiind egale între 
ele rezultă că şi dreptunghiul BMNE este echivalent 
cu patratul ABFG. 

Tot astfel se va demonstra și echivalența între 
dreptunghiul MCDN şi patratul ACHK. 

Din aceste rezultă că patratul BCDE care este 
egal cu suma dreptunghiurilor: BMNE şi MCDN este 
egal cu suma patratelor ABFG și ACHK. 

210, Corolar I.—Patratele construite pe cele doă, 
catete a-le umuă triunghiu, dreptunghic, sînt proporționale 

„cu proecțiumile lor pe îpotenuză. 
In adevăr, raportul între cele doă patrate ABEG 

şi ACHK este egal cu raportul între dreptunghiurile 
BMNE și MCDN cari li sînt echivalente; însă aceste 
dreptunghiuri avănd aceiași înălțime MN, raportul între 
ele este egal cu acela al bazelor lor BM și MC (Ş. 257), 
cari videm că sînt în acelaşi timp proecţiunile catetelor 
pe ipotenuză, 

211. Corolar II.—Patratele făcute pe îpotenuză și 
pe una din catete, sînt proporționale ipotenuzei și pro- 
ecțiumei catelei pe ipotenuză. 

Raportul patratelor BCDE, ABFG este egal cu al 
- patratului BCDE şi dreptunghiului BMNE, însă aceste 
avănd aceiași înălțime, raportul lor este egal cu acel 
al bazelor lor BC, BM.
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212. TEOREMĂ.—Jn un triunghiu oare-cate, pa- tratul construit pe o lature ce se opune la un unghiu 
ascuțit, este echivalent 'cu, suma patratelor construite pe 
celelalte doă laturi, mai puțin de doă-ori dreptunghiul a cărui dimensiuni ar fi una din laturile unghiului as- cuțit și proecțiunea celeilalte latury pe aceasta. 

Fie ABC triunghiul în care laturea BO se opune unghiului ascuţit BAC; construese patrate pe fie-care din laturile triunghiului ; due perpendiculare din _vir- furile triunghiului pe laturile opuse și le prelungesc; aceste. sint: AN, BS, CP; ele împart patratele în șese dreptunghiuri. . 

  

  zi 

  

Avem să demonstrăm că doă dreptunghiuri con- 
secutive, şi așezate pe laturile aceluiași unghiu sînt echivalente; d. e. BENM este echivalent cu BOPRF,
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In adevăr, aria dreptunghiului BMNE este de doă-ori 
mai mare de căt aria triunghiului ABE, fiind-că ai 
aceiași bază BE și înălțimi egale, căci viiful A al tri- 
unghiului se află pe paralela MN la bază: tot pentru 
același cuvînt dreptunghiul BOPF este de doă-ori mai 
mare de căt triunghiul BCF. Acum, triunghiurile ABE 
şi BEC sînt egale, ca avînd laturile AB, BE egale res- 
pectiv. cu laturile. BF, BC şi unghiurile FBO, ABE 
cuprinse între aceste laturi sînt egale ca compuse fie- 
care din căte un unghiu drept plus unghiul ABC. 

Triunghiurile ABE și BFC fiind egale și drept- 
unghiurile BMNE, BOPF sînt echivalente. 
Tot asemene, se va demonstra echivalenţa drept- 

unghiului AOPG cu ARSK, şia dreptunghiului CRSEH 
cu MCDN. 

Prin urmare, patratul BODE est echivalent cu 
suma dreptunghiurilor BOPF şi RCHS, saă cu suma 
patratelor ABFG şi ACHIK mai puţin dreptunghiurile 
echivalente AGPO, AKSR. Insă AGPO are drept 
măsură productul AOXAG sai ABXAO: așa dar, 
avem | 

BC?—AB2-+AC"—2ABXxAO, 

în care se vede că AO este proecțiunea laturei AC, 
a unghiului escuțit A pe: laturea AB a aceluiași 
anghiu. 

213, TEOREMĂ. — n un triunghău oare-care, pa- 
iratul construit pe o lature ce se opune la un aenghiu 
obtuz, este echivalent cu suma patratelor construite pe 
celelalte doă, laturi, plus de doă-ori dreptunghiul a că- 
ruă dimensiună ar fi una din laturile unghiuhă obtuz și 
proecțiunea -celzilalte laturi pe aceasta. 

Fie ABC triunghiul în care laturea BC se opune 
unghiului obtuz BAC.



Construese pa- 
trate pe fie-care la- 
ture a triunghiului; 
duc perpendiculare 
din vîrfurile triun- 
ghiului pe laturile 
opuse și le prelun- 
gesc: aceste sint: 
AN, BS, CP; aceste 
perpendiculare și la- 
turile celor trei pa- 
trate formează şese 

dreptunghiuri : 
BMNE, BFPO, 
AGOP, ARSK, 

CRSH, OMND. Se 
va demonstra ca şi 
în Teorema prece- dentă echivalența a doă dreptunghiuri consecutive așezate pe laturile unui aceluiași unghiu saă pe pre- lungirile lor. 

Prin urmare, patratul BCDE este echivalent cu suma dreptunghiurilor BFPO, CRSH, saă cu suma patratelor BEGA, ACHE plus dreptunghiurile echi- valente AOPG, ARSE. Insă dreptunghiul AOPG are drept măsură productul AG X AOsaăproductulABxxA0; avem dar: 

    
SE 

BO:=AB2:X A02+-2ABxA0, 
în care se vede că AO este proecțiunea laturei AC, a unghiului obtuz A, pe laturea BA a aceluiași unghiu, 

214. TEOREMĂ.— Raportul ariilor a doă poli- Joane asemene, este egal cu patratul raportului lor de similitudine, saă doă poligoant asemene sînt între ele ca Patratele laturilor omoloage.
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10. Să considerăm mai întăi doă triunghiuri ase- 
mene ABC, ABC. Tri- 

4 unghiurile fiind asemene, 

« bazele lor sînt propor- 
P . . . 

*  ţionale cu doă laturi 

p/ D N omoloage : avem d. e. 

C BC __ AC 

BO AC 

Due perpendicularele AD, AD din virfurile A și 

A' pe bazele respective: se formează triunghiurile 

dreptunghice ACD și AOD' cari sint asemene şi dau. 

AD__AC 

AD AC 
__ “Inmulţim aceste doă egalităţi, membru cu membru 

ȘI ni vine 
BOxAD __AC2 

BOXAD' AC? 

Insă aria triunghiului ABC este egală cu jumă- 

tatea productului BCXAD şi aria triunghiului A'B O" 

este egală cu jumătatea productului B'CXxA'D'; prin 

urmare egalitatea din urmă demonstrează Teorema. 

20. Să considerăm acum doă poligoane asemene 

PşiP. | 

Raportul de similitudine a celor doă poligoane 

este egal cu raportul a doă laturi omoloage oare-care 

AB și A'B'; acest raport va fi dar A. Ştim că poli- 

goanele se pot; descompune în triunghiuri asemene şi 

asemene așezate şi raportul de similitudine între doă 

triunghiuri omoloage. va fi egal cu raportul de simi- 

litudine a celor doă poligoane; Fie T, Ta tri» 

unghiurile poligonului P şi T, PT. triunghiu- 

rile omoloage din poligonul P'; după cele de ma 

sus avem



P
a
 

ne
 

e 
em
 

aa 
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TAB TAB pe AB TAB pape 
din aceste raporturi egale, putem forma următorul !) 

TIET TA _p_ AB? TPI OB Apă 

un poligon dat, și astfel ca, raportul între poligonul de „Construit și poligonul dat să fie egal cu raportul a, doi linii date. 
10. Să considerăm cazul cănd poligonul dat este 

  

a. 4 se cere să fie determinată a prin egalitatea 
4 . i > 3 

[ 

p* b 

    C Peo linie dreaptă ieă o lun- 
gime BD egală eu p şi în 
prelungirea ei o lungime DO egală cu c; deseriti o semi-cireumferenţă pe BC ca diametru și due perpendiculara AD la BO; unesa A cu B și C și le prelungesc ; ieă apoi pe AC, începăud din A, lungimea AH egală cu laturea a a patratului dat, due prin H paralela la BC și o prelungesc pănă în F unde întălnește pe AB. Dreapta AF este laturea Patratului căutat. In adevăr, triunghiul HAF finq drept- unghie în A ni dă (Ş. 271). 

AF: FR 
AH: EH i 

a 

*) Vegi Algebra ediţia 1V, $. 60,



„> 22
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Insă paralelele FH și BC, sunt împărţite în părți 
proporţionale de dreptele AF, AE, AH (Ş. 177) adică 
avem 

FE _ BD 
EH DC 

prin urmare avem și 

AP'_BD sas AF-_5 
AH: DC a ce 

2%. Să considerăm cazul cănd poligonul dat este 
un poligon oara-care P; fie a una din. laturiie poli- 
gonului P, « laturea omoloagă a poligonului căutat X 
Și bc doă linii drepte date. 

După ipoteză avem 

X 8 Xa 
poe Și 8275 poa! 

din aceste redultă 

  

așa în căt determinațiunea laturei z revine la cons- 
trucțiunea, unui patrat a cărui raport la patratul de 
lature a, să fie egal cu raportul liniilor bd, c. 

Construese dar linia z ca mai sus şi apoi pe ea 
fac un poligon asemene cu poligonul dat P, (Ş. 211). 

216. Exercitii. —7. Patratul făcut pe suma a doă linii 
drepte este echivalent cu suna putrat.lor făcute pe fie-care linie 
plus de doă-ori dreptunghiul lor. Făcăndu-se figura se vede cu 
ușurință părțile din care se compune patratul cel mare. 

„2. Patratul făcut pe diferenţa a doă linii drepte este 
echivalenl cu suma patratelor țăcute pe fie-care linie minus de 
doă-ori dreptunghiul lor. Ca precedenta. 

_.„. 3. Dreptunghiul construit pe summa și diferența a dcă 
linii drepte este echivalent cu diferența patratelor acelor linii.
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Fie ABCD și CEFG doi patrați; 

  

    

d &_C prelungesc EF pănă ce întilnește pe 
AD în K și prelungesc pe AB de 

po a -_--- A o lungime BL egală ca CG; drept- 

pg FP_ / unghiurile EHLB și DKFG sînt e- 
gale. Dreptunghiul AKHL este con- 
struit pe suma AB-|-BL și pe di- 
ferența 0B—CE care sînt aceleași 

JA linii; se vede că acest dreptunghiu 

d PB este egal cu patratul ABCD minus 

patratul CEFG. 

4. Doă poligoane asemene fiind, date, să se construească 

un poligon asemene cu ele şi echivalent cu suma sai dife- 

vența lor. Fie a, b. a laturile omoloage a poligoanelor A, B, 

X; avem 

        

X A B 
X=A4+B ap 

de unde 
X A-+B 
mp2 a2+b? 

și fiind-că X=—A-+B rezultă m???



— 187 — 

CAPITULUL III 

ARII DE POLIGOANE REGULATE. ARIA 
CERCULUI 

277. TEOREMĂ.— Aria unui poligon regulat este 

egală cu productul perimetrului sei prin jumătatea a- 

potemei. 
Unese O cu virfurile poli- 

gonului, şi "1 descompun astfel 

în atătea triunghiuri căte laturi 

sînt ; şi aceste triunghiuri sînt 

'C toate egale între ele. Consider. 

unul din ele, AOB d.e; aria 

lui este egală cu jumătate din 

AB înmulțită cu înălțimea OP, 

| care înălțime este apotema po- 

ligonului. Aria poligonului fiind egală cu suma arii- 
lor tuturor triunghiurilor, videm că această arie se 

compune din productul perimetrului seă înmulțit cu 

jumătatea apotemei. Insemnănd perimetrul prin 5, 

prin a apotema și prin $ aria poligonului, avem 

  

  

S—1/, pxa. 

278. Corolar.— Raportul între ariile a doă polk- 
goane regulate de un același număr de laturi, este e- 

gal cu raportul între patratele apotemelor lor, sai al 
radelor lor. 

Poligoanele avind același număr de laturi sînt 
asemene ; prin urmare ariile lor proporționale cu pa-
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tratele laturilor omoloage (Ş 279). Raportul între la- 
turi omoloage este egal cu raportul între perimetrele 
lor, saă cu raportul apotemelor saă al radelor lor ($. 
220); prin urmare raportul între ariile poligoanelor va 

egal cu raportul între patratele apotemelor lor, sai 
patratele radelor lor ; adică avem 

279. Obserraţiune.— Aria unui poligon oare-care 
circumscris la un cerc, este egală cu productul peri- 
metrului sei, prin jumătatea rade cercului înscris. 

„Demonstraţiunea este identică cu acea a 'Teore- 
mei precedente. 

280. TEOREMĂ — Aria unuă cerc este egală cu 
productul circumferenţei luă prin jumătatea rade. 

Aria cercului este limita ariilor poligoanelor re- 
gulate înscrise în cere, a căror număr de laturi creşte 
necontenit. Aria fie-cărui poligon este egală cu peri- 
metral înmulţit cu jumătatea apotemei, prin armare 
Și aria cercului va fi egală cu productul perimetrului 
adică a circumferenţei sale. prin jumătatea apotemei, 
care nui alt-ceva de căt rada cercului. Insemnănd prin 
S suprafața cercului, prin C şi R circumferenţa și 
rada lui, avem - 

= 1/a OR. 

281. Corolar.—Inlocuind în relaţiunea precedentă 
prin valoarea sa ($. 244) 2,R, avem - 

| S = aR:, 
formulă care arată: 10, | pentru a calcula aria unui 
cerc a cărui rada este cunosculă trebue! înmulțit pa- 
tratul vadei prin m. 2 Pentru a calcula rada unui



] 
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- a 
cerc a cărui arie este dată, trebue să împărțim prin ar 
maumărul care exprimă ăria. și din căt să extragem ră 
dăcina pătrată. | N 

282. TEOREMA.— Aria unui sector cercular este 
egală cu lungimea arcului seăi înmulțită prin jumăta- 
tea radă. | | 

Aria sectorului cercular este limita ariilor secto- 
rilor. poligonali înscrişi a căror număr de laturi crește 

necontenit.  Înscriii în arcul see- 
torului o linie frăntă regulată d. 
e. de trei laturi, şi am un sector 
poligonal. Aria acestui sector poli- 
gonal este egală cu suma ariilor 
triunghiurilor AOB, BOC, COD; 
însă aceste triunghiuri sînt egale 

  

între ele, prin urmare aria sesctorului poligonal este . 

1 | 
(AB--BO--CD)>=0L 

sai, însemnănd în general prin p perimetrul liniei po- 
ligonale regulate şi prin a apotema avem 

aria sect. poligonal =1/, pxa. 

Acum să îndoim necontenit numărul laturilor ; 
limita ariei secorului poligonal va fi aria sectorului 
cercular, perimetrul p are ca limită lungimea arcului 
sectorului și apotema a are ca limită raga sectorului; 
avem dar 

aria, seci. cercul. =—=1/, are. ADXr. 

283. Corolar. Dacă însemnăm prin « numărul de 
grade cuprins în unghiul AOD, avem 

Tr 
arc; AD= 39
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Lă . - a 

rin urmare riaseci.cercul. Zr? . pri a c "350 

284. Observaţiune. Aria segmentului ABCD este 
egală cu diferenţa între aria sectorului ABCDO și aria 
triunghiului AOD. | 

Dacă coarda AD este laturea unui poligon regu- 
lat pe care'l știm înseri, atunci putem calcula această 
coardă în funcţiune de radă și putem obține aria tri- 
unghiului și prin urmare și a segmentului ABCD, 
numai prin mijloace geometrice. Altfel trebue să avem 
recurs la Trigonometrie. 

285. TEOREMA.— Ariile a doă cercuri sînt pro- 
porționale cu patratele radelor lor. 

Fie doă cercuri a căror arii să le însemnăm cu 
S și S, şi radele cu Rşi R ; avem 

SR? 

286. Corolar |. Ariile a doă sectoare asemene, cu 
arcuri asemene, sînt proporţionale cu patratele radelor 
lor. Fie doă sectoare s și s, R și R radele lor și e 
numărul de grade la centru, care este același pentru 
amăndoă sectoarele, fiind-că sînt asemene, avem 

n Ra . , TR 2 

*— 360 3 *— 360 

SR: 
S=—aR? şi S=nR'2, de unde 

de unde 
5 R? 

—r == 

s R? 

287. Corolar |I.— Ariile a doă segmente asemene, 
adică de arcuri asemene, sînt proporționale cu paira- 
tele radelor lor. 

Căci sectorul și triunghiul a căror diferență este 
egală cu unul din segmente, sînt asemene respectiv cu 
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sectorul și triunghiul cari formează celalalt segment, 

288. Exeroiţii==1. Un teren are forma unui hezagon 

regulat şi are o suprafaţă de 34 are şi 19 centiare ; se cere 

lungimea centruluă terenului. Dacă însemnăm prin c laturea 

hexagonului, suprafața lui este de 6 ori aceia a triunghiului e- 

ev X 6. Insă   
cvilateral a cărui lature este c, adică S=— 

  
"/= IDD 

p—6c prin urmare = de unde p=2/25V 3; puind în 

loc de Ş, 3419 și făcînd celculile găsim p=227*,60. 

2. A calcula laturea unui lozani, știind că suprafață 

lozanjuluă este echivalentă cu suprafața unui cere de radă 

egală cu 10”. 
Cea mai mică din diagonale împarte lozanjul în doă tri- 

unghiuri ecvilaterale egale ; însemnănd prin c această diagonală 

    

avem în virtutea enunciului Ă 

VI 27 
==1c.102 de unde =10V ——— 

2 V3 

făcînd caleulile găsim c—19%,05. 

| . 3. A calcula aria unui cerc, în care o coardă de 0", 

sub-întinde un arc de 120%.  Numind ce coarda, se vede că ea 

este laturea triunghiului ecvilateral înscris în cerc, prin urmare 
3 

, . C , , + 
rada cerculni este e Și prin urmare aria cercului este 3 

Puind în loc de c, valoarea dată 0%,4 găsim 176 decim. patrați 
şi 75 centim. pătrați pentru aria cercului. 

„4 A calcula ariile sectorului şi a segmentului de 30 

în cercul de rada 520, Aria AOBa sectornlui de 300, este a 

  

  AR RI 2 
12-a parte din cere adică 5 aria triunghiului AOB este 4 

căci se poate lua ca bază AO; prin urmare aria segmentu-“ 

y (r—3)R2 a ea 
lui de 300 este E Puind în loc de R valoarea să 

5,20, găsim că aria sectorului este 7,"2-0791 și aceia a seg- 

mentului este 0=2:3191. ! 

5. Să se calculeze suprafața meridianului terestru,
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Circumferenţa meridianului terestru este egală cu 40000 fm. Avem , 

prin urmare - 
S=—nR2 şi C=27R 

c2 

o an 
  

Puind în loc de ce valoarea sa 40000 Rin. găsim că suprafața căutată este 1273239544m.2 cu aproximajiune de 1/m&, 
6. A găsi, cu aprozimațiune de un milimetru, rada unui cerc, știind că dacă această radă sar mari. cu un cen- timetru, aria cercului Sar mări cu um inetru patrat. Fie R rada câutată ; aria cercului este egală cu 7cR2. Dacă mărese rada cu Îcr., aria cercului devine 2(R-—+-0,01); prin urmare avem 

7E(R-+-0,01P=zcRi==1, 

destoltănd și făcănd calculile, se găsește R — 15.910. 
7... Se dă un hezagon regulat ABODEF, se unesc vtr- furile din doă în doă prin diagonalele AC, BD, CE, DEF, EA, FB şi se cere: I, a demonstra că Poligonul abcdef for- mat Prin intersecțiunile diagonalelor consecutive, este regulat; II, a găsi raportul snprafeţei acestui poligon la acea a hexa- Jonuluă. - o 
]. Se demonstreadă cu ușurință că ab este a treia parte din diagonala AC, și fiind că diagonalele AC, BD... sînt egele între ele, rezultă că și laturile ab, Be, cd... sînt egale între ele; apoi unghiurile din a, 3, e... sînţ. egale între ele, căci fie-care 

are drept măsură a treia parte din circumferență ; aşa dar poli- gonul abcdef este un hexagon r<gulat, . 
II, Hexagoanele ABCDEF și sbedey fiind regulate, sînt. a- semene și “suprafețele lor sînt proporționale - cu patratele laturi- 

lor omoloage. Insă avem | Ă 

  

AC__ABV3 . 
dz 

i 

| az Prin urmare =: 

AB2 2 : 
Hexagonul cel mie este a treia parte din cel mare, | 

8. Dacă pe catetele unui triunghiu dreptunghic ca dia=



i 193 — 

melri, se descriă semi-circumferențe. exterioare” triunghiului 
fie-care din aceste curbe face cu semi-circum/ferenţa dusă prin 

„vârfurile triunghiului, o figură 
- -câre are forma unuă crăiă noii 

și care se numeşte lunula 
lui Hippocrat. A demon- 
stra că suina suprafețelor celor 
doă lunule este echipalentă cu 

_ suprafaţa triunghiului drept. 
unghie, 

Figura întreagă ADBCG poate fi considerată ca' suma celor 
doă lunele plus semi-cercul BAC, saii ca suma cercurilor ADB, 
şi AGC plus triunghiul ABC. Din observaținnea aceasta scoatem 
ce şe cere. 

9. Suprafața cuprinsă între doă 'circumfeirențe concen- 
trice este echivalentă cu cercul a -căruă diametru este o coardă 
a circumfevenței exterioare tangentă la circumferența interi- 
cari. BC fiind coarda, A puntul de contact, O centrul. comun 

avem: expresiunea suprafeţei în „chestiune: este n(0B?—04); însă 

0B2—O0A2=—AB?; prin urmare aria este zr AB? care eşte aceia 
a unui cere: deseris pe BC ea diamntru. 

10. Care este aria dodecagonuluă 'vegulat înscris în cir- 
cumferența de ragă R? Este 3R2. Sai este echivalentă cu patratul 
construit pe laturea triunghiului ecvilateral” înscris în acel cerc. 

Ji. Suma perpendicularelor duse din un punct oare-care 
înterior unul poligon regulat pe toate luturile.. luă - este cons- 
tantă. Fie P punctul, îl aniin cu virturile poligonnlui, ceia ce'l - 
descompune în triunghiuri de aceiași bază AB. Aria poligonu- 

lui este dar 

  

a Pr PrtPet...P) 

în care Pu Pa... sînt lungimele perpendicularelor. Tot sapra- 
faţa poligonului este egală cu perimetrul sei n. AB, înmulțită 

cu. jumătatea apotemei ; așa dar avem 

AB 3 OM 
At PP... Pan. A Bx%! 

sai PAPP sana. Pu=—n.O0M. 

Geom. Elem. G. Chimescu” - 13
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- 12, Dacă în un cerc sr duc trei rațe 04, 0B, 00 Jor- 

mănd între ele unghiuri de 1200, și dacă pe acesta drepte 

luăm lungimi OA; 0B, OU' eyale cu latureă putratului în- 

schis în cerc, triunghiul ecviluteral 4BO este echivalent cu 

hexagonul regulat înscris în acelaşi cerc: Ariile. triunghiurilor 

scvilaterale AB'C, ABC sînt proporționale cu patratele _ridelor lor 

DĂ', OA: Insă prih ipoteză OA'—04AV/2) ptin urmare OA 2204 %; 

aşa dar triunghiul ABC este dubiul triunghiulvi ABO. Insă hexa. 

gonul regulat înscris în cercul de radă OA, este şi el dublul tri- 

unghiului ABC; ptin urmare triunghiul A'BC este echivalent cu 

hexagonul, 

Finea Geometriei plane



„GEOMETRIA IN SPATIU 

__ CARTEA V. 
"PLANURI SI DREPTE 

CAPITULUL | 

DETERMINA'ȚIUNEA UNUI PLAN. DREAPTĂ 

, PERPENDICULARĂ PE PLAN 

289. Definiţiuni. — Planul este o suprafaţă “astfel 
că o linie dreaptă ce trece prin doă din punctele ei; 
se așadă toată şi în toată lungimea ei pe suprafaţă, 
sai dacă doă din punctele unei drepte sint pe su- 
-prafață, atunci toată dreapta este pe suprafaţă; 

Planul este o suprafaţă nelimitată ; cu toate a-. 
ceste pentru a) figura pe. tabelă saă hărtie sintem | 
nevoiţi săl limităm ; îl putem reprezenta prin o fi- 
gură plană oare- care precum:.un triunghii, un po- 
ligon, un cerc..... - 

290. Rezultă din definiţiune că o dreaptă şi un 
plan pot ave trei pozițiună relative : 

1. Dreapta are doă puncte comune cu planul; 
acest caz dreapta se află cu totul în plan, şil imparte 
în doă regiuni numite semi-planuri.



1 

3. Dreapta are un singur punct comun cu pla- 
nul; în acest caz dreapta străbate planul şi este îm- 
părţită de el- în doă porţiuni aședate de o „pante şi de 
alta a planului. | 

3. Dreapta mare nică un punct comun ca planul 
în acest caz, se ice că dreapta și planul sînt pa- 
ralele. 

291. O linie dreaptă AB și un plan cari se 
Z- întîlnesc în un punct, sînt 

- perpendiculare, una pe altul, 
dacă dreapta este perpendi- 
culară pe toate liniile drepte. 
CD, EF.... situate în plan și 
cari trec prin punctul [ co- 
mun dreptei AB şi planului; 
acest punct Î, este piciorul 

|. perpendiculare. | 
2 - Când o linie dreaptă în- 

o tilnește un plan şi nu sînt 
per pendiculari, atunci dreapta este oblică pe plan. 

_292. TEOREMA.— Prin o dreaptă și um punct 
exterior drepteă pulem duce un plan și numai unul. 

Fie AB e dreaptă și C un punct ce nui aşegat 
pe dreaptă. Să imaginăm un 

———] | plan oare-care P.dus prin AB; 
: —G: să învărtim acest plan în ju= 

rul dreptei AB ; în această 
4 8 /NZ învărtire, planul P va veni 

7 în o poziţiune P, așa, ca să 
conţină punctul C: continuănd 
învîrtirea, planul P va părăsi 
puuctul C după. care apoi va 

ajunge în. „pozițiunea P,,: în care iarăşi va conţine pune- 
tul C; die că planurile P, şi Pe coincid adică sînt 
unul și același plan. _ 
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„În adevăr, să luăm a parte planurile P, şi >; 
amăndoă conţin dreapta AB și punctul C. Să unim C 
cu un punct oarc-eare D a dreptei AB; dreapta CD 
avînd doă din punctele ei C și D situate în P, şiP, 
ea este situată toată în aceste doă planuri. Să luăm 

| a “un punct oare-eare M din 
planul P, și să ducem 
prin el o dreaptă care să 
nu fie paralelă nici cu 

_AB nici cu CD și care 
prin urmare le va întil- 
ni în căteun punct Eşi 

! - F situate amăndoă în 
planul P,. Insă punctele E și F sînt sttuate în pla- 
nul P,, căci dreptele C!D şi AB pe care se află a- 
ceste puncte sînt în planul P, ; de aici rezultă că 
toată dreapta MEF şi prin urmare și punctul M se a- 
flă în planul P,. lată dar că am demonstrat că un 
punct M de a planului P, se află și în «planul P,; 
tot asemene se va demonstra că ori-care alt punct 
de a planului P, se află şi în planul P,; prin urmare 
planul P, şi planul P, formează un singur şi unic 
plan. care conţine pe AB şi trece prin C. Si 

295. Corolar I -— Un plan mai poate fi determi- 
nat și în. armătoarele trei moduri: o 

19. Prin trei punete care nu sînt în linie dreaptă. 
Fie trei puncte A, B, O cari să nu fle in linie dreaptă. 
Punctele A, B determinează o dreaptă AB care din- 
preună cu puneţul C, exterior dreptei, determinează 
un plan și numai unul. | 

20. Prin doă drepte care se întretaie. Fie OA, OB 
doă drepte care se întretaie în un Punct O. Să luăm un 
punct B de pe dreapta OB; dreapta OA și cu punctul 
B. determinează -un plan unic, eare conţine pe dreapta 
OB, căci această dreaptă are doă puncte O și B cari 
se află în acel plan. o 
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3%. Prin -doă drepte paralele. Prin definiţiune doă 
“drepte paralele sînt- aşegdate în un. plan. Acest plan 
'este unic, căci prin una din drepte şi un punet oare: 

„“eare-pe de a doa nu se poate duce de căt un plan. 
5. 294. Corolap II — Din cele precedente conchidem 

„că: doă planuri coincid în toată întinderea lor; 10. 
„dacă ai o linie dreaptă, comună și un punct exterior 
drepiei iarăși comun ; 2%, dacă ai doă drepte comune 
paralele: sai, nu ; 3, dacă ai trei puncte comune, care 
“să nu fie în limic dreaptă. 

--:295. “Corolar III. Doă drepte -oare-care în spaţii, 
nu, sînt în general aședate în același plan. 

Fie A, B doă drepte; prin dreapta A și un punct 
-b-al dreptei B ducem planul P; acest plan în gene- 
"ral, nu va conţine dreapta B, şi va fi numai străbă- 
„tut de de ea. În acest caz, nică un plan nu ar pute 
„să treacă prin cele doă drepte A, B,; căci dacă ar 
exista vre-unul, ar trebui să coincidă cu planul P, 

“fiind că at conţine în el dreapta A şi punctul d. Prin 
„armare dreapta B ar fi cuprinsă în planul P, ceia 

ce este contrar ipotezei. E 
„296. Corolar TV.—Un plan poate fi nascut prin 

„mișcarea unei drepte în mai malte moduri, - din cari 
iată doă : E a 

“ 19. O dreaptă OM mobilă în jurul unui punet 
fix O, şi se razimă pe o dreaptă AB, care nu con- 
“ţine punctul O, dă “naștere în mişcarea ei unui plan. 
In adevăr, dreayta mobilă este necontenit și în toată 
întinderea ei în planul d-terminat de dreapta AB şi 
„punctul O, și. mișcându se continui în jurul punetu- 
lui O, „trece succesiv prin toate punctele acestui plan.. 

„20, O dreaptă mobilă AB, care se mișcă paralel 
cu -ea însași se razimă pe o dreaptă fixă CD, dă năş- 
tere unui plan. În adevăr, să considerăm dreapta 
mobilă în doă poziţiuni - ale ei AB, A'B'.  Dreptele
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paralele AB, A'B' determinează un plan : acest plan 

„conţine dreapta CD fiind că 

conţine doă din punctele «i 

D şi O'. Așa dar planul pa: 

ralelelor - coincide cu planul 

areptelor AB şi CD. Dreapta 

mobilă rămaind necontenit în 

. planul dreptelor AB și CD 

şi în mişcarea ei trecînd succesiv prin toate punctele 

planului, dă naşcere aeestui plan. . 

297. TEOREMA—Doă planuri cari aă un punct 

comun, se taie în o linie dreaptă ce trece prin acel 

punct. € - | 

Fie P și Q doă planuri cari aă un punet comun. 

| | -A. Ducem prin punc- 

—— ovul A şi în planul Q doă 

rap drepte RAR, SAS, a 

9 /A cărbe porțiuni AS, AR, 

sînt de o parte a planu- 

lui P. iar porțiunile AR, 

“AS, sînt de cealaltă parte. 

Unese un punct oare-. 

care B de pe ARcuun 

_ A punct oare-care C de pe 

AS; dreapta BC  întilneşte planul P în un punet 

oare-care D. De altă parte, dreapta BC avind dosă 

din punctele ei B şi C în plauul Q, se află cu totul 

în acest plan; prin urmare punctul D este şi el în 

planul Q.-* -. - Ă 

Acum, punctele A și D aflându-se în acelaşi timp 

„An planul P şi în planul Q. dreapta AD, ce trece prin 

aceste doă puncte, este comună acestor doă planuri. 

Planurile P şi Q nu mai pot avea vre un alt 

punct comun în afară de AD, căci ar coincide ; prin 

urmare toate punctele lor comune sînt bumai pe a- 

ceastă dreaptă. - a 

    
x
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298. TEOREMA.—0 linie dreaptă este perpen- 
_„diculară pe um plan, dacă este. perpendiculară, pe doă 

„= “imi drepte: duse prim piciorul ei în acel plan. 
a a Fie B intersecţi- 

- unea „liniei drepte AB 
cu planul: P; vresupu- 
nem că AB este per- 

„_pendiculară pe  drep- 
„tele BD, BC din pla- 

„mul P.şi. care tree prin: 
-piciorul dreptei AB; 
die că AB: este per: 
„pendiculară pe ori-care 
altă dreaptă BI din 
planul P ce trece 

“prin B. 
a Si Ă În adever, 1uc în 

“planul P dreapta DC aşa ca să întălnească “dreptele, 
BD, BC, BI, şi unese punctele de intersecţiune D, 1, 

C-eu punctele A și K luate de pe dreapta AB, laa- 
ceiaşi distanță de B. Triunghiurile ADC şi KDC 
sînt egale pentru că ai laturea CD comună ;- laturile 
"AC şi OK sînt egale pentru că dreapta BO este per- 

_.. pendiculară pe mijlocul dreptei. AK ; laturile AD și 
“DK: sînt egale pentru același. cuvint. Aşa dar uughiu- 

rile ACD și KOD, opuse la laturi egale, sint egale 
între ele. ..: Sa e o 

-Apoi, triunghiurile ACI și KCI, aă un unghii e- 
"gal cuprins între doă.- laturi egale. una cu alta; așa 

dar Al este egal. -cu KI. Punctele I și B fiind egal 
„depărtate de extremităţile dreptei AK, dreapta BL este 
“perpendiculară pe AK. Reciproc, AK este pe: pendi- 
„cnlară pe BI și prin urmare și pe “planul P.- 

299. Corolar.-—Dacă. prin o linie dreapta AB se duc diferite planuri ABC, ABD... și prin punctul B se duc perpendicularele BC, BD... la AB, situate 7es- 

  

 



mu
z 
C
E
I
 

pendiculare sînt în un plan. 
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pectiv în căte unul din acele -planuri, toate acaste .per- - 

lie P planul deter- 
minat de doă din per- 
pendiculare, d. e. BC şi 
BD; gic că acest „plan 
conţine pe toate celelalte 
perpendiculare. Consider 
planul ABF - care taie pla- 
nul P de-a lungul drep- 

-tei BF; observ că AB 
este perpendiculară . pe 

  
“BF în virtutea Teoremei: precedente. Prin urmare, 

perpendiculara dusă prin punctul B.pe dreapta AB . 
în planul ABF se află în planul P.-Reciproc, ori-care 

dreaptă ce trece: prin B șşii situată în. planul P. este 

perpendiculară pe dreapta AB. Aşa dar planul P, cu- 

prinde toate perpendicularele în chestiune. 

-300. TEOREMA. Prin un punct dat se poate. 
duce un plan perpendicular la o dreaptă dată, și nu 
se poate duce de căt numai unu. a 

10. Presupuni: mai întăi că punctul dat se a- 

flă pe dreaptă, și fie AB dreapta dată şi O punctul 
A dat pe ea. 

2] - - Prin punctul O duc per- 
„41 pendicularele OC, OD, pe AB 

P | - în doă planuri diferite P şi 

popi P'. Planul -Q dus prin aceste 
/ doă drepte OC, OD va fi per- 

Co i 
9 „1. A: pendieular pe AB. 

Ori-care alt plan, afară 

. de Q dus prin O este oblic 

B_. pe dreapta AB, fiind că am 
vădut mai sus că numai plu- 

      

-
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“nul Q conţine toate. perpendicularele duse prin punc: 
văl. O pe această dreaptă AB: - 

- 20, Fie acum-D punetul dat ne- aședat pe dreapta 
AB. In planul P determinat de AB și D, duc perpen- 

““diculara DO la AB : în un alt-plan P'” ce trece prin 
AB să ducem perpendiculara CO la AB: dreptele 
CO, DO perpendiculare la AB în. O, determinează un 
plan perpendicular la AB, şi: acest plan trece - prin 
punctul dat D. i | 
Să imaginăm acum un plan Q perpendicular pe 
AB, şi care să treacă prin punctul D. Acest plan taie 
planul P în -o dreaptă ce trece prin D șii perpen- 

" diculară pe AB în O. Așa dar ori-ce plan perpeiu- 
dicular dus prin. D, trece prin punctul O al dreptei 
AB şi prin urmare se confundă cu planul dus per- 
pendicularminte pe dreapta AB şi prin punctul O al 
acestei drepte. 

301. TEOREMA.— Prin un 2 punct dat se poate 
duce o linie dreaptă perpendiculară la un plan dat, 
și nu se poale duce de căt numai una. 

„19, Presupun că punctul dat se află în. planul dat 
ŞI fie P planul în care se află punctul dat O. Due 
prin punctul dat O, o dreaptă -AB aşedată în planul P; 
duc apoi tot prin acel punct O, plannl 'Q perpendi- 

po cular pe AB. fie CD inter- 
4 secțiunea acestui plan cu 

planul P ; în fine în planul 

| Al  Q due linia dreaptă OF per- 

pp /- pendieularăla CD; die că OP 
Pe P. perpendiculară pe planul P. 

In adevăr, dreapta AB, 
perpendiculară la” planul Q) este perpendiculară la linia 
dreaptă OF. căci este dusă prin viciorul acesteja în 
plan ; şi din acestea videm că OF este perpendiculară 
pe ainăndoă-dreptele AB, CD din planul P; prin ur- 
mare OF este perpendiculară pe acest. plan P, 
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Altă perpendiculară pe planul P cu piciorul în O, nu. 

poate fi afară de OF, căci ori-ce dreaptă OE dusă prin 

O ve fi oblică cel puţin la una din dreptele AB, CDși prin 

| urmare nu va fi perpendiculară pe planul P. -. 

20, Fie acum punctul O dat, în afară de pla- 

nul P. Ieă în planul P 
o dreaptă oare-care AB, 
şi due prin punctul U 

planul OCD perpendicu- 

perpendicularei AB la a- 

cest plan şi CD.-in- 

tersecțiunea tot acestui 

plan cu planul P. Din 

punctul O duc linia dreap- 

tă OI perpendiculară pe 

5 CD ; gie că OI este per: 

pendiculată-pe ori-ce linie dreaptă din planul P, şi 

care trece prin L.. , 

„In adevăr, fie IE o dreaptă în planul P care trece: 

prin I, și întilneşte pe AB în E. Prelungese OI, sub 

planul P, de o lungime egală IO, şi apoi duc drep: 

- tele OC, OE, O'C și O'E. Dreapta AB fiind prin ipo- 

' teză perpendiculară pe planul OCD, unghiurile OCE 

și O'CE sînt drepte și atuncă triunghiurile OCE şi OCE 

j sint egale ca avănd un unghiu egal cuprins între doă 

i laturi egale una cu 'alta și anume: -laturea CE este 

coinună iar laturile CO şi CO” sînt egale. între ele ca 

oblice egal depărtate de piciorul I al perpendicularei 

CI dusă pe 00. Triunghiurile fiind egale rezultă că 
OE este egală cu OE; atunci triunghiul „OEO' este 

isoscel, şi dreapta EL care uneşie vîrful Eaal triun: 

ghiului cu mijlocul I al bazei 00”, este perpendicu- 

lară pe Ol. Rezultă dar că 00 este perpendiculară 

„pe planul P. | 

    

lar p6 AB : fie C piciorul -
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E Ori-care_ altă dreaptă, afară qe Ol, dusă prin 
„punctul O, d. e. OE, este oblică la plan, căci tinind E cu 

I avem triunghiul OIE-Areptunghic în I ŞI prin urmare 
unghiul OEI este ascuţit; adică OE esta oblică . pe 
planul P. e e | 

301. 'TBOREMĂ.— Dacă din un punci exterior - 
„unui plan, se duc diferite oblice și perpendiculara 
la plan, * Sa e 

19. Perpendiculara este mai scurtă de căt ori-ce 
„oblică ; - ae 
„2% -Doă 'oblice deo potrivă. îndepartate de piciorul 
perpendiculare, sînt egale;  .- :  :- -- 

- 3%, Dintre. doă oblică ce nu sînt de o potrivă înde- 
părtate de piciorul perpendiculare. cea mai îndepărtată, 
este . mai mare: 7 ! - , E 

1. Fie P uu. plan și A un punct exterior planu- 
- pg -:  lui; duc perpendiculara AB 

- la planul P, şi consider un 
plan oare-care ABC dus priv 
AB şi care taie planul P în 
dreapta BC ; dreptele AB şi 
AC sînt, față cu BC, cea întăi 
perpendiculară şi cea de a 

„_ doa oblică; prin urmare AB - 
_ » este mai scurtă de căt AC. 

2%, Să luăm doă oblice AC; AD astfel ca picioa- 
rele lor C şi D să fie egal depărtate de piciorul Bal 
perpendicularei, adică BC să fie egal cu BD; die că 
oblicele AC şi AD sint egale intre ele. In adevăr, 
triunghiurile ABC și ABD sînt dreptunghice în B, ai 
laturea AB comună şi laturile BC Și BD- egale între 
ele prin construcțiune ; din aceasta rezu'tă că ipo- 

_tenuzile, adică cele doă oblice, AC, AD sînt egale 
între vle. - o 

30. Să luăm oblicele AC, AR astfel ca picioarele 
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lor C şi E să nu fie egal îndepărtate de B, adică să 
: o avem, d.e. BC,-mai mică de 'căt BE. Port peste 

-BE o lungime BF egală cu BC; oblicele la plan, AC 
şi AF vor fi. egale. pentru că prin  construcțiune 
sînt egal depărtate de piciorul B al perpendicularei 
la plan. - 

Acum, liniile drepte AB,- AF, AE sînt cuprinse 
în un acelaşi plan ABE: cea dintăi este perpendicu-. 
lară la BE, și celelalte doă sînt; oblice pe BE; a doa 
oblică AE este mai lungă de căt întăia AF. Prin 
urmare oblica la plan, AE, este mai mare de căt oblica 
AC -la același plan 

302. Distanţa, unui. punct la an plan este lungi- 
mea perpendicularei dusă din un punct pănă-la plan. 

„803. Corolar.—Lecul geometrie al picioarelor tu- 
turor obliceior la un plan egale între ele, şi care trec 
prin un același punct, este o circumferență a cărei 
centru este piciorul perpendicularei dusă din: puneti 
la plan. 

304. TEOREMĂ. — Dacă, prin mijlocul unu seg=. 
ment de dreaptă, se duce un plan perpendicular la 

dreapta: 1. ori-care punci 
al planului este deo potrivă 
îndepărtat de extremitățile 
“segmentului ; 29. oră-care . 
punc exterior planului, nu 
este de o potrivă depărtat 
de acele extremități. 

- Pie AO segmentul de 
“dreaptă și P planul p&r- 
pendicular pe AC în punc- 
tul: B, mijlocul segmen- 
tului. 

P. Fie b ym punet din - „planul P; duc dreptele 
Î 
4 

7  
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DA, DB, DC și observ că DB este perpendiculară în 
mijlocul segmentului AC, așa că punctul D este deo 
potrivă departat de extremităţile AC a-le segmentului. 

20, Fie E un punct exterior planului P; unesc 
E cu A şi cu C; die că EC nu este egală cuEA. În 
adevăr, planul AEC taie planul -P în dreapta BD per- 

-_pendiculară pe AB în mijlocul ei: punctul E nefiind 
situat pe BD nu «este la aceiași distanță de A și C. 

305. Corolar>— Locul geometrie al punctelor din' 
spații cari sînt egal depărtate de doă puncte date, este 
planul perpendiculam” pe mijlocul drepteă care uneşte cele 

„_doă puncte date. 

306. TEOREMA.— Dacă din un punct A se duce 
perpendiculara AB la un plan P, și dacă, din piciorul 
B al perpendicularei se duce în. planul P perpendicu- 
lara BC la dreapta DE din acest plan; dreapta CA, 
care unește piciorul acestei a _doa perpendiculară cu un 
punct oare-care A al celei dintăă, este ea însăși perpen- 
diculară pe DE. | Mi 

Aceasta este cunoscută sub numele de Teorema 
celor trei perpendiculare; 

Z leii: de o parte și de 
alta a punctului C, lungimile 

CD, CE egale între ele şi 
duc dreptele BE, BC, BD, 
AD, AC, AE. In planul P, 
oblicele BD și BE sînt egale 
fiind-că picioarele lor D şi 
E sînt egal îndepărtate de 
piciorul C: apoi, triunghiu- 
rile ABD şi AEB sînt drept: 
unghice în B, aă laturile BD 

și BE egale între ele și laturea AB comună, prin ur- 
mare laturile AD și AE sînt egale între ele; din a- 

  

  
N



  

  

cestea rezultă că triunghiul DAE este isoscel și priii 

urmare dreapta AC, ce uneşte mijlocul C al bazei DE 

cu virful A al triunghiului, este perpendiculară pe 

baza DE E 

307. Corolar. —Din figura precedentă se vede că 

doă drepte AB, DE, ce nu sînt în același plan, aă 0 

perpendiculară comană BC, şi că această , perpendi- 

culară măsoară cea maă scurtă distanța. între ele ; 

fiind-că oră-ce altă dreaptă AD ce uneşte doă puncte 

oare-care A și D a celor doă linii drepte este, măi 

mare de căt AC și prin urmare mai mare și de 

căt BC. 

308. Exerciţii —7. A duce prin un punct dut_M o linie 

dreaptă care să întilnească doa liniă drepte AB, CD cure nu 

sînt situate în. același plan. - 

Ducem prin M şi AB un plin P; ducem prin M şi CD un 

Q; intersecţiunea planurilor P şi Q este dreapta căutată. Pro-- 

blema, este imposibilă dacă planul P este paralel cu. dreapta CD. 

2, Să-dă um plan P, şi o dreaptă AB care întâlnește 

planul în punctul B ; această dreaptă AB este egal înclinată 

pe trei dreple BUC, BD, BE situate în planul P şi trec prin 

piciorul B at dreptei AB. A arată că AB este perpendibulară 

pe plânul P. | i 

-Laănd. lungimile egale BC, BD, BE, și unind C, D, E cu 

A avâm trei triunghiuri ABC, ABD, ABE egale - între ele şi prin 

urmare AC, AD, AE sînt oblice egal înclinate pe plan și știm că 

picioarele. acestor fel de oblice sînt de-o potrivă depărtate de 

piciorul din plan a! dreptei dusă prin A; așa dar B este piciorul 

acestei perpendiculare.” - . o 

3. Locul geometiic al punctelor din un plan, egal de- 

pirtate de doă puncte exterioare plunuluă, este linia de înter- 

secțiune a planului dat cu planul dus perpendicular prin mij- 

tocul dreptei care uneşte cele doă puncte date. a 

___ 4. Care este locul geometric al punctelor din spațiu enre 

sînt de o potrivă depărtate de trei puncie, cari nu sînt situ- 

ate în linie dreaptă. -
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Rădic perpendiculara pe planul celor trei puncte în centrul 

circumterenței ce trece prin acele puncte ; această perpendiculară 
este locul geometrie căutat, = 

5, Se dati un plan P,un punel A în acest plan și un 
punct B exlerior planului : prin B se duc perpendiculare la 
toate dreptele din planul P_ce trec prin A. Se cere locul geo- 
“mutrie al picioarelor acestor perpendiculare.. - 

* Duc perpendiculara BC pe plan; locul geometric căutat este 
cireumferența descrisă pe AC ea diametru, C. fiind picioral per- . 
pendicularei dusă din B la plan... Demonstrațiunea se -bazază pe 
Teorema celor trei perpendiculare. ! * 

6. Locul. geomelrie al punctelor din spațiu, astfel ca 
diferența patratelor distunţelor lor la doă puncte fize A şi B 
să fie constanta, . i | 

„Fie M un punct dea locului: avem: : 

MADR 
„Din MO duc perpendicălara MH pe AB și avem. 

MA2—MB?=—2  ABXIH _ 
1 fiind mijlocal lui AB. Din aceste regultă că IH este cobstuntă 
şi local căutat este planul perpendicular pe AB în punctul H ș 
simetricul seă în privirea lui ]. 
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- CAPITULUL II 

DREPTE ŞI PLANURI PARALELE | 
  

309. Definiţiuni.—Doă drepte în spaţii se gice că 
sint paralele cănd sînt așezate în acelaşi plan şi nu se 
întilnese ori-căt de mult le-am prelungi. Su 

In Geometria în spaţii, pentru a demonstra că 
doă drepte sînt paralele, nu e de ajuns ca în Geome- 
tria plană, să demonstrăm că nu ai nici un punet'co- 
mun, ci mai trebue să arătăm că sint conţinute î în un 
același plan. 

310. Doă planuri se dice că sînt paralele cănd 
nu se intilnesc de loe, ori-căt de mult le-am prelungi. 

311. TEOREMĂ.— Dacă doă linii drepte sînt pa: 
ralele între ele, um plan perpendicular pe una din ele 
este per pendicula” și. pe ceialaliă. 

. Fie AB, CD doă drepte paralele între ele. şi P 
un plan perpendicular la 
dreapta AB în punctul A; 
gie că planul Peste perpen- | 
dicular şi pe dreapta CD. 
Pentru aceasta consider pla- 
nul celor doă paralele și fie 
AC  intersecţiunea acestui 

plan cu planu P. Acum dreap- 
ta AB fiind perpendiculară 
pe planul P, este perpendi- 

culară pe dreapta AC dusă prin piciorul iei în plan: 

prin urmare și CD este perpendiculară pe AC. Apoi, 
prin: punctul C, şi în planul P duc dreapta EF pet- 

Geom. Elem. C. Chimeseu 14 
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pendiculară la AC, și unese C cu un punct oare-care 
B al dreptei AB. Rezultă din Teorema celor trei per- 
pendieulare ($. 306) că EF este perpendiculară pe CB 
şi prin urmare şi pe planul ACB; însă şi dreapta CD 
se află în planul ACB, așa dar şi ea este perpendicu- 
lară pe EF. De aici vidâm că CE este perpendiculară 
la doă drepte EF, CA aședate în planul P, prin urmare 
este perpendiculară şi pe planul P. 

E 312. TEOREMĂ — Daca doa 
2 8 ună drepte sînt perpendiculare la 

un același plan, atunci dreptele sînt 
paralele între ele. 

3 Fie AB. CD doa perpendicu- 
Z / lare 

   
    

la planul P. 
p_£ Dacă prin punctul C, due 

  

, paralela cu AB ea va trebui să fie 
„perpendiculară pe planul P ($. 311), prin urmare va 
coincide cu CD, care prin ipoteză este şi ea perpen- 
diculară pe planul P. N ai 

„313. Corolar. —Doă linii drepte, paralele cu o a 
treia sînt paralele înime ele. Fie dreptele- A, B, paralele 

„„Be-eare cu dreapta C; die că A şi B sînt paralele între 
ele; căci dacă duc un. plan perpendicular pe C el va 
fi perpenditular şi pe dreptele A: și B: prin urmare 
„aceste drepte fiind perpendiculare pe un același plan sînt 

_B_ paralele între ele. : 

ap 314. TEOREMA.— Daca o linie 
Să dreaptă este paralelă la o dreaptă situa- 

tă în un plan, atunci este paralela şi cu 
"7 planul. 

| „Fie AB paralelă cu CD din pla- 
/ mul P; gie că AB este paralelă cu 

———— planul P, | 
* „Dreptele AB, și CD fiind. paralelele sînt în un 
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plan ABCD care tuie plaoul P în linia dreaptă CD ; 
prin urmare dreapta. AB dacă ar fi să întilnească pla- 
nul P l'ar întilni în un punet-al dreptei CD, şi fiind 
că pe CD-nu o întilnește de loc, nu va întălni nici 
planul P şi prin urmare “i va fi paralelă. 

315. TEOREMĂ. — Daca prin o dreaptă paralelă 
la un plan s: duce un plan care taie pe celalal, 
linia de întersecțiume a planurilor este paralelă. cu 

'"drea pia dată. 
- Să considerăm în figura precedentă dreapta AB 

paralelă cu planul P. Ducem prin AB un plan care 
taie planul P în dreapta CD d.e. Aceste drepte AB, 
CD nu pot să se întilnească, căci. întilnirea ar trebui 

să aibă loc în un punet al planului P, ceia ce nu se 
poate, căci prin ipoteză dreapia AB este paralelă cu 
planul P : apoi dreptele AB, CD sînt în același plan: 
așa dar ele sînt: paralele căci nu se , întâlnesc şi 'sint în 
un același plan. * | 

316. Corolar.— Zoate punctele uneă dr epte par alele 
cu un plan sînt de -o poirivă depărtate de plan. | 

Fie M şi M doă puncte 
de pe dreapta AB carei pa- 

aa Ma ralelă cu planul P. Perpen- 
„dienlarele MN şi MN” duse 

i din punctele M-și M' la pla-, 
„nul P; sînt paralele între ele, ' 

şi prin urmare sînt în același 

| „plan: acest din urmă plan 

TI „taie. planul: P în o dreaptă 
NN" paralelă cu AB, şi fi- 

gura MSN: M' este un dreptunghiu. Așa dar distan- 

ţele MN, MN" sînt egale. 

317. 'TEOREMĂ.-- -0 dreapta find paralela cu 
un n plan, dacă prin un pina al planului se duce pa-
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ralela cu dreapta dată, acea paralelă este conținulă | în plan. - 
Fie AB dreapta paralelă 

cu planul P; prin punctul C 
al planului due paralela CD 
cu AB: gic că CD seaflă în 
planul P. In adevăr, due prin 
AB şi prin punctul C un 
plan care va tăie planul P 
în o dreaptă paralelă cu AB 

„i .ș “cate trebue să se confunde 
? cu CD, fiind că prin C nuse 

| „ poate.duce de căt o paralelă 

i 
i 
| 

  

n cu AB. Aşa dar CD se află 
i în planul P. | 

„319. Corolar. — O linie 
dreapta paralela cu doă pla- 
nuri cari se întretaie, este pa- 
alelă cu linia lor de inter-    „| y secțiune. - 

Lo” i Fie dreapta CD paralelă ÎN cu plănurile P şi Q cari se 
, „O întretaie de-a lungul dreptei AB; glie că CD este paralelă cu AB. | 

In adevăr, dacă -prin un punct oare-care Bal intersecțiunei se duce paralela cu CI). această para- 
lelă, în virtutea Teoremei, trebue să fie conținută şi în planul P și în planul Q, și prin urmare se con- fundă cu dreapta de intersecțiune, Așa dar dreptele 
AB și CD sînt paralele între ele. 

| 319. Observaţianea 1.—Prin un punct daţ O, se poate duce un plan paralel cu doă drepte date AB, CD și iată enm : prin punctul O que dreptele A'B' și CD paralele respectiv cu AB și CD; planul P determi.- nat de dreptele A'B' şi CD" este paralel cu dreptele date.
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Alt plan, în condiţiunile 
- cerute nu mai este; fiind că 

dreptele A'B' și CD' deter- 
minează un singur plan. 

Dacă însă dreptele AB, 
CD ar fi paralele între ele, 
atunci A'B' și CD' sar con- 
funda. în o singură dreaptă, 
și ori-ce” plan ce ar trece 
prin ea, ar fi paralel cu cele 
doă drepte date. 

320. Observaţiunea I[.—Prinrr'o dreaptă dată CD 
se poate duce un plan paralel cu altă dreaptă dată 

AB şi iată cura : prin un 
| punct oare-eare E al drep- Sg tei CD, duc EF paralelă 

cu AB; dreptele CD și 
EF determinează un plan 

£ D- / P carei paralel cu AB. 

=, Alt plan în condi- | 
2 P țiunile cerute, nu : mai 

este, -fiind că dreptele CD 
şi EF determinează un singur plan. 

Dacă însă dreptele date ar fi paralele, atunci 
dreapta EF sar confunda cu CD. şi ori-ce plan ce ar 
trece prin CD ar fi paralel cu AB. 

321.—TEOREMA.— Doa planuri perpendiculare 
| la o aceiași dreaptă, sânt paralele 

| între ele. 
Fie P şi Q doă planuri per- 

pendiculare pe dreapta AB; a- 
ceste planuri nu se pot întilai, 
fiind că prin un punet nu pu-" 
tem duce de cit un plan perpendi- 
cular la o dreaptă ($. 300). Ră-: 
măne dar că planurile sînt paralele 
între ele.      
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392, — TEOREMA. — Tntersecţiunile « a doă planuri 
paralele tăiete prin un al treilea sînt paralele între ele. 

Fie P şi P' qoă planuri paralele, AB şi A'B in- 
i tersecțiunile lor prin un al 

treilea plan Q. Dreptele AB 
şi A'B' fiind aședate în pla- 
nuri paralele nu se pot în- 

_tălni; pe de altă parte ele 
sint aşedate în un același 
plan Q; prin urmare. sînt 
paralele între ele. — 

„828, TEOREMA..— Dacă 
prin un punct exterior unul 
plan, se duc drepte paralele cu 
planul, oate aceste dr epte sînt 
în un Lian paralel cu a planul 
dat. 
Fie ACo areapiă ce. 

trece prin punctul A şi paralelă cu planul P. 
Due dreapta AB perpendiculară pe planul P ; 

dreptele AC și AB formează un plan, care taie pla- 
“nul P în o dreaptă BD paralelă cu AC. Insă AB fiind 

perpendiculară pe. planul P, este perpendiculară și pe 
dreapta BD şi prin urmare și 

o pe paralela acesteia AC. Așa 
FV dar i reapta AC se află în pla- 

— “nul Q perpenăieular pe AB 
dus prin punctul A, şi care 

„plan este paralel cu planul P 
($ 321). Ori-ce altă dreaptă 
dusă prin A paralelminte cu pla- 

“nul P. se demonstrează în a- 
celași mod, că se află conținută în planul Q. 

"824. 'Corolar.— Prin” un punct dat se poate duce 
„an plan paralel cu un plan dat, Și nu se poale duce 

de căi numai unul. 
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Raportăndu-ne la figura precedentă, ducem din A 

perpendiculara AB la planul P şi apoi prin A ducem 

planul Q perpendicular pe AB ; acest plan: Q este. pa- 

ralel cu planul P. 
Pe de altă parte, să ne închipuim că se mai poate 

duce prin A, un alt plan Q paralel cu planul P. Du- 

cem prn AB un plan care va tăie planurile paralele 

Q şi P în drepte paralele AC-şi BD. Dreapta. BD î- 

ind perpendiculară pe AB şi paralela sa AC va fi per- 

pendiculară pe AB, şi prin urmare AC se află în pla- 

nul Q; ast-fel că un plan oare-care ce trece prin AB 

taie planurile Q şi Q' in o aceiași dreaptă. Aşa dar 
aceste planuri sînt unul și același. 

325. TEOREMA. — Doă 

Pa. 2 “planuri fiind -paralele, ori-ce 

d iii | dreaptă, perpendiculară pe u- 
— “mul din planuri este perpen- 

diculara și pe celalalt. 
Fie planurile paralele P, 

Q) şi dreapta AB perpendicu- 

Ș/) Pai lară pe Banul P în punctul A, 
Due prin picorul B al 

dreptei AB în planul Q. o dreaptă oare-care BC, apoi 

consider planul determinat de AB şi BC: acest plan 

taie planul P în o dreaptă AD paralelă cu BC. Insă, 

AB este perpendiculară pe AD, prin urmare este per- 

pendiculară și pe BC carei paralelă cu AD. Tot așa 

se va arăta că AB este perpendiculară pe ori și care 

altă areaptă dusă prin B în planul Q, de unde re- 

zultă că AB este perpendiculară pe planul O însuși. . 

326. Corolar.—Doă planuri paralele cu un al îrt- 
ilea sînt parulele între. ele. . Pentru. că o, dreaptă per- 

pendiculară. pe al treilea plan, este... perpendiculară şi 
pe celelalte: doă. | a 

397. TEOREMA.— Dacă doă unghiuri ne-situate 
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în același plan ai laturile lor respectiv. parâlele între 
„ele : 19. unghiurile sînt egale sai, suplementare ; 20. pla- 
nurile unghiurilor sînt paralele între ele. 

| 1, Fie unghiurile BAC şi F'DE Cc „5. . Z a căror laturi sînt respectiv para- 
<I/ ” ele doă către doă și îndreptate în 

același senz ; dic că aceste unghiuri 
„sînt egale. | 

leii pe laturile unghiurilor, 
E lungimile AB şi DEF egale între ele 

și AC, DE iarăși egale. între ele 
7 și duc dreptele AD, BF, CE. BC 

SP şi FE. Patrulaterul ABFD avănd 
laturile AB, DF egale şi paralele 

între ele, este un paralelogram şi prin urmare laturile 
„opuse AD și BF sînt egale între ele. De asemene, 
patrulaterul ACED avînd laturile AC şi DE egale şi 
paralele între ele, este şi el un paralelogram și prin 
urmare laturile AD și CE sînt egale între ele. Din 
aceste rezultă că patrulaterul BCEF este un parale- 
logram şi prin urmare laturile BC şi FE sint egale 
ca avînd trus-trele laturile respectiv egale una cu alta 
Și rezultă că unghiurile CAB și EDF sînt egale între ele. 

Dacă unghiurile BAC și FDE ar ave laturile lor 
paralele respectiv şi îndreptate în senz contrar, ele 
iarăși sint egale: pentru că se poate demonstra ca 
înainte, că unghiul CAB și cu opusul lui la virf 
EDF sint egale. 

Dacă unghiurile BAC şi FDE sint astfel că la- 
turile AC şi DF sînt paralele şi de acelaşi senz. iar 
AC şi DE paralele și de senz contrar, atunci aceste 
unghiuri sînt suplementare. “Demonstrațiunea se face 
arătăndu-se ca înainte, că unghiul BAC este egal cu 
suplementul unghiului FDE. 

„2% Planurile: CAB și EDF sînt paralele între    



— 2117 — 

ele, fiind că dreptele AB şi AC dir planul CAB sînt 
paralele cu dreptele DEF, DE așegate în planul EDF. 

328. Corolar.— Fiind date doă drept nesituate în 
un: același plan, dacă prin întăia se duce un plan pa- 
ralel cu a doa, și prin a doa un plan paralel cu în- 
ăia, aceste doă planuri sînt paralele între ele. 

e pg . Fie AB, CD doă drepte 
= = 2 nesitiate în un același plan. 

PT ==- Prin un punct oare-care Eal 
A dreptei CD, duce dreapta AB' 

- - —, paralelă cu AB; planul for- 

Cc B mat de CD şi A'B' este para- TI iel cu AB. De asemene, prin 
p, un punct Faldreptei AB duc 

| dreapta CD” paralel cu CD; 
planul fnrmat de AB şi C'D'este paralelă cu CD. Cele 
doă planuri sînt paralele între ele, căci sînt planurile 
a doă unghiuri a căror laturi sînt respectiv pa- 
ralele. 

329. Definiţiane.—Se numeşte unghii a doa linii 
drepte nesituate în același plan. unghiul format de pa- 
ralelele duse la aceste drepte prin un punct oare-care 
din spaţii. 

Doă linii drepte, care se întălnesc sai nu, sînt 

perpendiculare una pe alta cănd unghiurile lor sînt 
drepte. 

330. Observaţiune.—O dreaptă perpendiculară la 

um plan este perpendiculară nu numal pe dreptele pla- 
nului duse prin piciorul eă, ci pe toate dreplele pla- 

nului. o | | - 

| Pentru ca o dreaptă sa fie perpendiculară pe un 
plan, trebue și este de ajuns ca ea sa fie perdendicu- 
lară pe doă drepte oare-care din plan.
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331.—TBOREMA.— Do planuri paralele inter- 
„ceptează segmente egale pe doă drepte paralele. 

, „Fie P şi P' doă pla- 
| nuri paralele între ele, şi 

AB, CD segmentele inter- 
ceptate de aceste doă planuri 
pe doă paralele date. Aces- 
te segmente sint egale fiind 
că dreptele AC.BD, intersec- 
țiuni de doă planuri para- 
lele prin un al treilea, sint 
paralele şi figura ACDB 
este un paralelogram. 

332. Corolar. — Dod pla- 
„muri paralele sînt peste tot 
locul. de o potrivă departate. 

leii doă puncte oare-care în. planul P şi din ele 
due perpendicularele pe planul P'; aceste drepte sînt 
paralele între ele și prin urmare egale una cu alta. 

338. TEOREMA.— Vrei planuri paralele inter- 
ceptează. pe doă drepte oare:care, segmente pr oporționale. 
Fie AB, 'BC, DE şi EF segmentele interceptate 

pe doă “drepte AC, DF de: planurile -P,O,R : die că 
avem 

  

> 

AB-_DE : 
! BO EP 

Duc dreapta AF și fe. -G punctul de întilnire al 
acestei drepte cu planul'Q); ducem dreptele BG, CE, 
AD și GE. Dreptele BG și CF, intersecţiuni de doă 
planuri paralele prin un al treilea, fiind paralele avem 

AB.__AG 
BO —GF
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„Apoi, dreptele ADși GE 
fiind și ele paralele avem de 

„ asemene | 

AG DE 
GFOEF? 

din aceste doă proporţiuni re- 
2ultă ceia ce era de demon- 

„strat. - ' 

334. Exerciţii. —7. A duce 
o-paralelă la o dreagită dată, ast- 
fel că „să întîlnească . alte: doă 
drepte, ne-situate în un plan. 

Pie AB și CD dreptele care 
trebue să fit întâlnite de o paralelă 

la. EF ; prin un puoct oare-care a 
dreptei AB duc BUG paralelă cu EF. 

a Pianal determinat de -AB şi BG, taie 

pe CD în na punctăK și prin E duc KH paralelă cu EF. Dreapta 

KH este dreapta căutată. - 

“3. Dacă o dreaptă şi un plan sînt “perpendiculare la 

o aceiași dreaptă, dreapta şi planui sînt perpendiculare una 

cu. alta. pe i ae 

Pentru că cele doă drepte formează “un plan care taie pla- 

nul dat în o paralelă cu dreapta dată. E i 

i 3: Dacă doă plânuri trec prin doă drepte parale, in- 

tersecțiunea lor este paralelă. cu drepiele paralele ; - pentru că 

dacă due paralela - cu una din dreptele date prin anul din punc- 

“tele comune planurilor, această paralelă se află şi în planul întăi 

și .al doilea. . - 

„du Dacă doă planuri cari se taie sînt paralele cu o 

dreaptă întersecțiunea lor, este paralelă cu: această dreuptă. 
Demonstraţiunea ca precedentă. ii 

5. “A găsi locul geometric dl punctelor a căror distante 

la doă planuri. paralele -sînt proporționale cu doă lungimă 

date m si:n. Duc o perpendiculară comună AB la planuriie pa- 

ralele P și Q ; determinez patru puncte C, D, C D' situate pe 
AB așa ca că am. p - ii Ie a „a o * : 3 mi 
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BO__ MD _ m. BC BD: „m. 
ACAD m î AG AD 7 

Planurile paralele cu planul P, duse prin aceste puncte, consti- 
tuesc locul geometric căutat. 

- > 

CAPITULUL III 

UNGHIURI FORMATE DE DOĂ PLANURI ȘI 
DE UN PLAN CU O DREAPTĂ 

335. Definiţiuni.— Spaţiul cuprins între doă pla- 
nuri care se taie, se numeşte unghiu diedru, Intersec- 
țiunea planurilor este creasta diedrului, iar planurile 
sînt fețele lui. 

Un diedru se însamnă prin doă litere puse pe 
creasta lui ; dacă se în- 
tămplă ca o creastă să fie 
comună la mai multe di- 
edre, atunci fie-care din 
aceste diedre se însamnă 
prin patru litere, doă pe 
creastă şi căte una pe 
fie-care față ; literile de 
pe creastă se pun la mij- 
loa. 

| Astfel, dintre cele 
doă figuri alăturate, cea dintăi este un diedru . format 
de semi-planurile- P:şi Q'; creasta lui este AB și fe- 
ţele sînt P și Q; se însamnă prin AB. - 

A doa figură reprezintă trei diedre formate de 
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semi-planurile P și Q. P şi R, Q şi R:; creasta AB 
este aceiași : le vom însamna respectiv prin: PABQ, 
PABR, QABR. | 

336. Doă unghiuri diedre sint egale dacă se pot 
suprapune. Sa 

Dacă semi-planurile ABP, 
ABR ABS, ABQ, terminate 
toate la dreapta AB, sînt a- 
şedate ast-fel că un semi-plan 
mobil, aplicat mai întăi pe 
ABP şi învărtindu-se în jur 
de AB, într'un senz determi- 
nat, vine să - coincidă succe- 
siv cu semi-planurile ABR, 

- ABS, ABQ, atunci unghiul 
-diedru se dice că este suma 

unghiurilor diedre PABR şi RABS : de asemene un- 
ghiul PABQ este suma unghiurilor, diedre PABR, 

" RABS, SABQ şi așa mai departe, ori căte: semi-pla- 
puri am ave cu aceiași creastă, serită : 

PABS=—PABR-L+-RABS 

PABQ=—PABR--RABS--SABQ ... 

  

  

Un unghiă diedru carei egal cu suma altor doă 
diedre se dice că este mai mare de căt fie-care diedru 
care compune suma. 

“Dacă un unghiă diedru PABL este suma a m 
unghiuri diedre egale cu ui diedrn dat PABR, atunci 
unghiul diedru PABL se dice că este egal cu de m 
ori diedru PABR, și acest din urmă este a ma parte 
din PABL, şi se scrie: 

PABL—m. PABR.. şi mono ein
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Dacă un unghii diedru PABM este egal cu de 
m Oră m* parte. dia un diedru PABR, se serie 

| „PABM=-PABR. - 

331. Doă unghiuri dieâre sint adiacente dacă ai 
aceiași creastă, o faţă comună şi celelalte doă feţe sînt 
de o; parte şi de alta a. feţei comune. 

-Doă unghiuri diedre sînt opuse la creastă dacă 
fie-care față a unuia este în prelungirea celuialalt. 

„338. Un semi-plan P,'ce taie un plan MABN în 
o dreapiă AB formează cu planul și de o aceiași 

„parte a lui, doă unghiuri 
diedre adiacente MAbP şi 
NABP: dacă aceste diedri 
nu sînt egale între cle, atunci 
semi-planul P. este oblic pe 
planul MN ; iar dacă sint 
egale atunci semi. planul P 
se dlice că este pa "pendi- 

  

cula” pe planul MN. 
In acest din urmă caz unghiul diedru este drept. 

339.—TROREMĂ.— Printr'o dreaptă. aședată în 

un plan se poate duce de o aceiași parte a planului, 

un semi-plan pe "pendicular 
pe planul. dat și nu se poate 
duce mai mult de cât unul. 

Fie MN planul dat și 
AB linia dreaptă din plan 
prin. care trebue să treacă 
semi-planul cerut. 

Luăm un semi-plan P 
care prin AB şi se 
avirteşte în jurul acestei 
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drepte, incepând de la partea M a. planului Și mer- 
gănd spre partea N. Unghiul diedru PABM mai. în- 
tăi nul, creşte neîncetat, pe cănd adiacentul sei PABN 
se micşurează necontenit, pănă ce devine nul. 

Unghiul diegru PABM începe prin a fi inferior 
diedrului PABN, apoi se apropie de el din ce în ce 
mai mult, devine egal cu el, apoi saperior. 

Există dar, între pozițiunile intermediare a semi- 
planului P. o pozițiune particulară P,, şi numai una, 
pentru care unghiurile P,ABM și P.ABN sint egale; 
în această pozițiune semi-planul P, este Per] pendiculam 
pe planul MN. 

340. Corolar.— Toate znghăzirile diedre diepte sînt 
egale: între ele. - 

Să considerăm dăă diedre drepte PABQ şi PA'BQ)-. 
Aplicăm creasta AB' peste AB, faţa Q' peste fața Q; 
atunci fața P' se va aplica peste fața P, căci trebue 
să iee o poziţiune perpendiculară pe (, şi această po- 
zițiune este numai aceia a feței P. 

341. "Toate unghiurile diedre “drepte fiind egale 
între ele, unghiul diedru drept serveşte ca termin de 
comparațiune cu toate celelalte unghiuri diedre.. 
„Un diedru este ascuțit sai obluz dacăi mai mie 

sau mai mare de căt un diedru drept. 
Doă diedre sînt complementare dacă suma lor este 

egală cu un diedru drept. 
Doi diedri sînt suplementare dacă suma lor este 

egală cu doi diedre. drepte. 

342. TEOREMĂ.— Când doă planuri se întretaie 
în o dreantă, ele formează patru unghiuri diedre: suma 
a dod diedve adiacente. esiz. egala cu doă- dicdre drepte 
și prin urmare sînt suplementare. Demonstraţiunea a- 
„cestei teoreme este asemene cu acea.de la $. 10. 

„843. Corolar. [,—— Dacă, unul din cele patru diedre
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este drepi, atunci celelalte trei sînt drepte (Demonstra- 
țiune asemene cu acea de la$ 11). | 

344. Corolar II.—Ori căt de multe diedre vor fi 
de aceiaşi parte a unui plan, pe aceiași creastă, “suma 
lor este egaiă cu doă, diedre drepte (Demonstraţiune a- 
semene cu acea ae la $ 12). 

345. Corolar II[.— Cănd mat multe planuri trec 
prin o dreaptă, suma 'tadaror diedrilor formate în jurul 
dreptei, este egala cu patru iiedre „drepte. Demonstra- 
ţiune asemene cu acea de la Ş 13). - 

::46,— TEOREMA. — Daca: dliedre adiacente 
sînt saplementare, feţele lor netom.:ue sînt. în unul și 
același plan. (Demonstraţiune asemene cu acea de la 
Ş 14 

a TEOREMĂ — Doă diedre opuse la creastă sînt 
egal . între ele. (Demonstraţiune asemene cu acea de : 
la $ 15). 

348, Definiţiune. — Numim unghia plan al unui 
" unghiu diedru PABQ, unghiul 
COD format de perpendicu- 
larele OC, OD, duse la creasta 
AB a diedrului în un acalași 
punct al ei, și aședate respec- 

„tiv. în cele doă feţe ale die- 
drului. - 

Din deflniţiunea aceasta 
rezultă următoarele : _ 

as 10. Marimea unghiului plan 
“al umuă diedru nu depinde de 

pozițiunea punctului de pe creasta diedruluă : ea este ace- 
îași, ori-care ar fi vîrfuli unghiului pe creastă. 

Să luăm un alt punct O' pe creastă şi să ducem 
perpendicularele O'C, O'D' aşegate respectiv în feţele 
P şi Q. Ungbhiurile COD și CO'D' sînt egale între ele 
căci 'și au laturile respectiv paralele şi de acelaşi senz. 
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20. Unghiurile plăne a. doă diedre egale, sînt egule, 
pentru că cele doă diedre se pot suprapune. . 

30, Doa diedre sînt egale între el: daca unghiurile 
lor plane sînt egale între ele. 

Să luăm doă diedre a căror unghiuri plane CAD 
şi CAT să fie egale între ele. Ă 

2 Să transportăm di- 
2 A edrul al doilea peste cel 

întăi astfel ca unghiul 
plan CAD” să coin- 
cidă cu unghiul plan 
CAD ; creasta AB ca- 

0 o “| q| rei perpendiculară pe 
p dreptele A'C', A D' este 

4 D diculară şi - | perpendiculară şi pe 
planul acestor  doă 

drepte şi prin urmare va coincide cu perpendiculara 

la planul dreptelor AC. -AD dusă prin punctul A. 

adică cu creasta AB. Rezultă că ceie doă diedre coincid 

şi prin urmare sint egale. 

349. TEOREMĂ .— Unghiul plan al unuă unghii 

diedru drept este un ung hâtă drept și reciproc. , 

” “Fie MABP un died 
__ drept: să prelungim faţa M 

“ dineolo de creasta AB ; se 
formează un al doilea die- 
dru drept NABP adiacent 
celui dintâi. Prin un punet 

O, de pe creasta AB, să 
- ducem în planul MN şi în 

planul P, dreptele CD şi 

= | A. __ OB perpendiculare pe AB. 
“ Unghiurile CUE şi EOD sînt unghiurile plane a ce- 
"lor doă diedre egale MABP, NABP, şi prin urmare 

sînt egale. Insă aceste unghiuii egale COE şi EOD 

Geo. Elena. C. Climescu îni 15 
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sînt suplementare: pentru că sînt adiacentă şi laturile 

lor exterioare sînt în- lininie dreaptă; așa dar. sint 

Reciproc, fie un diedru MABP al cărui unghii 

plan DOE este drept. Dacă prelungim fața M și dreapta 

DO dincolo de creasta AB, formăm un al doilea di- 

edru NABP cu unghiul plan. COE. Insă, DOE fiind 

"drept, şi COE este drept. Așa dar diedrele MABP și 

NABP ai unghiuri: plane egale, şi sint prin urmare 

- MABP. este drept. 
egale; apoi mai sînt suplementari, prin urmare diedrul 

-350.: TEOREMĂ — Raportul a doa diedre este e- 

gal cu raportul unghiaurilor loi> plane corespuniletoar e. 

Să luam  doă diedre CABD și GEFH. cari să pre- 

'“supunem că ai 'o măsură comună, diedrul CABK, 

“'care se cuprinde de 5 ori în întăiul și de 3 ori în 

AL. A 
al. diedrului: OABD: și unghiurile CAK, KAL, LAM...., 
sînt unghiurile“:plane acelor 5. diedre:egale cu CABK. 

. Ducemi: de, asemânea ;în -un;punct .oare-care.. î al cresței 

EF, planul pârpendieular.pa:ea.;, acest plan;întîlnește [i 

al: doilea diedru. Să ducem prin. crestele AB,. EF pla- 

“muză cară să împartă diedrul întăi în 5 şi -al doilea în 5 
„-.diedre egale cu 
„diedrul GABK. 
În un punet A 
al crestei AB 

__să ducem  pla- 
- nul perpendi- 
“cular pe ea; 

acest plan în- 
__ tilneşte feţele și 

A ara = :.. ““planurile de îm- 

fe -“părțiresîn drep- 
ai Po tele AC; AK, 

M, AN şi ADi:sunghiul CAD este unghiul-plan 

   
„ ji 

pa 2 Aa 3 . 1
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„feţele şi planurile de împărțire în dreptele EG, EP, 

EA, şi EH: unghiui GEH este unghiul plan al die- 

drulul GFFH, şi unghiurile GEP. PEQ, QEH, sînt 

unghiurile plane a celor 3 diedre egale cu CABK. 

De aici videm că unghiurile plane CAD și GEH 

a celor doă diedre date conţin: cel întăi de 5ori un- 

ghiul CAK, și cel de al doilea de 5 ori unghiul CAK, 

așa dar raportul între acette unghiuri plane este egal cu 

5, ca Şi raportul celor doă diedre. 

In caz cănd diedrii CABD și GEFH nu ar ave 

o comună măsură, se va urma ca la Nota: de la Ş. 

113, de unde va rezulta egalitatea celor doă raporturi. 

351. TEOREMA.— Ori-ce unghi diedru are a- 

ceiaşi masură ca și unghiul plan corespunrletor, dacă, 

se de ca unități un unghii diedru oare-care și un- 

Jhiul plan corespundetor. | j 

“ - 7 Fie de măsurat die- 

2 A arul CABD prin diedrul 
| >= : MIKL luat ca unitate, fie 

CAD şi MIL unghiurile 

plane coresdungetoare a- 

cestor doă diedre. Fac 

convențiunea de a mă- 

sura unghiul CAD cu 

| JJ unghiul MIL considerat 
CZ a a 

ca. unitate de unghii; în 

virtutea Teoremei precedente avem : 

OABD _CAD 
MIKL MIL" 

    

  

Insă aceste raporturi -egale;, exprimă respectiv măsu- 

rile unghiului diedru CABD şi a: unghiului : sei plan 

„CAD ; prin urmare măsura acestui unghiii diedru este 
aceiaşi cu a unghiului seă plan. aa



n l
a
 

mi 
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“eorema. aceasta se enunță mai pe scurt precum 
urmează : an unghii diedru are drept măsură unghiul 

“plan corespundetor. . 
Se ie de ordinar ca unitate de unghiii diedru, 

unghiul diedru drept. 
352. TEOREMA. - Dacă o dreapta este perpendi- 

culară la un plan, ovi-ce plan dus prin ea este per- 
pendicular la plan. E e 

Fie AB dreapta perpendiculară la planul P. și Q 
un plan oare-care dus prin AB; die că planul Q este 
perțpendicular la planul P. i | 

„ Fie CD iaterseeţianea ce- 
lor doă planuri, să ducem 
prin B perpendiculara BE la 
dreapta CD. Dreapta AB, 
carei perpendiculară la pla- 
nul „Peste perpendiculară 
pe dieptele BU şi BE din 
planul P, care tree prin pi- 
xiorul ei, B. Laturile unghiu- 

  

“lui ABE sint perpendiculare la dreapta DC în un a- 
celaşi punct [3 al ei, şi sint totodată aşegdate respee- 
tiv în planurile Q şi P; acest unghii ABE este dar 
unghiul plan corespundetor diedrului format de pla- 
nurile P şi Q, şi fiind că este un unghii drept, re- 
zultă că planul Q este periendicular pe planul P. . 

_358. TEOREMA.— Find date doă planuri per- 
pendiculove unul pe altul, data în unul din ele se duce 
0 dreapta prrprndiculara la intensecțiunea celor doă 
planuri, acea dreaptă este perpendiculura pe celalalt 
plan. | 

Să luăm figura de dineoare. Fie AB o dreaptă 
din planul Q perpendiculară pe intersecţiunea CD a 
planurilor P şi Q: gic că AB este perpendiculară pe 
planul P. . să a



Due prin punctul B şi în planul P, dreapta BE 
perpendiculară la CD ; unghiul ABE este unghial plan 
al diedrului format de planurile P şi Q; aceste pla- 
nuri fiind perpendiculare, unghiul ABE este drept. 
Prin urmare dreapta AB, per -pendiculară pe dreptele 
CD şi BE, este perpendiculară pe planul P care con- 
ţine aceste drepte. m 

354. 'TEOREMA.— Piind date doă planuri per- 
pendiculăre unul pe altul, dacă prin un punct al u-. 
nuia din planuri se duce perpendiculara la ' celalalt, 
această dreapta este aședată în planul întăă. | 

Fie în figura de dineoare, doă planuri P şi Q 
perpendiculare unil pe altul. lei un punet A în pla- 
nul-Q şi prin el due „dreapta AB perpendiculară pe 
intersecțiunea CD a celor doă planuii: această dreaptă 
AB este în plznul'() şii perpendiculară pe planul P. 
Pe de altă parte, perpendiculara la planul P, dusă prin 
punctul A, se confundă cu dreapta AB, prin urmare'i 
aședată in planul Q 

355. 'TEOREMA.— Daca doă planuri cari se tăie 
sînt perpendiculare la un al treilea, intersecţiunea ce- 
lor doa planuri este și ea pei "pendiculară pe al trei- 
lea plan. 

Fie un plan P şi Q, R alte doă planuri perpen- 
diculare pe planul P, şi a căror intersecțiune este 

dreapta AB: die că dreapta 
AB este perpendiculară pe 
planul P. In adev&r, dacă 
prin un punct A, al inter- 
secţiunei planurilor Q și R 
duc perpendiculara la planul 
P, această perpendiculară în 

„ virtutea Teoremei precedente 
se află şi în planul Q şi în 

planul R, şi prin urmare se 
confundă eu intersecțiunea AB a acestor doă planuri. 
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356. TEOREMA.— Prin o dreaptă oare-care se, 
poate duce un plan perpendicula” la un plan dai, și în 
general nu se poate duce de căt unul singur. 

Fie AB o dreaptă şi P un plan dat. 
leii un punct oare-care A pe dreaptă, și prin el 

duce perpendiculara AC la planul P; planul format de 
dreptele AC, AB este perpendicular pe planul P pentru 
că conţine perpendiculara AC. la acest plan. Ori-ce 
alt plan ce ar trece prin “AB şi prependicular pe pla- 

nul P, va trebui să conțină pe AC și prin urmare 
se va confanda cu planul dreptelor. AB și AC. 

Dacă însă AB ar fi perpendiculară pe planul P, 

2 atunci prin AB sepot duce un 
| ! | număr infinit de planuri per- 
A -pendiculare pe planul P. 

357. Definiţiuui.— Din un 
punct dat A. ducem perpendi- 
culara la un plan dat. fie a pi- 
ciorul perpendicularei pe plan : 
punctul a se numeşte proecti- 
unea punctului A pe planul dat. 

Fiind dată o linie, din fie- 
care punct al liniei ducem per- 

pendiculara la un plan dat: locul geometric al picioa- 
relor perpedicularelor duse prin fie-care punct a! liniei 
la plan, se numește proecțiunea acelei linii pe planul dat. 

358. TEOREMA.— Proecfiunea unei linii drepte 

pe un plan este o linie dreapia. 
Fie AB o linie dreaptă și P un plan: Prin un 

punct A al dreptei, ducem 
perpendiculara Aa la plan, 
planul format de dreptele AB 
Şi Aa este perpendicular pe 
planul P şi” taie în o linie 
dreaptă mn. Prin un alt punct 
al dreptei date ducem per- 
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pendiculara Bb la plan ; această perpendiculară este cu 

"totul aşezată în planul BAa prin urmare piciorul ei 

b va fi pe intersecțiunea mn a celor doă planuri. 

Aşa dar proecţiunea dreptei AB este dreapta mn. 
> 

359. 'TEOREMĂ.— Dacă o dreaptă este oblică pe 

un plan, unghiul format de dreaptă cu proecțiunea, că pe 

plam. este cel mai mic dintre toate unghiurile formate 

de dreaptă, cu ori-care altă dreaptă dusă în plan prin 

piciorul, oblicet. Ea 
Fie BA, oblică la planul P, B piciorul oblicei, 

BO proecţiunea dreptei BA pe 

plan ; giccă unghiul ABC este 

mai mie de căt unghiul ABD 

“format de dreapta AB cu o 

dreaptă oare-care BD din pla- 

nul P și care trece prin B. 

Pentru a demonstra aceas- 

at, iei lungimile BD şi BC e- 

gale între ele. Triunghiurile 

ABC şi ABD au doă laturi egale una cu alta, adică:: 

AB este lature comună şi BC egală cu BD prin cons- 

trucţiune : laturile al treilea sînt peegale căci per- 

pendiculara AC este „mai mică de căt oblica AD. 

Prin urmare unghiul ABC este mai mic de căt un- 

ghiul ABD. | 

360. Observaţiune.— Dacă învărtim dreapta BD în 

plan, așa ca să o aducem în direcţiunea BC' opusă 

direcţiunei BC, unghiul ABD creşte neîncetat în miş- 

carea aceasta. In adever, din punctul B ca centru ŞI 

cu o radă egală cu BC, descrim cireumferenţa în pla- 

nul P şi să imaginăm că punctul D percurge arcul. 

CDC. In triunghiul ABD doă din laturi nu se schimbă 

şi anume AB și BD; însă laturea a treia AD se mă- 

reşte, căci punctul D se îndepărtează de punctul C, 

coarda CD se măreşte și prin urmare şi oblica ADa 
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cărui picior D, se îndepărtează de acel al: perpendicu- 
larei AC. se măreşte şi ea: din aceasta rezultă că 
unghiul ABD se măreşte. După ce BD a luat direc- 
țiunea BC, să continuăm a o învărti în aelași 
senz; unghiul ABD reia, în ordine inversă, aceleași 
valori. Aşa dar unghiul ABD este minimum cănd 
dreapta BD coincide cu proectiunea BC a dreptei BA 
şi maximum cănd BD coincide eu BC' care i, în pre- 
lungirea în senz invers a divecțiunei BC. 

361. Se numeşte unghiul unei drepte cu un plan 
cel mai mic unghiu format de dreaptă cu o altă dreaptă 
dusă în plan 'prin piciorul ei. Din cele “precedente 
videm că: 

Unghiul uneă drepte cu un plan, este unghiul format 
de dreaptă cu proecțiunea €ă pe plan. 

362. TEOREMA.— Fiind date doă planuri care 
se taie; dintre toate dreptele care se pot duce în umul 
din planuri” și prin un anume punct din: plan, aceia 
care face an unghiu. maă mare cu planul al doilea, este 
perpendiculara, la întersecțiunea pianurilor. 

Fie Planur ile P şi Q, MN intersecţiunea lor și A 
un punct în plânul Q. 
Duce perpendiculara AC 
din A pe planul P şi prin 

„piciorul C al acestei per- 
pendiculare duc CB per- 
pendiculară pe MN, şi u- 

_nimB cu A; dreapta AB 
este perpendiculară pe 

MN. 

  

Să ducem prin punc- 
tul A și în planul .Q o dreaptă oăre-care AD. Pro- 
ecţinnea dreptei AB pe planul P este BC, şi un- 
Shiul dreptei AB cu planul P este ABC. De ase-



mene, proecţiunea dreptei. AD pe planul P este CD,şi 
unghiul dreptei AD cu planul P, este ADC. Avem să 
demonstrăm că unghiul ABC este mai mare de căt 
unghiul ADC. “ ” | 

Să învărtim triunghiul dreptunghice ADC în jur 
de AC. până cel vom aduce în planul triunghiului 

ABC : laturea CD, ie direcţiunea CB şi fiind-că oblica 

CD este mai lungă de căt perpendiculara CB, punetul 

D se aşază pe prelungirea lui CB, în un punct E. 
Acum avem unghiul ABC exterior triunghiului ABE, 

egal cu suma unghiurilor ABB şi BAE; aşa dar un- 

ghiul ABC este mai mare decăt unghiul ARC saă de 
căt egalul seă ADC. | 

363. Problemă.-—Să se ducă o dreaptă care să în- 

lnească doa drepte date ne-situate în un plan, și să li fie 
perpendiculară. i 

Fie AB. OD dreptele date. Duc prin AB planul 
- P paralel cu dreapta CD. 

O dreaptă perpendiculară 
pe cele doă drepte date 
este perpendiculară pe .- 
dreapta AB și pe o dreaptă 
din planul P paralelă cu 
CD : prin urmare dreapta 
perpendiculară pe cele 
doă drerte date este per-. 
pendiculară pe planul P; 

astfel direcţiunea dreptei cerute este determinată : mai 
rămăne să'i determinăm pozițiunea. _ 

Dacă prin toate punctele dreptei AB, duc pei- 
- pendiculare la planul P, toate aceste perpendiculare 

formează un plan Q, perpendicular pe planul P, şi una 
din aceste perpendiculare, anume acea care întălnește 
pe CD, este dreapta căutată. Dacă, prin toate punctele 

dreptei CD, duc perpendiculare lu planul P, toate a- 
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ceste perpendiculare formează un plan R perpendicu-. 
lar pe planul P, şi una din“ aceste perpendiculare, 
anume acea care întălneşte pe AB, este dreapta căutată. 

Aşa dar, dreapta căutată este conținută în pla- 

V „murile Q și BR, prin ur- 
mare este intersecţiunea 

lor, MN. | 

364. Altfel.—Să du- 
cem un plan U perpen- 

“dicular pe AB şi un plan 
V perpendicular pe CD; 
intersecţiunea X.Y a aces- 
tor doă planuri are o di- 
recțiune.. perpendiculară 
pe ambele drepte AB şi 
CD; prin urmare perpen- 

diculara comună este paralelă cu XX: am determinat 

astfel direcţiunea dreptei căutate. Acum duc prin AB 

planul Q paralel cu XY şi prin OD planul E paralel tot cu 

NY ; întersecţiunea MN a planurilor Q și R întilneşte 

ambele drepte AB și CD, este perpendiculară pe fie- 

care. din ele, fiind căi paralelă cu XY; MN este dar 
dreapta căutată. „” - 

365. Cea mai scurtă distanță între doă drepte.— Fie 

AB,CD doă drepte în spaţii. Determin cum am arătat 

dineoarea perpendiculara comună MN. Die că aceasta 
este mai scurtă 
de căt ori-care 
altă dreaptă ce 
unește doă punc- 
te oare-care situ- 
ate respectiv pe 
cele doă drepte. 
In adevăr, să lu- 
ăm un punct E 
de pe CD şiun 
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punct H de pe AB: unesc Ecu H și.prin E duc per- 

pendiculara EF la planul P ; dreptele EF şi MN sînt 

egale ca paralele. cuprinse între paralele. Insă dreapta 

EH este o oblică la planul P, prin urmare este mai 

lungă de căt EF. 

366. Observaţiume.— Dacă s'ar cere numai lungi- 

mea celei mai scurte distanțe dintre doă drepte, atunci 

este de ajuns ase duce prin fie-care dreaptă, un plan 

paralel. cu ceialaltă dreaptă şi a lua apoi distanţa între 

aceste doă planuri. i 

387. Exerciţii. —1. Doă planuri perpendiculare pe un 

al tneilza şi cari trec prin doă linii drepte paralele, sînt pa- 

alele. Fie AB, CD, doă drepte paralele; din A și 9 ducem per- 

pendicularele Aa și Cc pe un plan P; planurile aAB, cUD sînt 

perpendiculare pe planul P ; aceste planuri sînt și paralele între 

ele fiind-că nughiurile aAD și cCD ai laturile lor paralele una 

cu alta. | - 

Din aceasta rezultă că proecțiunile pe unplana doă drepte 

paralele sînt paralele. 

2. Dacă o: linie dreaptă este perpendiculară pe un plan, 

proecțiunea ei pe un alt plan oare-care, este perpendiculară 

pe întevsecțiunea celor doă planuri. , 

Pentru că linia dreaptă și proecțiunea ei, formează ue 

plan. perpendicular pe ambele planuri, prin urmare și pe inter- 

secțiunea lor. 

3. O dreaptă de lungime constantă este supusă a se te- 

zema cu extremitățile ei pe doă linii drepte dreptunghiulare 

ne-situate în un același plan; se cere locul geometric a mnijlo- 

culuă dreptei de lungime constantă. Ş 

| Fie AB, CD dreptele dreptunghiulare date; EF dreapta 

de lungime constantă. Ducem GH. perpendiculară comună la AB, 

CD. Prin N, mijlocul dreptei GH. duc NI paralelă cu AB și NK 

paralelă cu CD ; planul INK taie EF în mijlocul ei m ceia ce 

se poate vide, ducăndu-se perpendicularele EI şi FK pe planul 

INK ceia ce formează triunghiurile IEm și FKm.
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Et | . Din aceasta :se conchide că 
A & Z B locul geometric este același ca a 

mijlocului dreptei IK care se razi- 
mă pe laturile NI şi NK ale un. 

i, Z ghiului drept INK. Lungimea IK 
este constantă căci Im d. e. este 

mp , laturea a treia a triunghiului drept- 
3 "unghie Elm a cărui laturi pE și IE 

sînt constante ; apoi Im=—Km. Mij- 
ZA locul laturei căutate IK este o cir- 

Pf " cumferenţă, căci Nm este egală cu 
C. jumătatea din 1K adică - este con- 

stantă. “ 
£. Se cere locul geoiitetric al punctelor egal depărtate «de 

doă planuri cari se îme, - - 
Acest loc geometrie se compune din planurile bisectoare a 

celor patru diedre formate. de cele qoă planuri. 
5. O linie dreaptă este de o potrivă înclinată pe doă 

Planuri cari se taie, atunci end punctele ei de întâlnire cu 
- Planurile sînt egal depărtate de intersecțiunea planurilor. De- 

mostrațiunea este ușoară, făcăndu-se figura. - 
Reciproca este adevărată, numai căt dreapta dată să nu fie 

paralelă cu planurile date, 
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 CAPITULUL IX 
- UNGHIURI TRIEDRI ŞI UNGHIURI 

POLIEDBI - 

308. Detiniţiuni. — Se numeşte unghii poliedru fi- 
gura formată de mai multe planuri cari tree prin ua 
punct fix şi se termină ia interseeţiunile lor. Figura 
“alăturată compusă din planurile: ASB, BSC, CSD, 

îi DSE, ESI. FSH, HSA care 
se taie consecutiv în: SA, 
SB, SC, SD, SE. SF, SH, 
este un unghtu: pohedru. 

Punctul S comun planu- 
rilor, este virful unghiului 

A) poliedru: dreptele SA, SB., 

“9 

       E 
e sunt crestele şi unghiurile 

2 SAB, BSC... formate de doă 
creste consecutive, sînt fețele unghiului poliedru. 

369. Cănd unghiul poliedru are numai trei fațe, 
"si prin urmare trei creste, atunci avem un unghiu 
"triedru. - i 

Un unghiu triedru este dreptunghic: când are un 
diedru drept, este bi-dreptunghic cănd are doă diedre 
drepte, şi tri-dreptunghic dacă tustrele diedrele sint 
“drepte, . 
„810. Un unghiu poliedru este numit convez atunci 
cănd prelungindu-se în toate direcțiunile una oare-câre 
din fețele lui, «l rămăne de o aceiaşi parte a feței. 
În cazul contrar unghlul poliedru este conca”. 

Un plan care întălneşte toate crestele unui unghiu 
:
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poliedru convex de e aceiași parte a virfului, taie su- 
prafaţa unghiului poliedru în.un poligon convex. 

371. Doă unghiuri poliedre SABCDE și SA BCDE 
sînt opuse la frf atuncă cănd eres- 
tele unuia sînt în prelungirea. cres- 
telor celuialalt. 
| Vom vide mai la vale că doă 
unghiuri poliedre opuse Tă” vărf ai 
teţele egale și diedrele lor egale unul 
“eu altul, însă în general nu se pot 
suprapune. | 

312. TEOREMA.—/n un tri- 
edru, una din fețe este mai mică de 

“cât suma, celorlalte doă. | 
Fie- SABC un triedru, a cărui feţe sînt ASB, BSC, 

. Ş și CSA ; dacă aceste feţe ar fi egale 
A între ele; "Teorema este evidentă. 

Dacă nu sint; egale între ele, atunci 
“este de ajuns să demonstrăm ca . 

cea mai' mare dintre fețe, d.e. ASB 
este mai mică de căt suma celor- 

--A£ alte; doă şi atuncă Teorema este 
DN demonstrată. | 

ot ur i Rae. în planul ASB, ungbiul 

BSD egal cu faţa BSC: laturea SD vine în interiorul 
unghiului ASB, căci prin ipoteză, acesta este mai mare 

„de căt, BSC. Tot în planul ASB duc o dreaptă care 
+-să taie liniile SĂ, SD, SB, de o aceiași parte a punc- 
--tului S; fie A, D,B punctele deintersecţiune respec- 
„_tive, Pe creasta SC iei lungimea SC egală cu: SD şi 
«apoi due un- plan prin C şi. dreapta AB ; acest plan 

- „taie. fețele: ASC" şi. BSC ale: unghiului triedru îri drep- 
| „tele AC.şi. BC. i îmi i | e 

Ls - Triunghiurile BSCi:şi: BSD. sînt egale, fiind-că ai 
„un: urighimegal cuprins «întreg: doă laturi. egale una cu   
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alta : priri urmare şi celelalte, doă laturi BO și BDisînt 

egale între ele. Aşa fiind:videm că porţiunea AD, 

care este egală en diferenţa între: iaturile AB şi BC a-le 

triunghiului: ABC, este mai. micăde căt latuvea a treia 

a aceluiași triunghiă ; atunci triunghiurile: ASD și 

“ASC aă doă laturi egale una cu: alta șilaturile al trei- 

leu AD și AC neegale. între ele, prin urmare unghiul 

ASD este mai mie decăt unghiul ASC avem dar: 

ungh. ASD-ungh. DBS<ungh: ASC-+ungh. BBC, 

"sai, ungh. ASB<ungh. ASC-+ungh. BSC. 

373. TEORMEA — Dacă se prelungesc “Grestele“a- 

"mau. unghiu triedru de ceialalia parte a virfului, se - 

- formează. unghiul triedru, opus la vîrf “celui "dintăă ; 

fetele, unghiului triedru al doilia sînt vespectiv egale cu 

„fetele celui dintăăi şi unghiurile Wiedre  a-le celui de al 

„doilea, sâni egale respectiv cu unghiiirile diedre a-le celuă 

__dintăi; adica aceste: doă unghiuri fpiedre ii aceleași 

elemente ; însă nu se pot suprapune de căt nuinaă 

„cand unul din umghiuaule iniedri are “doă fete egale 

Pie SABO; SA'B'E” doă unghiuri 
_tiiedri opusă la vîrf. Feţele ASC şi 

“A SC” sînt. egale ca opuse “la vit, 

1 dă asemene fdţele ASB şi BSU sînt. 

_ egale respectiv 'cu “taţele AB". şi 

* "B'SC “iarăși ca .opuse la văif. Apoi, 

diedrul BSAC, este egal că :“diedrul 

_B'SA'0” pentru: că sînt opuse la 

„creastă de asemene diedrele "ASCB 

“şi ASBC sint egale respectiv cu die- 
drele A'SC"B'și A'SB'C tot ca.opuse    . A „creastă. . Aa : _ pn Ec ti az ÎN 

> Să anătămiaeum-.că numai. dacă. doă, din..feţele 

„„unghiului-striedrus-: SABE, sînţ;egale,, între ele, -atunci
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cele doă unghiuri triedri opuse la virf se pot supra- 
pune. Fir feţele ASC şi BSC egale între ele: pun 
diedrul A'SC'B' peste diedrul ASCB aşa ca creasta SC! 
să vină peste SC şi planul SCB' pe planul SCA:; 
aceste doă unghiuri diedre coincid fiind-că sint egale 
între ele. După aceasta. observ că unghiurile BSC şi 
ASC sînt egale între ele fiind că amâăndoă sînt egale 
cu unghiul BSC, atunci rezultă că creasta SB' ie di- 
recţiunea SB: planul A'SB'  voineide prin urmare cu 

planul ASB.  Videm că cele doă unghiuri triedre 
sînt egale. 

Dacă acum am presupune, că unghiul triedru 
SABC n'aredoă feţe egale între ele, atunci suprapuind 
iarăşi unghiurile diedre ASCB şi ASCB. videm că 
creasta Sb nu ie direcţiunea SA, fiind-că unghiurile 
B'SC” şi ASC nu sînt egale între ele; de asemene, 
SA” nu mai vine peste SB, aşa în căt planul A'SB' 
nu coincide cu planul ASB. Cele doă unghiuri triedri 
nu sînt egale. - e 

3174. Ouservaţiunta I.— Cauza, pentru care nu 
putem face să coincidă doă unghiuri triedri, în caz 
cănd unul din ele n'are doă feţe egale, este că feţele 
întăiului unghiă triedru, nu sînt în aceiaşi ordine ca 
feţele din celalalt unghiu triedru. Aşa, în unghiurile 
triedri precedente, se vede că feţele egale între ele, 

" ASC şi A'SC” sînt, cea întăi la dreapta .şi cea de a doa 
la stănga crestei CC. 

375. Observafiunea II.—Tot ca în Peorema pre- 
cedentă se va 'demunstra că dacă se prelungesc crestele 
unui unghiu poliedru de ceialaită parte a virfului, se 
formează unghiul poliedru opus la virf celui dintai : 
fețele uughiului poliedru al doilea sînt egale vespectis cu 
feţele celui dintâi, și unghiurile diedre a-le celui de al 
doilea sînt egale respectiv cu unghiurile diedre a-le celui 
dintăi. Im general insă, doă unghiuri poliedre opuse
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la viif nu se pot suprapune fiind-că feţele lori nu sînt 
dispuse în aceiași ordine - . - 

Aceste proprietăți a-le unghiurilor poliedre opuse 
la vîrf, sînţ cuprinse în “un singur cuvănt şi anume 
se dice că sint, simetrice. - 

376. TEOREMA. — Dacă un unghia iriedru are - 
doă. feţe egale între ele, atunci și unghiurile diedre opuse * 
acestor feţe sînt egale între ele, şi reciproc. 

Fie SABC-un unghiu triedru cu feţele CSA și | 
CSB egale între ele, (figura din. urmă). - Prelungese 

crestele” de. ceialaltă parte a virfului S și tormez un- 
-_ghiul tiiedru SA'BO opus la vîrt celui dintăi. Aceste 

doă unghiuri _triedre „opuse la vîrf sînt egale după 
cum am văzut mai sus;-de unde rezultă că unghiurile 
diedre SB şi SA” sînt egale intre ele: însă unghiul 
diedru ȘA' este egal cu unghiul diedru SA ca opuse 
la creastă : aşa dar unghiurile diedre SB şi SA, opuse 
fețelor - epal6 CSA şi CSB din unghiul triedru SABC, 
sint egale între ele. 

Reciproea 'Leoremei se demonstrează prin un ra- 
ționament analog. 

3117. Corolar.— Dacă cele trei fețe d-le unu unghiu 
triedu sînt egale între ele, și cele trei unghiuri diedre 
sint-egale întve ele și veciproc. 

378. TEOREMA.— În ort-ce unghia triedru, la un. 
unghiu diedru mai mare se opune o față mal mare. 

„Fie unghiul triedru SABC, în care să presupunem 
„că unghiul diedru SB: este mai: 
mare de căt unghiul diedru SA... 

„. Prin creasta SB-și în unghiul die- 
dru ȘSB, ducem un plan BSD care 
-să facă cu planul BSA un unghiu 
diedru egal cu diedrul SA. Un- 
ghiul triedru  SABD avînd doă 

- unghiuri diedre egale. între:ele, 
| 16. 
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fețele opuse lor, BSD şi ASD sint egale între ele, Insă 

unghiul triedru SCBD dă: E 

ungh. CS B<ungh. OCSD-humgh. BSD, 

“vom ave dar, înlocuind fața BSD prin egala sa DSA, 

| „angh. CS B<ungh. CSD-+-ungh. DSA, 

sai ungh. CSB<ungh. CSA. . | 

379. TEOREMA.— n oră-ce unghiu poliedru con- 

vez, suma, feţelor este mai mică de căt patru unghiuri 

drepte. | Ii | 

So __» Pie SABCDE un unghiu po- 

| . liedru şi pe ABCDE poligonul 

convex căpătat prin tăierea un- 

-ghiului poliedru cu un plan. Con- 

-. siderăm : toate unghiurile triedre 

a căror virfuri sint A,B,C, D,E 

şi aplicăm la fie-care Teorema de la 

__8. 372 și avem neegalitățile: 

EAB<EA8+BAS, 
ABC< ABS+CB8, 
BOCD<BOS+DCS 

  

-adunănd toate aceste neegalități membru cu membru 

“avem neegalitatea | | 

BAB+ABO-+ BOD... EAS+ B4S+4BS+CBS-+ BOS+ DOS+...., 

în care videm că membrul întăi este suma unghiurilor 
interioare poligonului .ABODE, - şi membrul al doilea 

este suma unghiurilor de la baza triunghiurilor care 
toate aă acelaşi virf $. | 

Dacă la suma întăi adunăm 4 ungh.drepte vom 
ave de atătea, oră 2 ungh. drepte căte fețe are poliedrul, 
şi dacă la suma a doa adunăm toate unghiurile din 
S avem iarăși de atătea-ori 2 ungi.dreple căte . feţe
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are poliedrul, adică avem egalitatea: -  - 
„ BAB+ABO+BOD--...j-A4 ungh.drepte= 

HAS+BAS+ ABS+ CBS-+...bhunghiurie din S; 
Insă suma întăi fiind mai mică de căta doa, pentru 
“ca egalitatea aceasta să aibă loc, trebue ca 4 ungh. 
dreple să fie mai mare de căt unghiurile din 5: ceia 
ce era de arătat. a | i 

380. Observaţiune. Din 'Teoremele de la $$. 372 
379 rezultă că pentru a forma un unghiu triedru cu 
trei feţe date, trebue ca cea mai mare din feţe să fie 
mai mică de căt suma celorlalte doă, și ca stima celor 
irei feţe să fie mai mică de căt patru unghiuri drepte. 

| " Avem să arătăm că aceste 
doă condițiuni fiind înde- 
plinite, ele sunt. suficiente 
pentru existenţa triedrului. 

Fie ASB cea mai mare 
față şi ASC, BSC” celelalte 
doă feţe culcate pe pla- 

mul feţei: ASB, de o parte și de alta a acestei feţe; 
SC: și SC" provin din desdoirea crestei SCa unghiu- 

lui triedru. | 

Deseriă din punctul S ca centru, cu o raşlă oare- 

care, un arc de cere CC”: acest arc va fi mai micde 

căt o circumferență fiind-că suma celor trei fețe date 

este mai mică de căt patru unghiuri drepte. Duc per- 

pendicularele Ce și C'e” pe crestele SA și SB; arcu- 

vile AG şi Ac sînt egale între ele, precum și arcurile 
BO şi Be”; prin urmare, relațiunea 

arc ABarcA0-+arcBC 
care exprimă că fața cea mai mare ASB este mai mică 

de căt suma celorlalte doă feţe, se poate scri 
-  arcAB<arcActareBe. 

Această relaţiune arată că punctul ce vine între 

punctele B. şi c' și că punctul c' vine între ce şi A; 
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prin urmare, cele doă coarde Ceşi C'e” se încrucișază 
în un punet O în interiorul cerculuj CC”, - 

- Așa fiind. rădie în O perpendiculara OM pe pla- 
nul ASB, şi în planul DOM din punetul D' ca centru 
cu DC ca radă, descrii un arc de cere, care arc va 
întilni de sigur perpendiculara OM, fiindcă DO este 
mai mică. de căt DU. Fie M acest punct de întâlnire 
pe care'săl unim cu $: unghiul triedru SABM este 
format. de cele trei fețe date. In adevăr, ducem MD și 
ME ; aceste drepte sînt respeetiv perpendiculare pe 
SA și SB; în virtntea Teoremei celor trei perpendicu- 
lare; atunci triunghiurile SDM și SDC sînt egale între 
ele ca avănd ui unghiu drept cuprins între doă laturi 
egale una cu alta; rezultă dar că fața ASM este egală 
cu fața dată ASC, şi -că SM este egală cu SC. Apoi 
triunghiurile dreptunghice SUE și SCE aă ipotenu- 

“zile lor SM şi SC” egale între. ele, şi laturea SE comună, 
de: unde rezultă că fața MSB este egală cu ceialaltă 
faţă dată, BSC” Ii ă 

'381. Definiţiune.— Prin un punet O al unui plan 
P să ducem perpendiculara OM la plan, şi.o. oblică 
JON.. Dacă dreptele OM şi ON. sînt de o: aceiași parte 
a planului P, atunci unghiul MON, format de aceste 

drepte este ascuţii, find căi 
cuprins în unul din unghiurile 
drepte MOT saă MOL” for- 
mate de OM cu intersecţiunea 

- "TOT" 'aplanului MON cu pla- - 
/ „nul, pP.-- 
- 1.” Dacă cele doă drepte OM 

şi OX sint de 0 parte și de alta a planului P. atunci 
unghiul MON este obtuz fiind-că în “el se va afla unul 
din unghiurile drepte MOT sai MOT". ŞI reciproce, 
după: cum unghiul MON. este ascuţit. saă obtuz, se 
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4 _ poate afirma că. perpeudicu- 
| - lara OM şi obliea ON sînt de 

aceiași parte a planului P, 
sau de o: parte şi de alta. 

Astfel fiind, numim un- 
-- ghiu triedru suplementar unui. 
__unghiu triediu dat SABC, un 

“alt unghiu triedru SA'B'C, 
format în modul următor : - 

  

  

_ Prin vivful 5, due per- 
pendiculara SC”. la faţa ASB 
de aceiaşi parte cu SC în pri- 
virea planului acestei fețe ; 
duc perpendiculara SB' la faţa 

„ASC de aceiaşi parte cu SB, 
în privirea feței ASC, şi în 

“fine due perpendiculara SA” 
la faţa BSC de aceiaşi. parte 

cu SA în privirea planului feței BSC. 
- Unghiul triedru SA'B'C" astfel format, este suple- | 
mentar unghiului triedru  SABC. 

382. TEOREMA.— Dacă un unghiu triedru “este 
suplementar unui triedru dat, și acest unghiii triedru 
dat va fi suplementar cehuialalt. ăi 

Fie SA'B'C' un unghiu wiedru suplementar un- 
ghiului triedru SABC; zie că şi SABO este un unghiă 
triedru suplementar lui SA'B'C:. Pentru a demonstra 
“aceasta este de ajuns a arăta că SABO -rezultă din 
SA'B'O', aşa: precum acesta a rezultat din întăiul: saă, 
cu alte cuvinte că creasta SC d.-e. este perpendicu- 
lavă pe faţa A'SB' şi de aceiași parte cu SC în pri- 
virea planului acestei fețe. Prin „ipoteză, SA este per- 
pendiculară pe planul CSB şi prin urmare şi pe SC: 
de asemene SB' este perpendiculară pe planul ASC şi 
prin urmare şi pe SC; aşa dar SC este perpendicu-  



  

lară pe planul A'SB'. Mai mult încă, SC” este dusă 
perpendicularminte la ASB de aceiași parte cu SC, și 
prin urmare unghiul CSC” este ascuţit; așa dar per- 
pendiculara SC. la planul A'SB' şi oblica SC, formănd 
între ele un unghiii ascuţit, aceste doă drepte sînt a- 
şegdate de o aceiaşi parte a planului A'SB. 

383. TEOREMA.— Dacă, prin um. punct oare- 
care al crestei unui unghii diedru, se râdică perpendi- 
culare pe fețele sale, astfel ca fie-care din aceste per- 

_pendiculare-să. se găsască în privirea fetei pe care ea 
“este perpendiculară, de aceiași parte cu. ceialaltă. faţă, 
unghiul format de cele doa perpendiculare este suple- 
mentul unghiului plan corespundetor unghiului diedru. 

E | Din “un punct uare-care B 
al crestei BD a unui unghiă ddie- 
dru ABDC, “due perpendiculara 

_. BO” pe planul ABD de aceiași 
parte cu fața CBD, şi perpendi- 
culara BA” pe planul CBD de a- 
ceiași parte cu fața ABD. Planul 
acestor doă drepte taie fețele un- 
ghiului diedru în BA şi BO am- 

a bele perpendiculare pe creasta BD 
şi atunci unghiul ABC este unghiul plan corespun- 
getor unghiului diedru dat; die. că unghiul A'BC' 
este suplementul unghiului ABC. 

  

In adevăr, dreapta BC” perpendiculară pe pla- 
nul ABJD este prin urmare perpendiculară şi pe dreapta 
BA care trece prin piciorul ei în acest plan ; pentru 
acelaşi cuvînt, dreapta BA este și ea perpendiculară 
la dreapta BC“; prin urmare unghiurile ABC și A'BC' 
ai laturile lor perpendiculare una pe alta. Acum, 
dacă unghiul ABC este ascuţit ca în figura prece- 
dentă, atunciț unghiu A'BC' cuprinde în el unghiul 

=
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drept A'BC și, prin urmare este 

obtuz ; dacă unghiul ABC este 

-obtaz, ca în figura alăturată, a- 

tuncă unghiul A'BC' este cuprins 

„în unghiul drept ABC”, şi prin 

urmare este ascuţit. Așa dar 

în. amăndoă cazurile unghiul 

OC A'BO este suplementul unghiu- 

dai ABO. SE 

„C 384. TEOREMA. — Dacă 

considerăm doă, triedre suplementare, fie-care "unghii, 

diedru al unuia din aceste. unghiuri triedre este suple- 

Cup “mentul feţei opuse în celalalt. 

ă Fie SABC, și SABC 

doă unghiuri triedre suple- 

mentare, și să considerăm 

d. e. unghiul diedru SC. 

Dreapta SB' este perpen- 

 diculară la faţa CSA a a- 

| | _cestui unghii diedru și de 

aceiași parte cu SB, și prin. urmare. de aceiași parte 

cu faţa CSB a diedrului considerat ; de asemene, SA 

este o perpendiculară la fața CSA a diedrului în spre 

faţa CSA ; aşa dar unghiul -A'SB este suplementul un- 
> 

    

  

„ ghiului care măsoară diedrul SC, sai mai pe scurt, 

este suplementul a însuși diedrului SC. 

Tot astfel vom procede și cu celelalte doă die- 

dre SA şi SB. | 
“385. Observaţiune.—Să însemnăm prin a b, 6, 

numerii cari măsoară feţele și prin A,B,C pumerii 

cari măsoară unghiurile diedre a-le unui unghii trie- 

dru, unitatea de unghiă fiind unghiul drept. Numerii 

a'b',c cari vor măsura feţele, și A',B'C", cari vor 

măsură unghiurile diedre a-le unghiului triedru su- 

plementer, vor fi daţi de formulele
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o a=2—A, A'=2—a 
Si - d —=2—B, B=—2—b 
- 0=2—C, e Ode, 
Dacă cunoaştem vre-o proprietate a unui nnghii 

triedru, adică o relațiune între elementele a,b,c,4,B,0 
„a acestei figuri, aplicănd această relaţiune la elemen- 
tele abc, 4',B,0, a-le unghiului ţriedru. suplemen- 
tar și înlocuind aceste elemente prin valorile lor scoase 
din formulele precedente, vom avea o nouă relațiune 
între abc, AB,C, adică o nouă proprietate a unghiului „triedru primitiv precum, aceasta se poate vide din Te- 

-orema următoare: - a | 
386. TEOREMA.—/n un unghia triedru : 1. Su 

ma unghiurilor diedre este cuprinsă între doă, drepte 
“și șese drepte; 2. cel mai mic unghia diedru mărit 
cu doă drepte, este may mare de cât suma celorlalte 
doi, unghiuri diedre. | 

Î. Luăm notaţiunile -dela $ precedent și aplicăm 
uughiului triedru suplemântar Teorema de la Ş. 381 
ceia ce dă: | a 

| o<a'+b-ke'<4, Ă 
în care, înlocuim abc, prin valorile date de for- 
mulele «de mai sus şi avem: AR | 

0<2—A-r2—B-+2—0<4, 
saă | | 

„2<A+B+ C<6. 
2. Aplicăm iară unghiului triedru suplementar Teorema de la $ 374 și avem: | - 

| o a<+e, | 
în care făcănd aceiași înlocuire ca mai sus ni vine: - 

2—A4<8—B+2—C, saă A4A+2> B+0.
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387. TEOREMA. —Doă „unghiuri: triedre :. sînt e- 

gale în patru cazuri și anume : : 
1. Cănd ai o faţă egală adiacentă la:doă un- 

Jhiuri diedre egale unul cu. altul. și. dispuse. în același . 
mod. | ai o | 

2. Cănd aă um urighiu diedru egal cuprins între 
"do feţe egale una. cu. alta și: dispuse în acelașă „mod. 

3. Când ăi fețele lor egale una cu alta și dis- 
puse în același mod: o.“ Ma 

| 4. Când ai unghiurile lor diedre egale . unul cu 
altul și dispuse în același mod . a | 

1. Fie unghiurile triedre SABC și S'A'B'C! în 
Sai eari avem: fața ASB. 

| egală cu fața A'S'B' 
unghiul diedru SA e- 
gal cu unghiul diedru 
SA! și unghiul die- 
dru SB egâl cu un- 

_ghiul diedru SB'. Mai 
< presupun că dispoziți- 

p NB: __„. “unea elementelor este 
| aceiaşi în amăndoă un- 

   
__ghiurile triedre, adică un observator cu capul în S, 

cu dosul rezemat pe faţa ASB și privind creasta SC, 
are la stănga lui creasta SA şi la dreapta lui creasta 
SB ; un alt observator cu. capăl în: S' cu dosul reze- 
mat pe fața A'S'B și privind creasta S'C” să aibă la 
“stînga lui creasta S'A” şi la dreapta lui creasta SD. 

- Bie.că aceste doă unghiuri triedre sînt egale, 
adică se pot suprapune. In adevăr, aşez faţa 
A'S'B' peste egala sa ASB aşa ca S'A” să ceincidăcu 
SA și s'B' cu SB, creasta SC” vine în raport cu 
planul ASB, de aceiaşi parte cu SC, căci altfel dis- 
pozițiunea elementelor nu ar fi. aceiași “în cele doă 
unghiuri triedre. Cu chipul acesta, diedrele SĂ și



  

SA! fiind egale, planul A'S'C” se cplică pe planul 
ASC: de asemene diedrele SB şi S'B' fiind egale, 

planul B'S'C” se aplică pe planul BSC; prin urmate 

crestele S'C” şi SU se confundă și cele doă unghiuri 
triedre coincid. i | 

2. Cazul al doilea este corelativ cazului întăi, căci 

unghiurile triedre suplementare celor date, ai o față 

“egală adiacentă -la doă unghiuri diedre respectiv egale 

şi dispuse în mod asemene; ele dar se pot supra- 

- pune şi prin urmare și unghiurile triedre date se pot 

suprapune. = Mă - 
Demonstraţiunea directă nu: întămpină nici 0 

dificultate.  - : _. | 

3. Unghiurile triedre SABC şi S'A'B'C%, în care 
a „feţele celui _dintăi sint 

respectiv egale cu fe- 
țele celui de al doilea 

0 şi dispuse în același 
p, mod în amândoă un- 

. - ghiurile triedre. Ă 

Va fi de ajuns să demonstrăm egalitatea a doă 

unghiuri diedre analoage, d. e. SA și SA | 

| Să presupunem mai întăi că fețele ASB, ASC, 

cari enprind diedrul SA, sînt doă unghiuri ascuţite. 

In un punct oare-eare O de pe creasta SA să formăm 

unghiul plan corespungător unghiului diedru SA; 

adică, în punctul O ducem  perpendicularele OM 

și ON pe SA așegate respectiv în planurile. ASB şi 

ASC: unghiurile ASB şi ASC fiind. ascuțite, a- 

ceste perpendiculare ai să întilnească crestele SB 

şi SC în doă puncte M, N de aceiași parte eu 
punctul O în privirea punctului 5; unim M cu 
N. In unghiul triedru SAB'C, luăm pe creasta 
S'A” lungimea S'O' egală cu SO și apoi în punc- 
tul O” formăm unghiul plan M'O'N'. corespunde- 
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tor unghiulii diedru SA-. Să arătam că unghiurile 
plane MON și M'O'N' sînt egale între ele. Triunghiu- 
rile dreptunghice SOM şi S'O'M' sînt egale între ele 
fiind-că ai SO egală cu S'0O” şi unghiul OSM egalcu 
unghiul O'S'M'; tot asemene triunghiurile SON și 
S'O'N' sînt egale între ele; prin urmere triunghiurile 
SMN și S'M'N' aă un unghiă egal cuprins între doă 
latură egale una cu alta; în fine triunghiurile OMN și 
_O'MN' sint egale fiind că "si ai tustrele laturele lor 

egale una cu alta. Din egalitatea acestor doă triun- 
giură din urmă, rezultă egalitatea unghiurilor MON, 
MON. E - | 

Să presupunem acum, că fețele ASB și ASC 
cari cuprind diedrul SA nu sînt numai de cât ascu- 
țite, ci sînt niște unghiuri oare-care. 

E Cu începere de la 
„vrfurile S şi Ş și 

pe crestele celor doă 
unghiuri triedre, lu- 
ăm șese . Inngimi e- 
gale între ele: SA= 
SB=SC=SA=SB 
=S0C. Se formează 

şese triungiiini isoscele egale doă câte doă şi anuine 

  

" ASB egal en A'SB”, BSC egal cu BSC și ASC egal 

cu ASC, pentru că a câte un unghiă egal cuprins 

între doă laturi egale una cu alia; prin urmare triun- 

ghiurile ABC şi A'B'C” sînt egale între ele avănd câte- 

trele laturile egale una cu alta. Aşa fiind, considerăm 

unghiurile triedre a căror vîrfuri sînt „A şi A ; aceste 

ati feţele lor respectiv egale una cu alta și uughiurile 

SAB şi SAC, cari cuprind diedrul AS, sînt ascnțite 

fiind-că sînt unghiuri la bază de triunghiuri isoscele; 

prin urmare, în virtutea demonstrațiunei precedente, 
diedrul AS este egal cu diedrul A'5.
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4. Cazul 'al patrulea este corelatip cazului al tre- 

ilea, căci unghiurile triedre suplementare celor. date, 
aii feţele lor respectiv egale între ele şi dispuse în 
„mod asemene ; ele. dar se pot-suprapune și prin ur- 
mare unghiurile triedre date se_pot suprapune. 

388. Obserwaţiune. Observăm “că. este! analogie 
între proprietățile : unghiului triedru și” proprietățile 
triunghiului plan: feţele triedrului corespund cu latu- 
rile triunghiului și-. diedrele triedrului . la ungbiurile 
triunghiului. Iusă nu. putem dice că, dacă la o pro- 
prietate de-a triunghiurilor corespunde o proprietate 
de a triedrelor - reciproca este adevărată : căci d. e. 
din egalitatea diedrelor. a doă triedre rezultă egalita- 
tea fețelor lor uâa 'cu alta, pe când din_egalitatea un- 
ghiurilor a doă. triunghiuri nu rezultă de cât propor- 
ţionalitatea laturilo». _. 

359. Exereiţii—Care'i locul geonietric al punctelor egal 
depărtate de cele ircă fețe ale unui unghiu triedru 2, 

Feţele unghiului triedru fiind prelungite dincolo de vîrf, se 
"formează opt unghiuri _triedre. doă câte doă opuse la viril. 
Știind că locul geometric al punctelor egal depărtate de feţele 
anui unghiă diedru, sînt planurile bisestoafe aidiedrului și saplimen- 
lui seii, urmează că locul geometric al punctelor egal depărtate de 
fețele unghiului triedru se va compiine din patru drepte, care repre= 
„Zintă interstcţiunile plânurilor bisectoare a-le diedrelor triedrului. 

2. Carei locul geometric al puncielor din spaţii egal 
depărtate de. doă drepte care se taie? 

Proecţiunile tutoror acelof puncte. sînt bisectoarele unghiu- 
rilor formate de cele .duă drepte; prin urmare locul geometrie 
cerut se compune din doă planuri perpendiculare pe planul drep- 

“telor date și duse prin bisectoarele celor doă drepte. Aceste doă 
planuri sînt perpendiculare “unul pe altul. | 

3. Care? tocul geometric al punctelor egal depărtate de 
cele trei creste ale unui unghiii triedru dat ? 

Cu ajutorul problemei precedente se gasește că locul goo- 
metric căutat se compune din patru linii drepte.



8 — 

- 4. Planurile, duse- - perpendicula: pe fetele uuă “umgliiă 
triedru grin crestele opuse fețelor. trec prin o aceiaşi dreptă. 

"Fie SABC triedrul dat; Sa, Sb urmele a doă din planari 
pe BSC- şi ASC. Din Dde pe SC. due perpendicularele DaE şi 

DPF pe Sa şi Sb. Triunghiul DEF ars ca înălțimi pe Fa şi ED; 
şi prin ormare De. dusă prin_punețul O de întîlnire -a dreptelor 
Fa și ED. este_a treia înălțime. 

Este uşor de vădut apoi că CSe este perpendicular pe faţa - 
„ASB ; din aceste tidem. că - planurile în chestiune. trec prin. 
“dreapta s0. - 

5. Planurile duse prin , fie-care din. crestele aunută unghiă 
iviedru și bisectoară. feţe opusă crestei, trec prin. o aceeași 
dreaptă. ' 

Luim SA=—SB=S0; avem trianghiul ABC a cărui litri: 
întîlnesc bisectoarele în chestiune în M, N, P; punctul M este: 

mijlocul laturei BC căci “SM. este bisectoarea unghiului de Ia virf 
al trionghiului BSC. Cele trei planuri în chestiune sînt dar SAM. 
SBN,: SCP cari videm 'eă trec prin dreapta S0, “O fiind panetul 
de intersecțiune al meridianelor AM, BN, CP. 

6.0 secțiune făcută în un unghia. tricăru dreptunghic, 
prin un plan perpendicular pe una din creste, este un riun-, 
ghiu dreptunghie. 

Fie SA unghiul dtedru drept al triedrului SABC. Să con: 
siderăm un plan perpendicular pe SB d. e,, a cărui intersecțiuni 

cu fețele ASB, ASC și BSC să fie respectiv DE. EF, FD; DEF 
este. un triunghiii în- care FD este perpendieulară. pe 'DE, căci : 
FD este intersecţiunea a doă planură anume : DEF şi ASC ame . 

bele perpendiculare, pe ASB. 
Un unghiu triedru îridreptuaghic se taie prin: un: 

plan dare-care ; punteul de întîlnire al înălțimelor triunghiu-: 
luă de intersecţiune este proecțiunea vîrfuliă triedrului pe plan. : 

„Fie DEF triunghiul de intersecţiune. Di S seobor perpen-: 
diculara SO pe planul triunghiului. Planul drâptelor SD,.S0 care 

. sînt respectiv - perpendiculare: pe 
planutile BSC. DEF. este e! în- 

„suşi perpendicular -pe întersecţi- 
unea EF a aceştor doă planuri; 
așa dar și DO este perpendicu- 
dară pe EF şi fie d punctul lor. 
de întilnige.. Pot. asemene se xa 
vide că. ED este perpendiculară 

= p6. DF și FO pe DE;- prin ur- 
mare punctal 0, „ piciorul per- 
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pendicularei dusă din $ pe plan, este punctul de înţilnire ale 
celor trei înălțimi a triunghiului. -- . ..- Ra 

“8. Dacă se taie un unghiu triedru tridreptunghie prin 
un plan care întâlnește cele treă creste: 2. triunghiul format 
pe fie-care din feţe este medie proporțională între proecțiu- 
nea lui pe planul secant şi secțiunea - determinată de acest 
plan în triedru ; 20. patratul acesteă- secțiuni este egal cu su- 
ma palratelor proecțiunilor ei pe fețele unghiulul diedru. 

i, Considerăm figura precedentă. Observ că triunghiurile 
DEF, SEF și OEF aii aceiași bază EF și prin urmare sînt între 
ele ca înălțimile lor. Mai mult, triunghiul SDd fiind drepton- 
ghic în S și SO perpendiculură la_ipotenuza Dd, laturea Sd este 
medie proporțională între ipotenuză și proecţiunea sa Od pe a- 
ceastă linie ;” prin “urmare triunghiul SEF este și el medie pro- 
porțională între triunghiul DEF și proecţiuuea sa OEF pe pla- 
nul DEF. . - 

20 Din cele precedente eonchidem egalităţile următoare : 

- SFF2<O0EFXDEF, SDE?2=0DFPXDEF, - 

 SDE2=—0DEXDEF ; 

de unde prin adunare căpătăm 

SEF2+SDF23DE2—DEF2 

„9. Să se taie un unghii poliedru de patru feţe prin un 
plan astfel ca secțiunea să fie un paralelogram. 

Fie ABCD paraielogramul cerut; punctul de intersecțiune 
O al diagonalelor paralelogramulul se află pe intersecțiunea pla- 
planurilor ASC, BSD. De aici rezultă construcțiunea: prin ui 

-punct O al intersecțiunei planurilor  diagenale ASC, BSD duc 
dreptele AC și BD așa ca punctul O să le împartă în părți 

„egale. N 
10. Suma unghiurilor formate de crestele unuă unghiu 

iriedru cu feţele opuse, este mai niică de căt suma celor tre 
fețe, şi mai mare de căt jumătatea acestei sume. 

Fie Sa, Sb, Sc proecțiunile crestelor pe- feţele opuse. 

10, Avem ASa<ASB, BSBBS0, OSe<CSA, 
de unde prin adunare găsim - Ă 

„ ASa-PBSBH-OSe<ASB-|-BSC--OSA, 
20. Fie SO intersecțiunea . planurilor ASa, BSD, CSc cu 

feţele triedralui. Consider. triedrut SA BO. în care avem
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ASBAS0-|-B50 dă 

şi a fortiori - - a ou 

Ă - ASBASa-F-BS3. 

Tot asemene, stabilim neegalităţile următoare : 

BSC<ASa + 0Se, 
OSA<CCSc--ASa ; 

prin adunare și împărțind prin 2 avem: 

| ASa rasa rose p>ASEEBB0E 981. 

  

N 

 



  

CARTEA VL 
POLIEDRI 

“CAPITULUL 1 
PRISMĂ. PARALELIPIPED. 

  

390. Definiţiuni.— Se. numește poliedru un corp 
terminat; în toate părţile prin planuri. Poligoanele for- 
mate prin intersecțiunile planurilor sînt fețele polie- 
drului. și toate feţele la un loc constitue suprafața 

- poliedrului, Unghiurile poliedre formate de fețele po- 
liedrului, sînt unghiurile poliedrului ; vîrfurile acestor 
unghiuri sînt virfurile poliedrului ; linia dreaptă care 
unește doă virfuri nesituate pe o aceiași faţă este o 
diagonala a poliedrului. Ie . 

Un poliedru este convez. cănd se află cu totul de 
o aceiași parte a planului dus prin una din fețele 
sale. - ” i 

Un plan oare-care taie suprafaţa unui poliedru 
convex în un poligon convex, flind că acest poligon 
este cu totul de o aceiași parte a fie-căreia din drep- tele care'l formează. Așa dar, o linie dreaptă nu poate întîlni un poliedru în mai mult de doă -puncte.
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Când niimărul feţelor unui poliedru este 4, 5, 6.., 
poliedru poartă numele de zetraedru, _pentaedru,  he- 
Dedu Sa 

„892. Se numește prismă un "poliedru. care are 
doă fețe egale și paralele, unite prin paralelograme. 

„lată cum se „poate construi o prismă: luăm un | 
poligon oare-care ABCDE; prin vîrful A, duc o dreaptă 

oare-care AA' nesituată în același 
plan .cu poligonul şi prin celelalte 
“vîrfură duc dreptele BB", CC", DD, 
EE egale și paralele cu AA! şi de 
aceiași parte cu AA'. în privirea 
planului ABCDE; în fine ducem 
dreptele ; AB, BC, CD”, DE, 

să arătăm că figura ABCLyW, 
este un poligon egal cu cel datşi 

  

_ __ “turile poligonului dat. Mai întăi 
figura A'B'OD'E este plană căci dacă prin punctul 
A” duc planul - paralel -cu planul poligonului dat, a- i 
cel plan trece prin B, C, D, E, pentru că doă pla- 
nuri paralele interceptează lungimi egale, pe drepte 
paraleie. Apoi poligoanele aă laturile lor respectiv e- 
gale între ele, ca laturi opuse în un paralelogram, și 
unghiurile respectiv iarăși egale între ele ca avănd 
laturile -paralele și de același senz. Avem astfel o 
prismă. | e 

prismei ; paralelogramele ABBA”, BCCB.'.... sînt fețele 
laterale a “prismei ; latările AA', BB' sînt crestele la- 
terale a-le 'prismei. Sie , Ra 

Distanţa între bazele paralele este înalțimea pris- 
mei. 

__ Geon Em. C. Climescu IN d A 
- 

“şi EA. Toate patrulaterele late- . 
rale sînt paralelograme.  Rmâne - 

că laturile lui sînt paralelă cu ua- - 

Poligonele egale ABCDE, A'BOD'E' sînt bazele



os 

O prismă este triunghiulară, paivunghiulară, etc., 

după cum bazele sînt triunghiuri, patrulatere, ete. - 

O prismă este dreaptă sai oblică după cum feţele 

laterale sint; perpendiculare saă oblice, pe planurile 

"celor doă baze. a e 

392. Se numeşte paralelipiped, o prismă a cărei 

baze sînt paralelograme. _ 

| Un paralelipiped este drept dacă 

crestele laterale sînt perpendiculare 

pe planurile bazelor; în cazul con- 

tra» este oblic. Un paralelipiped. este 

“dreptunghic dacă bazele lui sint drept- 

- | "| unghiuri. Cele șese fețe a-le paraleli- 

a Ni pipedului stat -paralelograme : dacă 

paralelipipedul este drept, cele patru feţe laterale sînt 

“dreptunghiuri ; dacă paralelipipedul este dreptunghic, 

cele -şese fețe sînt” dreptunghiuri. .. 

393. 86 numeşte cub un paralelipiped dreptun- 

hie a cărui cele şese feţe sînt patrate. 

"394. Pentru a construi un paralelipiped este de 

i po ajuns să se cunoască un- 

E ghiul triedru format de cres- 

tele paralelipipedului care 

se înţilnese în ubul din vir- 

furi, şi lungimile acestor 

-creste. Fie d. €. unghiul 
triedru OABC şi OA, OB, 

OC lungimile crestelor, Con- 

struim în planul AOB, pa- 
EX „ valelogramul OADB ; apoi 

prin punctele A,D,B ducem dreptele AB, DF, FG 
paralele şi egale cu OC; se formează prisma OAD-. 
BGCEP a cărei baze sînt paralelogramele. OADB şi 
CEPG, prin urmare această prismă este. un parale- 
lipipea. a 
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Pentru a construi un -paralelipiped dreptunghie 
este de ajuns să se cunoască lnngimile crestelor ; a- 
ceste trei lungimi poartă nunitle de dimensiunile pa- 
ralelipipedului dreptunghic: . 

Pentru a construi un cub, este de -ajuns a cu- 
noaște lungimea uneia. din creste. 

395. TEOREMA. —dn un paralelipiped, doă feţe 
opuse sînt egale și pavalele. 

Să considerăm figura de mai sus. Bazele OADB 
și CEFG sînt egale şi paralele prin definițiune.. Să 
luăm doă feţe opuse, d. e. ADEF și OBGC; AD și 
OB sînt egale ca laturi pase în paralelograra ; DF 
și BG sînt iarăși egale între ele pentru același cuvănt; 
apoi unghiurile ADE și OBG sînt egale îutre ele pen- 
tru că aii laturile lor paralele și îndreptate în aceleași 
senzuri ; prin. urmare aceste doă paralelograme aă un 

„unghii: egal cuprins între 'doă laturi egale una cu. alta; 
așa dar sînt egale. 

396. Observăţiunea I. Urmează din Teorema pre- 
cedentă că un paralelipiped. poate ave ca baze doă, 
oare-care. din fețele opuse. 

“Dacă paralelipipedul este drepi, fără a f drept- 
amghic, îk vom pute considera ca o prismă dreaptă 
sali oblică, după cum vom alege fețele. care servesc 
de baze ; însă un paralelipiped dreptunghic va & tot- 
deauna. o prismă dreaptă, ori-eare ar fi feţele ce le-am 
lua ce baze. 

397. Observaţiunea Il. Inter secțiunea unul parale- 
lipiped prin un plan care întlânește doa fețe opuse este 
um paralelogram, căcă laturile intersecțiunei sint pa- 
ralele ca provenind din intersecţiuui de planuri para- 
lele prin un al treilea. . 

398. TROREMĂ .— Cele patru diagonale a-le unui 
paraiehipiped se taie una pe alta în părți egale. 

“Să luăm luăm AC şi DB, doă din cele patru
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diagonale a paralelipi pedului.: Aceste drepte sînt dia- 
" gonalele patrulaterului. ACCB”, sare este nn parale- 

logram, pentru că la- 
-turile opuse AD, CB 
„sîntegalesi i paralele; aşa. 
„lâr aceste. diagonale 

Bse taie una pe alta în: 
„doă părți egale. De a- 
“semene AC” și CA! 
sînt diagonalele parale- 

- logramuluiă ACCA' şi 
i | se împart una pe alta 

în doă părţi egale ; apoi BD" şi CA' sînt diagonalele 
“paralelogramului. A“BCD' “şi iarăși se împart în doă. 
părţi egale. Același punet O este mijlocul fie-cărei din 
diagonale, prin urmare avem. ceia ce era- de demons- 
trat. 

399. " Dbservaţiune. “Punctul: de intilnire O.a ce- . 
“lor patru diagonale “poartă nviimele de. centrul parale- 
lipipedului, 

Ori-ce dreaptă ce trece prin centrul O ȘI se măr- 
gineşte la suprafața paralelipipedului este împărţită de 
punctul O în doă părți egale. In adevăr, planul de- . 
terminat de această dreaptă şi diâgonala AC aie doă 
fete șa opuse în doă drepte paralele și egale între ele. d. 

„e. AK, CL; triunghiurile AOK și: COL sînt prin ur- 
mare egale şi atunci KO=LO. - 

400. Corolar. — Dacă paralelipipedul este dreptun- 
ghic, toate paralelogramele figurei sînt: dreptunghiuri. 

-D. e. paralelogramul ABC'D', este dereptunghie pen- 
- tru că creasta AB este perpendiculară pe fața AA'D'D. 
„Diagonalele unui paralelipiped dreptunghic fiind egale, 
cele patiu diagonale a-le lui sînt egale între ele. 

În această ipoteză triunghiurile AD'B, AD'D fiind 
dreptunghice daă : ,  
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BD 2—AB--AD'*, AD2—4D *FDD'2—AD*--AA 
prin urmare . 

BD'—AB*-AD"-FAA 2 
- Așa dar, patratul diagonalei unui păvalelipiped 

dn reptumghic este egal cu suma pat aielor celor trei di- 
mensiună 'a-le luă. 

Pentru cub vom dice; patratul diagonale. u- 

nui cub este egal cu de trei ori patratul.. laturei sale. 
401.— TEOREMĂ — e cțiunile făcute în o prismă 

prin doă planuri paralele sînt doă. poligoane egale 
între ele. | 

Fie AH o prismă și MNOPQ, RSTUV secţiunile 
făcute prin doă planuri paralele. Să considerăm faţa 
ABGF; planurile secante o taie în dreptele MN și RS; 
aceste planuri secante. fiind paralele între ele, dreptele 

MN și RS sînt şi- ele paralele 
între ele ca provenind din in- 
tersecțiunile a doă planuri pa- 
ralele prin un al treilea; atunci, 

“rezultă că patrulaterul? MNSR 
este un paralelogram și prin ur- 
mare MN—SR.- Tot asemene 
vom vide că: NO este egală și 
paralelă cu ST, OP eu TU, etc... 

Aceste poligoane aă și un- 
ghiurile lor egale unul cu altul; 
căci d. e. unghiul MNO are la- 
turile lui MN şi NO paralele și 
de acelaşi senz, cu laturile RS 
şi ST a-le unghiului RSIT, ete. 

Aşa dar secţiunile MNOPQ şi RSTUV sînt poli- 
goane' cu laturi și unghiuri egale unul cu altul, „prin 
urmare sint şi egale i între ele. 
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402. Corolar.— Dacă planul secant este paralel cu 
baza prismei, secțiunea căpătată este egală cu baza. 

Dacă prelungim crestele laterale  a-le prismet din- 
colo de baze, demonstrațiunea precedentă se aplică Și 
în caz cănd secțiunile sănt exterioare prismei, sai chiar 
cănd ar fi în parte interioare şi în „parte, exterioare. 
In ori-ce caz, planurile secante trebue să întilnească 
toate crestele laterală, 

403. Definiţinne.— Se. numeşte secțiune dreaptă a 
unei prisme, secțiunea determinata în prismă prin un 

plan perpendicular. pe crestele laterale. - 
404. TEOREMĂ. — Aria laterală a unei prisme 

are ca măsură productul perimetrului secțiunei . sale 
„drepte, prin creasta ei laterală. 
„Fie AH o prismă și MNOPQ secţiunea ei ăreaptă. 
Laturile poligonului de. secțiune - dreaptă sînt înălţi- 
mile paralelogramelor cari formează aria laterală a 
prismei și bazele acestor paralelograme sînt csestele 

“laterale a' prismei. Suma măsurilor lor va fi dar: 
AFXMN--BGXNO-.....FLEXXOM=AFXX[MN--NO...-+0M); 
po 405. Corolar. — Dăcă prisma 

=> este dreaptă atunci - secțiunea sa 
al! A dreaptă este egală cu baza și creasta 

' & iaterală este înălțimea prismei; prin 
4p. urmare : aria laterală a unei pris- 
ho til me drepte are drept măsură pro- 

4|.  ductul perimetrului bazei prin în- 
nălțimea, că. 

  

  

      

A 406. TEOREMA. —Doă pris- 
Z JE me sînt egale dacă ai un unghii 

[ J diedru egal, cuprins între o baza și 
Z 2 o față laterală egale una cu alta 

și aședate în ac-lași nod. 
Fie” doă prisme AK, AK" eu bazele lor ABCDE, 

A'B'O'DTP' egale între ele, cu feţele lor laterale ABGF,
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A'B'G'F' egale între ele și unghiul diedru AB egal 

cu unghiul diedru A'B'; gie că aceste prisme sînt e- 

_ d pe gale, dacă fe- 

La „ ţele lor egale 

. : sînt aședate în 

GC: acelaşi mod în 
planurile lor 

__respeetive. 
- Suprapun 

, poligoanele de- 

Z bază făcăndu-le 

hu > să coincidă; a- 

op Lp tunci planul 
d Ne ,. ABG' se a- 

| e, O plică pe pla- 

nul ABG; din cauza. egalităței diedrelor AB, AB-. 

Paralelogramele ABGF și A'B'GE" fiind prin ipoteză 

egale și aşegate în același mod în planurile lor res- 

pective, rezultă că unghiul -A'B'G” este egal cu. un- 

ghiul ABG ; creasta B'G' ie direcţiunea BG şi aceste 

drepte fiind egale, extremităţile lor G şi G' se con- 

fundă. - Do NE 

După ce am stabilit coincidenţa bazelor inferi- 

„oare şi a crestelor B'G, BG, este ușor de văgut că 

crestele laterale CH”, CK...a-le prismei AK" se a- . 

plică respectiv pe crestele CH, OK... a-le prismei AK 

“ “Bind că sînt paralele între ele și virfurile bazelor su- 

perioare coincid doă căte doă. a 

Așa dar prismele AK, A'K” putindu-se suprapune 

“sînt egale între ele. 
407. Corolar Î.—DDoă prisme drepte sînt egale dacă 

ai. bazele și înălțimile lor egale una cu alta. 

In adevăr, unghiul diedru drept AB (figura de 

:sus) este egal cu unghiul diedru drept A'B' şi drept- 

ghiurile ABGF, A'B'G'F”. avind bazele şi înălțimile 

egale una cu alta, sînt egale între ele. - 
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Prismele au dar un unghii diedru egâl cuprins 

între o bază şi o față laterală -egale una cu alta şi 
în același mod aședate ; prin urmare, sînt egale. 

__ 408. Corolar II. —Exact 
în același mod se poate de- 
monstra că doă prisme drepte 
trunchiate care au. aceiași 
bază și crestele laterale egale 
una cu alta, sînt egale. 

409. TEOREMA.—0 pris- 
„mă oblică este echivalentă, cu 

O prismă dreaptă, avînd ca 
înalțime una din crestele late- 

“rale a prismei oblice și ca bază, 
secțiunea dreaptă. a acesteia. - - 

„Să luăm prisma oblică 
AH. Prin punctul G' de pe 
creasta BG să ducem secţi- 

4 A „unea “dreaptă F'G'H'KL. 
îi ____ Prelungim creasta BG sub 

bază de o lungime BB' egală cu GG” şi prin punc- tul B” să ducem un plan paralel eu planul secţiu- nei drepte. Intersecţiunea acestui plan cu crestele 
laterale prelungite a-le. prismei, vor. determina un 
poligon A'B'C'D'E* egal cu poligonul: F'G'H'K'L. 
Vom “ave dar o prismă A'H” care va fi dreaptă a- 
vînd ca bază secţiiinea dreaptă a prismei oblice AH 
și ca, înălţime creasta BG a acestei prisme oblice, 
căci B'G'=—BG. o [ | 

Prisma oblică AFI și prisma dreaotă A'H' ai 
O parte : comună auume “prisma trunchiată AH”. Pentru a demonstra echivalența celor doă prisme, este de ajuns să demonstrăm că. prismele : drepte trunchiate A'C și F'H' sînt egale între ele. Aceste doă prisme drepte trunchiate au bazele lor AB'ECD,, 
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F"G'H'K'L” egale înrre ele; apoi AA=F'F căci 
A'A este creasta laterală sau înălţimea prismei drepte 
AH' minus AF” și LE este creasta laterală a pris-. 
mei oblice AH minus tot AF”. De asemene avem 
BB=G'G, CC—H'H: ete. Așa dar aceste doă pris- 
me drepte trunchiate (Ş. 4083) sînt. egale. 

410. TEOREMA.— Planul dus prin doă creste 
opuse a unui paralelipiped, împarte păraielipipedul în, 
doă prisme triunghiulare echivalente. . 

Fie: paralelipipedul AG, în care, crestele BF, 
C DH sînt-opuse una la alta; 
__aceste drepte fiind paralele 
între ele, căci sînt amăn- 
doă paralele cu AE, sînt 

“în un „plan şi planul lor 
împarte  paralelipipedul în 
doă “prisme triunghiulare 

q ABDEFH, BCDFGH care 
dic. că sînt echivalente. 

Duc planul MNOP 
perpendicular pe crestele 
laterale a prismei și avem: 
prisma oblică ABDEFH 

4 | este echivalentă ($. 409) 
- cu prisma dreaptă care ar 
ave ca bază secţiunea “dreaptă MNP a prismei oblice 
și ca, înălțime creasta ei laterală BF ; de asemene, 
prisma, oblică BODFGH este echiv alentă cu prisma, 
dreaptă care ar ave ca bază secțiunea dreaptă NOP 
şi ca înălțime BF. - Insă “bazele: MNP, NOP sînt 
egale fiind-că ai toate laturile egale una cu alta; 
prismele drepte aii şi aceiași înălţime BF ; prin ur- 
mare ele sînt egale. Aşa dar, prismele oblice ABDEFH 
BCDFEGH sînt echivalente. 

411. TEOREMA.— Doă a parallipipede drepiun- 
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ghice cu baze egale sînt. proporționale cu înălțimile loi. 
„Fie doă paralelipipede dreptunghice ABCDEF GH, 

ABCDEKLMN, cari ati aceiași bază ABCD şi ca în- | 
nălțimi unul AE și celalalt AK, 

fe A Să presupunem că 

se cuprinde d. e. de 3 
ori în AE și de d ori 

  

  

milor este 37. Dacă prin 
punctele d împărțire 

o: de pe AK, ducem pla- 

  

  

  
      ABCD, împărțim  para- 
  

A 2 lelipipedele dreptunghi- i] 
ce date, în alte parale- 

lipipede dreptunghice egale între ele, fiind că ai + 
baze egale și înălțimi egale. Insă, paralelipipedul î; 
ABCDEF GH conţine 3 de aceste paralelipipede . 
dreptunghice egale, și paralelipipedul ABCDKLMN 4 
conţine 5 ; videm: dar că raportul între cele doă % 
paralelipipede dreptunghice date este 3/,, adică ef 
gal cu raportul înălțimilor lor. 

Dacă înălțimile . AE şi AK nu araveo comună ; 
măsură, atunci se va procede cum se arată în nota 

de la $. 113, şi se va vide că egalitateă între ra- 
„porturi subsistă. 
> 412, Observaţiane. In un paralelipiped dreptun- 
ghic, -putem lua ca bază una oare-care din feţele 
sale ; laturile dreptunghiului luat ca bază sînt doă. ;. 
din cele trei dimensiuni a paralelipipedului şi înăl- 
“țimea corespundetoare este a treia dimensiune. '[e- ! 
orema precedentă „se „poate dar enuncia și. precum ; 
urmează : 

înălțimile AE şi AKaă 
o eomună măsură care. 

în AK; raportul înălți- - 

nură paralele cu baza + 

di
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- Doă paralelipipede drephuighice câri ai doă di- 

mensiună comune sînt proporționale cu al treilea di- 

mensiuurii. i Sri 

418. TEOREMĂ. —Doă paralelipipede — dreptun- 

ghice cari. dă aceiași înălțime. sint proporţionale cu ba- 

zele lor. = Ie Li | 

„Fie P-şi P” doă paralelipipede dreptnngliice 

cari să aibă aceiași înălțime h, şi a căror baze res- 

pective: B, B' ai ca dimensiuni lungimile a,b şi ab. 

Construesc un paralelipiped dreptunghie P” cu di- 

mensiunile hab': - _ 

Paralelipipedele P şi P” ait doă dimensiuni co- 

mune anume f şi a şi prin urmare sînt prOporțio- 

nale cu al treilea dimensiuni ($. 412); adică avem: 

. po 

N pb | 

- Paralelipipedele P” şi P” ai și ele doă dimen- 

siună comune h şi b' și sînt prin urmare proporțio- 

nale cu al treilea dimensiuni; adică avem - - 

p"_ a - _ 

5 Pa i 

- Inmulţese membru cu membru aceste doă ega- 

tități și suprim. factorul comun pP” ceia ce dă:- 

_P __ axb | | 

Pax 

Inză bazele B și B' ale paralelipipedelor sînt 

dreptunghiuri și raportul lor este egal cu raportul 

productelor aXI, a'Xb' ($. 252); așa dar 

Pb __B 
p' B" o 

ceia ce demonstrează "Teorema. 
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414. TEOREMĂ, 
Jhice oare-care sînt proporționale cu produciele bazelor 
prin înălțimile. lor. Ă - 
„Fie P,-P” doă paralelipipede dreptunghice, a- 
vînd ca baze. dreptunghiurile B, B' șI ca înălțimi 
lungimile 4, %. Construese un paralelipiped P” cu 

„baza B și. înălțimea, Pf. Paralelipipedele P şi P” a- 

  

vînd aceiași bază sînt proporţionale cu înălțimile 
lor, adică avem: ; 

Ph ST i 
7 pp 

apoi, paralelipipedele dreptunghice P, P avinda- 
vceiași înălțime, sînt proporționale cu bazele lor, și 
avem 

P'_B 
pp” | 

Înmulțesc aceste: doă egalităţi, membru cu 
membra și suprim factorul comun P”,- ceia ce dă: 

- P__BXA - 
PO BR 

ceia ce demonstră “Teorema; . 
| „415. TEOREMĂ.— Volumul unuă - paralelipiped 

„ dreptunghic este egal cu productul bază prin înălțimea 
luă, dacă să te ca unităţi de volum și de suprafața 
cubul și patratul făcut pe unitatea de lungime. 

Fie P un paralelipiped dreptunghic a cărui bază este B și înălțime 4; iei ca unităţi de volum 
. Și de suprafaţă cubul și patratul construit pe uni- 

tatea, de lungime ; aplicănd Teorema precedentă. la, „pâralelipiped și la cub avem: | 
PB , 
TTXT saii P=Bx4. 

  

SE 
Doă, paralelipipede dreptun- 
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Insă; numerii P, B și A sînt măsurile  respec- 

tive a paralelipipedului dreptunghic, a bazei și a 
înălțimei lui. Egalitatea, din urmă exprimă că: nu- 

mărul căre reprezintă “măsura paralelipipedului drept- 

unghie, adică volumului, este egal cu produclul celor 

doi numeră cari reprezintă măsurile bazei și a înăl- 

țimet dai. a - ! 

. De ordinar se enunţă acest rezultăt mai pe scurt 

“în modul următor: Volumul paralelipipedului drept- 

unghic este egal cu productul bazei prin înălțimea lui. * 

4316. Corolar L.—Fie a și b dimensiunile drept- 

unghiului de bază B; ştim că avem ($..253): 

| -B=axb _ Dă 

prin urmare pntem seri: | 

i P = ax0Xh ; 

această, egalitate exprimă că volumul paralelipipedu- 

luă dreptunghic este egăl cu productul celor trei dimen- 

siună a-le bă. Se | - 

Din aceasta rezultă că măsura paralelipipedu- 

ai dreptunghic nu atîrnă de unitatea de suprafață. 

417. Corolar II.— Volumul unui cub este egal cu. 

productul celor tret dimenstună d-le lui, sai cu puterea 

a treiă a laturei lui. Aa | 
Reciproc, puterea a treia a unui număr oărz-care 

poate fi considerată ca volumul, unui cub a cărui. lun 

gime de lature este reprezentată “prin acel număr. 

Acest corolar și reciproca lui explică sinonimia 

cuvintelor cub şi -pulerea a treia a unui numer..- 

418. Observaţiune.— Dacă luăm. ca unitate de 

lungime metrul, atuncă metrul patrat va fi unitatea 

de suprafaţă; și metrul cub unitatea de volum. 
Un metru cub are 1000 de decimetri cubici și 

1000000 de centimetri cubici. - 
419: TEOREMA.— Volumul una paralelipiped
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„0are-care este egal cu productul bazei prin înălțimea, luă. 
Teorema aceasta âm demonstrat'o în ce pri- 

„Yește paralelipipedul dreptunghic. Rămăne so de- 
monstrăm pentru. paralelipipedul drept și oblic. 

„10, Fie un paralelipiped drept AG, a cărui bază 
/ „este. paralelogranul ABCD 

A Hi G ȘI înălţime „ALE. Prin un 
punct-al unei creste de a 

„unei baze, d. e. A, due 
planul perpendicular pe 

AEH'D” este un: dreptun- 
ghii pentru că “fețele _o-   

  

zele ABCD și EFGII; - 
„Apoi, observ că paralelipipedul propus AG este 
echivalent cu paralelipipedul drept ($. 409) care are 
ca bază secțiunea dreaptă ARID" și ca înălțime 
AB. Însă, acest al doilea, paralelipiped drept. este 
drepturighic, pentru -că baza, lui este un dreptunghi ; 
el are dar drept măsură productul AEXAD x AB. (Ş. 415). Dar atunci, și paxalelipipedul AG are drept mă- 

, ă sură acest. product 
AB x AD' x AB; 
însă AB>xxAD” este 
măsura bazei AB- 
CD; aşa dar, pa- 

„ralelipipedul AG 
este egal -cu baza 
ABCD; înmulțită cu 
înălțimea lui, AF. 

Sa - 2%, Fie acum paralelipipedul oblic AG a cărui bază este parale- logramul ABCD. Prin un: punct al unei creste de a 

sînt perpendiculare pe ba- 

  

  

„creasta. AB; _ secţiunea. 

-puse a-le paralelipipedului: 

|



au aa 

unei baze, d. e. E, duc planul EKN perpendicular 

pe creastă, și observ că paralelipipedul propus este 

echivalent cu paralelipipedul drept care ar ave câ 

bază, secţiunea dreaptă, EKNM şi ea înălțime crea- 

sta FF. | A i 

“Duce din E perpendiculara EO pe planul bazei 

ABCD ; această dreaptă este în același timp înăl- 

ţimea,. paralelipipedului propus AG și a paralelo- 

gramului EKNM, căci este cuprinsă în planul aces- 

tui paralelogram și'i perpendiculară. pe KN. Avem 

day: paralelipipedul drept are drept măsură pro- 

ductul EOXKNXEF ; paralelipipedul oblis AG are 

și-el drept măsură tot acest produet; însă ENXEF 

este egal. cu ENXAbB care este măsura bazei ABCD. 

Aşa dar paralelipipedul propus AG are drept mâ- 

- sură baza ABCD înmulțită ca înălțimea lui, EO. - 

420. TEOREMA- - Volumul: unei prisme &ste egal 

cu productul, bazei prin îmălțimea E. o 

“7. Consider mai întăi o prismă triunghiulară 

£: a cărei. bază este “triunghiul 

o ABC și înălțime FI. Duc prin 

A fie-care din extremităţile cres- 

telor AB, "AUG, AF, un plan pa- . 

ralel cu celelalte doă; cu chi- 

ul acesta formez paralelipipe- 

„dul ABHCDKEF; planul dus 

> prin. crestele 'opuse” BD, CE 

“ împarte paralelipipedul acesta, 

în- doă. prisme ABCDEF, 

_ _ BCHDEK echivalente între ele 

($, 410); prin unnare paralelipipedul _ este dublul 

prismei propuse. Paralelipipedul are drept măsură 

productul 2 ABCXEFL aşa dar prisma va ave de 

măsură produetul. ABCXEI, adică productul bazei 

sale ABC prin înălțimea ei, FI. 
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Fie acum o prismă poligonală ; 0“ descompun 

Ă în prisme triunghiulăâre, ducînd 
planuri prin creasta laterală, 
AF şi prin fie-care creastă CH, 

- DK paralelă cu AF' și nesitu- 
„ate în aceiași față. Toate aceste 
„- prisme triunghiulare asi aceiași 
NE înălțime, care este Și înălţimea, 

prisme: poligofiale, și ca baze 
triunghiurile ABC, ACD; ADE 
în cari poligonul de bază este 
împărțit de  diagonalele .AC,- 
AD. Insemnănd prin ] înălţimea, 
prisme avem : | - vol. prisme ABC I- AOCDXI-L-ADEXI 

  

  

(AB A CD-+ADE)XI=ABCDEXI; 
adică volumul prismei poligonale este egal cu pro: „duetul bazei sale ABCDE prin înălţimea, eă I. 

421. Corolar î.—Dod prisme cari ai: baze echi- valente sînt proporționale cu înălțiinele lor. : i 
Doă, prisme cari au aceiaşi înălțime sînt propor- ionale cu bazele. lor. 
422. Corolar-I1.—Dod prisme ăuă volume  echiva- lente, dacă, bazele lor sînt învers proporționale cu înăl- țimile lor. 

i 
Fie Po prismă a- cărei volum să fie V, baza B și înălțimea I: fie P' 6 prismă '-a cărei volum 

să fie V”, bază B” şi înălțime T. i 
Prin ipoteză avem BXI=B'XI; 

însă -  V=BXI, și V=B'XI; 
prin urmare V=V, 

423. Exereiţii.—Z. A calcula, cu aprozimaţiune de un „ decimetru cub, volumul unei prisme drepie, a cărei bază este un hezagon regulat; laturea bazei este 1,56 și îndlțimea. 2m 45, .



avem dar: 
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a 3X(1n,56)V/3; - 
„ Saprafața hexagonului este AX(9I 5, prin urmare 

a 3X(1e,56):/3XX22,45 
volumul prismei ostg i X(:BOE C2n40, făcând câlculile -gă- 

sim : 153 49ân3. | a . o 
- 2. O prismă dreaptă a cărel bază este un triunghiă 

ecvilateral, are un volum egal -cu 15 și înălțimea egală cu 
0,80. Să se calculeze -laturea bazei. E 

_ Insemnănd prin c laturea iriunghiului ecvilateral și H înăl- 
- _ _ 9 Pai ” - 

. RR , c*HV 3 - , 2 . a. FR 
țimea prismei, avem vai 3, sai, înlocuind cu cifrele din 

enuncii avem : 

cV 3 X0,8—1, de unde 53:   
_ 4 

Făcând calculile găsim : c—1",70. , 

3. Volumul unei prisme “triunghiulare este egal cu Ju- 

mătatea produciuluă uneia: din fețele laterale prin distanța 
acestei fețe la creasta care-i este opusă. 

Se complectează . paralelipipedul dublu prismei, :şi se vede 

cu ușuririță ceia- ce se. cere. . - e 

4. Pe trei drepte paralele nesituate în un acelaşă plan, 

se ieă lungimile A4'=BB'—00 ; volumul prismeă, triunghiu- 
lare AA'BB'O0' este acelaşi, ori-care ar fi pozițiunile res- 

pective a crestelor AA', BB", CC. | 

Pentru că ori-cum vor fi aşegate aceste trei lungimi pe 

cele trei paralele, volumul prismei este echivalent cu volumul 

prismei a cărei bază este triuughiui a cărui virfari sînt în un 

plan perpendicular pe paralele şi a cărei înălțime este AA”; şi 

volumul acestei prisme este constant. , 

"5. Suma distanțelor de la vârfurile ună paralelipiped 
la un plan. exterior, este egălăi cu de opt oră distanța de la 

punctul de îintersecțiune al diagonalel; paralelipipedului la 

acelaşi plan. E e 
Fie O punctul de intersecțiune al diagonalelor. paralelipi- 

pedului ; luăm diagonala AOA” și fie aoa' proecțiunea.ei pe planul 

dat.. Figura Aaa'A' este un trapez și 00 este semi-suma bazelor ; 

200-—AaţA'a ; 

de asemenea avem : | 

Geom. Elem. „C, Chmaescu i "18



— sii 
200==Bb+B'b 
200=Cc+ Ce 
200=Bd+-D'd', i 

de unde prin adunare, găsim ceea ce ni trebue. 
6. Fiind dat un paralelipiped și un plan exterior, « 

găsi locul geometric al punctelor din plan ast-fel ca suma 

patratelor distanțelor lui ia cele opt îrfuri a paralelipipedului 
să fie egălă cu un patrat dut. - 
- Fie M un punct al locului în planul P, și fie o proecţiunea 

-p& acest plan a centrului O al paralelipipedului. Consider diago- 

nala AA” şi unesc M cu A, O și A”; dreapta MO este mediană 

îu triunghiul AMM' și avem ($. 97): 

20M2--204 2=—MA?4+ MA? ; 
mai avem încă trei relaţiuni, privitoare la celelalte trei diagonale. 
Prin adunare se capătă: | | 

Dăi2 K22(04A2-+-0B2--00*4+-0D?) 
8 

în care K2? reprezintă patratul dat. 
"Apoi OMo este un triunghiii dreptunghic și dă 

_0M2=0M2—00? ; 
înlocuim OM prin valoarea sa de sus și conchidem că 0M este 

o cantitate constantă și că prin urmare locul geometric-al punetu- 

imi M este o circumferență a cărei centru este o. 

    

CAPITULUL 1 
PIRAMIDE 

424%. Definiţiani. Se numește piramida un. polie- 
dru compus din o față poligonală oare-care şi ce- 

A - . o > A ! ? - 

lelalte fețe sint triunghiuri a căror baze sînt laturile 
poligonului și a căror vîrfură se confundă în un punct 
exterior feței poligonale: | | 

„Aşa, fie d. e. poligonul ABCDE și Sun punct 
nesituat, în planul acestui poligon. Corpul, cuprins 
între fața poligonală ABCDE și fețele triunghiulare 

ze
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SAB, SBC, SOD, SDE, SEA, 
- este o piramidă. ag 

| 495. La o piramidă, po- 

ligonul este: baza piramidei 

şi vîrful comun triunghiurilor 

piramidei este vîrful ei. Luun- 

gimea perpendicularei dusă 

din vîrf pe bază este înălțu= 

mea piramidei, -- . .-: 

Suma feţelor. triunghiu- 

lare a-le unei. piramide. este 

  

8 LA 

aria laterală a ei. | - 

426. O piramidă se califică după felul bazei; 

ast-fel după cum baza va fi: triunghi, patrulater, 

pentagon, hexagon, ete. piramida va fi triunghiulară, 

patrunghiulară, pentagonală, hexagonală, etc. O pi- 

_ xamidă triunghiulară avînd patru feţe, poartă numele 

de teraedru. i: po i 

Toate feţele unui tetaedra find triunghiuri, unul 

oare-care din aceste triunghiuri poate fi luat ca bază 

a tetraedrului ; vîrful tetraedrului este atunci acel 

care se opune bazei. e 0 

“Tetraedrele sînt în Geometria în spaţii, ceia ce 

triunghiurile sînt, în Geometria plană. Ast-fel d.:e. 

se fixază poziţiunea unui punct, în plazi, legăndul 

cu doă puncte fixe prin un trinnghiă ” de asemene 

se fisază, poziţiunea unui punct în. spaţiu legăndul 

cu trei puncte fixe prin un tetraedru. : i 

427. O piramidă este regulată, atuncă cănd. baza 

ei este .un poligon regulat a cărui centru este pi: 

ciorul înălţimei piramidei. Re 

Crestele laterale a-le unei piramide regulate: sint 

egale, fiind-că sânt nişte oblice, pe plânul” bazei, de 

o potrivă depărtate de piciorul înălțimei ; fețele ld- 

terale sînt triunghiură isoscele, toate egale între: ele.
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„Înălţimea, unuia din aceste triunghiuri este apolena 
piramidei. 

428. Dacă se taie o piramidă cu un plan care 
să întilnească toate fețele laterale, poliedrul cuprins 
între secțiunea făcută de plan și baza piramidei este 
o piramidă trunchiată sau un trumehiă, de piramidă. 
Dacă planul secant este paralel cu baza piramidei, 
avem un trunchiii. de piramidă cu baze paralele. 

Fie piramida SABCDE : să o tăiem cu un plan 
paralel cu baza și cuprins între bază și vîrfnl ex; 
fie abcde secțiunea, făcută în piramidă de planul con- 

AS siderat ; avem un trunchi 
de piramidă cu baze paralele 
ABODE abcde. Inălţimea unui 
tranchiii de piramidă este 
distanța dintre cele doă baze. 
Porţiunile de dreaptă Aa, Bb, 
Ce.. sînt crestele laterale, iar 
trapezele laterale ABab, BCbc.. 
constituese aria laterală a 
trunchiului de piramidă. 

Dacă tăiem o piramidă 
regulată cu un plan paralel 

eu baza, avem un îrunchiii .de piramida regulat. Inăl- 
țimea unuia din trapezele laterale este apotema trun- 

_chiului de piramidă. | 
> 429. TEOREMA. Dacă se taie o piramidă, cu 

un plan paralel cu baza că, alune : | 
1%. Crestele laterale și înălțimea piramidei sînt 

împărțite în părți proporționale. 
„2%, Secţiunea este un pohgon asemene cu baza pi- 

ramidel. 
„4 Fie piramida SABCDE (Fig. preced.) tăietă 

de un plan paralel cu baza și care dă secțiunea 
-abede. Crestele laterale a-le piramidei, SA, SB, SC... 
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“sînt nişte drepte care pleacă din un punct $ şi sînt, 

tăiete de doă planuri paralele ; putem presupune că 

punctul $ este în un plan paralel cu cele doă Și 

atunci aplicănd Teorema de la ($. 333), putem seri: 
Sa Sb Sc __ | 

SA SB SC SH | 
2. Poligoanele ABCDE, abode au laturile lor 

paralele între ele una cu alta și îndreptate în ace- 

lași senz, prin urmare unghiurile lor sînt egale unul 

cu altul. - 
Apoi dreptele AB, ab fiind paralele între ele, 

triunghiurile SAB, Sab sînt asemene între ele şi prin 

urmare avem : | | 
ab __Sb — 
AB SSB: 

triunghiurile SBC, Sbc sînt iarăși asemene între ele 

pentru același cuvînt şi avem 
Sb be o 

SE” BO. - | 
Din aceste doă din urmă, proporțiuni deducem 

ab _be 

AB BC 
De asemene, vom proba că avem 

-be cd de ea 

BC CD DE EA 
Aşa dar poligoanele ABCDE, abede aii unghiu- - 

vile lor egale unul cu altul și laturile lor omoloage 

proporţionale, prin urmare sînt asemene între ele. 

1.30. Corolar — 'Triunghiurile SAB, Sab fiind a- 

semene daii aa 
ab Sa 
AB SA, 

sai, în virtutea celor de mai sus
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ab Sh 
ABS 

Ap 0ă : poligoanele ABCDE, abede fiind. asemene 
dai 214) . 

“abede ab, 
Di ABODE” AB? 

prin urinare; ÎN 
a „o abâde Be 

o ABODEO SHE - 
„adică: în o piramidă, secțiunile par alele cu baza, și 
baza chiar, sânt proporbionale cu patratele distanelor 
lor la virful piramidei. 

431. TEOREMĂ.— Dacă doă piramide ai înăl- 
țimă. egale, secțiunile făcute în ele prin planuri paralele 
cu bazele lor. și la o aciiași distanța de vârfuri, sînt 
proporționale cu bazele celor. doă pir. "-amide. 

Fie piramida triunghiulară SABC. şi piramida 
'patrunghiulară S'A 
B'C'D”, a căror înăl- 
țimă SE şi SE sînt 

- egale între ele. Leii 
Se egală cu Se și 
apoi duc prin e și 
e planuri paralele 

„ respectiv cu bazele 
C celor doă piramide 

și fie abc, abed' secţiunile respective făcute în cele 
doă piramide de cătră cele doă planuri. In virtutea 
celor de mai sus avem: 

abc. Be? abe'd See - 
ABC SEE, ABOD” sg; 

însă noi am luat SE= SE și Se= 8 e, prin ur- 
mare rezulță : 
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abe _ abced' 

ABC ABCD” 

432. Corolar.— Dacă bazele celur doă piramide 

sînt echivalente una cu alta, atunci ŞI secţiunile abc, 

wb'e'd' sînt: echivalente între ele. | 

433. 'TROREMA.— Aria laterală a une piramide 

regulale, are drept măsură, jumătatea productului - pe- 

pimetruluă baze prim apotema el. 
| Fie piramida regulată 

SABCDE. Triunghiurile isos- 

cele şi egale între ele cari 

compun suprafața laterală a 

iraamidei? ati ca baze laturile 

AB, BC... EA a poligonului 

de bază şi ca înălțime apo- 

tema SI; suma ariilor acestor 

triunghiuri, adică aria ce se 

cere, are drept măsură jumătate din suma laturilor 

AB, BC... .EA înmulțită cu apotema SI, adică Ju- 

mătate din productul perimetrului bazei. piramidei 

prin apotema ei. e a 

434. Corolar. — Aria laterală a unuă trunchi, de 

piramidă. regulat, are drept măsură productul. semi-su- 

mei perimetrelor celor doă baze prin apotema trunchiulaă. 

Să luăm în figura de mai sus, trunchiul de pi- 

ramidă regulat ABCDEabede. Aria laterală a trun- 

chiului de piramidă se compune din ariile trapezelor 

AAab, BCbe....; bazele acestor trapeze sînt respectiv : 

AB, ab; BC, bcu. iar înălțimea lor este aceiași, 

apotema, trunchiului; bazele de jos a-le trapezelor 

sînt toate egale între ele, şi cele de sus iarăși egale - 

între ele, fiind-că sînt laturi de poligoane regulate. 

Aria căutată va ave dar ca măsură, productul semi- 

sumei laturilor AB şi ab, BC și be... prin apotema ek. 
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| 435. TROREMĂ.—  Doă piramide triunghiulare 
care ati, baze echivalente și înălțimă egale, sînt echivalente. 

» Fie piramidele triunghiulare SABC, S'A'B'C _care să aibă înăltimi egale și bazele ABC, A'B'C . 
să fie echivalente; dic că aceste piramide sînt echi- 

- valente între ele. e - 
„Pun bazele celor doă piramide pe un același 

plan, atunci vîrfurileS și S' vor fi la o aceiași dis- 
tanță de acest - plan, fiind-că înălțimile piramidelor „sînt; egale: între ele. Impârt creasta SA a piramidei 
întăia în un număr oare-care de părți egale, d. e. 
în patru. părți egale, şi prin punctele de împărţire 
-D, G, 1 ducplanuri paralele: cu planul bazelor. Leii „- piramida întăi; aceste din urmă planuri o faie în 
triunghiurile DEF, GHK, IMN aseniene între ele şi cu. baza ABC; înscrii în piramidă, trei prisme 
APQDEF, DRTGHRK și GUVIMN a căror baze pa- 
ralele sînt respectiv cele trei triunghiuri de secţiuni, 
de mai sus, Mi „ 

În piramita a doa cele trei planuri paralele cu 
baza determinează trei triunghiuri DEF”, GH, IMN: 

. 3 2 

   
asemene între ele și cu triunghiul de bază A'B'C; 
înscriă și în această piramidă, prismele APQD'BF',
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DR'P'G'H'K' și GU'V'I'M'N' a căror baze paralele 
sînt respectiv . cele trei triunghiuri de secţiune.—Acum 
consider prizmele APQDEF şi APQD'E'F : ele sînt 
echivalente, căci bazele lor DEF şi DEF" sînt echiva- 
lente între ele ($. 432) şi înălțimile egale cu a patra parte 
din înălțimea comună a piramidelor. De asemene -tot e- 
chivalente sînt şi prismele DRTGHK și GUVIMN 
înscrise în piramida întăia, respectiv cu prismlele 
DRT'G'HK" și GU'VI'M'N! înscrise în piramida 
a doa. Dacă acum am însecri, în același mod, patru, 

cinci, şese.. . prisme, în ambele piramide, am vide că 

suma prismelor înscrise în piramida întăia este echi- 
valentă cu suma prismelor inscrise în piramida a doa. 

Noi putem considera, fie-care piramidă ca limita cătră 

care tinde suma prismelor înscrise în- ea, cănd nu- 

- mărul acestor prisme crește necontenit. În fie-care 

moment suma prismelor din piramida întăia este echi- 
valentă cu suma prismelor din piramida a doa și prin 

urmare și cănd trecem la limite aceste deă sumi vor fi 

echivalente ; aşa dar cele doă piramide sînt echivalente. 

436. Am admis în demonstraţiunea precedentă că 

voluniul fie-cărei piramide este limita cătră care tinde 

suma prismelor înscrise în piramidă cănd numărul 

lor crește necontenit. Să demonstrăm aceasta, 

Să luăm de exemplu piramida SABC şi să con- 

struim prismele a căror baze respective sînt ABC, 

DEF, GHK, IMN a căror număreste cu Î mai mare 

de căt numărul. prismelor înscrise. Volumul piramidei 

este cuprins între suma prismelor înscrise şi suma 

prismelor circumscrise, şi pr in urmare diferenţa între vo-. 

Jamul piramidei şi suma volumurilor prismelor înscrise 

“ este mai mică de căt diferenţa între suma volamurilor pris- 

melor circumscrise și suma volumurilor prismelor în- 

scrise. | - - 

Acum, să comparăm prismele circumscrise cu 

cele înscrise, începănd de la virful piramidei şi co-
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“borîndu-ne Cătră bază ; cea întăi prismă cireumserisă, 
adică aceea care are de bază IMN şi creasta IS, este 

„egală cu cea întăi prismă îoserisă GUVIMN ; a doa 
piramidă cirenmscrisă este egală cu o. a doa prismă 
îascrisă şi așa mai depârte; penullima prismă cireum- 
scrisă este egală cu ultima prismă înscrisă. 

Din acestaa rezultă că diferența între suma pris- 
melor circumscrise și suma  prismelor înscrise, este 
egală cu ultima prismă circumserisă ABCDXY ; şi a- 
poi mai rezultă că diferenţa între volumul piramidei 
şi suma volumurilor prismelor înscrise, este mai mică 
de căt prisma ABCDXY. - | 

Această prismă are înălțimea mai mică de căt 
creasta ei AD, şi această înălțime va fi cu atăt mai 
mică cu căt vom înseri în piramidă mai multe prisme; 
prin urmare și volumul ultimei prisme circumscrise va 
fi și el din ce în ce maimie. Conchidem că diferența 
între volumul piramidei şi suma prismelor înscrise are 
ca limită zerd, sai cu alte cuvinte volumul pirami- 
dei este limita sumei prismelor înscrise, cănd numă- 

rul acestor prisme creşte necontenit. 
431. TEOREMA.— Volumul unei piramide are drept 

măsură a treia parte din productul bazei prin înălțimea ei. 
10. Să considerăm întăi primida triunghiulară 

DABC. Prin virfurile A şi C ducem dreptele AF, CE 
paralele și egale cu creasta BD; formăm astfel o pris- 

pp Wa triunghiulara avînd aceiași în- 
ălțime ca și piramida considerată. 

Considerăm. planul punctelor 
C, D, F, videm că se formează 
trei . piramide triunghiulare și a- 
nume:  DABC, ACDF şi CEDF. 
Cea dintăi este piramida dată; 
celelalte doă sînt echivalente înte ele 
căci ai aceiași înălțime şi baze e- 
chivalente adică jumătăţile paralelo- 

4 
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gramului AFEC. In ce privește piramida a treia, 

putem să'i considerăm ca bază faţa FDE şi virful 

ei-este atunci în C; prin urmare această piramidă 

este echivalentă cu piramida întăia. - | 

Rezultă dar că cele trei piramide sînt echiva- 

lente între ele și fie-care este prin trmare a treia 

parte din prisma ABCDEF. Insă, volumul prismei 

are drept măsură produetul bazei prin înălțimea ei; 

volumul piramidei DABC va ave dar drept măsură a 

treia parte din productul bazei sale prin înălțimea ei. 

20 Să considerăm acum 0 piramidă poligonală 

SABCDE. Prin creasta SB ducem planuri cari des- 

compun piramida poligonală în mai 

o “multe piramide triunghiulare avînd 

„ca “baze triunghiurile. ABE, EBD, 

“DBG cari comdun baza piramidei : 

înălţimea tuturor acestor piramide 

Su triunghiulare este aceiași. Suma mă- 

/ D surilor lor, adică măsura “piramidei 

! date, va fi egală cu a treia parte din 

A C produetul bazei ABCDE prin înăl- 

ţimea ei SI. 

438. Corolar [. — Dacă însemnăm prin V, B I, 

numerii cari măsoară respectiv. volumul unei piramide 

baza și înălțimea ei, avem formala generală : 

V="/,BXl. 

Din această formulă scoatem următoarele : 

10. Ori ce piramidă este a treia parie din pris- 

ma. de aceiași bază și aceiasi înălțime cu piramida. 

20, Doă piramide cu baze echivalenie şi cu aceiași 

înălțime, sînt echivalente. - 

30, Doă piramide sînt între ele că productele res- 

pective a bazei prin înălțimea lor, „
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40. Doa piramide care ai aceiași bază Sint între 
ele ca înălțimile lor. a i | 

5% Doă piramide cari ai aceiași înălțime - sînt 
între ca bazele lor. . 

439. Corolar 11. — Un tetraedru regulat este cu- 
prins între patru triunghiuri ecvilaterale egale : să 
însemnăm prin a laturea unuia din triunghiurile  ec- 
vilaterale, care lature este în același timp. și creasta 
tetraedrului. Baza tetraedrului regulat are drept ex- 

27Y/2 - Ma 

presiuns SN ($. 260). Inălţimea lui este cateta 
unui triunghi dreptunghic a cărui ceialaltă catetă 
este rada cercului circumseris la triunghiul -de bază, 

. a . - - 3 adică VF ȘI ipotenuza este. creasta g a tetraedrului; 

înălțimea în chestiune este dar 

V „02 vă. 
4 —s—V/3 . 

Prin urmare, volumul tetraedrului regulat în 
funcţiune de creasta sa este : 

yd a'V3 ay2 _a'Va 
84 Vă ia 

Volumul tetraedrului de creastă egală cu 1” este 
0"5,117851. A pc 

440. Corolar II.— Pentru a evalua volumul unui - 
poliedru, se descompune poliedru în. piramide, şi se 
face suma volumurilor acestor piramide. 

Descompunerea în piramide se face, luăndu-se un 
punct oare-care în 'spațiă și unindu'l cu toate virfu- 
rile poliedrului. Bazele acestor diferite piramide sînt 
feţele poliedrului, iar înălțimile lor sînt perpendicu- 
larele scoborite din virful comun pe planul feţelor.
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Se calculează volumurile acestor pirariida şi cu ajutorul 

lor se calculează apoi volumul poliedrului. 
Dacă se poate găsi în interiorul poliedrului un 

punct care să fie la egală distanța de toate feţele lui, 

piramidele în care vom descompune vor ave o în- 

ălțime comună, care va fi perpendiculara scoborită din 

acel punct pe una din feţe şi atunci vom pute dice : 

volumul poliedrului va ave drept măsură a treia. parte 

din producțul suprafeței luă prin perpendiculara dusă 

din acel punct pe una din fețe. 
441. TEOREMĂ.— Un trunehiă, de piramidă cu 

baze paralele este echivalent cu trei piramide, avînd ca 

înălțime. comună înălțimea trunchiului și cu baze respec- 

tive, baza inferioară a trunchiului, baza bă superioară: 

și o medie proporțională între aceste doă baze. 

10. Să considerăm întăi, un trunchiă de pira- 

N __midă triunghiulară ABCDEF a 

DL cărui baze ABC, DEF sînt pa- 

ralele între ele. Planurile AEC 

şi DCE, împart trunchiul în 

trei : piramide triunghiulare 

AEBC, ECDF, EACD. 
Piramida întăia BABC are faţa 

A. G ABC ca bază şi atunci înălțimea 

B ei aste însăși înălțimea trunchiu- 

lui, pentru că virful ei E, este - 

un punct al bazei superioare al trunchiului. Piramida 

a doa ECDF are faţa DEF care i se poate lua ca 

bază şi atunci înălţimea ei este însăşi înălțimea trun- 

chiului, pentru că virful ei C este un punct al ba- 

zei inferioare al trunchiului. Să luăm piramida a treia 

EACD a cărei bază este ADC și virf în E; prin vir- 

ful E duc EG paralelă cu AD; EG va fi paralelă 

cu baza ADC a piramidei; unese G cu Di O; for- 

mez piramida GADC echivalentă cu piramida RADC



—086 — 

căci aii caeiași bază AIDC şi virfurile lor sînt aşedate 
pe o paralelă cu baza. Acum, în piramida aceasta 
GADC putem considera ca bază triunghiul AGC și 
atunci înălțimea i va fi egală cu înălțimea trunchiu- 
lui. Rămăne să arătăm că baza aceasta AGO este me- 
die proporţională între cele doă baze a-le trunchiului 
de piramidă. 

Due GH paralelă cu BC; am triunghiul AGII 
egal cu triunghiul DEF fiind. -că AG—DE ca laturi 
opuse în paralelogramul AGED şi unghiurile. GAINI și 
AGH egale respectiv cu unghiurile EDF şi DEF ca 
avînd laturile lor paralele una cu alta și îndreptate în 
același senz. Triunghiurile ABC și AGO au aceiași 
Snălțime,—perpendiculara dusă din C pe AB—: ra- 
portul lor este egal cu acela al bazelor lor. 

- iri. ABC__AB, 
_ AGOA 

apoi, triunghiurile AGC și AGH ai și- ele aceiași 
înălțime,— perpendiculară dusă din G pe AC—, şi 
avem | 

Ii AGO_AC 
iri. AGH AH 

Insă raporturile al doilea a acestor doă proporţiuni 
sînt egale între ele din cauză că GH este paralelă cu 
“BC, şi prin urmare avem 

| “iri. ABO_iri. AGO 

| | Ii. AGO tri. AGC | 

ceia ce ni arată că în adevăr baza AGC a piramidei 
a treia GHDC, este medie proporțională între cele 
doă baze ale trunchiului de piramidă dat. 

2. Să considerăm acum un trunchiii de piramidă 
poligonală ABCDEFGI cu baze paralele; acest 
trunchiă face parte din o piramidă poligonală SABCD
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şi sa capatat tăindu-se această piramidă prin un plan 

EFPGH paralel cu baza ABCD. 
Să construim alăture o piramidă triunghiulară S' 

care să aibă aceiași înălțime ca- şi piramida S şi a 

cărei bază A'B'C” să fie echivalentă cu baza ABCD. 

Piramidele $ şi S' sînt echivalente (Ş. 438). Facem în 

piramida S' o secţiune E'F'G' la o aceiași diştanță 

a de la bază ca şi 

în piramida S$; 
secțiuuele EF GH, 

E'F'G' vor fi e- 
chivalente: între 

ele ($, 432)şi pi- 

ramidele SEFGH, 
SEF'G' vor fi 
şi ele echivalente 

între ele ca avînd 

baze echivalente şi înălțimi egale. Prin urmare, trun- 

chiul poligonal dat este echivalent cu trunchiul triun- 

ghiular A'B'CD'EFG” ca diferențe de piramide echi- 

valente. Acum, am văzut - că trunchiul de piramidă 

triunghiulară AB'CEF'G', este echivalent cu 'trei pi- 

ramide cari ai ca înălțime comună înălțimea trunchiu- 

lui şi cu baze respective cele doă baze a-le trunchiu- 

lui și media proporțională între ele ; conchidem că 

  

şi trunchiul de piramidă poligonală va fi echivalent 

cu aceleași trei piramide. 

449. Corolar IL — Dacă însemnăm prin V, Bd, 

i, numerii cari. măsoară respectiv, volumul, cele doă 

baze și înălţimea unui trunchiii de piramidă cu baze - 

paralele, avem formula - - | 

V=/, Bii/ bi 1/3 2 VB 

V=/,i (Bt + VBU). 

7
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443. Corolar II.— A dese-ori, în loe de cele doă 

baze, se dă una din ele, d. e. B, şi raportul ca doă 

laturi omoloage de-a celor doă baze; în: acest caz 
avem | 

b__a a? 
PB A2 de unde baz B. _ 

şi formula de mai sus devine 
Bi a aq 
Va aka] 

44%. Observaţinne.— Teoremele relative la secţiuni 
în o piramidă se aplică şi în cazul cănd aceste see- 
ţiuni devin exterioare, fie ele făcute din-colo de vârf 
sai de desubtul bazei piramidei propuse. Planurile 
secante sînt supuse la singura restricțiune ca să ră- 
mănă paralele cu baza piramidei. Trunchiurile de pi- 
ramidă cuprinse între doă planuri paralele și de ace-. 

„iaşi parte a virfului piramidei le numim de specia, în- 
tăia, și dacă planurile paralele sînt de o parte și de 

«alta a virfalui le numim 'de specia a doa. 
Să evaluăm volumul unui trunchiă de specia a 
doa ABCFED; trebue să facem suma piramidelor 
SABC şi SDEF. Fie ș înălțimea trunchiului şi I şi 1” 
înălțimile celor doă piramide. Avem, conservănd no- 
tațiunile de mai sus: o 

| o VA BIB 1 
Din relațiunea următoare: 

B AI 
Do ag 72 

IVIT o 
  

    rezultă : >=



    Ş LA î. a 
d d = / = 1 |= . e unde | ] Ara şi 1 aa 

D B. îA%-t+a? B.i a a 
„Prin armare v= 5 AA a | a* 2] 

ps 4 Ba Ba] îf... __ 

saă încă. V= 3 | 8-— Rae || Baii]; 

„Această din urmă formulă sa- 

mănă cu acea de la $ 442, nu- 

mai căt semnul radicalului este 

minus. SI 
445. TEOREMĂ. — Un trun- 

chis, de prismă triunghiulară, este 

echivalent cu suma a, trei piramide 

avînd ca bază comună baza înfe: 

rioară a trunchiul și ca vîrfuri 

acele a-le bazei superioare. 

Fie trunchiul de prismă triunghiulară ABCDEF. 

Planurile AEC şi DEC îm- 

part trunchiul în trei piramide 

triunghiulare EABC, EADE și 

EDCE. ” 

Piramida întăia EABC are 

ca vîrf punctul E şi ca bază, baza. 

însăşi ABC a trunchiului. 

Piramida .a doa EADC, a 

cărei vârf este punctul E și bază 

“este ADC, este echivalentă cu 

piramida BADC a cărei _bază 

este tot ADC şi are aceiași înălțime, fiind că vârful 

ei B este aședat pe creasta EB care'i paralelă cu - 

planul bazei comune; Insă acum, în piramida acea- 

sta BADO putem considera ABC ca bază și D 

ca vîrf. - | 

Geom. Elem. C. Climeseu 

    

19
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- Piramida a, treia EDCF - poate fi considerată 
ca avînd ca bază ECF și D ca vîrf, prin urmare ea 
este echivalentă cu piramida ABCF cu BCF ca bază 
şi A. ca vîrt,. căci bazele CFE și BCE sînt echiva- 
lente ca triunghiuri cari aii aceiași bază CF ȘI a- 
ceiași înălțime, căci BE este paralelă cu CF; apoi - 
înălțimile acestor doă piramide sînt egale fiind că 
dreapta DA care unește cele doă vîrfură este para- 
lelă cu CF și prin urmare şi cu planul de bază 
EBCF. Insă acum piramida triunghiulară ABCF 
poate fi considerată ca avînd de bază ABC şi vir- 
ful în F. | a 

446. Corolar I.— Dacă avem de a face cu un 
trunchi de prismă dreaptă, atunci înălțimile celor 
trei piramide sînt însăși crestele laterale a-le trun- 
chiului şi baza este secțiunea, dreaptă, a prismei, așa 
că putem zice: volumul unu trunchii de prismă 
dreaptă are drept măsură productul secțiune sale drepte 
prin media aritmetică a crestelor luă laterale. 

447. Corolar I—Enunciul precedent poate servi 
Și la evaluarea unui. trunchiu de prismă oblică. Fie 

- . ABCDEF -un trun- 
d A Z chiii de prismă o- 

Ă blică. Fie MNP sec- 
iunea dreaptă : a- 
ceasta împarte trun- 

CP —/ chiul dat în doă 
alte trunchiuri de 

prismă MNPABC, MNPDE are sînt drepte, dacă 
considerăm această secţiune ca bază. Avem : trunchiul 
MNPABC are drept măsură MNP (MA--NB-+-PC) 

. Tg 

*        

trunchiul MNPDEF are drept măsură 
+
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pMDISEPE), MN gr și “prin urmare trunchiul 

de prismă oblică ABODEF are ca măsură 

MNp. (AD+BE-+-CE)- | 
2 
9 

448. Corolar UI.— Insemnănd prin V, B 6,5 

i, d a, a' a numeri cari măsoară respectiv vo- 

lumiul, baza și secţiunea dreaptă, înălțimile vîrfurilor 

bazei superioare deasupra planului bazei inferioare 

și crestele laterale, a-le unui trunchi de prismă 

triunghiulară, avem formulele : Ă 

e bat - 7 ” 

vB [ET] și v=e E: ata |. 
“ 3 > 5 

449. Problema L— Se cere vobimul unui parale- 

dipiped trumchiat,. a cărui creste laterale opuse doă căte 

doa snt A, a, și B.D, secțiunea dreaptă este PS. 

E Si - Duc planul ce trece prin 

„=. crestele AE, CG ; acest plan 

desparte corpul în doă prisme 

triunghiulare trunchiate drepte 

a căror secţiuni drepte sînt 

jumătate din S; însemnănd 

pun vw volumurile celor 

doă prisme și acela al trun- 

  

  

  

  

chiului dat; avem. | Sa 

3 A+B-ra, S Atatb 2(A4+a)+(B+b). 

v=X gg ? x —g iv SX- G ———— 

450. £  lema I.— Grămezile de peatră sfâră- 

mată, om ue prund, ce sînt de-alungul drumurilor, 

sînt terminate jos. şi -sus prin doă dreptunghiuri pa- 

ralele ABCD, A'B'CD, şi lateral prin patru trapeze 

isoscele ABB'A' BCC'B, CDD'0, şi ADD'A! egale 

doă căte doă. Să exprimăm volumul unui asemene
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corp cunoscîndu'i distanța î între cele doă dreptun- 
ghiuri și dimensiunile acestora a, a,b. 

E, / . Fie EFF'E sec- Z Da 
Le = C. | țiunea. dreaptă făcută 
Ta în corp şi E'G dis- 

- tanța între cele doă 
dreptunghiuri.  Pla- 

N nul A'B'CD desparte 
corpul în. doă trun- 

N „chiuri de prismă tri- 
j - unghiulară ABCDA'B' d 2 2 si ABCDDO; cel întăi are drept măsură productul secţiunei sale 

drepte EFE” prin a treia parte din suma 2a+a”, crestelor lui laterale; însă suprafața triunghiului i EFXF'G ds | EFE” este egală cu > sai -g-: Aşa dar vo- 

lumul trunchiului ABCDA'B” este Da (data), De 
asemene volumul trunchiului A'B'C'D'CD va ave. 

XI (8a'+ | drept măsură, Si ( aci a) - Prin urmare volumul 

  

      

      

unei grămezi de peatră va, fi: 
| Bia bi | -g (2atka't+- - 6 (2a-ta). 

451. Observaţiune.— Dacă presupunem că drept- unghiurile ABCD, A'B'C“D” sînt asemene între ele, adică dacă avem | 

  

a db 
. pri pp - 

atunci crestele AA", BB”, CC”, DD: prelungite se întîlnesc în un acelaşi punct. Formula precedentă 
devine:
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ş (2ab+-2a'b —+a'b--ab”). _ 

Observăm însă că din proporțiunea precedentă scoa- 

tem. ab'=a'b și ab Xa'b=(a'b), de unde a't=—yaa'bb. 

așa în căt formula precedentă devine 

slaba 5'+yaa'bb”). 

| „Acest rezultat era de așteptat, căci în acest caz 

figura, noastră este un trunchiii de piramidă și prin 

urmare formula trebue să fie aceia care dă volumul 

unui trunchi de piramidă. 

„452, Bxereiţii: — 7. Planul bisector al unuă unghiă 

diedru dintrun tetracăru, împarte creasta opusă în doă seg- 

mente proporționale cu feţele adiacente. 

„Fie SMC planul bisector diedrului SC. Avem doă piramide 

| PO d _ cari ati aceiași înălțime, prin urmare 

- sînt între “ele ca bazele lor ACM, 

BCM; îusă aceste triunghiuri sînt 

între ele ca bazele lor AM, BM fi- 

ind că ai aceiaşi înălțime; avem dar 

“piramida SAMC __AM 

piramida SBH1O BM 
Luând punctul M ca vîrt al pi- 

ramidelor, ele iar ai aceiași înălțime 

şi prin urmare sînt între ele ca bazele 

lor SBC, SAC; așa că rezultă: 

| SAC__AM 
. SBC_"BM 

ceia ce era de arătat. | - 

a. Dacă prin vîrful Sal tetraedrului SABC se duce 

dreapta SD așa ca să formeze unghiuri egale cu planurile 

fețelor SAB, SAC, SBU; şi dacă se unesc vârfurile bazei 

ABC cu punctul D în care această dreaptă întâlmeşte planul 

ABC, triunghiurile DAB, DBC, DAC sînt proporționale cu 

_ feţele SAB, SBC, SAC. , 

Dreapta SD este intersecțiunea celor trei planuri bisectoare 

a celor trei diedri SA, SB, SC. Piramidele SDAB. SDRC, SDAC 
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avind aceiași înălțime, sînt între ele ca bazele lor DAB, DEC, 
DAC. Dacă să ie ca virf punctul D, piramidele iar ai aceiași 
înălțime, fiind că D este egal depărtat de cele trei fețe, şi prin 
urmare sînt între ele ca bazele lor SAB, SBC, SAC. De unde 
rezultă : 

DAB  DBC_ DAC 

SAB  SBC SAC - 
3. Planurile bisectoare a-le unghiurilor diedri a unui 

tetraedru SABC, trec prin un același punct. - 
Consider triedrul cu vîrful în S; planurile bisectoare a di- 

edrilor acestui triedru se taie în o dreaptă SE; planul bisector . 
unghiului diedra BC d. e.; întilnește pe SE în un punct O care 
este egai depărtat de cele patru fețe -a tetraedrului. Acesta este 
punctul prin care trece cele șese planuri bisectoare „celor şese 
unghiuri 'diedre interioare tetraedralui dat. 

4. Planurile perpendiculare în mijlocul fie-căreia din 
crestele unui tetraedru, trec prin un acelășă punct. Fie SABO 
un tetraedru ; planurile perpendiculare duse prin mijlocul latari- 
lor feței ABC se taie în o dreaptă EF care este locul geometrie 
al punctelor egal depărtate de cele trei virfuri a acestei fețe A, B 
și 0, De asemene, planurile perpendiculare duse prin mijlocul 
celor trei laturi a-le „feţei SBC: se' taie în o dreaptă “GH, locul 
punctelor egal depărtate de S, B, C. Dreptele EF și GH sînt 
amăndoă aședate în planul perpendicular pe BC în ponetul M din 
mijlocul acestei drepte, şi sîut perpendiculare respectiv pe drep- 
tele concurente ME și MF ; prin urmare EF și GH se întîlnesc 
în un punct O. Acestă este punctul căutat. 

5. Să se delermineze în interiorul: unuă tetraedru un 
punci astfel ca unindu'l cu toate virfurile, se descompună te- 
traedrul în patru. piramide triunghiulare echivalente. 
| Presupun problema rezolvită și iei punctul O în- interiorul 
tetraedrului ABCD, așa ca cele patru tetraedre: OABC. OACD, 
OABD și OBCD să fie echivalente între ele. Prelungese dreapta 
AO până în punctul F unde îutîlneşte fața opusă, BCD, şi die că 
punctul E este intersecțiunea celor trei mediane a triunghiului 
BOD. 

Scobor din punctul A și O perpendicularele AH și OK pe. 
planul BOD; tetraedrele ABCD şi OBCD avina aceiași bază, sînt 
între ele ca înălțimile AH, OK, sai ca dreptele AF și OF care 
li sînt proporţionale. Insă prin ipoteză, tetraedrn: OBCD este a 
patra parte din tetraedrul ABCD ; prin urmare OF este a patra



ţ 
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parte din AF, sai a treia parte din AO. Tot asemene voiii proba 

că dreapta GO prelungită 

întilnește fața opusă ACD . 

“în un punct G, așa că 0G 

este a treia parte din BO. 

Aşa fiind, duc dreptele AG, 

BF, aceste drepte găsin- 

du-se în - planui ABO, în- 

tâinesc creasta CD a tetra- 

edrului în un același punct 

M. 'Triunghiurile AOB, FOG 

ai un: unghii egal cuprins 

îutre Jaturi proporționale ; 

ele sînt prin urmare ase- 

mene și Greapta FG este 

paralelă cu AB și egală cu 

a treia parte din această linie. Triunghiul MGE este prin urmare 

asemene cu ţriunghiul MAB și MP este. egală cu â treia parte - 

din MB sai jumătate din PB. Lot asemene voit demonstra că 

dreapta CF prelungită întîlnește creasta BD, în an punct N așa 

că PN este jumătate âin CF. Prin un raționament asemene cu 

precedentul, voii proba că dreapta MN este paralelă cu creasta 

BO și că MşiX sint mijlocurile crestelor CD şi DB. Prin ur- 

mare, punctul F este întersecțiunea medianelor triunghiului BCD, 

şi punctul căutat O se găseşte pe fie-care din cele patru drepte 

care unesc virfurile tetraedrului ABOD cu punctele de întâlnire 

a medianelor feţelor opuse. | 

Chestiunea este astfel adusă la, a arăta că aceste patru 

drepte: se întilnesc în un punct. Fie AF și BG doă din ele ; drep- 

tele AG, BF se întîlnesc în mijlocul M al crestei DO, pentru că 

aceste drepte sint medianele triunghiurilor ACD și CBD. Așa dar 

AF şi BG sînt în același plan ABM, şi se îutîlnesc. Fie O punc- 

tat lor de intersecţiune.; duc dreapta EFG; triunghiurile MAB şi 

MEG, avînd un onghii egal cuprins între jaturi proporționale, sînt 

  

„asemene, Insă MF este a treia parte din MB; prin urmare FG 

este și ea a treia parte din AB și este paralelă cu această 

dreaptă. Din aceste conchid că triungliiurile OFG. OAB sînt a- 

semene şi că OF este a treia parte din OA sai a patra parte din 

AF. Tot asemene voii demonstra că fie-care din celelalte doă drepte 

duse din virfurile C și D a tetraedrului în punetele de întîlnire 

2 medianelor cu feţele opuse, taie dreapta AF la BN sfert din 

lungimea €i cu începere de la fața BED. Prin urmare cele patru -
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drepte care unesc vîrfurile letraedrului ABOD cu punctele 
de întersecțiune a medianelor fetelor opuse, trec prin un au.! 
iaşi punct O care împarte pe fie-care din ele în raportul de 3 
la 1 cu începere de la vârfurile tetracdrului. 

Punctul O se numește în Mecanică centrul de gravitate al 
tetraedrului. | 

6. Dacă unghiurile triedre a doă tetraedre ABCD, 
A'B'C'D' sînt egale, volumurile acestor tetraedre sînt proporțio- 
nale cu produciele: ABXAOXAD, A'B'XA'0XA4D. 

lei pe crestele unghiului triedru A lungimile AB”, AQ” AD” 
egale respectiv cu A'B' A'CA'D și due planul BOD“, Cele doă 
tetraedre AB“C"D”, A“B'O'D' sînt egale fiind-că ai un unghii 
diedru egal, cuprins între doă feţe egale una cu alta şi asemene 
aședate. Duc planul BC”D; tetraedrele C"AB"D”, C'BAD ai a- 
ceiași înălțime și sînt între ele ca bazele lor, care baze sint pro- 
porționale cu productele AB'XAD”, ABXA'D din canza egali- 
tăţei unghiurilor B'AD” și BAD*); avem dar . - 

piramida AB"C'D” ABXAD 
| piramida  ABO'D — ABXAD : 

De asemene, tetraedrele ABC”D, ABOD. sînt între ele ca bazele lor ABC „ ABC. Insă aceste triunghiuri aii aceiași înălțime dacă considerăm în ele pe AC” și AC ca baze; și avem prin 
urmare : - A 

piramida ABCID aq .:2 
= 

——— | piramida ABCD AG” 
prin înmulțire găsim ceia. ce se cere. | i 

7._Un plan dus prin mis T și “doă laturi o jlocul IM şi N a doă laturi 
puse AB, CD a unul patrulater strămt ABOD, împarte n celelalte doă în segmente proporționale. - 
Bo „Fie P și Q punctele în cari planul MNPQ taie laturile AD, 
Bb Co Da erujul i Scobor din vîrfurile lui perpendiculare Ad, 

> , e planul secant, , i e prin Q, cd prin N și da prea reapta al trece, prin % p 
Așa fiind, triunghiurile dre i pi - A , arie ptuughice APa, DPd sint ase- ee ptr ele, precum și triunghiurile dreptunghice BOB, Ci: 

PIN 
cc ă 

color în Aceasta se vede cu uşurinţă, considerănd AD'- şi AD-ca bazele care Ii cânt pre orgi atunci în locul înălțimilor se pet pun€ AB î 
* -
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AP_Aa BQ_Bb 
DP Dă” cQ Ce 

N „Insă triunghiurile dreptunghice AM&, BMP sînt egale pentru 
că aii ipotenuza egală și un unghiii ascuţit egal; așa dar Aa—Ab ; 
tot pentru același cuvint Cc==Dd şi atunci cele doă proporțiuni dai 

AP__BQ - 
DP co 

AD 

BC - 
8. Un plan dus prin mijlocurile a doă creste opuse a 

unui tetraedru îl împarte în doă părți echivalente. 
Fie tetraedrul ABCD ; prin mijlocul M şi P a -crestelor 

4 - opuse AC, BD, duc un plan 
” care taie crestele opuse AD, BO 

în N şi Q. Pentra a demonstra 
că poliedrii ABMNPQ, CDMNPQ 
sînt echivalenți, observ că planul 

__ APQ desecompnne pe cel- diutăi 
în o piramidă  patrunghiulară 

AMNPQ şi o piramidă trianghiu- 
lară ABPQ. Planul ONP împarte 
poliedrul al doilea, în 0 piramidă - 

pătranghiulară. CMNPQ și în una 
triunghiulară ONDP. Cele doi 

PD piramide patruonghiulare . sînt, e- 

chivalente, câci aii aceiași bază MNPQ și înilțimi AE, CF e- 
gale între ele, fiind că M este mijlocul dreptei AC. Cele doă 
piramide triunghiulare BAPQ, DNCP sînt și ele echivalente; 
pentru aceasta, comparăm fie-care din aceste piramide cu tetra- 

edrul ABD cu care fie-care are căte un unghiu triedru comun 

şi avem (a vide 'N-ru 6 precedent) ; 

piram. BAPQ__BAXBPXBQ__ BQ 

piram. ABCD  BAXBDXBC  2B0 
; piram. DONP__DOXDPX DN__ DN 

ș piram. BOD DOXDBXDA 204! 
membrii al doilea a acestor egalitâți sînt egali, căci planul 
MNPQ care trece prin mijtocurile M și P a laturilor opuse AC, 

BI) din patrulaterul strimb ABCD, împarte pe celelalte doă 

laturi în segmente proporționale. Prin urmare, etc. 

raporturi egale și cu 
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„CAPITULUL UI 
POLIEDRI ASEMENE. 

458. Definiţiane,—Doă poliedre sînt; asemene dacă 

aă acelaşi număr de fețe asemene una cu alta şi dacă 

anghiurile poliedre formate de feţele asemene sînt e- 

gale între ele. | - i 

Doă elemente cari se corespund în doi poliedri 

asemene, se numese omoloage. Ă o 

„In doi poliedri asemene. unghiurile diedre omo- 

loage sînt egale și așegate în aceiaşi ordine ; aceasta 

din cauză că unghiurile poliedre sînt egale. 

454%. TEORBMA.— În doi poliedri asemene cres- 

tele omoloage sînt proporționale. 

Fie P şi P' doi poliedri asemene; “doa fețe o- 

moloage fiind poligoane asemene, laturile lor omoloage 

sînt proporționale. Apoi, laturea comună la doă feţe 

adiacente -A, B a poliedrului P, este omoloagă cu la- 

turea comună feţelor adiacente A. B'. din  poliedrul 

P' omoloage respectiv fețelor A și B; raportul de si- 

militudine între feţele omoloage A şi A' este egal cu 

raportul de similitudine. între celelalte doă fețe omo- 

loage B și B', fiind ca ambele aceste raporturi sînt 

egale ($. 170) cu raportul între laturile comune fe- 

ţelor A şi B de o parte, A' şi B dealtă parte ; însă 

raportul de similitudine între A şi A” este egal cu 

raportul altor doă laturi a-le lor omoloage, care laturi 

sînt şi ele creste omoloage de a poliedrilor. Prin ur- 

mare, conchidem că raportul între doă creste 0mo- 

loage este egal cu raportul între alte doă creste omo 

loage; cu alte cuvinte, ciestele omoloage a doi po- 

liedii asemene P P”, sînt proporţionale între ele,
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455. TEOREMA — Daca tăiem o piramidă, prin 
un plan paralel cu baza și cuprins între vîrf. şi baza, 

că, determinăm o piramidă asemene cu cea întâia. 
Fie SABCD o piramidă şi 

fie ubcd o secţiune făcută în a- 
ceastă piramidă prin un plan pa- 
ralel cu baza ABCD; zic că pi- 

ramidele SABCD și Sabed sînt 
asemene între ele. 

Bazele piramidelor abcd şi 
_ABCD. sînt poligoane asemene 
dreptele ab. le... sînt res- 

pectiv paralele cu AB. BC... 

| şi prin urmare feţele Sab, Sc... 

sînt; respectiv asemene cu fețele SAB, SBC...; așa dar 

cele. doă piramide sînt cuprinse între fețe asemene. 

Apoi unghiul poliedru S$ li este comun. Uoghiu- 

vile tricdre, a căror virfari sînt a și A ai fețele egale 

una cu alta și unghiurile diedre iarăși egale unul cu 

altul; mai mult, dispoziţiunea elementelor, în unul . 

din aceste triedre; este aceiași ca și a elementelor e- 

gale în celalalt ; așa dar triedrii a, A se pot supra- 

pune, prin urmare sînt egali. "Lot asemene vom arăta 

că și unghiurile triedre b, c... sînt respectiv egale cu 

_ unghiurile triedre B, QC... | 

Aşa dar, cele doă piramide sînt cuprinse între 

fețe asemenea şi unghiurile poliedre omoloage sînt e- 

gale, şi prin urmare sint asemene. 

456. TEOREMA. — Doa piramide triunghiulare 

care ai un unghiă diedru egal cuprins între doă feţe 

asemene una, cu alta și. asemene aședate, sînt asemene. 

Tie doă piramide SABC, SABC în care die- 

drul SA este egal cu eiedrul SA, faţa SAB asemene 

cu fața SA'B' și fața SAC asemene cu SAC, şi păr- 

ţile cari se corespund sint dispuse în aceiași ordine; 
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gic că aceste doă piramide sînt asemene. Să transpor- 
tăm piramida SA'B'C' aplicănd fața A'SB”, peste fața 

AȘ y ASB aşa ca SA' să 

| Ss vină. peste .SA și 
SB” peste SB şi A' 

qi Și B” punctele în 
$ care: cad A şi B. 

A Diedrul A'S' fiind 
„egal cu SA, fața ASCO" vine să se 

așede în planul ASC și creasta SC" 
j; se aşadă pe SC, punctul C vind în 

C”. Piramida SA 'BC' coincide dar 

_cu piramida SA”B”O”. Insă din cauza asemănărei fețelor 

SAB şi SA'B', unghiul SAB este egal cu unghiul S'A B 

şi prin urmare și cu unghiul SA'B' şi atunci AB' 

este paralelă cu AB. Laturile unghiului C”A'“B” fiind 

paralele cu laturile unghiului CAB, planul CAB” este 

paralel cu planul CAB şi prin urmare şi bplramida 

SA"B'C", sai piramida SA'B'C, este asemene cu pt- 

ramida SABC. | 

457. TEOREMA.—Doi polhedri compuși din un 

același mumăr de tetraedri asemene unul cu altul și a- 

ședați în aceiași ordine, sînt asemene. 
Fie OABD, OBOD, OCDE... OABD, O'B'CD. 

O'CD'E doă serii de tetraedri asemene respectiv u: 
nul cu altul şi aședați 
în aceiaşi ordine; die 
că poliedrul format de 
cii întăi tetraedri este 
asemene cu poliedrul 
format de cii de al 
doilea. 

Să cercetăm întăi 
feţele poliedrilor. Fe- 
ţele omoloage a celor 
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doi poliedri sînt asemene fiind că sînt compuse din 
un același numer de triuughiuri asemene și asemene 
aședațe. “In adevăr, să luăm d. e. faţa ABCD din po- 
liedrul întăi. Triunghiurile ABD și-BCD din cari se 
compune această faţă, sînt asemene cu triunghiurile 
ABC”, BOD' ca feţe omoloage de tetraedri asemene. „ 
Mai mult încă, triunghiurile ABD și BOD fiind în un 
acelaşi plan, unghiurile diedre OBDA și OBDC a te- 
traedrilor OABD şi OBDC sînt suplementare. Tot 
astfel este şi cu unghiurile diedre omoloage O'BD'A' 
O'B'D'C a tetraedrelor OABD, OBDC' asemene- 
cu cii precedenţi. Prin urmare, triunghiurile ABD, 
BOD” sînt și ele în un același plan, și formează în 
poliedrul al doilea o față AB'CD' asemene cu fața 
ABCD. Tot asemene, vom demonstra și asemenimea 
a căte altor doă feţe de-a poliedrilor.y Si 

Să trecem acum la unghiurile poliedre. Unghiurile 

poliedre-a celor doi poliedri sînt egale ca avînd toate 
elementele lor “egale şi în același mod aşegate; căci 

fețele omoloage a celor doi poliedri fiind asemene a- 

şedate, unghiurile lor poliedri aă, mai întăi, toate fe- 

țele lor egale una cu alta şi în același mod așegate. 

Apoi, unghiurile diedre omoloage acestor unghiuri po- 

liedre, sint egale intre ele, sai fiind-că sînt diedre 

omoloage din doi tetraedri asemene, saă ca sumă de 

unghiuri diedre egale. De . exemplu, unghiul dicdru 

BODE, format de fețele ABCD şi CDE din poliedrul 

întăi, este egal cu suma unghiurilor diedre BODO și 

ECDO. cari aparţin tetraedrilor OBCD, OCDE, şi un- 

ghiul diedru BC'DE' format de fețele ABUD' şi 

CD'E' din poliedrul al doilea, este egal cu suma un- 

ghiurilor diedre omoloage B'O'DO, ECD'O cari a- 

parţin tetraedrilor OBCD' OCDE. 
458. TEOREMA.— Doi poledri asemene poi fi des-



— 302— 

compuși în un același număr de tetraedri asemene și 
asemene aședaţi. | i 

Să luăm punctul O în interiorul întăiului polie: 
dru, pe care să'l descompunem în tetraedri luănd 
punctul O ca centru de descompunere şi să fie OABO 
unul din tetraedri. Punctele A,B,C avind ca omoloage 
în poliedrul al doilea punctele A, B'”, C' să ducem un 
plan O'A'B” care să facă deasupra lui A'B'C' un un- 
ghiii diedra egal cu acel format de planul AOC dea- 
supra lui ABC, şi în acest plan să construim triun- 

ij ghiul O'A'B” asemene cu 
triunghiul - OAB. Luănăd 
dar punctul O” ca cen- 
tru de descompunere, 
deseompunem  poliedrul 
al doilea în tetraedri cari 

„corespund cu aciia din 
poliedrul întăi şi rămăne 
numai să probăm că a- 
cești tetraeari sînt ase- 

  

mene între ii doi căte doi. . 
Fie D un al patrulea virf din poliedrul întăi, ast- 

fel “ca triunghiurile ABC, ABD să aibă o lature co- 
mună şi să fie aședate pe aceiași față sati pe doă tețe 
adiacente. Să comparăm între îi tetraedrii OABD, 
O'A'B'D'. Feţele OAB, O'A'B sînt asemene ca feţe 
omoloage a doi tetraedri asemene OABC, Q'A'B'C: 
fețele ABD, A'B'D' sînt şi ele asemene ca triunghiuri 
omoloage de doă feţe asemene de-a poliedrilor dați. 
Mai mult, dacă triunghiurile ABC şi ABD sînt în a- 
celași plan, unghiurile diedre OABD O'A“B'D! sînt e- 
gale ca suplemente de unghiuri diedre egale OABC, 
O'A'B'C”; dacă triunghiurile ABC și ABD nu sint 

“în un același plan, unghiurile diedre OABD, O'A'BD' 
“sînt iarăşi egale ca diferențe de unghiuri diedre egale
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DABC şi OABC deo parte, DABC și OABC" 
"de altă parte. În amăndoă cazurile, tetraedrii OABD 

şi O'A'B'D' sînt asemene între ii (Ş. 456). 
Aeemenimea acestor doi din urmâ tetraedri ni va 

permite să demonstrăm în același mod, asemenimea 

între alți doi tetraedri următori, şi așa mai departe. 

- 459. Observaţiune.— Doă puncte O și O”, raportate 

la doi poliedri asemene, se numesc omoloage, dacă u- 

nind unul din ele O, eu virfurile consecutive A,B,C... 

a-le unuia din polieâri, şi pe cellalv O" îl unim cu 

virfurile omoaloage A, BC"... al celuialalt poliedru, se 

capătă doi tetraedri OABC, O'A'B'C” asemene şi în 

același mod aşegați în raport cu ci doi poliedri. | 

| _ Din demonstraţiunea precedentă rezultă, că se 

pot lua doă puncte omoloage- ca centri de descom- 

punere a doi poliedră asemene, în tetraedri asemene 

şi în acelaşi mod aşegaţi. | 

Dacă punctul O este exterior poliedrului. întăi, 

omologul sei O” este și el exterior poliedrului al 

doilea ; în acest cz, poliedrii trebue considerați ca 

diferenţe de tetraedri. | a , 

| Dacă punetul O coincide eu unul din vîrfurile 

A apoliedrului întăi, omologul sei O“ coincide cu vîrful 

A” din poliedrul al doilea, și diagonalele omoloage a 

celor doi poliedră, relative la vîrfunile A şi A” se contun- 

dă cu crestele laterale a tetraedrelor lor omoloage. 

460. TEOREMA. — Volumu 

rile a doă piramide asemene sînt 

„proporționale cu cuburile crestelor 

lor omoloage. | | 

__ Rie SABOD, Sabed, doă pi- 

“ramide asemene, pe care le pre- 

supunem aședate una în alta așa 

ca unghiurile lor „poliedre să 00- 

incidă, < Atunei bazele ABOD, 

abcd a acestor piramide sînt pa- 
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“ valele şi înălțimile lor SO şi So se măsoară pe ace- 
iaşi dreaptă SO, duse din virful - comun S perpendi 
culară pe baze. 

Piramidele  SABCD şi Sabcd, fiind - asemene, 
bazele lor ABCD, abcd sînt și ele asemene și ariile 
„acestor poligoane sînt proporționale cu patratele la- 

“ turilor omoloage avem d.-e. 

„ABOD AB. 

. sabo ap2? 

însă triunghiurile Sab şi SAB fiind asemene daă 

AB_SA 

ab Sa 
prin urmare, ariile bazelor sînt proporţionale cu pa- 

tratele crestelor omoloage a piramidelor 

ABCD _SA? 
_ “abcd 3a' 

Insă avem, de asem. ne. din cauza paraleliomuluai pla- 
nurilor: bazeloi 

SO SA, 
| i So Sa! | 

așa dar înmulțind membru cu membru avem 

ABODXSO_SA 
abcdxSa Bo" 

Insă volumurile piramidelor SABCD și Sabed sînt e- 
-- gale respectiv cu o treime din productele ABCDXSO, 
abcdSo ; prin urmare raportul între aceste volumuri 
este egal cu raportul cuburilor - crestelor omoloage 
SA, Sa. - 

461. TEOREMA.— Voluimurile a doi poliedri asemene 
sînt propor ționale cu cuburile a doă creste omoloage. 

Fie P şi p doi poliedri asemene. Descompun | po-
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liedrii în un același nnmăr de -tetraedri asemene şi să 
fie V, V”, V'.... volumurile tetraedrilor poliedrului P 
şi v, V, 9... volumurile tetraedrilor corespundetori 
din  poliedrul p.—Fie A, a doă creste omoloage. A- 
vem, în virtutea Teoremei precedente. 

VA VA VI A 
  = 

Ea 7, a o” a | > a ... 

şi prin urmare: NE 

VV' V - A3 

v v v a 

din aceste fracțiuni egale deducem 

VIV-A-V A A 

po ro + a 

SE : P A: 
saă în fine DP | | 

462. Definitiune.— Un „oliedru se dice „că este 

regulat, atuvcă cănd, toate fețele lui sînt poligoane regu- 

late egale între ele,. și toate „unghiurile lui poliedre 

sînt egale între ele. E Da 

463. TEOREMA. Nu există de cât cinci poliedri 

regulați convezi. o 

Suma fețelor unui unghiu poliedru convex, tre- 

buind'să fie mai mică de căt patru unghiuri drepte 

($. 319), dacă feţele sînt triunghiuri ecvilaterale, nu 

putem reuni: în jurul unui. punct, pentru a forma 

un unghiu poliedru. de cât ine sau patru saă cinci 

de aceste triunghiuri. Avem ast-fel : tetraedrul regulat 

cuprins între patru triunghiuri ecvilaterale ; octaedrul 

regulat cuprins între opt triunghiuri ecvilaterale ş îco- 

saedru regulat cuprins între doă-leci de triunghiuri 

ecvilaterale. Șese triunghiuri eevilaterale nu le putern 

reuni în jurul unui punct căci suma unghiurilor ace 

20 
 Geom. Blem. C. Climescu
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patru unghiuri drepte; nu mai este unghii: poliedru; 
cele șese triunghiuri se găsesc în un plan. 

Patratele și pentagoanele regulate nu ' le putem 
reuni de căt căte trei, fiind că unghiul unui patrat 
este drept. şi acela a unui pentagon este egal cu “/ 
din un unghiu drept. Avem: hexaedrul regulat saă cubul 
cuprins între șese patrate. egale, şi dodecaedrul regulat 
cuprins între doă-spre-dece pentagoane regulate. 

Nici un alt unghiu poliedru regulat convex uu 
mai este posibil, căci dacă am lua d. e. hexagonul 
regulat, a cărui unghiă este */, din un unghiu drept, 
trei unghiuri de hexagon regulat fac patru unghiuri 
drepte; prin urmare aceste trei hexagoane ar fi întinse 
pe un plan. 

464. Exereiţii.— 7. Doă piramide poligonale sînt asemene 
daca aă un unghiu diedru egal, cuprins între bază şi o fața 
laterală asemene una cu alta şi: asemene aședate. 

Fie unghiurile diedre AB, A'B' egale între ele, cuprinse 
între bazele ABCD și A'B'C'D' şi feţele SAB, S'A'B' respectiv 
asemene, Teii Sa——S'A' și prin a duc planul paralel cu baza, 
determin piramida  Soed asemene cu SABCD şi egală cu 
SA'B'CD', de unde xezultă ceia-ce se cere, 

2. Suprafețele a doă piramide asemene sînt proporțio- 
male cu patratele laturilor omolouge ; pentru că a. e. ariile 
feţelor SAB, S'A'B' sint proporţionale respectiv cu AB? și A'B2. 

3. Se taie o piramidă prin un plan paralel cu baza sa, 
așa ca suprafața piramidei determinată de acest plan şi aceia 
a piramidei dată, să fie proporționale cu doă lungimi date 
21 Şi n, adică să avem 

Sabcde __m . Sa? __m 
SABCDE n? prin Are 

Aşa dar lungimea Sa este laturea unui. patrat a cărui raport 
la patratul lungimei SA este egal cu raportul 7 la 7. . 

4. Dacă doă piramide asemene, ati feţele lor omoloage 
paralele ună cu alia; dreptele care unesc vârfurile omoloage 
se întîlnesc în un acelaşi punct. Din cauza asemenimei figu- 
xilor, rezultă că dreptele AB și ab sînt paralele între ele precum 
și BC cu bc, - CD cu cd... Apoi dacă Aa, Bb se întâlnesc în Q
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die că şi Cc. Dd.. trec prin O. Pentru aceasta ieii d. e. triun- 

ghiurile OBC, Obc cari, se poate vide că sînt asemene; atunci 
rezultă că unghiul BOC este egal cu unghiul BOc şi prin ur- 
mare c se află pe OC, - 

5. Dacă se duce prin ofrfurile unuă letraedru planuri 
paralele cu fețele opuse, tetraedrul format de aceste planuri 
este asemene cu telraedrul dat? . 

d Fie tetraedrul ABCD; due 
prin fie-care din virfuri un plan 

__paralel cu faţa opusă: aceste 
planuri formează un tetracdru ; 
în adevăr, unul oare-care din ii, 
d. 5. acel care trece prin vîrful 
A, este tăiet de ciialalţi- trei în 
trei drepte BO, DO, D'B' care 

sînt respectiv paralele cu laturile 
BU, CD, DB fetei BOD a tetra- 

edrului, şi formează prin urmare 

un trivonghii B'C"D' asemene eu 

faţa BCD. Tot ast-fel este şi cu intersecţiunile planului dus prin 

virful B cu celelalte trei planuri ; aceste drepte determinează un 

unghiu A'B'C” asemene cu triunghiul ABC. Triunghiurile A'BD' 

A'0D' figurează planurile paralele cu fețele ABD, ACD, duse 

prin vîrfurile C şi D, Prin urmare, cele patru planuri conside- 

rate formează tetraearul A'B'O'D'. Este evident că cii doi tetra- 

edri ABCD şi A'B'C'D' nu sînt asemene, ci toate că feţele lor 

opuse sînt asemene, căci unghiurile triedre omoloage, d. e.B 

şi B'. având crestele lor paralele doă căte doă şi îndreptate în 

senzuri contrare, sînt simetrice și prin urmare neegale. , 

6.” A calcula, cu aprozimaţiune de un centimetru, di- 

mensiunile unuă paralelipiped dreptunghic, știind că ele sînt 

proporționale cu numeriă ls, 4/5, î| şi că volumul sei este 

egal cu doi metri cubică. NA . 

Paralelipipedul dreptunghic a cărui dimensiuni sînt 2/, 

1); și 3j, din un un -metru este egal cu ?/ din un metru 

cubic, Insă, acest paralelipiped este prin ipoteză, , asemene cu 

paralilipipedul propus ; aşa dar volumurile lor sînt proporționale 

  
cu cuburile crestelor omoloage. Insemnănd prin Z, Y, £ crestele 

căutate, avem : 

s “ 5,— an e 3 9 [m 28. 
DA EI aa 5 ya V D137; za 5 

Îi 

  

/



CARTEA VIL 
Cele trei corpuri, rotunde 

= pa 

CAPITULUL | - 
„CILINDRU 

465, Definiţinue— Un dreptunghiă - A0O'A” învir- 
tindu-se în jurul uneia din laturile sale, 0O' d.e., dă 

— „ “naştere unui corp care se numește 
  P, % cilindru drept cu bază circulară. 
Îsi] - “În această învirtire, laturile 

| Asu] , OA, O'A” a-le dreptunghiului des- 
AE.--1---34 eri, căte un cerc cu centrele în 
Pi O şi O” de rage OA,O'A”; aceste 
po cercuri sint paralele întie «ele și         N: f AA formează bazele cilindrului. 

| Laturea AA” în învîrtirea «i, 
dă naştere. la suprafața. laterală a cilindrului: această 
lature se mai numeșşie și generătoarea cilindruluă, Un 
punct M de pe AA” descrie o circumferență egală cu 
civeumferența unuia din cercurile de bază, și planul 
cireumferenței descrisă de punctul M fiind paralel cu
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planul cercurilor de bază este perpendicular pe 00, 
iar centrul circumferenței este pe 00". 

- Latarea fixă OO” a dreptunghiului în jurul că- 
reia se face învîrtirea dreptunghiului, este aza cilin- 

drului. Mărimea acestei axe, este înălțimea cilindrului. 
466. Să considerăm  generătoarea cilindrului în 

una din poziţiunile ei. d. e. CC”; prin punctele U și 

C să ducem tangentele MN şi PQ) la - cireumferen- 

„ele de baze; aceste tan- 
gente. fiind aşegate respec- 
tiv în planurile , eâreurilor 
ae baze, care sînt paralele 
între ele: şi tot odată și 

perpendiculare pe planul 

COO'C' format de radele 
paralele OC, O'C”, sînt pa- 

“valele între ele; prin ur-. 

mare formează un. plan 

MNOP care are de comun 

cu cilindrul nunai generătoarea CO. Un asemehe plan 

se numește” plan tangent la cilindru de-alungul gene- 

rătoarei CO. | 

Un plan tangent la cilindru de-alungul unei ge- 

nerătoare, poate fi considerat ca limita unui plan se- 

cant care trece prin o generătoare vecină cu ea, cănd 

această din urmă tinde a se confanda cu cea întăi. 

467. Dacă construim o prismă dreaptă care să 

aibă aceiași înălțime ca cilindru şi a cărei bază să fie 

un poligon înscris sai circumscris la cercul de bază 

a cilindrului, atunci avem o prismă înscrisă saii cip- 

cumscrisă la cilindra. Fie-care față a prismei eircum- 

scrise, este tangentă la cilindru de-alungul unei gene- 

rătoare, Dacă poligonul înscris sai eiroumsoris la cer- 

cul de bază este regulat, atunci prisma însârisă sau 

circumscrisă la cilindru este regulată. 

 



. 
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468. Doi cilindri drepți cu baze circulare sînt a- 
semene. dacă provin din dreptunghiuri asemene, adică 
dacă  înalțimile lor sînt proporţionale cu radele ba- 
zelor lor. i | 

469. Să considerăm o prismă regulată înscrisă în 
un cilindru drept cu “baze circulare, și să facem să 

„cerească necontenit numărul laturilor poligonului de 
bază : în fie-care moment suprafața laterală a prismei 
are drept măsură. productul “perimetrului bazei prin 
înălțime ($. 405). Această suprafață crește cu căt vom 
înmulți numărul laturilor poligonului de bază, însă nu 
poate trece peste suprafața laterală a cilindrului căci 
prismele sînt toate înscrise în cilindru. Aşa dar su- 
prafața laterală a prismei are o limită, care este su- 
prafaţa laterală a cilindrului. . | 

Tot asemene este. și cu volumul prismei înscrisă 
în cilindru. : E 

| De aceia, vom considera suprafața iaterală a u- 
nui cilindru drept cu baza circulară și volumul lui, 
ca limitele câtră care tind respectiv: suprafaţa laterală 
și volumul unei prisme înscrise a cărei număr de la- 

“turi a poligonului de bază crește n2contenit. 
Ori-ce proprietate, relativă la prismă care nu va 

depinde de numărul şi măsura la- 
turelor bazei, se va aplica 'și la 
cilindru. 

410. TEOREMA. — Aria, su- 
prafețeă laterale a unuă cilindru 
drept cu baze circulare are drept mă- 
sură produclul înălțime: luă prin lun: 
gimea circumferenţei cercului de bază. 

| Să înscrim în cilindru, o pris- 
mă. regulată, d. e. prisma cu bază 
hexagonală : suprafața laterală a 

acestei prisme se compune din dreptunghiuri egale, 
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şi aria ei laterală are drept măsură productul peri- 

mitului poligonului de bază prin înălțimea cilin- 

drului. | 
Să imaginăm că îndoim necontenit numărul latu- 

zilor poligonului de bază ; perimetrul poligonului tin- 

de cătră o limită care este lungimea circumferenței 

de bază ; înălțimea rămăne tot egală cu înălțimea ci- 

lindzalui ; suprafața laterală a cilindrului fiind limita 

suprafeţei laterale a prismei videm că suprafața la- 

erală ai cilindrului are drept măsură productul, lum- 

gimeă circumferențeă cercului de bază prin înălțimea lui. 

471. Corolar. —Insemnănd prin R rada cercului 

de bază şi prin I înălțimea cilindrului, prin S supra- 

fața lui laterală, avem expresiunea 

S—2nhl. 

Suprafaţa totală, compunindu-se din cele doă 

cercuri de bază şi din suprafaţa “laterală; însemnănd 

prin $, suprafața totală „avem expresiunca 

S, =2rn RI + 2nkP, 

saă 3, =2nRU--R). De 

472. Desfăşurarea cilindrului. Suprafața — laterală 

a unei prisme poate fi desfășurată pe un-plan şi â- 

, 2 - eopere o porţiune de plan egală cu 

ză este (gală 
4 __ un dreptunghiii a cărui ba 

= >e ij 6 ad dă 
  

        ÎSle | 
B e a 4 o d a 
    

cu perimetrul poligonului de bază a prismei, şi a cărui 

înălțime este egală cu înălțimea prismei. lată cum se
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poate face desfşăurarea : fie prisma patrunghiulară 
ABCDA'B'OD”; o deschid d. e. de-alungul” crestei 
AA” şi învirtesc fața ABB'A” în jur de BB' păna ce 
o aduc în planul feţei BCC'B'; laturile BA, BA”, 
perpendiculare pe BB',. rămăn perpendiculare pe a- 
ceastă dreaptă şi se așadă pe prelungirile laturilor CB 
C“B' perpendiculare și ele pe BB”. De asemene să 
învărtim fața CC'D'D- în jur de CC” pănă-ce vine în 
planul feţei COB'B, ete ; -continuănd tot astfel avem 
o serie de dreptunghiuri, fie-care egal cu căte o faţă 
a prismei, formănd împreună un dreptunghiii egal cu 
suprafața laterală a prismei și avănd ca înălţime, în- 
nălțimea însăși a prismei. ii -— 

- -- Dacă de la 
4 brismă srecem 
|la cilindru, gă- 
sim că supra- 
fața laterală a 
cilindrului, fiind 

p desfășurată, a- 
-copere o porţi- 

une de plan egală cu un dreptunghiu a cărei bază 
este egală cu lungimea circumierenţei de bază a ci- 
lindrului și înălțime este egală cu acva a cilindrului. 

473. TEOREMA.— Volumul unui cilindru drept 
cu bază, circulară are ca măsură produciul ariei bază 
prin înălțimea, luă. 

Să înserim în cilindru o prismă regulată (fig. de 
la $ 470). Volumul acestei prisme este egal cu pro- 
duetul ariei poligonulu? de bază prin înălţime, care 
este şi înălțimea cilindrnlui. Dacă indoim necontenit 
numărul laturilor poligonului de bază, aria acestui 
poligon tinde cătră suprafaţa cercului de bază, şi în- 
nălțimea rămăne tot egală cu înălțimea cilindrului. 
Volumul cilindrului fiind limita volumului prismei, 

   



d
e
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avem că volumul cilindrului are drept măsură aria 

circumferenței de bază înmulțită eu înălţimea cilindrului. 

414. Corolar.— Insemnănd prin R rada cercului 

de bază și prin I înălțimea zilindrului; volumul lui 

va ave de expresiune. - 

V=n Rl. 

415, TEOREMĂ.-— Dacă doi cilindri cu baze 

circulare simi asemene, suprafeţele laterale și suprafe- 

țele totale a-le lor, sînt proporționale” cu patratele ra- 

delor de baze, iar volumurile lor sînt proporționale cu 

» — Guburile acelorași rade. 

ICE “Fie doi cilindri asemene 

— „= 0 ABCD. AB'OD”; însemnănd 

! TE prin R şir radele bazelor a- 

    

cestor cilindri prin | şi £ în- 

  

  

E II Ap -mălţimile lor, prin S şi s su- 

Zi A . _prafeţele lor laterale, Ș, ȘI Se 

suprafeţele lor totale şi prin 

a Da V şi o volumurile lor, avem: 

S=2AR1; 9, onR(R-D); = V>nRil. 

s—2ari ; s,=2ar(rAH): VTR. 

Cilindrii fiind asemeni, avem ($- 468) 

Ri . RAI 
> > prin urmare cu „i 

ţinind samă de aceste ralaţiuni, deducera : 

S_R 

ar 
| S_R RH_R EEE, 

în sr. mi rr m? 

Na V Rs 

o 
ceia ce demonstră Teo.ema. _
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476. Exerciţii. — 7. A calcula,-cu aprozimaţiune de un 
milimetru, dimensiunile litruluă întrebuințat pentru licvide, 
ştiind că are forma unuă cilindru drept cu baze circulare şi 
înălțimea, luă este de doă ori mare de căt diametrul bazei. 

I fiind înălțimea. raza” bazei este 1/, 1; un litru conține 
1000000 de milimetri cubici, avem dar. 

zrl5 _- „8 
16 > 1000000, de uude “y 16000000 

z ze - 

făcănd calculile găsim 1=>172 m.m. și prin urmare rada bazei 
este 43 m.m. . SE - 

2. Litrul, decalitru, și hectolitru cu care se măsoară grî- 
nele, ai forma de cilindri ai căror îndlțimi sînt egale cu dia- 
metrul bazei ; să se calculeze dimensiunile lor. Se găseşte : 

3 - 3 | “ - 

=— 108 m.m.; u= — 233.7.   

1] / 4000000 40000000 
7U Di 70 

3 , | ii 

= 400000000 =—503 m.m. _ 

3. Să se calculeze rada interioară a unui tub de sticlă, 
perfect cilindric, ştiind că_ acest tub cântărește 90 gr. când 
este deșert şi 150 gr. cănd întroducem în el o colonă de Mer- 
cur de Scam. de lungime. (Densitatea Mercurului este egală 
cu 13,568). 

„Mercurul introdus în tub căntărește 60 gr. prin urmare vo- 
lumul lui este 6%.s.seg c.m3. Dacă luăm milimetru ca unitate li- 
neară, şi însemnăm prin 4 lungimea radei interioare a tubului, 
avem relațiunea Ia 

60000 
13,568 

i 60000 - de unde D= / a nn. 12,5 m.m, 97r13,568 | 
4. A determina dimensiunile unui cilindrii drept cu bază 

circulară, ştiind că înălțimea luă este egală cu jumătatea ra- 
de de bază și suprafața totală egală cu suprafuța unui cere 

at. _ 

  9ra2= m.m5.
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Să însemnăm prin & rada de bază a cilindrului căutat şi 

a rada cercului dat, avem: Se ! - - 

| 27 (2 )=omce, 

sail- 3a2—a2. 

„AŞA dar a este rada cercului circumscris la triunghiul ec- 

vilateral a cărui lature este a. “ - 

__5. Pentru a scoate upa din un puț, ne servim de o pompă 

a căreă tub are un diametru interior egal cu d. Cursa pisto- 

nului este egală cu ; D este diametrul, puțuluă și 1 adăn- 

cimea apei. Căte curse vu face pistonul ca să scoatem toată 

apa din puț? o 

Numărul curselor pistonului va fi egal cu raportul între 

capacitatea puțului și aceia a corpului de pompă. 

". Măsura. celei dintăi este 1/,7cD2l și a celei de a doa este 

. Da2 1 

i /srrd?], ; așa dar numărul căutat este: (4) X A 

  

CAPITULUL II 

CONUL 

471. Definiţiuni. — Un triunghiii dreptunghic AOS 

învîrtindu-se în jurul uneia din catetele sale, SO 

d e., dă naştere unui corp, care 

se numește con drept cu bază cir- 

_culară. 
In această învărtire, ceialaltă 

catetă OA descrie un cerc care for- 

mează baza conului. 

Ipotenuza SA în învărtirea ei 

dă naștere la suprafața laterală a 

conului ; ea se mai numește şi generătoarea, conului 

sati apotema lui. Un punct M de pe SA descrie o 

 



circuniferență a, cărei plan este paralel cu. planul 
cercului de bază și prin urmare perpendicular pe 
SO şi centrul circumferenţei este pe S0. 

Laturea fixă SO a triunghiului dreptunghic este 
aza conului. Mărimea acestei axe este înăltimea co- 
nului. | E o 

Punctul fix S este vîrful conului. 
418. Să considerăm gene- 

rătoarea. conului în una din 
pozițiunile ei, d. e. SB; în 
punctul B duc tangenta BN la 
circumferența de bază ; planul 
MN determinat de generătoarea, 
SB şi tangenta corespondentă 
BN, n'are de comun cu conul 
de căt generătoarea SB. Un 

asemene plan se numește plan tangent la con de-a- 
lungul generătoarei SB. Se 

Un plan tangent la con de-alungul unei ge- 
nerăroare poate fi considerat ca limita unui plan 
secant care trece prin generătoarea, considerată şi o 
generătoare vecină cu ea, cănd aceasta din urmă 
tinde a se confunda cu cea dintâi. 

419. Dacă construim o piramidă a cărei vîrf să: 
fie vîrful conului și să aibă ca bază un poligon în- 
scris sai circumscris la cercul de bază a conului, 
atunci avem 0 piramidă înscrisă sati circumserisă la 
con. Fie-care faţă a piraimidei circumscrise este tan- 
gentă la con de-alungul unei generătoare. 

Dacă poligonul înscris sasi circumscris la cercul 
de bază este regulat, atunci piramida înscrisă, sai 
cireumscrisă la con este regulată. | 

480. Dacă tăiem un con circular drept prin un 
plan perpendicular pe axă, adică paralel cu baza 
“conului, și lăsăm la o parte porţiunea despre vîrf, 
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căpătăm un corp AA'MM' (fig. de la $. 485), ter- 
minat cu o porțiune din suprafața unui con și prin 

doă cercuri paralele AA”, MM". Acest corp se nu- 

meşte trunchi de con circular drept cu baze paralele. 

Acest trunchiti de con, mai poate fi considerat 

ca născut prin învărtirea trapezului AOO'A” în ju- 

rul laturei 00. Dreapta 00” este înălțimea trun- 

chiului, cercurile. AA”, MM” sunt bazele şi AB este 

apotema, trunchiului de con. “ 

481. Doi toni drepți cu baze circulare sînt a- 

semene între. ei, dacă provin din triunghiuri drept- 

unghice asemene, adică dacă înălțimile lor sînt pro- 

porționale cu radele bazelor lor. 

482. Să considerăm o piramidă regulată înscrisă 

în un con circular drept, și să facem să crească 

fără limită numerul laturilor poligonului de bază; 

"în fie-care moment suprafața laterală. a piramidei 

are drept măsură ($. 433) Jumătate din perimetrul 

poligonului de bază, înmulțită cu apotema, piramidei. 

Această piramidă creşte cu căt vom înmulți numă- 

rul laturilor poligonului de bază, însă nu poate 

trece peste suprafața laterală a conului, căci toate 

piramidele sînt înscrise în con. Așa dar suprafaţa 

laterală a piramidei are o limită care este suprafaţa 

laterală a conului. a 

Tot asemene este şi cu volumul piramidei în- 

scrisă în con: i 

De aceia, vom considera suprafăța laterală a u- 

mal con circular drept și volumul luă, ca limitele cătră 

care tind respectiv suprafața laterală și volumul unei 

piramide înscrisă, a cărei număr de laturi a poligonu- 

luă de bază crește necontenul. 
Ori-ce proprietate relativă la piramidă care nu 

va depinde de mărimea și numărul laturilor bazei, 

se va aplica și la con.
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483. TEOREMA.— Aria suprafeței. laterale 'a u- 
nul con circular drept, are ca măsură productul 
circumferenței de bază, prin jumătatea apotemei, conului. 

“Să înscrim în con, o piramidă regulată, d. e, 
piramida cu bază hexagonală. Suprafaţa, laterală a 
acestei piramide are drept măsură productul jumă- 
tăţei perimetrului poligonului de bază prin apotema 
ei. Să imaginăm că îndoim necontenit numărul 
laturilor poligonului de bază; perimetrul acestui 
poligon tinde cătră o limită care este lungimea cir- 

cumferenței de bază și apotema 
piramidei tinde cătră apotema, co- 
nului. Suprafaţa laterală a conului 
fiind limita suprafeței laterale a 
piramidei, avem că, suprafața la- 
terală a conului are. drept măsură 
productul jumătăţei circumferenţei 
cercului de bază prin apotema, 

  

conului. e 
484. Corolar I.— Insemnănd prin BR rada cer- 

cului -de bază, prin a apotema, prin S$ suprafaţa 
laterală a conului, avem expresiunea 

S=rhRa. 

Suprafaţa, totală compunăndu-se din cercul de 
bază şi suprafața laterală; dacă însemnăm prin $, 
suprafaţa totală, avem expresiunea 

S, n Ra-+aR? 
sasi SS =nR(R-+a). 

485. Corolar II.— . Dacă ducem un plan paralel 
cu baza conului, egal depărtat de vîrf și de bază 
avem. ca intersecțiune, un cere MM a cărui radă 
O'M este jumătate din rada OA a bazei, prin ur- 
Xaare și circumferența acestui cerc MM” este jumătate
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din circumferența cercului de bază, așa că putem 

dice :- 
Suprafața laterală a conului 

are drept măsură productul, apote- 

mei bă prin circumferenţa secțiunei 

paralelă cu bază, la o egală distanță 
de vîrf şi de bază. 

486. Desfăşurarea conului. Su- 

prafaţa laterală a unei piramide 

regulate se poate aplica pe un 

“ plan şi acopere o porţiune de plan în forma unui 

sector poligonal regulat, a cărui radă este egală cu 

creasta, piramidei și a cărui perimetru este egal cu . 

acela al bazei piramidei. | 

Dacă de la piramidă trecem la con, găsim că 

suprafaţă laterală, a conului fiind desfășurată, acopere 

$ 

    

4 SA _ i &% 

o porţiune de plan egală cu un sector circular, a 

cărui raqă este egală cu apotema conului, şi a cărui 

arc este egal cu lungimea circumferenţei de bază a 

conului. 
| 

481. TEOREMA.— Suprafaţa laterală a, unuă 

trumchiiă de con drept cu baze paralele, are drept mă- 

sură produciul semi-sumei circumferențelor de baze prin 

apotema luă. a 

_ Fie un trunchi ABBA" egal cu diferenţa în- 

tre conii drepți circula SAA, SBB' a cărui baze



  

ĂA' și BB' sînt paralele. In- extremitâtea A a gene- 
rătoarei SA rădie, pe această dreaptă, perpendiculara 

| „AO egală cu 
lungimea | cir- 
cumferenței O 
A a bazei in- 
ferioare a trun- 
chiului de con. 

- Duc SC și prin 
“punctul B, un- 
de generătoa- 

  

rea SA întălneşte baza superioară a trunchiului, due 
dreapta BD paralelă cu AC. Dic- că dreapta BD 
este tot atăt de lungă căt este și circumferența OB. 

In adevăr, SO fiind axa conului SAA”, triun- 
Shiurile SBO și SAO sînt; dreptunghice și asemene ; 
avem dar: - e 

 SB__ OB circ. OB 

SA” OA circ. OA a 

Triunghiurile SBD, SAC sînt și ele dreptun- 
Shice și asemene. și avem : e 

„SSB _BD 
SA AC 

. o circ. OB. BD 
prim urmare... Circ. OA AC 

Insă “dreapta AC este prin ipoteză, egală cu 
cire.OA ; prin urmare dreapta BD este egală cu 
circ.OB. a Cu | E 

Apoi, aria suprafeţei laterală a -conului avănd 
drept măsură !/, circ. OAXSA, este echivalentă cu 

aria triunghiului dreptunghic SAC -care . are drept 
măsură !/, AOXSA. De asemene, aria suprafeţei
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Jăterale a conului SBB' este echivalentă cu aria tri- 

unghiului dreptunghice SBD ; prin urmare, aria su- 

prafeţei laterale a trunchiului de con este echivalentă 

cu aria trapezului ABDO. Insă aria trapezului (Ş. 261) 

are drept măsură ABX!/, (AC+BD); așa dar aria 

suprafeţei laterale a trunchiului de con are drept 

măsură produetul apotemei lui prin semi-suma cir- 

cumferenţelor de baze. - | 

488. Corolar 1— Dacă prin mijlocul E al apo- 

temei AB, duc EF paralelă cu AC și planul LE 

paralel cu bazele trunchiului de con, atunci dreapta 

EF este egală cu cireumterența O,E. Insă, aria, tra- 

pezului. ABDC-are drept măsură ABxEF, (8. 263); 

aşa dar, aria suprafeţei laterale a unui trumehii de 

con drept cu băze paralele, are drepti măsură, productul 

  
apotemei prin circumferența secțiune de o potrivă de- 

păriată de baze.  - - 

Corolar Il.—Insemnănd prin R şi  radele cercu- 

rilor de baze, prin a apotema îm + Saria suprafe- 

ței laterale a trunchiului de con, avem. expresiunea: 

S=n(R+rha. 

Avia suprafeţei totale se compune din aria su- 

prafeței laterale şi ariile cercurilor de baze; însemnăud'o 

prin $, avem 
S, n [Be -r+-(Br)a) 

- 490. Observaţinne.— Aria suprafeţei laterale a unui 

trunchiu de con se mai poate afla, înscriind în trun- 

chiul de con, un trunchi de piramidă regulată cu 

baze paralele. Su | , 

491. TEOREMA. — Volumul unui Con circular. - 

drept are ca măsură, productul ariei cârcumfereniei 

de bază prin a treia parle a înălțimeă luă. 

| Să înserim în coh o piramidă regulată (fig. de la 

$, 483). Volumul acestei piramide este egal cu pro- 

ductul ariei. poligonului de bază prin a trela parte a 

Geom. Elem.: C. Chimescu 
: 21
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înălțime care , este şi înălţimea conului. Dacă îndoim 
- necontenit numărul laturilor poligonului de bază, aria 
acestui poligon tinde cătră suprafața cercului de bază 
şi înălțimea rămăne tot egală cu înălțimea conului. 
Volumul conului fiind limita volumalui piramidei, a- 
vem 6ă volumul eonului are drept: măsură aria cir- 
cumferenței de bază înmulțită cu a treia parte a în- 
nălţimei conului. 

492. Corolar. Insemnănd prin R rada cercului de 
bază şi prin | înălțimea couvlai ; volumul şei va a- 
ve de expresiune - 

V== AaRal 

493. TEOREMA: Daca doi. conă dreph cu baze 
circulare sînt asemene, suprafețele laterale și suprafetele 
totale a acestor conă sînt 'proporționale cu patralele ra- 
delor de bază ; iar volemurile lor sînt proporționale cu 

cuberile aceloraşi rade. - 
(Demonstraţiunea acestei “teorome este identică 

cu aceia de la ($. 475). . 
494. TEOREMA. — Volumul unsă trunchia, de con 

drept cu baze paralele este echivalent cu suma volumu- 
rilor a incă conă care ar ave ca înălăţime comună, îmălți- 

- mea trunchiului de con și ca baze : -unul baza diferi 
oară, altul baza superioară, și. al treilea media pro- 
porționalei între cele doă baze a-le trunchiului. 

Fie ABB'A” un trunchiu de con egal_cu dife- 
rența conilor drepți 
SAA', SBB' acă- 
rui baze AA”, şi BB” 
sînt paralele : cons- 
truesc pe planul ba- 
zei inferioare a trun- 
chiului de con o pi- 

_ ramidă triunghiulară 

- - sabo, a cărei bază 
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abc să fie echivalentă cu cercul -OA şi a cărei înălţi- 
me SI să fie egală cu înălțimea SO a conului SAA'. 
Die mai întăi, că planul bazei superioare BB” a trun- 
chiului, determinează în piramidă o secţiune ab'e' e- 
chivalentă cu cercul OB | 

În adevăr, bazele trunchiului de con fiind para- 
" Iele, planul SOA taie baza superioară a trunchiului de 

con în o dreaptă O'B paralelă cu OA și raportul ra- 
delor OA şi O'B este egal cu acela al înălțimilor SO 
şi SO”; avem dar „ 

cerculOA __ OA? _S0: 
cerculO'B OB: 80” | 

Din paralelismul planurilor abe, și a'b'c',. re- 

rultă că . “ i 
tri abe SI, 

iria bo Si! 

însă prin ipoteză, dreptele S I şi S O sînt egale între 
ele, precura și dreptele Si, 5 O'; prin urmare: 

cercul OA tri. abc 

Insă, triunghiul abc. este prin construcțiune, echi- 

valent cu cercul OA ; rezultă că şi triunghiul abc 

să fie echivalent cu cercul O'B. Se 

“Apoi, volumul conului SAA' are drept măsură 

_1/, cerc. OAXSO ; 

acest volum este dar echivalent cu volumul piramidei 

Sabc, care are drept măsură 1/, abeXSI. De asemene 

volumul conului SBB' este echivalent cu volumul pi- 

ramidei s'abc: aşa dar, volumul trunchiului de con 

ABB'A' este echivalent cu trunchiul de piramidă 

abca'b'e; Volumul acestui trunchiii de piramidă are 

drept măsură ($. 441) 

17, SIX[ăber-a'b'e--Vabexabe ]
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şi prin urmare trunchiul de con va ave drept măsură 

17, SOX[cere. OA cerc. O Bt Veore.OAXcere OB), 

ceia ce demonstră "Teorema. 
495. Corolar.—Insemnănd prin R şi 7 radele cer- 

curilor de baze, prin | înălțimea conului tronchiat, 
volumni seii va ave e expresiune 

V= al. [Rr FR]. a 

496 APLIGANIUNE —1. In practică, și nai cu 
samă în ceia ce priveşte măsurarea  (cubagiul) irun- 

- chiurilor de copaci, bazele se deosebesc puţin intre 
ele, așa că fără eroare mare se poate asimila trunchiul 
de con cu un cilindru a cărgi înălțime ar fi egal cu 
înălțimea trunchiului şi a cărui bază -ar fi secţiunea 
făcută în trunchi, la o egală distanță de cele doă 
baze. Eroarea ce se comite, urmănd ast- fel, este uşor 
de calculat. E 

Volumul cilindrului este : 
. RL 

V=al cr   

volumul trunchiului de con este: 
. 4 or 
Noni +Rr] ; 

prin scădere avem : 

ÎN d R—ry? 
| Vo a1(53”) . 

Eroarea comisă este dar egală cu volumul uni 
con care are ca înălțime, înălțimea trunchialui Şi ca 
raglă de bază, diferenţa între ragele bazelor trunchiului. 

Când este să se aplice formula 

a] ay 
v=nl.(  
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pentru măsurarea urui trunehiu de copac, se măsoară 
lungimea eircumterenţei mijlocie C şi înălțimea lui ], 
și atunci formula precedentă se schimbă în următoarea; 

ri 2 - -l ce 

A= 4 m 4 | 

D.-e. C=—1, 80 m, 1=6, 50 m. Volumul va fi 1 BTGint. 

2, Chestiunea cotitului poloboacelor se leagă cu 
măsurătoarea trunchiului de con. 

Considerănd polobocul ca su- 
ma a doă trunchiuri de con iden- 
tice, lipite prin baza lor cea mare, 
am ave formula 

V=i/, nl [R2-+-r*+-Rr] 

în care I reprezintă înălțimea to- 
tală a trunchiului dublu, 7 rada 
fundului AA ,R rada bazei mari BB. 

Insă această formulă dă un rezultat mai mic, 
căci neglijăm de doă-ori volumul născut prin rotați- 
unea segmentului AMB cuprins între dreapta AB şi 
arcul AMB. 

Dacă înlocuim, în parenteză, Rr prin e, avem 
formula 

  

V=i/, srl (2R2+r3) 
care din contră dă un rezultat prea mare. 

Formula care se adaptează mai bine la forma ge- 
merală a poloboacelor este următoarea : 

V=:/,n ÎI [2R*+r—*/, (R:—r9)]. 

Pentru : 1=0,756m, R=—0,345m,.r=0,305m, for- 
mula întăi dă 250/.. a doa 261]. şi a treia 2547, 

Se mai întrebuințează formula empirică 

V=—0,525 D* 

în care D reprezintă Juigimea BA” care merge de la
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vrană pănă la punctul cel mai de jos A' a unuia din 
funduri. Pentru cotirile diagonale, se. calculează mai 
dinainte, cu ajutorul formulei precedente, valorile lui 
V care corespund la diverse-valori de a lui D și se 
înscriă aceste valori pe varga de fer că se întroduce 
în poloboc, și obţinem astfel Capacitatea „polobocului 
prin o simplă cetire. 

Pentru a compara.- această formulă eu cea. pre- 
cedentă, observăm că triunghiul drebtunghic BA'I dă 

BA'2=— AI2+ BI BI?, sai D:=!/, PAR 

găsiro prin aceasta. că polobocul de dineoare conţine 
257,1. 

498. Exerciţii —7. Si se împartă suprafaa laterală a 
unui con drept cu bază circulară, în doă părți echivalente, 
prin un plan paralel cu baza. | fiind. înălțimea conului, z dis- 
anța de la vîrt a planului căutat găsim 

al 
pa 

- adică az este egală « cu laturea unui patrat. a cărui dingonală 
este 1. - 

- 8. Dacă îmnoârtim succesiv un triunghiu dreptunyhic în 
jurul  fie-cărei -catete, volumurile celor doi conă sînt invers 
proporționale cu înălțimile lor. Avem 

  

V='/ 7 cd. V'='aa be, 
| v' ă 

de unde zszultă =g 

3. Laturea c a unuă în iunghiu. ecvilateral find dată, să 
se calculeze suprafața totală şi volumul conului născut prin 
învârtirea acestui img ti în jurul îndițimei luă. 

cYV3 
Rada “bazei este înălţimea triunghinlcă cate — 

3 > 

prin urmare ;:
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4. Suprafaţa totală a unu con drept cu bază circulară 
este egală cu 10m2 şi rada bazei sale este 1,2m ; să se cal- 

culeze cu aprozimațiune de un centimentru, apotema şi înăl- 

țimea conului, agoă volumul Îuă cu aprozimațiune de un cen- 
timeiru cub. - o - 

Ayem pentru aceasta formulele; . 

S=—2R (AR), I=yă—Ri, Val. 
  

-. Dacă S și R sit date, cea întăi din aceste dă pe A+R 

şi prin urmare pe A; cu a doa câlculăm pe I, și cu a treia pe 

V. Puind'cifrele de sus avem: 

--4=—145m; =082m; V=1234c.mă. 

CAPITULUL III 
SPERA . 

499. Detiniţiuui —Un semi-cere AMBO înviîrtindu- 
se în jurul diametrului sei AB, dă naştere unui corp 
numit sferă.: Ea 5 

p - În acestă învirtire semi-circum- 

ferența AMB descrie suprafața sferei și 

este uşor de vădut că -ori-ce punct 

al acestei suprateţe este de o potrivă. 

- depărtat de centrul O.al semi-cercu- 
lui ; de aceia sfera se pote defini şi 

precum urmează : sfera este: un corp 

. terminat cu o suprafaţă a: căreă puncte 

sînt de o potrivă depărtate de un punct fi O. - 
Punctul fix este centrul sferei. 
O dreaptă ce unește centrul cu un punct al su- 
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prafeței sferei este rada, sferei. Toate ragele sînt 
egale între ele. 

O dreaptă ce trece prin centru şi se mărginește 

de ambele părţi. la suprafața sferei, este un diametru 
al sferei. 

Toţi diametrii sînt egali între ii, fiind-că fie-care 
diametru este dublul radei. i 

Doă sfere de aceiași rală sint egale. 
500. Un plan este tangent la o sferă dacă nu 

are de căt un punct comuii cu ea; acest punct se 

numeşte punct de contact. 
Doă sfere sînt angenie în un punct, atunci cănd 

în acel punct ele ai același plau tangent. 
501. O porţiune din suprafaţa unei sfere cuprinsă 

îutre doă planuri paralele se numește zonă - sferică, 

Distanţa între cele doă planuri este: îndifimea zonei, 
iar “secţiunile făcută în sferă de cele doă planuri sînt 

bazele zonei. | 
Dacă unui din cele doă planuri în loc să taie 

sfera, îi este tangent, atunci zona sferică are numai 

o bază ; o astfel de zonă se. numește calotă sferică. 
Porțiunea din sferă cuprinsă într'o zonă se nu- 

meşte segment sferic. 
Numim fus sferic o porţiune de - pe, 55 “prefața u- 

nei sfere cuprinsă între doă planuri cari: urc prin un 
acelaşi diametru al sferei. 

Numim unghier sferic porțiunea dia sferă cu- 
prinsă între doă semi-cercuri mari care se termină la 
un acâlaşi diametru al sferei ; fusul sferic termina de 
aceste planuri este baza unghierului sferic. 

Numim piramidă sferica porțiunea din sferă cu- 
prinsă în -un unghiu poliedru a cărui virf este în 
centrul sferei. 

Piramida are ca baza poligonul interceptat; de un- 
&hiul poliedru pe suprafaţa sferică._
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| Numim sector sferic volumul născut prin învîr- 

tirea unui sector circular în jurul "unui diametru ex: 

terior sectorului circular ; sectorul sferic are. de bază 

o zonă sferică. | 

502. TEOREMĂ —Ori-ce secțiune făcută în sferă 

prin umnplan, este un cerc. N j 

_- Să presupunem mai întăi 

că planul trece prin centru Oal 

sferei : un punet oare-care M al 

__secţiunei se află la o distaiţă OM 

de la centrul sferei, egală cu ra- 

da sferei; priu  itrmare - toate 

-punetele secţiunci siut pe o cin- 

PP Gumferență a cărei centru este 

însuşi centrul sferei și a cărei vadă este îusăşi rața 

sferei. | | 

Să presupunem acum că planul secant nu trece 

prin centrul sferei şi că taie sfera în o curbă CND 

care dic că este o cireumferență. Due din centrul O 

al sferei. perpendiculara OI pe planul secant; radele 

OD, ON... a-le sferei, duse: în diverse puncte D, N... 

a-le conturului secțiunei, sînt oblice pe planul CND 

şi egale între ele, prin urmare ele sînt îndepărtate în 

mod egal de 'perpendiculara OI; prin urmare picioa- 

rele tuturor acestor oblice sînt pe o cireumferenţă a 

cărei centru este punctul |. - . 

Dacă însemnăm prin R rada sferei, prin r rada 

secţiunei și prin d distanța centrului sferei la planul 

“secant, avem: r2—R2—d?. 

503. Observaţiune _—Videm că secţiunile plane a 

sferei sint de doă feluri: 7. Cercuri a căror planuri 

trec prin centrul sferei şi sînt toate egale între ele, 

pentru că toate ai ca radă însăşi rada sferei : aceste 

le numim cercuri mari de-a sferei. 2. Cercuri a că- 

ror planuri: nu trec prin centrul sterel şi a cărorra- 
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de, mai mici de cît rada sferei, merg descrescănd cu 
căt planul secant se îndepărtează de centri ; aceste 
le numim cercuri mică de-a sferei. ii | 

Numim poli unui cerc CND, extremităţile P,P” 
a diametrului sferei, perpendicular pe cere. 

Doă cercuri de pe sferă paralele între ele, a, a- 
ciiași poli. Observăm că centrul | al“unui cere oare- 
care, polul lui P şi P” şi centrul O al sferei, sînt pe 
o aceiași perpendiculară la planul cercului. o 

„ Ori-ee cere mare PBP” care trece prin polii P,P” 
a unui cerc CND este în un plan perpendicular pe 
planul acestui cere, fiind-că 2onţine dreapta PP” care 
este perpendiculară pe acest din urmă plan. 

50%, Corolar 1. Prin doa puncte de pe suprafata 
unei sfere. se poate duce o circumferență de cerc mare ; 
fiind-că. dacă ducem un plan. prin centrul sferei și 
cele doă puncte, acest plan taie suprafaţa sferei în o 
cireumferenţă de cere măre. | | 

Dacă centrul sfevti. și cele dcă puncte nu. sînt în 
linie -dreaptă. atunci avem un plan unic şi prin ur- 
mare nu putem duce de căt o circumferență de cere 
mare prin cele. doă poncte date. In ipoteza contrarie, 
cele doă puncte sint la extremităţile uuui acelviași 
dlametru-de-a sferei şi prin urmare prin ele putem 
duce un număr infinit de cercuri mari. | 

505. Corolar I1.—Un cere mare împarte sfera și 
suprafaţa că în doă parți egale; fiid-că dacă luăm 
cele doă părţi a-le sferei și le aplicăm pe baza loreo- 
muvă, cu convesităţile lor în ateiași direcţiime, aceste 
doă părţi vor coincide, căci altfel punctele suprafe- 
ţelor nu .ar fi la aceiaşi distanță de centru. | 

506. Corolar III.—/Doă cercuri mart se împart 
unul pe altul în doă părți egale ; fiind că dreapta lor 
de intersecţiune trece prin centrul sferei, care centru
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fiind comun la cele doă cercuri, acea dreaptă este un 
diametru pentru fie-care cere... pr 

507. Corolar IV.—O dreaptă nu poate tăie o su- 
prafaţă, sferica în mai mult de doă. puncte: Bind-că 
dreapta nu poate ave mai mult de- doă puncte comune 
cu circumferența de cere mare determinată de planul 
ce trece. prin dreaptă şi centrul sferei a 

508. TEOREMA.—7. Doă cercuri mică egale sînt 
egal. depărtate de centrul sferei. . 

2. Din do, cercuri “ne-egale, cel mai mare este . 

„mat aproape de centru de- căt cel mai mic. 
„Să considerăm planul dus 

prin centrul sferei și prin. cen- 
trele “celor doă cercuri: acest 
plan taie sfera în un cere „mare 
ABCD și pe cele doă cercuri în. 
-diametrii lor AB, CD care sint 
nişte -coarde față cu cercul mare. 

o _- Prin urmare: 7. distanțele OE, 

OF vor fi egale dacă diametrii AB și CD sînt „egali 

adică dacă cele. doă cercuri mici sînt egale între ele; 

2, distanța OE este mai mare de căt OF dacă dia-. 
metrul AB este mai mic de căt.CD, adică dacă 

cercul BA este mai mic de căt cercul FC. i 

Reciprocele părților. acestei Teoreme - sînt evi- 

dente. a 

509. TEOREMA.— Toate punctele unui cerc de - 

pe sferă, sînt de o polrivă depărtate de cit dot poli ai 

cercului. - a T i LS 

Fie ABC un cere de pe sferă, P, P' polii cercu- 

lui şi L centrul lui. Dreptele PA, PB, PC... duse din 

polul P la diverse puncte A, B, C.... de-a cercului, sînt 

egale între ele pentru că sînt de o potrivă îndepărtate 

de perpendiculara PI; punctele circumferenţei ABC . 

  
-
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sînt dar la aceiași distanță de polul P. Tot pentru a- 
celaşi cuvînt, aceste puncte sînt la aceiași distanță de 
polul P'. | | 

P “Mai rezultă dia această demons- 
„„ rațiune că arcurile de cere mare 

PmăĂ, PnB, PgC... duse de la polul P 
la circumferenţa ABC, sint egale între 
ele fiind-că coardele lor sînt egale. 

510. Observațiune. Din "Teorema 

247 precedentă rezultă că se pot desena : 
P circumferenţe pe o sferă, ca și în 

plan. Pentru aceasta ne servim de un compas cu pi- 
cioare încovăete, ca să nu fim împedecaţ de convexita- 

tea sferei când mișcări compasul : dăm compasului o 
deschidere egală cu distanţa polului la un punct al 
cireumferenței ce vroim să descrim: aşedăm unul din 
vîrfarile compasului în pol şi cu cel: -lt virf deserim 
circumferenţa. i 

Numim distanță polară a unui + e de-a sferei, 
distanța polului acestui cere la un , »ct oare-care al 
cireumferenţei cercului, și când dicem polul unui cere 
vom înţelege deacum înainte, polul care se află pe 

aceiași semisteră cu. cercul, adecă polul cel mai a- 
propiet de cere. | 

„Numim radă sferică a unui cere, lungimea arcu- 
lui de cere mare dus din polul cercului la un punct 
al circumferenței lui. : E 

511. Corolar I.— Distanţa polară a unul cere mare 
este egală cu coarda șfertului de cerc mare, adică cu 
laturea. patratului înscris în un cerc mare de-a sferei. 

Rada sferică a unui cerc mare este egală cu un 
șfert din circumferenţa acestuă cerc. 

512. Cerolar I[.—Pentru a ave polul unui cerc 
mare se poate procede în doă moduri: /, să teii doă 
Puncte A, B pe circumferența ABC a cercului mare 

i 
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și din aceste puncte ca poli descrim. doă arcuri de 
cere mare a căror intersecțiune va fi 'polul căutat; 2, 
ducem un cerc mare perpendicular pe cercul dat, și 
luăm cu începere de la circumferenţa cercului dat, pe 
acel cere mare o lungime de un. șfert de circumferență 
de cerc mare. | i Ă 

513. Corolar III.— Doă cercuri mari sînt perpen- 
diculare unul pe altul, dacă. polul unuia --este pe cir- 
cumferența cehualali. | | 

Demonstrâţiunea acestor trei Corolare nu prezintă 
nică o greutate. - o 

514. "TEOREMA. — Planul perpendicular la ex- 
tremitatea unei rade de-a sferei este tangent la sferă. 

Reciproc, un plan tangent la o sferă este perpen- 

dicular pe rada câre merge la punctul de contaci. - 
Fie ACB un plan perpendicular la extremitatea 
= radei OC. Fie D un punct oare- 

“card în acest plan; distanţa OD, 
este mai mare de eăt OC ($301) 

“aşa că punctul D este exterior 
sferei. Prin urmare planul ACB 

| ne avind de căt un punct comun 

ca) C cu suprafaţa sferei, este tan- 

gent la această suprafaţă. | | 

Reciproc, dacă planul ACB 6ste tangent la sferă 

în C, rada OC este cea mai scurtă dreaptă ce se poate 

duce din centrul O la planul ACB, fiind că ţoate 

punctele planului afară de 0 sînt exterioare sferei, 

prin vrmare OC este perpendiculară pe planul ACB. 

515, Corolar [.— Prin un punct luat pe suprafaţa 

unei sfere, se poate totdeauna duce un plan tangent, și 

numa umul (8. 300). - Ă - 

516. Corolar I[.— Punctul de contaci a doă sfere 

tangenie este aședat pe dreapia care unește centrele lor, 

fiind-că. perpendiculara la planul tangent, dusă prin 
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punctul de contact, trece prin fie-care din centrele 
celor doă sfere. 

217. TEOREMA. —  Intersccțiunea a doă sfere 
este o circumferenţă de cerc a cărei plan este perpen- 
dicular pe linia centrelor celor. doă sfere și d a cărei 
centru, este situat i pe această dreaptă. 

| Pentru că această in- 
„tersecțiune nu este altceva 
de căt circumferența năs- 
cută prin învirtirea_ în jurul 
liniei centrelor AB a punc- 
tului C comun celor doă 
circumferențe, în care cele 

doă sfere sînt tăiete de un plan oare-care ce trece 
prin AB. - 

„518. Observaţiune. Poziţiunile relative a doă sfere 
sînt în număr de cinci, ŞI relațiunile corespungătoare 
între distanța centrelor și radele sferelor, sînt aceleași 
ca și pentru circumferenţele de cere mare, care le că- 
pătăm tăind sferele date prin un plan oare-eare ce 
trece prin linia centrelor. ($. $. 100—107). 

519. TEOREMA.— Prin patru puncte ne- -aședate 
în un același plan; pu- 
tem face să treacă o su- 
prafață sferică și numal 
una. - 

„Fie A, B, C, Deele 
patru puncte date ; avem 
să probăm că există un 
punct, şi unul singur, de 

„0 potrivă depărtat de 

    
cele “patru puncte. 

Ducem perpendicularele EG, FH rădicate res- 
pectiv pe planurile ABC şi ACD și anume în punctele 
E și F care se fie centrele cercurilor circumscrise tri-
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unghiurilor ABC, ACD.  Uu punct de o potrivă de-_ 
părtat de A, B, C, D. trebue să se afle în același 
timp pe EG şi FRH, ceia că dă un singur punct O, 
intersecțiunea acestor doă drepte. 

hămăne să arătăm că cele doă drepte, EG şi FH 
trebue să se întilnească. În adevăr, planul perpen- 
dicular pe AC în mijlocul ei K, fiind locul punctelor 
egal depărtate de A şi C, trebue să conţină “pe EG 
şi FII fiind că fie-care punct al acestor drepte este” 
egal depărtat de A şi C; apoi, dreptele KF și KE 
în care acest plan întâlneşte. planurile ABC şi ADC, 
ge taie între ele, pentru că aceste doă planuri sînt 
deosebite unul de altul: așa dar dreptele EG şi FH, 
aşegate în planul EKF și perpendiculăre respectiv pe 
doă drepte KE şi KE care se întretaie, ai un punct 
comun O care-va fi centrul sferei căutate. 

520. Probleina 1.—Să se ducă prin un punc da 
exterior unei sfere, un plan tangent la sferă. 

Fie O “sfera, şi S un punct exterior. Ducem prin - 
OS un plan oare-care care va determina în sferă un 
cere mare PAP”, și să ducem tangenta SA la acest 
cerc. Să învîrtim semi-cereul PAP şi tangenta: SA în 

jurul axei SO; semi-cercul dă 
naştere sferei și tangenta SA dă 
naștere unui con circular drept 
care are comune cu sfera toate 
punctele cercului AMB descris da 
punctul A. Mai malt, în un punct 
oâre-care M a acestui cerc, con! 
şi sfera aii același plan tangei 
căci generătoarea SM şi tangenta 
ME la cercul AMB, care determi- 
nă planul tangent la con ($ 478), 

sint şi una şi alta așegate în planul tangent la sferă, 
Se gice- că conul este circumscris la sferă și sfera 

este. înscrisă la con de-alungul cercului AMB. 
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De aici videm că prin un punct exterior putem 
duce un număr infinit de planuri targente la o sferă, 
şi că toate tăngentele la sferă care pleacă din un 
punct, sînt egale între ele. 

521. Problema I1— Fiind dată o sferă, săi găsim 
rada. Din un punct P a suprafeței sferei ca pol, cu 

o deschidere de compas arbitrară, 
descriă un cerc ABC, luăm cu com- 

pasul distanțele dreptliniare AB, BC. 
CA şi construim alăturea -un triun- 

i ghiii abc care şă aibă ca laturi a- 
„ceste trei lungiini. Determin centrul 

i al cercului circumscris triunghiului 
abc şi dreapta ai este egală cu AI, 
rada cercului ABC. Prin urmare, 
dacă din punctul a ca- centru, eu o 

-_ deschidere de compas egală cu acea 

| “cn care am descris cercul ABC pe 
sferă, descriă un mie are de cere pănă la întilnirea p 
cu perpendiculara pip” dusă prin i la ai, formăm tri- 
unghiul api egal cu triunghiul API; rădie apoi ap' 
perpendiculară pe ap în a şi am astfel pp” egal cu 
PP” care este diametrul sferei. 

Pentru a ave rezultate precize, cănd aver la dis- 
poziţiunea noastră numai o porțiune de sferă, iată cum 
este bine să se opereze: să alege punctul P căt se 
„poate la mijlocul porţiunei de suprafaţă de care dis- 
punem, distanța polară PA să ie căt se poate de. mare 
şi în ori ce caz, se aleg punctele A, B. C așa ca 
triunghiul ABC să fie aproape ecvilateral. 
„Dacă presupunem că am măsurat Al-—r și Pl=—i, 

triunghiul dreptunghice PAP' dă: 

AP=IPxIP! sai ri (0R—), 

as ui (ur e unde scoatem R=3 + „ 

  
ns
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522: Altțe].—leă doă puncte M, N pe sferă. Din 

ia punctul. M ea pol şi cu o distanță 
polară arbitrară, deseriă un are de 

cerc ; apoi din punctul N ea pol 

şi cu aceiași distanță polară des- 

criii un alt arc de cerc care taie pe cel 

dintăi în un punct Â,deo potrivă 

depărtat de M şi N. Determin încă 

alte doă puncte B, C, iarăşi de. o potrivă depărtate. 

de M și N. Centrul sferei O şi punctele A, B, C,- 

sint în un același plan carei perpendicular pe mijlo- 

cul dreptei MN ; prin urmare secţiunea făcută de a- 

cest plan în sferă este un cere mare, 

Construese apoi triunghiul a cărei laturi să fie . 

AB, BC, CA; rada cercului circumscris la acest tri- 

unghii este egală cu rada sferei. 

523. Problema IIL—Să se ducă o circumferenţă de 

cerc more prin doă puncle date pe suprafata unei 

sfere. 
Fie A'B punctele de pe sferă. Este de ajuns să 

determinăm polul cercului căutat. 

lasă, distanța punctelor A și B la 

polul P este egală cu coarda sfer-! 

tului de circumferență de cere mare; 

vom ave dar polul P, dacă din punc- 

tele A şi B ca poli, vom deseri ar- 

cură de cerc cu o distanță egală cu 

acea coardă; punctul de intersecţiune al acestor ar-! 

curi este polul P; apoi din P ca pol şi cu aceiași 

coarâă descriind o circumferență, aceasta va fi cir- 

cumferenţa căutată. 

524. Corolar. Dacă punctele date sînt extremi- 

ţățile unui diametru de-a sferei, problema are un nu- 

mer infinit de soluțiuni. 

525. Problema IV. Prin un punct dat pe sferă 
22 

    
Geom. Elem. C. Climescu
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să se ducă un arc de cerc mare perpendicular pe cir- 
cumferența unui cerc mare. . 

Ă Fie A punctul dat și BDC-circumferența dată, 
Este de ajuns să determinăm polul cercului căutat. 

Acest pol. P trebue 'să .se afle 
“pe cercul BDC și să fie la o 
distanță de punctul A egală cu : 

3 C coarda sfertului de circumfe- 
- rență, de cere mare. Prin ur- : 

i —7/ mare, vom ave polul P, deseri- 
ind din punctul A ca pol cu o 

distanță polară egală cu acea coardă, un arc de 
„cerc, care întâlneşte circumferenţa dată în punctul P. 

526. PROBLEMA V. A împărți un are de cerc 
mare în doă părfi egale. 

Fie AB arcul dat; din punctele A şi Bea pol 
și cu aceiași deschidere de compas, descrim doă ar- 
curi care se taie în C și D; arcul de cere mare ce 

trece prin punctele C și D este ar- 
cul căutat, căci planul lui este per- 
pendicular pe mijlocul coardei AB. 

Observăm că arcul de cere 
mare CD împarte în părți egale 
toate arcurile de cercuri care s6 
pot duce prin punctele A și B; 

căci toate aceste arcuri ai aceiași coardă. 

  

597. PROBLEMA VI. A descri cercul mic ce | 

trece prin trei puncte de pe suprafața unei sfere. 
—— , Fie A, B, C cele trei puncte. 

4 7 Duc arcurile de cere mare DE, FQ 
E perpendiculare respectiv în mijlo- 
2 cul arcurilor AB, BC; aceste ar- 
G / : cură se întîlnesc în un punctP 

carei deopotrivă depărtat de A,B 
și 0. Apoi din punctul P ca poi 

s
o
m
e
 rai
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și cu PA ca distanță polară, deserim o circumfe- 

xență. Aceasta este circumferenţa căutată. i 

528. Exereiţii.— 7. Suma ariilor cercurilor, în care cele. 

zrei fețe a-le unuă unghiă triedru tridreptunghic taie o sferă, 

este constantă dacă vîrful unghiului stă fiz. 

Fie S$ virful triedrului tridreptunghic SABC, care triedru 

este mobil în jurul punctului S. 

Duc din centrul O al sferei “per- 
pendicularele 00', 00", 00”; pe 
fețele ASB, BSC, CSA ; punctele 
.0';, 0”, 0” sînt centrele. secțiu- 
nilor circulare făcute în sferă de 
cele trei feţe a-le triedruiui. Dacă 

presupun că crestele unghiului în- 

tilnese suprafața sferei în punc- 

tele: A şi A',B și B,C și, 
suma ariilor celor trei secțiani 

circulare este egală cn | 

po (Ga2+O 78240709), 
“Triunghiul dreptunghice 0OO'A dă: 

| Da2=021—00'2 

  

  

        
    

  

de asemenea avem 

V7B1=052—00"2 
și GrG0=002—0072 
prin urmare, i 

7 (OA2--07524-0762)== 2 [3022—00'2—00'2—00” 7]. 

Insă, dreptele 00', 00, 00” sînt crestele unui paraleli- 

piped dreptunghic a cărui diagonală este SO, și prin urmare 

membrul al doilea al egalităţei precedente se poate înlocui prin 

7 (5042502) 
care este o cantitate constantă, dacă punctul S este fix. 

- 2. Locul geometric al punctelor din spațiă astfel că 

raportul distanțelor fie-căruia la doă puncte fize să fie con- 

stant, este o suprafaţă sferică. - | 

Aceasta se vede din figura de la $. 160, pe care o învir= 

im în jurul dreptei AD”, IE
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3. Să se ducă prin o dreaptă dată un Plan tangent la 0 sferă, - - 
Dacă dreapta este tangentă la sferă, atunci construiesc pla- nul care conține dreapta şi este perpendicular pe' rada ce merge la punctul de contact. | 
Dacă dreapta este-exterioară sferei, duc prin centrul sferei un plan perpendicular pe dreaptă și prin punctul în care planul în- tilnește dreapta duc tangente la cercul de intersecțiune al sferei 

cu planul. Planurile determinate de dreapta dată și de fie-care tangentă sînt tangente la sferă. - - - 
Dacă dreapta, taie sfera, nu putem duce prin ea nici un plan tangent la sferă, Ia 

CAPITULUL IV. 

TRIUNGHIURI SFERICE 

929. Definiţiuni.— Când doă linii curbe oare- care în spaţii se taie în un punct, numim unghâi al celor doă, curbe în punctul considerat unghiul for- mat de tangentele duse la curbe în ace] punct. 
Unghiul a doă curbe de pe o sferă este dar egal cu unghiul planurilor duse respectiv prin centrul sferei și prin tangentele la acele curbe în punctul comun; căcă, aceste tangente fiind perpendiculare pe rada care merge la punctul comun, unghiul lor măsoară die- drul celor doă planuri. 
Unghiul a doă arcuri de cerc mare este egal cu unghiul planurilor acestor cereură, 

__ 530. Se numește poligon sferic “porţiunea din suprafața unei sfere cuprinsă între maă multe arcuri de ce:e mare. Acele arcuri sînt laturile poligonului; unghiurile formate de laturi și vîrfurile acestor un- ghiuri, sînt unghiurile și vârfurile poligonului.
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Un poligon sferic este convex dacă este aședat 
de aceiaşi parte a fie-căreia din circumferențele de 
cere mare carel formează. In cazul contrar este 
conta. 

Fie-care lature a unui poligon sferic convex, este 
mai mică de căt o semi-circumferență de cerc mare. 
Căci, să presupunem d.e. că laturea AB, ar fi mai: 

Z mare de căt o semi-circumfe- 
renţă ; luăm o lungime AI egal 
cu o semi-circumferență, punc- 

F tul [ fiind între A și B; atunci, 

8 cercul mare care conţine pe AE 
are să treacă prin I (Ş. 506) și 

C poligonul nu se mai află cu 
totul de aceiaşi parte a circum- 

ferenței acestui cere. - 

Perimetrul unui poligon sferic convex nu poate 
fi întîlnit în mai mult de doă puncte de un arc 
de cere mare. 

531. Poligonul sferic cel mai simplu este triun- 

ghiul sferic, adică porțiunea de suprafață sferică, cu- 

prinsă între trei arcuri de cere mare, fie-care mai 

mic de căt o semi-circumferenţă de cerc mare. 

Un triunghiii sferic este dar totdeauna convex. 

Triunghiurile sferice, ca și triunghiurile plane. 

se deosebesc în: îsoscel, ecvilateral, 

dreptunghic. 
532. Dacă unim virfunile u-. 

nui triunghiii sferic ABC cu cen- 

"+rul O al sferei, formăm un unghii 
triedru OABC, a cărui fețe AOB, 

BOC... ai aceiaşi măsură ca și 

| laturile corespundătoare AB, BC... 

a-le triunghiului sferic, si a cărui unghiuri diedre 
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OA, OB... aii aceiași măsură ($. 529) ca și unghiu- 
rile A, B.... a-le acelui triunghită. 
De asemene, la un poligon sferic ABCD, cores- 

Pânde un unghii poliedru OABCD. De 
Din aceasta rezultă că, la o proprietate de-a un-. 

ghurilor triedre sai poliedre, corespunde o proprietate 
analoagă de-ă triunghiurilor sati poligoanelor sferice ; este de ajuns de-a înlocui în enunciul acelei pro- prietăţă cuvintele; faţă prin lature, ȘI unghii, diedru prin unghii. e 

533. Dacă prelungim crestele unghiului triedru 
OABC (fig. de la $. 532) dincolo de vîrful O, for- „mâm un unghii poliedru simetrie OA'B'C” care determină pe suprafața sferei, triunghiul sferit A'B'07. 

„Aceste doă triunghiuri ABC, A'B'C”, a căror virfură 
sînt diametralminte opuse doă căte doă se numesc 
triunghiuri sferice simetrice. 

„De asemene, unui poligon sferic corespunde un 
poligon sferic simetric. 

In general doă poligoane sferice simetrice unul 
altuia, ai unghiurile și laturile lor respectiv egale, însă nu se pot suprapune fiind-că sînt dispuse în ordine inversă. Un triunghii sferic poate fi supra- pus simetricului sei numai dacă are doă, unghiuri 
egale, adică dacă este isoscel 

534. TEOREMA.— Unghiul a doă arcuri de cere 
A „mare are drept 'măsură, porțiunea 

de arc de cerc mare, descris din 
„vârful unghiuluă ca pol și cuprinsă 

Xp Între laturile unghiuhuă. 
Fie ABC, ADC doă cercuri 

mari, A vîrful unghiului format 
de ele; fie BDE cercul mare 

C „„ deseris din A ca. pol. | Punctul A fiind pelul arcului BD, fie-care din 
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arcurile AB, AD este un sfert de circumferență de 
„cere mare și prin urmare unghiurile AOB și AOD 

sînt drepte. Așa dar, unghiul BOD este unghiul plan 
corespundetor unghiului diedru BACD, și arcul BD 
care măsoară unghiul BOD măsoară şi unghiul BAD 
format de cele doă arcuri de cere mare. | 

535. Corolar I— Dacă luăm dealungul circum: 
ferenței BDE și în acelaşi senz, arcurile BP și DP”, 
egale căte cu un sfert de circumferenţă mare, punc- 

tul P este polul arcului AB și punctul Peste polul 
arcului AD, și arcul PP” este egal cu: arcul BD. 

Așa dar: unghiul BAD are drept măsură arcul de cerc 
mare care uyește polii laturiior unghinli. 

536. Corolar II. — Dacă considerăm toate cer- 

curile mari de o potrivă înclinate pe cercul ABCE, 
polii acelor cercuri sînt pe o circumferenţă descrisă 

din P ca ceritru şi cu distanța polară PP” ca radă. 
| 537. Corolar III. — Dacă prelungăm arcurile BA, 

DA dincolo de intersecţiunea lor, avem - unghiurile 
BAD, EAF, care fiind opuse la virf, sînt egale în- 

tre ele, iar unghiurile BAD și DAE sînt suplemen- 
tare. - , 

538. TEOREMĂ.— 1. In un triunghiă sferic, o 

lature este mai mică de căt suma, celorlalte doă. 
- 2. Suma laturilor unui triunghiii sferic. este mai 

mică, de cât circumferența de cerc mare. i 

| 1, Fie ABC un triunghiti 

Z Le sferic și O centrul sferei; pla- 
nurile arcurilor de cere mare cari 

ÎN D pr __ formează triunghiul ABC, deter- 

A mină un triedru OABC, a cărui 

Lo „ feţe sînt măsurate de laturile 

Ap " corespundetoare a . triunghiului 

Y ABC. Insă, faţa AOB este mai 

mică de căt-suma celorlalte doă; prin unmare și 

- , =
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arcul AB este mai mic de căt. suma arcurilor BC, CA. 
2. Suma feţelor AOB, BOC, COA este mai mică 

de căt patru unghiuri drepte ($. 379): prin urmare 
perimetrul triunghiului ABC este mai mie de căt o 
circumferenţă de cere mare. | 
„539. Corolar. — O lature a unui triunghiii sferic 

este mai mare de căt diferenţa celorlalte  doă. 
540. TEOREMA.— In un triunghi sferic, la un 

unghii mai mare se opune o latuve mai mare. | 
Aceasta rezultă din proprietatea analoagă a un- 

ghiului triedru ($. 372), însă se poate demonstra și 
cum urmează. i 

2 Fie unghiul, ABC mai 
La pe mare de căt unghiul ACB; 

A se va pute duce în unghiul 
4 ABC un are de cere mare 

BD care să facă cu BC un unghii egal cu BCA. 
Triunghiul BDC avînd doă unghiuri egale va fi i- 
sagcel și vom ave BD=—DC. Triunghiul ABD dă: 

AB<AD-+BD | 
şi înlocuind laturea BD prin egala sa DC avem 

AB<AC. 
541. Observaţiune. — După cele arătate la $. 532, 

care videm că se adiveresc prin teoremele prece- 
dente, putem întinde căt de departe analogia dintre 
unghiurile triedre și triunghiurile sferice. Ast-fel, ra- 
portăndu-ne la Teorema de la $. 386 vom dice: 7. 
Suma unghiurilor unui triunghi, sferie este mal mare 
de căt doă unghiură drepte și mal mică de căt șese un- 

ghiuri drepte ; 2. cel mai mic unghii al ună triunghi 
sferic, mărit cu doă unghiuri drepte, este. mai mare de 
căt suma celorlalte doa. | 

Din aceste rezultă că un triunghiii sferic poate 
să aibă, unul, doă sasi trei unghiuri drepte. Dacă 
triunghiul este bidreptunghic, vîrtul unghiului care
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nu'i drept este polul laturei opusă, și laturile care 

formează acest unghii sînt sferturi de circumterenţă 

de cere mare. In triunghiul sferic tridreptunghic, toate 

laturile sînt sferturi de circumferență de cerc mare; 

acest triunghiii este a opta parte din suprafața sferei 

e care să află. _ | 

542, TEOREMA.— Pentru ca un cerc mâre să 

fie perpendicular pe un cerc mic, irebue. și este de ajuns - 

ca cercul câl mare să treacă prin polii celui mic. 

Să considerăm figura de la $. 520. Fie AMB 

cercul mie a cărui poli sînt P și P” die că pentru 

ca unghiul SMT să fie drept, trebue ca planul OMS 

să coincidă cu MPP”. In adevăr, planul MPP este 

perpendicular pe MT, căci conține dreptele OM și 

PP” ambele perpendiculare pe MT. Dacă dar un- 

ghiul SMT este drept, atunci MS este în planul MPP" 

și prin urmare coincide cu planul OMS. 

543. Corolar. — Prin un punct de pe suprafața 

umeă sfere se poate duce un cere mare perpendicular 

Ja un cerc dat, și nu se poate duce de căt numai unul. 

Acesta este cercul care trece prin punctul dat și prin 

polii cercului dat. | 
Dacă punctul dat ar fi în unul din polii cer- 

cului dai, ar fi nedeterminare ; lăsând însă la o parte 

acest caz videm că prin un punct dat se pot duce 

doă arcuri de cere mare, perpendiculare la un cere 

dat. 
544. TEOREMA.— Dacă, pe suprafața unei 

sfere, huăm o circumferență și un puuci exterior &ă ; 

și dacă prin punctul dat ducem cel mai mic din arcu- 

pile de cerc mare perpendiculare pe cercul dut și mai 

multe arcuri de cerc mare obhce, atună : 

1. Arcul perpendicular este mai mic de căt ori-ce 

are obkc : 
2. Doaă arcuri oblice a căror pirioare simt egal
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depărtate de piciorul arcului perpendicular, sînt egale ; 
„8. Din doă arcuri oblice acela este mai lung, a 

cărui picior este maă depărtat de piciorul arcului, per- 
pendicular. N 

Fie AEB cirecumferenţa şi O 
punctul luat pe sferă; fie PP' 
polii acestei circumferenţe, OI 
arcul de cerc mare perpendicular 
pe AEB, OC un are oblic. 

Cercul AEB, împarte sfera 
în doă calote, din care una va 
conține punctul O și fie P polul 

aședat pe această calotă; să ducem arcurile de cere 
mare PC, PD şi fie K imtersecţiunea arcurilor OD și PC. 

„4, Triunghiul sferie POC âă;: 
Mi PU—PUO<OC 

adică | PI—PO<OC, saă OI<0OC. 
„2. Fie C şi E doă puncte astfel că CI=IE ș. 

coardele OE și OC sînt egale fiind-că. punctele E 
și C sînt simetrice în privirea planului PIP”; coar- 
dele fiind egale şi arcurile OE ȘI OC sînt egale fi- 
imd-că aii aceiași ragă. 

3. Pie. D mai departe de | de căt C. Triunghiu- 
rile sferice OKC şi PKD dau: Ei | 

_OCLOK +KC, PD<PK+KD, 
adunănd, avem 

  
OC-+PD<OD-LPC; 

însă PD=—PC - 
prin urmare PC<OD. 

545. Corolar [.—Dacă punctul C descrie cercul 
AEB începănd de la punctul I, arcul de cere mare OC, 
egal mai întăi egal cu OI, creşte, devine egal cu OPI', 
apoi desereşte revenind la Ol. OI este prin urmare 
cel mai scurt drum de la punctul O la cireumferența 
AEB ; adică cel mai scurt drum, de la un punct la 
0 circumferență pe sferă, este arcul cel mai mic din-
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tre cele doă perpendiculare duse prin punct la cir- 
cumferența dată. Lungimea acestui are Ol se numeşte 
distanța sferică a punctului O la cercul AEB. 

546. Corolar Il.—Dacă punctul O ar fi unul din 
polii cercului AMB, atunci cel mai mie drum de la 
P la circumferența AMB este saă PI, sau PC, sf 
PD... care toate sînt egale între ele ; prin urmare: 

Cele mai scurte drumuri de la polul unei circum- 
ferențe la punctele acestei curbe, pe suprafața sferică, 
sînt toate egale între ele. 

4, Cordlar IUL. —Fiind date doă puncte A și B 
pe sferă, din punctul A ca pol şi 
cu AB ca distanță polară  deseriă 
o circumferență CBD și duc cer- 
cul mare ABA'. Din Corolarele 
de la $$ 545 și 546 rezultă că 
arc. AB este druml cel mai scurt 

„de la punctul A la punctul B; 
așa dar: drumul cel. mai scuri în- 

tre doă puncte de pe suprafața unei sfere este arcul de 
cerc mare cuprins între acele puncie. 

548. TEOREMA. - Fiind dat un triunghi s/e- 
pic, dacă din vârfurile lui se descri circumferențe de 
cercuri mari, aceste împart suprafaţa sferei în opt tri- 
unghiuri sferice ; vtrfurile fiecaruia sînt polii laturilor 
triunghiului dat. - 

Fie ABC triunghiul dat și circumferențele de 
cere mare B'O'B'C, CA'C"A”, 

“AB'A”B”" desrrise respectiv din 
-vîrfurile A.B.C, ca poli. 

1. Cireumferenţele de cere 
mare B'C'B"C”, C'A'C”A', este 
evident că împart semi-sfera an- 
terioară planului circumferenței a 
treia A'B'A“B'", în patru triun- 
ghiuri și anume: A'B'C, ACB”    
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B'C'A” şi C'B'A”, și semi-sfera posterioară aceluiași 
plan în alte patru triunghiuri: ACB',B'CA: ACB" 
şi B'CA' în totul avem opt triunghiuri a-le că- 
ror vîrfuri sînt cele şese puncte de intersecțiune: 
A, A”, B,B'”, C*, C”, a-le celor trei circumferențe. 

2. Să luăm triunghiul AB'"C'; die că virturile 
lui: "4' BC, sînt polii laturilor BC, CA şi -AB a 
triunghiului ABC. În adivăr, punctul B fiind polul 
cireumferenței A'C', distanța BA” este un sfert de cir- 
cumferenţă de cerc mare ; punctul C fiind polul cir- 
cumferenței A'B', distanţa CA” este și ea egală cu un 
sfert de circumferenţă de cere mare. Atunci rezultă . 
că punctul A este îndepărtat de un sfert de circum- 
ferență de cere mare de fie-care din punctele B şi C; 
prin urmare el este polul arcului BC. Tot asemene 
vom demonstra că B este polul arcului AC și C” po- 
lul arcului AB. a 

549. Observaţiune.— Dintre cele opt triunghiuri, 

se conslderă ca mai important numai triunghiul A'B'C”, 
care se deosebeşte de celelalte șepte prin acera că 

„virful sei A' se află de aceiaşi parte a arcului BC cu 
punctul B, şi vârful C se află de aceiaşi parte a ar- 
cului AB cu punctul C. 

Reciproc, die că dacă din punetele A'",B%,C' ca 
poli descrim circumferențe de cercuri mari, dintre 
cele opt triunghiuri care se formează, numai triun- 
ghiul ABC este acela care are aceleaşi proprietâți în 
privirea triunghiului A'B'C'. Pentru aceasta observ 
că punctele A şi A” fiind prin ipoteză pe aceiași se- 
mi-sferă terminată prin. circumfertuța BC a cărei pol 
este A', drumul cel mai scurt de la A la A' este mai 
mic de căt un şfert de circumferență; de unde re- 

zultă că aceste doă puncte trebue: să se -afle..de. o a* 
ceiaşi parte a- circumferenței de cere mare BC des- 
crisă din punctul A ca pol.
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Tot asemene se va vide că virful B al triun- 
ghiului ABC este de aceiași parte a arcului AC” cu 
punctul B, și vîrful C de aceiași parte a arcului A'B 
cu punctul C. 

Aceste doă triunghiuri sferice ABC și ABC”, 
Legendre le-a numit triunghiuri polare pentru că putem 
deseri laturile unuia luănd ca poli vîrfurile celuialalt. 
Se mai numesc și triunghiuri suplemrntare din cauza 
proprietăței ce rezultă din Teorema următoare. 

550.—TBOREMA — Dacă avem doă triunghiuri 
polare, un unghii al unuia din triunghiuri are drept 
măsură excesul unei semi-circumferențe asupra latuvek 
opusă în celalalt triunghii. 

Să imaginăm că în figura - precedentă am pre- 
lungit laturile AB, AC pănă cănd întîlnesc laturea 
B'C' a triunghiului A'B Gr, ; să însemnăm cu D şi E 
punctele de întîlnire. Punctul A. fiind polui arcului 
BO, unghiul GAC are drept măsură arcul DE cu- 
„prins între larurile sale. Acum, arcul DB' este un 
șfert de circumferență de cere mare, fiind-că B' este 
polul arcului AC; de asemene, arcul EC” este un 
şferţ, de circumferenţă de cere mare fiind-că C' este 
polul arcului AB ; avem dar 

| arc. DB bare EC=/, circumf. 

care se poate scri | 

arc.B'E+arc,ED- arc. EC'—1/, circumf. 

saă încă 

„are. DE-kare.B'C'—1/„circumf. 
de unde 

arc. DE— oincumj. —arc.B' C. 

- "Tot asemene va fi și cu celelalte doă nugbiuri, 
Să luăm acum, unghiul A'al triunghiului A'B'C';
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fie F şi G punctele de intersecțiune a laturilor sale 
AB', AC cu arcul BC prelungit. Punctul A' fiind 
polul arcului BC, unghiul B'A'C” are drept măsură 
areul FG cuprins între laturile sale. Acum, arcurile 
BG si CF sînt amăndoă egale cu căte un șfert de cir- 
cumterență, fiind-că punctele B şi C sînt respectiv 
polii arcurilor AC şi A'B', avem dar: 

are.BG + arc. CE=1/acircumf. 

de unde, deducem ca mai sus 

are:BO+are.FO=—1/,circumf. 

are. FG=—1/,cârcumf.—are.BC. 

Tot asemene va fi şi cu celelalte doă unghiuri. 
551; TEOREMA.—Doă triunghiuri sferice; de pe 

o sferă sai de pe sfere egale, sint egale în toate păr- 
file lor: 1. dacă ai o lature egală adiacentă la doi 
unghiurt egale umul cu altul; 2. dacă ai un unghii 
egal cuprins între doă laturi egale una cu alta; 3 
dacă aii laturile egale una cu alta; 4. dacă a un- 
ghiurile egak unul cu altul. | 

Im toate cazurile, triunghiurile sînt egale sai si- 
metrice, dacă dispoziţiumea elementelor este aceiași în 
ambele triunghiuri sai este inversă. 

Această Teoremă este o consecvență : a Teoremei 
de la $. 387. 

552, Problema 1—fă se construiască un triunghi 
sferic dreptunghic, cunoscănd : 1. o lature a unghiului 
drept și îpolenuza ; 2. um unghii și laturea opusă. 

1. Fie d şi a numerii cari măsoară laturea dată 
şi ipotenuza. Ducem doă cercuri mari DAD şi EAE 
perpendiculare unul pe altul; pe circumferența cer- 
cului întăi cu începere de la A ieă un are AC egal 
cu laturea dată 3; apoi, din punctul C ca pol și cu 
o radă sferică egală cu ipotenuza dată d, descriu un
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cere BB' care taie cercul EE în doă puncte simetrice 
în privirea cercului DCD'; due areurile de cercuri 

p „mari CB, CB” și avem doă triun- 
ghiuri simetrice ACB, ACB care 
amăndoă resolvese problema. 

p Pentru ca problema să fie po- 
£ E sibilă trebue şi- este de ajuns ca 
SI numărul a care măsoară ipotenuza 

- - să fie cuprins între b și 2—b cari 
d măsoară cea mai scurtă și cea mai 

“lungă distanţă a punctnlui O la- cercul mare EE' 

2. Fie B şi b numerii cară măsoară unghiul şi 

laturea dată. Construese doă cercuri mari BAB", BCB' 

care ss facă între ele unghiul dat B; fie P polul ce- 
cului întăi şi EPE cercul mare care este perpendi- 

„ cular în acelaşi timp pe BAB” și 
E BB. | 

[DN 4 Problema se reduce la a duce 

B un cerc mare perpendicular pe BAB” 
| B adică să treacă prin P, şi astfel ca por- 
CU ţiunea -interceptată între arcurile 

d BAB' și BCB' să fie egală cu latu- - 
| £ rea dată b. Insă atunci PC-va fie- 

gal cu 1—b.: Vom descri dar din P ca centru, și cu 
o ragă sferică egală cu 1—b un cerc care va tăie pe 
BDB' în doă puncte; Cfiind unul din acele puncte 
avem triunghiurile BCA și BCA care rezolvese pro- 
blema. Videm că conc'tiunea de posibilitate este 

POC>PD  saă 1—5>1—B, 

adică | b<B. 

In această construcțiune am presupus B ascuţit. 
Dacă B ar fi obtuz, am ave
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PO, PD=B-— 1 

și condiţiunea de. posibilitate ar fi b>B. 

553. Problema II —Să se construiască un iriun- 
ghii, sferic cunoscîndu-ă cele trei laturi. 

| Să însemnăm prin a, b, c numeriă cari măsoară 
cele trei laturi, și să presupunem 6ă a>b>e. Pentru 
ca. Problema să fie posibilă: trebue ca numerii a,b, e 
să satisfacă următoarelor doă neegalităţi ($. 538). 

albe, a-hbeă. 

Fie NP o circumferență de cere mare, pe care 
ss luăm arc.BO egal cu a; din punetul B ca pol și 
p cu o deschidere de compas egală 
, W eu coarda arcului c deseriii un are 

D "ie cere DAD'”. şi din C- ca pol cu 
| F o deschidere de compas egală cu 

“coarda arcului b descriii arcul de 
B * cere EAF. Fiind câ a este mai 

ED - mare și de căt b şi de căt c, punc- 
- tele D şi E vor veni între B și 

C şi fiind-că BC este mai mic de căt BDA+CE, re- 
zultă că punctul E vine între B și D.— Apoi, suma 
BD'+BC-+CE fiind mai mică de căt o circumferență 
Ge cerc mare, punctul E' se află pe arcul CND" între 
CșiD-. Punctele E şi E” fiind, unul interior și ce- 
lalalt, exterior calotei determinată de, cercul DAD” re- 
zultă că arcul EAE trebue să taie arcul DAD' în un 
punct oare-care "A, care va fi vîrful al treilea al tri- 

unghiului căutat. 

554. Problema III.—$ă se construiască un triun- 
gh sferic cunoscîndu-i-se doă laturi și unghiul Opus 
uneia din ele. |
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_Să însemnăm pria a, d și A nu- 
meri cari măsoară cele doă laturi date 
și unghiul opus laturei întăia. 

Construim doă cercuri mari care 
să facă între ele un unghiu egalcu A: 
din virtul A şi pe una din laturile a- 
cestui unghiu luăm un are AC egal cu 

_d, şi apoi din punctul C ca pol și cu 
o deschidere de compas egală cu coarda 
arcului a descriă un arc de cere care 

taie laturea a doa a unghiului A în punctele B și 
B“ unul din triunghiurile ABO, AB'C este triunghiul 

| căutat. | 
Să discutăm această problemă. Duc arcul de cerc 

mare CD perpendicular pe ABA”; acest are CD va 
fi ascuţit saii obtuz după cum va fi și unghiul A: 
în cazul întăi arcul CD va fi drumul cel mai scurt 
între C şi circumferența ADA"; în caz cănd CD este 
obtuz acest arc va fi cel mai lung drum între C şi 
aceiaşi circumferență. Așa dar, pănă acum videm că, 
pentru ca punctele B și B' să existe trebue să avem: 

a>CD dacă A este ascuţit 

a<CD „ A  obtuz. 

Aceste condițiuni sînt satisfăcute dacă a şi A sînt 
de specii diferite, şi în acest caz problema nu poate 
ave de căt o singură soluțiune. 

Să presvpunem d. e. a obtuz şi A ascuțit; dacă 
este că se poate duce din ( la un punct al arcului 
ADA” o oblică egală cu a care este obtuz, atunci a- 
ceasta are să fie în spre acea din laturile CA saă CA” 
care este obtuză; aşa dar nu poate fi de cât o singură 

soluțiune, care pentru ca să existe trebue să avem 

a<b dacă b>1. 
Geom. Elem. C. Climescu 23  
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sa a<2—b dacă b<il: 

dacă una din aceste condițiuni este îndeplinită. ceia- 

laltă nu este și avem o soluţiune, dacă nici una nu 

este îndeplinită nu avem nici o soluțiune, 
Dacă presupunem A obtuz și a ascuţit, avem 

condițiunile - - 

a>b dacă <1, 

sau a>2—b dacă b>l. 

__ Dacă a şi A sînt de aceiași specie, problema: 
dacă'i posibilă poate ave una saă doă soluţiuni. 

Considerăm cazul cănd e şi A sînt ascuțite: a- 

tunci CD este ascuţit, și prin urmare trebue să avem 

mai . întăi 

a<0D; 

apol se vede că avem” doă 'puncte B și B' simetrice 

în privirea lui D așa că dară: 

[ab avem 2 “soluțiuni 
u<l La>b „1 soluţiune, căci atunci a<2—/: 

pal 2<2— —l „2 soluţiuni 

lLa>b d soluţiune căci atunci a<b: 

Dacă a şi A ar fi amândoi obtuze, am ave mai 

întăi condițiunea a<CD, și celelalte semne Sar _res- 

turna,
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CAPITOLUL V 

1. SUPRAFAȚA SFEREI 

555. Definiţiuni. —Se numeşte linie frăntă regulată 
o linie frăntă, plană şi convexă. a cărei laturi sînt 
egale între ele, și unghiurile iarăși egale între “ele. 

O asemene linie poate fi înscrisă și circumscrisă 
la un cere, întocma ca şi perimețrul unui poligon re- 
gulat. 

O linie frăntă regulată are uh centru, o radă Și 
o apolemă : care sînt : centrul și radele cercurilor cir- 
cumscrise și înscrise. Ori-ce dreaptă ce, trece. prin 
centru este un diametru de-a liniei. 

O porțiune de plan cuprinsă între o linie frăntă 
regulată şi cele doă rade extreme a acestei linii, se. 
numește sector poligonal regulat. - 4 

556 TEOREMA.— Daca învtrtim o- dreaptă în 
jurul unră aze așadată în același plan. și de aceiași 
parte cu dreapta, suprafaţa, născută de dreaptă are drept 
măsură productul  proectiunei acestei. drejie pe ază, 

“prin circumferența a cărei radă este perpendiculara 
dusă în mijlocul dreptei pănă 1a întîlnire cu aza. 

e AB o- porţiune de dreaptă și 2 axa; dreapta 
4 AB AB poate ocupa trei pozițiuni - 

— faţă cu axa ay: 1. Dreapta AB 
este paralelă cu ay. În acest caz 
dreapta AB descrie în învirtirea 

ZIC 0 DP vei, suprafaţa laterală a unui ci- 
| , indru drept cu bază circulară, 

şi avem prin urmare: 
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supraf. AB— AB ><cirturaf.OM=—CD><circam/-OM. 

  

      
  

2 2. Dreapta AB nu are 

/ 4 nici un punct comun cu axa 

şi nici nui este paralelă. In 

A acest caz dreapta AB descrie 

suprafaţa laterală a unui trun- 

* C 07 2 y chiu de con drept cu baze 

paralele și avem prin urmare : 

supraf. A B— ABXcircumf.OM=— 2nABXOM. 

'Triunghiurile AEB și OIM sînt asemene fiind-că 

aii laturile lor perpendiculare una pe alta, ceia ce dă 

ABE AB 

prin urmare putem. scri: 

supraf.AB=2nIMXAE : 

însă 2mXIM reprezintă circumferența a cărei radă 

este IM, şi AE este egală cu CD proecțiunea  drep- 

tei AB-pe axă: așă dar avem 

supraf.AB=ODXeircum[ Il. 

3, Dreapta AB se radimă cu unul din capetele 

ei pe axa de rotațiune. În 

cest caz AB descrie suprafat | 

i | laterală a unui con circul 

__h __- drept şi avem: - 

Ei 0ED supraf.AB=ABXeircumf.O: 
sai făcînd ca mai sus găsin 

| | supraf.AB= AD Xcircumf IM 

551. TEOREMA.—Suprafaţa născută prin înviriitt 
umei linii frănte regulată în jurul ună diametru. d 

care nu o străbate, are drept măsură produrtul PY 

OM_IM de unde OMXAB—IMXAE: 

î 

r-    
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ecțiunei sale pe axă prin circumferența înscrisă în 

  
  

2 AF C linia frăntă. , 

Fie ABCD o linie 

77! NL frăntă regulată, O cen- 

Z ! E trul ei, zy diametrul 

/ 4 ! VI în jurul căruia se în-: 

SI Z 1 virteşte linia frântă şi 

a 4 0 01 = OK =0L apote- 
ma ei. 

Aria născută de linia ABCD se compune din 

zuma ariilor născute de laturile ei; însă ave ($ 556); 

supraf. AB—abXcircumf.Ol 
supraf.BC=bcXeircumf.OK 
supra/. CD=elXcârcumf.OL ; 

adunănd avem 

supraf ABOD=(ab + be+ cd) X circumf. Ol=ad Xcircumy.Ol. 

558. Corolar. Sapra/aja născută, de un semi-poligon 

ABCDEF regulat de un număr păreche de laturi, care 

se învirteşte îm jurul diametrului sei AY, are drept 

măsură. circumferența înscrisă în poligon prin diame- 

inul cercului circumscris, căcă proeeţiunea poligonului 

pe diametrul AF este însăși lungimea acestui dia- 

metru. 

559. TEOREMA.— Suprafaţa umei zone sferice are 

drept măsură productul înălțime sale 

prin circumferznța unu Cerc mare. 

Consider zona sferică născută de 

cercul AB prin învirtirea lui în jur de 

diametral DD”; EF=— este înălțimea 

“zonei și fie R raga sferei. Inseriă în 

arcul AB o linie frăntă regulată ACB, 

a cărei apotemă este OI; în virtutea 

Teoremei precedente avem : : 

Suprafaţa născută de linia frăntă, ACB=EF'Xcircumf.Ul. 
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+ Acum, dacă îndoese numărul laturilor liniei frănte 
ceia-ce se schimbă în productul precedent este circumf.OL. 
cănd. voii. îndoi necontenit numărul laturilor li- 
nieă frănte, la limită ea devine arcul ACB și apotema 

OI devine egală cu raga acestui are; avem dar la 
limită 

zonă 4 BO=2n RX. _ 
560. Corolar 1. În sfere egal, doa zone sînt între 

ele ca înălțimile lor și. prin urmare doă zone de aceiași 
înălțime sîni egale. 

561. Corolar 11. Să luăm o calotă storică, născută, 
de arcul AB prin învîrtirea în jur :de di- 
ametrul BD. Avem în virtutea 'Leoremei 

A, 0 precedente 
calota AB=2nR = BO 

0 > =n<20BX BO0=n. BDxBC 
sa n AR?. - 
[i + Aşadar: Suprafața unei calote sferice 

este echivalentă cu cercul a cărui rada este 
egala cu coarda arcului care dă naștere calotei. 

562. TEOREMA.— Suprafaţa sferet are drepl mă- 
sură prodăctul diametrul sei, prin circumf erența de 
cerc mare, . 

Luăm_ un semi-cere a cărui radă să fe RJ 
scrim în semi- cirumferenţa lui un semi- voligoi + re- 
gulat de un număr păreche de laturi și învirtesc po- 
ligonul în jurul diametrului semi-cercului : voiu aplica 
Corolarul de la $ 558. Indoese. necontenit: numărul 
laturilor semi- poligonului înseris și trecînd la limită 
voii. ave: | 

suprafaţa sferet=2R X 2nh= an Rea 
563. Corolar, Formula precedentă ni :spune că: 

suprafaţa sferei este egală cu patru cercuri mari: saă se 
mai dice că este egală cu suprafața unui cerc a căruă 

„radă ar fi egală cu diametrul sferei. 

-
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Tot formula ni arată că: suprafețele a dod sfere 

sint între ele ca patratele radelor sai a diametrelor lor. 

564. TEOREMA.-—Doă triunghiuri sferice sime- 

trice sînt echivalente. | 

Fie ABC, A'B'C” doă triunghiuri sferice -sime- 

trice. Leii polul P al cercului cir- 

- eumseris. ţriunghiului ABC şi duc 

arcurile de cere mare PA, PB, 

PC care sînt; egale între ele ($. 

509). Duc diametrul POP" şi ar- - 

II curile de cere mare PA, PB, 

Sei 3 5/ P'C”. Unghiuwrile POA şi P'OA' 

aaa A fiind egale, rezultă că şi arcurile 

PA, P'A' sint egale între ele, şi fiind-că PA=>PB=PC - 

apoi vom ave și P'A'=P'B'=P'C'. In urma acestora, 

triunghiurile PAB și PA sint simetrice şi isoscele, 

prin urmare se pot suprapune, Tot asemene este și 

cu triunghiurile PAC și PA'C, PBO şi PB'O'-. Aşa 

dar triunghiutile ABC şi: A'B'O' sînt echivalente fiind. 

că sînt compuse din căte trei triunghiuri “egale unul 

cu altul. | - 

565. Corolar. Un fus sferic este egal cu suma a 

doă triunghiuri opuse. la vîrf, unghiurile din vârf fiind 

egale cu unghiul. fusului. 

  

Fie fusul ACBC” a -cărui 

unghiu este C. Duc circumfe- 

rența ABAB' şi videm că fusul 

considerat se compune din tri- 

unghiurile ACB și BOA; însă 

triunghiul sferice ABC este echi- 

valent cu simetricul seă A'B'C'; 

aşa în căt putem dice că fusul considerat este egal 

cu suma triunghiurilor ACB şi A'CB', care sint opuse 

în C”, şiacăror unghiuri: ACB şi A'CB' sînt egale în- 

tre ele și egale cu. unghiul fusului. 
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566. TEOREMA.—Pacă ham. ca unitate de un- 
ghiu unghiul drept, și ca unitate de arie aria triun- 
hiului tridrept-unghic, atunci un fus sferic are 
drept măsură de doă-ori numtrul care măsoară un- 
ghiul sei. N o 

Este ușor de vădut mai întăi că raportul între 
doă fusuri sferice de pe aceiași sferă &sie egal cu ra- 
portul, între unghiurile lo». 
- "Fie A şi A' numerii cari măsoară unghiurile a 
doă fusuri de pe aceiași sferă, uvughiul drept fiind 
luat ca unitate; şi fie F și F' numerii cari măsoară 
aceste fusuri, luăndu-se ca unitate de arie, aria triun- 
ghiului tridreptunghie : avem 

FA 
PA 

Să luăm A=—l; fusul corespungător, avind un- 
| ghiul seă egal cu un unghiuii drept, va fi un sfert 

din aria sferei adică dublu triunghiului tridreptun- 
ghic, şi prin urmare E=—2: proporţiunea precedentă 
devine i 

i 
= de unde P=2A. 

567. TEOREMA. — Suprafaţa unui triunghiă sferic 
4 __B- are drept măsură suma numerilor 

"cari măsoară unghiurile sale, mai 

puțin 2, dacă me punem în condi- 
țiunile 'Teoremei precedente. 

Fie ABC triunghiul. Duc cer- 
cul mare AB și prelungesc AC și 
BC pănă în A şi B. Avem 

ABC + BCA'=fusA 
ABC ACB '=fusB 

și (Ş. 564) ABC-+ A'CB'=fusC. 
Suma membrilor întăi a acestor trei egalității dă 
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semi-stera și de doă ori triunghiul ABC. Insă, în sis- 
tema de unități adoptată, semi-sfera este egală cu 4 
şi dacă însemnăm cu S,A,B,C numerii cari. măsoară 
aria și unghiurile triunghiului avem : ($. 565) 

4 25=—2A—42B + 2C 

de unde S=—A+B+C—2. 

568 Corolar. Să presupunem că luăm ca unitate 
unghiulară unghiul care interceptează pe o circumfe- 
renţă un arc egal cu rada ei; dacă însemnăm cu w un 
unghiu oare-care, cu / lungimea aveuiui corespungă- 
tor. avem : 

sati l=wr; 

și dacă luăm rada 7 că unitate lineară atunci avem 
formul I=w. In acest. caz unghiul drept este măsurat 

- TI, . . . . . . . _ 

prin 5 şi aria triunghiului tridreptunghie este mă- 

T 

2. . | 

Acum dacă insemnăm prin A”, B'. C” unghiurile 

triunghiului măsurate în sistema de unităţi arătate 

aici avem : 

  tot prin - 

ALA BB CC SS 
2 3 d 2 

și atunci formula de la numărul precedent dă: 

| S=A 4+B+C—r. 

Numărul abstract A'+-B'-+-O0—n poartă numele 

dc excesul sferic al triunghiului. 

569. TEOREMA.— Suprafața unuă ! poligon sferic de 

n laturi, “are drept măsură suma numerilor cari mă-
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soară unghiurile sale mat putin 2(n — 2), dacă ne 
punem. îm condițiunile Teoremei de la $. 565. 

Demonstraţiunea acestei Teoreme se face descom- 
punănd poligonul în triunghiuri prin arcuri - de. cere 
mare eșite din un același punct și aplicănd formula 
de la $.566, la cele (n—2) triunghiuri formate. 

510. TEOREMA.— Locul geometric al vârfurilor 
triunghiurilor sferice cari ai o bază comună și în cari 
diferența între suma unghiurilor bazei și unghiul opus 

A este. constantă, estă o circumferență ce 

trece prin extremităţile bazei, 

Fie ABC triunghiul sferic în 
care BC este baza dată şi B+-C—A 
este egală cu o cantitate constantă Vb. 

Fie P polul cercului care trece 
prin A,B,0: duc arcurile PA, Pb, 

a B PC. ceia ce formează trei triunghiuri 
isoscele, cari daă: ) 

 aunghâulP AB=ungh.POA=ungh.PAC. 
Prin urmare suma unghiurilor egale PBU şi PCB 

a triuoghiului isoscel PBC este egală cu.A şi fie-care 

    
din aceste unghiuri este egal cu zi Triunghiul isos- 

cel PBC este determinat, căci se cunoaște laturea 
BC şi cele doă unghiuri adiacente ; prin urmare dis- 
tanța AP a viîrfului variabil A la punctul P este con- 
stantă și locul geometric al: punetului A este cireum- 

ferenţa descrisă din P ca pol şi cu PB sai PO ca 
distanță polară. _ 

571. TEOREMA— Locul geometric al vârfurilor 

triunghiurilor sferice care aă o bază comună și Qce- 
sași suprafață este o circumferenţă. | 

Fie ABC triunghiul în eare AB este baza dată
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şi a cărui arie $ este constată. Prelungese laturile 
AC, BC pănă la întilnire cu cireum- 

Z ferenţa AB în D și C. Avem ($ 
2 566): 

CL A+ BA-C—2>8, 
2 losă, unghiurile CAB şi CDE sint 

suplementare, precum şi unghiurile 
CBA și CED; avem dar, . 

A=2-—D | 
B=—2—E: 

substituind în egalitatea de mii sus ui vine 

| DB Da 2—B pr C—2=5 
sait. 2+C—[D+E|>=s; 
adică unghiul C al triunghiului ECD diferă de suma 

D--E a celorlalte doă unghiuri, cu o cantitate cons- - 
tantă. Punctele D și E sînt diametralminte opuse punc- 
telor A şi B şi prin urmare sînt fixe : aşa dar locul ge- 
ometiic al vîrfuluă C este o circumferenţă ce trece 
prin punctele D şi E. 

      

   

IL. VOLUMUL SFEREI 

579. TEOREMA.— Volumul corpului născut de 

un triunghiu care se înviriește în jurul unei aze din 

planul seii și care trece prin unul din vârfurile triun- 

ghiului, fără să't străbată suprafaţa, «ste egal cu aria 

suprafeţei. descrisă de laturea opusă vârfuluă fix, în- 

mulțită cu a, treia pante a înălțimei relativă la această, 

lature. | 
Fie ABC triunghiul a carui virf A este fix pe 

axa de rotaţiune ay. Triunghiul poate ave trei pozi- 

ţioni față cu axa de rotaţiune:
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1 Laturvea AB a triunghiului ABU'coinctde cu axa 

  

e pu Perpendiculara dusă din 
Pop AR Ope AB poate căde între A 
ir şi B sau în afară de A și 

DB; în cazul întăi volumul 
LA 9 ă n Y căutat se compune din vo- 
lumurile conurilor născute de triunghiurile dreptun- 
ghice ACD şi BOD ; în cazulal doilea din diferența lor. 

lu același timp, cilinârul născut prin rotațiunea 
s 7 Greptunghiului  ABB'A', care 

poza are aceiași bază şi aceiași în- 
4 nălțime ca și triunghiul. dat, 

I - este egal cu suma sau diferenţa 
74 DY gilindrilor născuţi prin rotaţi- 

unea dreptunghiurilor ADCA” . 
BDCB'. Apoi, conul ACD este o treime din cilindrul 
BDCB'. Prin urmare în amăndoă cazurile volumul iăs- 
cut: prin învirtirea triunghiulai ABC î în jur de z este 
a treia parte din cilindrul ABB'A' şi avem 

vul, ABO=— 1/, 10D2X AB=/,nCDXAIXUB, 
fiind-că productul CDXAB este egal AIXCB, și a- 
măndoă reprezintă dublul ariei. triunghiului ABC.— 
Insă productul +CDXBC reprezintă aria suprafeţei 
născută de laturea BC a triunghiului ABC, în rotaţi- 

unea ei în jur de ay. Prin urmare avem 
vol. ABC=-supruf. BOX Al - 

2. Laturea AB a, triunghiului AB OC mare de cât 

e punctul A comun. cu ata 

  

Î ay. Preluhgese CB pănă 

N. la întâlnire în D cu axa 

ÎN ay. Triunghiul ABC este 

Sa diferența între triunghiu- 

Z/ — > vile ACD şi ABD: prin 

urinare volumul născut 

de triunghiul dat. este egal -cu diferența, volumurilor 

născute de aceste doă triunghiuri, Avem dar:
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col ABO-(uprafDO--supraf DEX L=supraf BOX 3. 

3. Laturea AB este paralelă cu axa-de rotațiune. 

In acest caz, volumul căutat este egal cu suma sati - 

_ diferenţa volumurilor născute de triunghiurile ABI 

şi ACI. _ - 

Că 3 Insă volumul născut de 
triunghiul ABB” este a treia 
parte din cilindrul născut de 
dreptunghiul AB'BI, și vo- 

: Dă lumul născut de triunghiul 

0 A By  ACC este a treia parte din 

cilindrul năseut de dreptunghiul AC'CI. Prin ur- 

mare în amăndoă cazurile avem. : 

      

  

—
 

  

vol. ABC" re. Al.BO=supraf. BOX A, | 

căci 2r.AL.BC exprimă 

  

Î i aria suprafeței laterale 

i Ma născută de dreptunghiul 

! BCC'B', sati aria descrisă 

| de laturea BC a acestui 

ad 5 1 2  dreptunghiii. 

573. Corolar. — Dacă triunghiul ABC este i- 

soscel, atunci MN fiind proecțiunea laturei BC pe 

axa zy, avem (Ş. 556). 

, supraf. BC=MN x 

şi prin urmare | 

vol. ABUC=MN>xci , 

! „Iţ- 
_] 2 feri 

—n. Al o Slerl 

| 

j



Ă 
AA N 

cercului a cărui radă. este egală cu înălțimea tr iunghiului. 
514. TEOREMĂ.— Vobimul născut de un sector 

polkgonal regulat care se învârtește în jurul unu dia- 
metru exterior suprafeţei lui, ave drept măsură productul 
ariei descrisă de linia frântă. careY servește de bază, 
prin o treime din apotema poligonului. 

DB. 
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adică : 
de un triunghiii isoscel, 
în condițiunile exprimate 
de 'Teoremă, este egal cu 

Y 2), din proecțiunea bazei 

volumul născut 

pe ază, înmulțită cu aria 

C 

  

i 

x Z ( Wy 

Fie sectorul poli- 
gonal OABCD și 

ay axa de rota- 
țiune. Descompun 
sectorul în triun- 
ohiună, toate cu 
vîrful în 0. Vo- 
lumul căutat va 

fi egal cu suma volumurilor născute de triunghiu- 
rile cari compun sectorul; avem : 

vol. OABCD=ool. AOB-Fuol. BOC-ool. CUD ; 

I 
însă vol. AOBsupraf.ABX—S 

OI 
vol. BOC=supraf. BCX3 

OI 
vol. COD=supraf. CDX :, 

aşa dar 
| I 

vol. OABCD= 9 (supra. Asupra. BC + supraf. CD), 

| OI 
sau zl. OABCD=-3X supraf. ABUD.



  

575. Corolar I—- Dacă proectăm poligonul de 

bază pe axă, avem Ă cc 
supraf. ABCD=MNXeircumf. Ol 

și prin urmare RE 

pol. ODABOD=hr.O IP. MN; 

adică volumul născul de un sector poligonal, în condi- 

„ țiumile exprimate de 'Leoremă, este egal cu */; din pro- 

“ ecțiunea. bazei sectorului pe ară, îmmiclțită cu aria cer- 

culuă înscris în linia poligonală. Da 

578. Corolar [1.— Volumul născut de um semi-po- 

“lidon regulat de un număr păreche de laturi, care se 

îmoârtește în jurul diametrului sei, este egal cu */s din 

““avia, cercuhă înscris înmulțită cu diametrul cercului cir- 

cumseris, căcă în acest caz proecţiunea MN este egală, 

cu diametrul cercului circumscris liniei poligonale. 

571. TEOREMĂ.— Volumul unuă sector sferic 

are drept măsură aria zonet carei servește de bază în- 

“mulţită cu a treia parte din rada sferei. | | 

i „Fie OAD seetorul circular care 

rin Învirtirea în jurul diametrului 

FE" dă naştere sectorului sferic, În- 

seriti în arcul AD linia frântă regu- 

lată ABCD. In virtutea 'Teoremei 

precedente avem Da 

_ip' vol. OABCD = OIXsupraf. ABCD. 

“Acum, dacă îndoesc, necontenit 
) 

i 

numărul laturilor liniei frănte, aceasta are ca limită, 

arcul AD, şi apotema Ol are ca limită rada 0OE a 

sferei pe care să o însemnăm. cu R. Aşa dar la li- 

mită avem : | | 

vol. sect. ODAD=:/ RXzona AD: : 

„978. Corolar L— Dacă însemnăm prin î înălu- 

mea zonei care serveşte de bază sectorului sferic, 

  

   

avem - ÎN | ,
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zona AD=—X21hR 

şi prin urmare vol. sect. OAD=*/,. RX; ; 
adică: volumul unuă sector sferic are drept masură 
2/3 din înălțimea zonei carei servește de bază, înmulțită 
cu aria unuă cerc mare de a sferei. | 

519. Corolar II.— În sfere egale, doi sectori sfe- 
rică sînt între ei ca zonele ce li servesc de bază, și 
prin urmare doi sectori sferică a căror bază au a- 
ceiași înălțime sînt echivalenți. —. 

580. TEOREMA.— Volumul sferzi. are drept 
Z măsură suprafaţa eă înmulțită cu a treia 

parte a rade. o 
Considerăm sfera ca suma secto- 

rilor sferică OAB și OBC și avem: 
vol. sect. OAC=1/, OAXzona AC 

și vol. sect. OB0C=1/, OAxzona BC ; 
adunănd avem 
vol. sferei de radă OA=:/, OA (zona AC 
-+-zona BC) =1/, OA. supraf. sferei. 

581. Corolar I—Am găsit ($. 561) că suprafața 
sferei este egală cu 4nR? sau aD?, R şi D fiind rada 
și diametrul sferei ; atunci dacă însemnăm prin V . 
volumul :sferei, Teorema precedentă dă formulele: 

=—4/nR8 sai V=1/ 25, 

582. Corolar II— Volumurile a doă s/ere sînt pro- 
porționale cu cuburile radelor sai, a diametrilor lor. 

583. TEOREMA.— Volumul unui poliedru con- 
„vez circumscris sferei are drept măsură productul ariei 
luă prin o treime din rada sferei. 

Să ducem prin centrul sferei și prin fie-care din 
crestele poliedrului, căte un plan; descompunem 
ast-fel poliedrul în piramide pe care le putem con- 
sidera, ca avînd de baze fețele poliedralui, și centrul 
sferei este vîrful comun. Fie-care din aceste pira- 
mide are drept măsură productul bazei prin o tre-  



  

ime din înălțimea. ei: toate bazele la un loc dai 

„aria poliedrului ș ŞI înălțimile tuturor piramidelor sint 

egale: cu rada sterer. 

584. Corolar.— 'Zotumaurile a dot poliedri convezi, 

circumscriși la o aceiași sferă saii la s/ere egale sînt 

proporționale cu suprafețele lor... 

585. TEOREMĂ.— Volumal. născut de un seg- 

ment circular care se învirtește în Jurul unui diametru 

exterior segmentului, este “echivalent cu jumătatea volu- 

_muhui unui con.a căreă rală de bază este egală: cu 

coarda segmente și a cărei înălțime 

este proecțiunea coardei pe ata d 7o- 

tațiune. 

„Fie AMB segmentul ciroular care 

se învîrtește în jurul diametrului DD". 

- Yolumul căutat poate fi consi- 

derat ca diferenţa între volumul năs- 

cut de sectorul circular OAMB ȘI acel 

născut de triunghiul OAB; avem dar ($. 578)- 

vol. OAMB="n OA 2XCE 

apoi ($. 573) | 

vol. iriungh. îsoscel CBD = 10P CE; 

prin scădere avem - 

- vol. AMB=—*/s7 (Oa: O] CE 

„Insă triunghiul dreptunghic OAIL dă;_ 

  
  2 

AB. 
“ OA —0I —Al Ip 

ȘI prin urmare 

“vol.AMB ap se RB.CR 

ceia ce demonstrează Teorema. e 

586. 'TEOREMĂ— Volanul unu se gmeni sferic 
24 

Geom. Blem, C. Olimescu
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bsie echivalent cu volumul umel sfere d tărei diametru 
este egal cu înălțimea, segmentului, mărit cu, : semi-suma, 
volumitrilor a doi cilindri cari ai. aceiași înălțime și 
egală cu înălțimea. segmentului, și ca baze respective Va- 
îele segmentului. 

“Trapezul mixtiliniii DAMBC prin învârtirea lui 
în jur de diametrul EE' dă naștere. unui segment 
sferic, a cărui race de baze sînt CB şi DA și înăl- 
țime CD. 

  

    

B_F£ “Wolumul căutat este -egal cu 
7 C suma volumurilor născute de segmen- 

tul circular AMB și trapezul DARC. 
dp Avem mai întăă 
E [vol AMB=pa e ABIXCD. 

„ Trapezul DABC descrie un trun- 
e _lp' chii de- con drept și volumul sti   

este : 

vol. DABO="/, m (E Dat-po, Dajxon: 
prin urmare 

vol. DAMBC=4,n LAB: 720B'--2DA:+2CB, DAXCD. 

- Duc B din perpendiculara BF pe AD și am tri-, 
unghiul dreptunghic ABE care- dă : 

 AB=BPLAP'=CD' + (AD—BO), 
„sai AB'= CD'-AD'AB(*—2ADXxBC. 

Substiţuim această valoare a lui AB? în tor- 

mula de mai sus: facem . reducerile și avem 

vol. DAMBC = 1/,x [0D'+ 368 "+ 3DA']. CD, 

care se poate seri: 

vol. DAMB="/,a D541, În: Che CD. DA:.CD| 
ceia. ce demonstrează Teorema.
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597. Corolar.— Dacă baza BC este nulă atunci 
avem volumul unei calote sferice 

vol. calotei EBA D=1/a DIS, DAxDE, 

538. TEOREMĂ. — Doă 
„piramide sferice triunghiulare si- 
metrice sînt echivalente. 

Demonstrațiunea acestei 
Teoreme este analoagă cu a- 
ceea a teoremei «de la $. 564. 

589. Corolar.— Pod pira- 

î mide sferice triunghiulare OABC, 
OCDE cari ai un unghiii diedru opus la creasta OC 
și cele doă feţe a-le lor AOB, LOD opuse unghiului 
fac parie din um. același plan, formează la un loc un- 
gliierul sferic ACEB a cărui unghii este C. 

Aceasta rezultă de acolo că piramida UCDE 
este echivalentă cu piramida OAB, fiind-că sînt 
simetrice. a 

590. "TEOREMĂ — Un unghier sferic are drepl 
măsură productul fusului sei, prin o treime din rada 
sferei. | 

“Aceasta rezultă din taptul că raportul între un 

unghier și sferă este egal cu raportul între tusul 

corespundător și suprafața sferei ; adică avem : 

“ unghier de ungh.A__ fus de ungh.A 

sfera de rulă R  supraj. sferei 

  
însă sfera este egală cu supratața ei înmulțită cu o 

treime din radă, prin urmare . 

unghier de ungh.A fus de ungh.A 

supraf.sfer.X"/, BR supraf. sferet 
    

de unde _ 

unghier de ungh.A="/,B. fus de unghA.



— 372 — o Ea 

“591. PEOREMĂ.—- Volumul unei piramide sfe-. 
vice triunghiulare are drept măsură aria triunghiului 
de bază înmulțită cu o treime „din rada sferei. | 

Fie OABU piramida dată. 
Planurile teţelor AOC, BOC 

împart semi-stera ABEDU în pa- 
tru piramide sferice triunghiu- 
lare cari: daii 
OABUTUBCE=Sun, ghierul A 
OABO-+OACD-—umghierul B 
OABETOCDE=—unghierul C. 
Adunănd aceste cealitaț 

membru: cu meinbra, avem : 

20ABC-+!/ s/eră= —un hier. A-tuny hier: Bun ghier.C. 

Insă avem succesiv | 

unghier A=fus AXUOĂ, unghier B=fus BXII30A, 

unghier C= fus CX1/,0A, şi sferasupraj. sfer. XI IsOA ; 

așa, dar: 

OAB C=1/|fusA-fusB + fusc—! jesupraf. sferei] X 104 

=], |2ABO--/supraf. sf.—"|,supraf. sferei] x"sOA 

sai, OABC=—ABOX"UA 

ceia ce demonstrează "|! eorema. — 

592. TEOREMĂ.— Volumul unei piramide sfe- 

mice poligonale are drept măsură aria poligorului de 
bază înmulțită cu o treime din rada sferck. 

Demonstraţiunea; se face descompunăndu- se pi- 
ramida, poligonală în mai multe pir amide triun- 

  
ghiulare. 

593. Exerciţii. 7. Să se “cateuleze, cu aprozinaţiune de 
un miriametru patrat suprafăța globului pămăntesc. 

Să știe că circumferenţa de cerc mare a globului are 40 

1000, metri saă 4000 miriametrii ; „diametrul giobalui este dar 

Mm.; aplicăm formula S=anD: şi avem 
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—5092958 Mm?   - | 1909 ] >____ 16000000) 
ze e 

2, Suprafaţa unei sfere Im; să i se calculeze rada. 

Avem 4 mh2—l de undo R=t pi, 262 m. 

. )0000 m. 
3. Volumul globului pămăntesc, Rada cete „20000000 m. 

mii 6366 Im. Volumul va fi 5092958 Mm?X1l,X6366 Mm. 

—1081000000 Mn2. | 

Raga soarelui este de 108.5 ori rada pămăntului. Prin umar 

suprafaţa şi volumul soarelui sînt de 11,800 ori și 1280000 uri 

suprafaţa şi volumul pămîntului. | 

4. A caleulu rada sferă de Im? 

3 N 

| =] 30,620 mm. 
| 47 _ 

5. A calcula volumul unci sfere circumserisă la un nc- 

tru cub. E | . 

Raqa sferei este jomătate din diagonala cubului. Dacă a 

  
Da 3 , Ă 

este laturea cubului, se găsește r-—a 3; şi dacă cubul propus 

  

V3 
este un metru cub, atunci =   0,866 m. Se găsește că 

| nV 3 
volumul este.  =9,720625 m5.   

€ 

6. Dacă înscrim în nn Semâ-crre un semi-polijon ve- 

gulut de un mumă păreche de laturi şi i circumserim Un 

semi-poligon asemeiie, suprafața sferei născută de semi-cere 

prin învîrtire în jurul diametuluă sei este medie proporiio- 

nală între suprafețele născute de poligoane. 

Pie OE, OE, OA, OA, apotemele semi-poligoanelor şi 

radele lar. ” i . 

Insemvănd prin C, S, [ ariile născute de' semi-poligonul 

circumscris, şemi-cercul şi_semi-poligonul înscris, avem ;



j 

f 7 

  

= su 

CO _8- _u N 
DA! OA 0E 

Iusă triunghiurile OAE şi OA'E' fiinl asemene dai că OA 
este. medie proporţională între OA și OCE: prin urmare și Ss; 

este medie proporțională între O și |. 
Să se circumscrie uneă sfere un con drept a căruă ; 

suprafiață laterală să fie îndoitul “bază. 
'“Yviunghiul circumscris cercului trebue să fie ecvilateral. 

5. Să se înscrie în 0 sferă un cilindru drept astfel 
ca suma bazelor şă fie egală cu suprufața laterală, 

Se va înseri în semi-cere un patrat, care patrat prin în- 

virtire va da. naștere cilindrului căutat. 
9. Să se:taie o sferă prin un 

4 plan asifel ca secțiuneu să. fie echivu- 

lentă cu diferența între cele dnă zone 
în cară planul împarte suprafața 
sferei. 
„Avem (Ş. 561). _ 

za /p me GB2==ac |AE— —BE2] _ 
SI _- de unde BE2==AB?—-CE2=—A0 

. adică BE=AC. 
Z "  Imsă BE este medie proporțională 

. între BA * Bo; priv urmare 

Ra AG?—ABXBO; _ 
adică p punc tul D împarte diametrul AB în medie și extremă rațiune. 

   

10. Să s: înserie. în o sferă un con “drept circular, a 
cărei bază să fie echivalextă cu jumătate suprafeţei lui la- 
ere, i o, 

Fie în figura “precedentă ARC? ei”. care “dă naştere 

conului; baza sa este mA “ŞI “sățra:e . laterală este 
aCEXÂD ; trebue să” avem dar: : AE==20E de îufiăe.rezoltă că 
triunghiul AED este ecvilateral, 

    

      

    

FINIT, 

  



Pagina 

16 
21 
24. 

55 
56 

67 

n 

TI 
9% 

102 

107 
112 

114 

1905 
"ali UD pr? 

duce g: * «40, 

a 141 
164 

170 

INDREPTARI 

rândul al 5-lea la început, în loc de AB să se cetească AC. 
la figură liniile AB și A'C trebue să fie pline. 
la figura întăia trebue pus jos O' 

„„ doa n, lastănga D' 
rândul al 13-lea din jos în sus în loc de A să se cetească A, 
la figâră jos trebue'M' în loc de M. , 

de jos cercul al doilea trebue M', B' în loc 

de M, B. , 

la .figura întăi, la dreapta trebue literele O, o' „în loc 

de C, O 

"la figura adoa la dreapta trebue litera 0” în loc de 0. 

la ' figura a “Goa trebue O' în loc de O 
la figura întăia la mijloc trebue B, și B în loc de B',B 
în locul gol de jos trebue figura 

g CA 
la figura întăia sub M trebue N' în loc de N 
la figura de jes pe laturea din stănga a triunghiului tre- 
Hui triuia loe, de E și pe laturea din dreapta trebue D' 

, 

IBha 

190 oi 

la figura a doa, dreptele EB și DB trebue să se întăl- 
nească pe circumferență. 
“ndul al 13-lea în loc de DG trebue DC: - 

rănâul al 5-lea de jos în sus în loc de,că trebue, „dă“ 

la figura de jos, în loc de punctele O, T de la dreapta 

trebue O, T.. 
răndul al 16-lea în loc de C trebue 0. 
răndul al 14-lea de jos în sus în loc de „cirenmscris“ 
trebue „,circumserim'* 

la figura din dreapta trebue h' în loc de i,



Pagina 

197 

249 
250 
288 

293 

302 
315 

329 

336 

-337 
348 

359 
364 

_366 

— 376 — 

la figură, în paralelogramul din mijloc în loc de P de sus trebue P, și în loc de P de jos trebue Fi la figura din dreapta trebue s', c' în loc de 8. C. 
răndnl întăi în loc de „cplică““ trebue „aplică“. 
răndul al 5-lea de jos în sus în loc de 1 trebue 1: 
răndu! al 5-lea în -loc de = trebue = 

c 

rândul al 9-lea în loc de AOC trebue OAB. la figură în dreapta trebue M', A' în loc de M, A, și îu mijlocul circumferenţei celei mici trebue pus O - “la figura din dreapta, piciorul înălțimei pe baza abe tre- . bue însemnat cu litera 1 și pe baza adie” cu. : la figura a 2-a centrul cercului -circumseris triunghiulai abc trebue însemnat cu ş în loc de a, și jos trebue p în "loc de g, 
rândul al 20-lea în loc de A,B trebue A, B. răndul al 22-lea în loc de B trebue A”, după care tre- bue adaose cuvintele : vîrful B' se afă de aceiași parte a arcului CA cu punctul By, a - răndul al 16-lea în loc de PA'C trebue P'A'B'. la figura a doa pe linia întăia trebue A' B' în loc de A, 3 răndul al 6-lea de jos în sus, linința de dinaintea fracţiu- Ă O , 

nei 3 trebue să lipsască. 

ZII MI BARON ap ” Să pet E - a VERIFICAT ă E „03 1987 .- --   
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Teoreme privitoare la paralelismul a doă drepte i 

și a unei drepte cu un plan . 311—3828_ 

Unghiul a doă drepte nesituate în acelaşi plan 329--330 

Planuri paralele intercepiează segmente 'propor- 
ţionale pe drepte . . . , . 331-833 

„ Hivercățiă . , , 334 

OAPIVULUL [II 

UNGHIURI FORMATE DE DOĂ PLANURĂ SAU DE UN PLAN 
CU O DREAPTA 

Unghii diedru. Diedre egale. Sume şi părţi de 

diedre. Diedre adiacente, opuse la creastă . 535-—-340 

Diedre drepte, ascuţite, obtuze, complementare, 

suplemeniare. Teoreme . 341--3417 

Unghiii plan al unui diedru. "Măsura diedrelor. 
Teoreme 348--—356 

Proecţiunea unui “punct, unei drepte, pe un plan. 

Teoremă . . 357-360 

Unghiul unei drepte cu un plan . 361--—362 

A se duce o dreaptă perpendiculară pe alte doă - 

drepte date. Cea mai scurtă distanță între doă 

'drepte date _ , . . , 363. - 366 
„ . . . 367 Lverciţii 

-CAPITULUL IV 
UNGHIURI TRIEDRE ȘI UNGHIURI POLIEDRE 

Definiţiuni i 868-—371 

Teoreme relative la unghiul triedru , 312-—378 

In ori-ce unghii poliedru convex, suma. fețeler 

este mai mică de căt patru unghiuri drepte. -  :379-—380
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Volumul unui trunchiu de prismă . 
_kzerciţii . „. 

S.$. 
.Unghiu triedru suplementar unui triedru dat, 

Teoreme , AR , , . 381—386 „Cazurile de egalitate a doă triedre 387—388 Ererciții . 389 ' 

CARTEA VI 
POLIEDRI 4 

CAPITULUL 1 
PRISMA, PARALELIPIPED 

„Definiţiuni ; poliedrui, prismă alelipiped. Te- oreme > Di P ” Pe Nini 390—400 
Secţiunile făcute în o prismă prin qoă planuri 

paralele sînt doă poligoane egale între ele. Secţi- 405 une dreaptă. Aria laterală , . . 4 
„ Prisme egale şi echivalente , , 406— „__ Dimensiunile paralelipipezilor. Volumul unui pa- 1—492 ralelipiped dreptunghic sai oblic Al  Lrerciţiă , , - A . 42 

CAPITULUL UI 
PIRAMIDE 

Definiţiuni ; piramidă, virful și înălțimea . €i: Piramidă regulată, apotema ei. 'Trunchiu de piramidă- 124 —428 Aria laterală , . . . i Dacă se taie o piramidă cu un plan paralel cu 
baza ei, atunci: i, crestele laterale și înălțimea 
piramidei sînt impărțite în părţi proporţionale ; 2, Secţiunea este un poligon asemene cu baza 199—430 piramidei i Lc 434-—432 

Raportul a doă piramide cu înălțimi egale 
Aria laterală a unei piramide şi a unui trun- 133—454 

chiă de piramiă regulată . , | , Doă piramide triunghiulare cu baze echivalente 436 -—436 
și inăițimi egale, sînt echivalente 137-440 Volumul unei piramide Pa , . 4 Volumul unui trunchiă de piramidă de întăia ȘI mi — fi a doa specie | MB 

452
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$. $. CAPITULUL UI : | POLIEDRI ASEMENE  - Definiţiuni RR , A 453 ! Teoreme diverse . , , . 454—459 

ș Raportul a doă piramide asemene, a doi poliedri 7 asemene . , , , , . 460—481 
ş:  Poliedru regulat. Nu există de cât cinci poliedri $” regulaţi . , . , CR 462—463 Ss Frerți . , , , . 464 E CARTEA Va î 
A CELE TREI CORPURI ROTUNDE 

CAPITULUL |: 
CILINDRU 

Definiţiuni : cilindru drept cu bază circulară, su- prăfaţa laterală, generătoare, înălțime, plan tangent; prismă înscrisă Şi circumscrisă Ja cilindru 465—469 Aria suprafeței laterale și totale a cilindrului 470—471 Desfășurarea cilindrului ,   

  

. , 472 Volumul cilindrulu; . , , . 473—475 
Bzereiţii . . , . . 476 

CAPITULUL 1] 
- CONUL, „ Definiţiuni: con drept cu bază circulară, Ssupra- față laterală, generătoare, axă, înălțime, virtul co- nului, plan tangent, piramidă înscrisă Și circum- „scrisă la con -. . . . . 477—479 Trunchiu de Con, COni asemene  . , 480—481 

Aria suprafeţei laterale și totale a conuluy 482—485 
Desfăşurarea conului „. , , . 486 ' 
Aria suprafeței laterale și totaie a unui trunchi de con , 

487—490 
"Volumul unui con circălar drept |! 491—493 Volumul unui trunchiă de con drept cu baze paralele , . . „. . 494—495 Cubagiul trunchiurilor de copaci şi cotitul vaselor 496—497 Ezerciţiă _ . , . 498
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CAPITULUL III 
SFERA 

Definiţiuni : centru, radă, diametru, plan tangent 
la sferă; zonă, colotă, segment, fus sferic, unghier, - 
piramidă sferică, sector sferic . . .- 499—501 | 

Ori-ce secţiune făcută în sferă prin un plan este 
un cerc. Cercuri mari, cercuri nici; polii 'unui cere 502—509 

Comuas sferic, distanță polară, raqă sferică; 
construcțiunea. polilor . 510—513 

Teoreme privitoare la planul tangent la sferă  514—518 
Prin patru puncte ne-aşedate în un acelaşi plan 

putem face să treacă o suprafață sferică ŞI nu- 

mai una , , , , , 519 _ 
Problems. . , Sa | , : 520.— 521 
Fivereităă , , Ă , Ă 528 

CAPITULUL IV 
TRIUNGHIURI SFERICE 

Definiţiuni : unghiul a doă curbe în un punct 
comun al lor ; poligon sferic, convex și coucav; 
triunghiuri sferice - . , , 529-532 

Triunghiuri sferice. simetrice . 533 
Măsura unghiului a doă arcuri de cere mare  534—537 
Teoreme "privitoare la triunghiuri sferice . _ 538 —543 
Arcuri oblice, arcuri perpendiculare pe sferă 544—541 
Triunghiuri polare sau suplementare . 548—551 | 
Probleme . , . . E 552—554 

CAPITULUL V 
ARIA SFEREI 

Definiţiuni : linie frăntă regulată . 555 
Suprafața născută de o dreaptă şi de o linie 

frăntă ce se învirteşte în jurul unei axe situate în 
un acelaşi plan .. . 556—598 

Suprafaţa zonei sferice, a calotei 'sterice ; ; su- 
prafața sferei . . ..- 559—3563 

Doă. triunghiuri sferice simetrice, sint echiva- 
lente ; măsura fusului sferic . 564—566 

Suprafața unui triunghiă sferic ; exces sferic; 
_ Suprafaţa unui poligon sferic . . A 567—57|    
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VOLUMUL SFERE: 

Volumul născut de un triunghiii care se învir- 

eşte în jurul unei axe situată în planul sei 

Volumul născut de un sector poligonal regulat 

are se învirteşte în jurul unui diametru exterior 

Volumul unui sector sferic 

Volumul sferei . , . . 4 | 

Volumul unvi poliedru convex circumscris unei 

sfere ae , , , , 

Volumul unui segment circular, unui segment, 

sferic. unei calote A . . . 

Doă piramide sferice triunghiulare simetrice sînt 

echivalente . , . . i 

Volumul unui unghier sferic, al unei. piramide 

sferice , . e 

Ezerciţiă 

$. $ 

572—573 

574—516 
577-—579 
580—582 

-583—584 

.585—581 

588—589 

590—59 
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